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� íâ®© áâ âì¥ ãáâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï å à ªâ¥à¨§ æ¨ï áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢, ï¢«ïîé¨åáï

¢¥àå­¨¬¨ ®£¨¡ îé¨¬¨ á¥¬¥©áâ¢  n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥à â®à®¢, ¤ ¥âáï ®¯¨á ­¨¥ ¢®§­¨-

ª îé¨å áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¢ ¨ ¨å ªà ©­¨å â®ç¥ª.

1. �¢¥¤¥­¨¥

�  ¯à®âï¦¥­¨¨ ¢á¥© áâ âì¨, ¥á«¨ ­¥ ®£®¢®à¥­® ®á®¡®, X ¨ E | ¢¥ªâ®à­ë¥

à¥è¥âª¨ ­ ¤ ¯®«¥¬ ¢¥é¥áâ¢¥­­ëå ç¨á¥« R, ¯à¨ç¥¬ E ¯®àï¤ª®¢® ¯®«­  (K-

¯à®áâà ­áâ¢®). � áá¬ âà¨¢ ¥¬ë¥ ®â®¡à ¦¥­¨ï ¤¥©áâ¢ãîâ ¨§ X ¢ E.

1. �¯à¥¤¥«¥­¨¥. �¨­¥©­ë© ®¯¥à â®à T : X ! E ­ §ë¢ ¥âáï n-

¤¨§êî­ªâ­ë¬, ¥á«¨ T ï¢«ï¥âáï ¯®àï¤ª®¢® ®£à ­¨ç¥­­ë¬ ¨ ¤«ï «î¡ëå ¯®¯ à­®

¤¨§êî­ªâ­ëå í«¥¬¥­â®¢ x0; x1; : : : ; xn 2 X ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥

n̂

i=0

jT (xi)j = 0:

� ­ áâ®ïé¥© áâ âì¥ ¨§ãç îâáï áã¡«¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë, ¯à¥¤áâ ¢¨¬ë¥ ¢

¢¨¤¥ ¢¥àå­¨å ®£¨¡ îé¨å á¥¬¥©áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥à â®-

à®¢. �áâ ­ ¢«¨¢ ¥âáï, çâ® ¤ ­­ë© ª« áá áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ á®¤¥à¦¨â ¢

á¥¡¥ áã¬¬ë n áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢, á®åà ­ïîé¨å ª®­¥ç­ë¥ ¢¥àå­¨¥ £à -

­¨æë, ¯à¨ç¥¬ íâ® ¢ª«îç¥­¨¥ áâà®£®¥. �â¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢

íâ¨ ª« ááë á®¢¯ ¤ îâ: ¨§¢¥áâ­®, çâ® ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¥ n-¤¨§êî­ªâ­ë¥ ®¯¥à â®-

àë, ¤¥©áâ¢ãîé¨¥ ¢ ¯®àï¤ª®¢® ¯®«­ë¥ ¢¥ªâ®à­ë¥ à¥è¥âª¨, á¢®¤ïâáï ª áã¬¬ ¬

n ¯®¯ à­® ¤¨§êî­ªâ­ëå à¥è¥â®ç­ëå £®¬®¬®àä¨§¬®¢ (á¬. [1{2]).

�à¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨¨ íâ®£® ª« áá  áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¢ ¦­ãî à®«ì ¨£-

à îâ ¢®¯à®áë £¥®¬¥âà¨ç¥áª®£® áâà®¥­¨ï ¢®§­¨ª îé¨å áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¢.

�¤¥áì ¢®§­¨ª îâ § ¤ ç¨ ¢­ãâà¥­­¥© å à ªâ¥à¨§ æ¨¨ áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «  ¨ ®¯¨-

á ­¨ï ¬­®¦¥áâ¢  ¥£® ªà ©­¨å â®ç¥ª. �â®¨â ¯®¤ç¥àª­ãâì, çâ® íâ¨ § ¤ ç¨ ¡ë«¨

à¥è¥­ë ¯¥à¢®­ ç «ì­® ¤«ï ª ­®­¨ç¥áª®£® ®¯¥à â®à  (= ®¯¥à æ¨¨ ¢§ïâ¨ï â®ç-

­®© ¢¥àå­¥© £à ­¨æë ã ¯®àï¤ª®¢® ®£à ­¨ç¥­­®© äã­ªæ¨¨) (á¬. [3, 2.2.9]), § â¥¬

¤«ï ®¯¥à â®à®¢, á®åà ­ïîé¨å ª®­¥ç­ë¥ ¢¥àå­¨¥ £à ­¨æë (á¬. [3, 2.5.7, 2.5.8]).

c
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2. �á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥ á¢¥¤¥­¨ï

�¥à¥¤ â¥¬ ª ª ¯à¨áâã¯¨âì ª ¯®¤à®¡­®¬ã ¨§«®¦¥­¨î, ­ ¯®¬­¨¬ ­¥ª®â®àë¥

á¢¥¤¥­¨ï ®¡ ®á­®¢­ëå ®¡ê¥ªâ å, à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå ¢ ¤ ­­®© à ¡®â¥. �ë ¡ã¤¥¬

á«¥¤®¢ âì ®¡é¥¯à¨­ïâë¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï¬ ¨ â¥à¬¨­®«®£¨¨ á®£« á­® [3{5].

�§¢¥áâ­®, çâ® à¥£ã«ïà­ë¥ (= ¯®àï¤ª®¢® ®£à ­¨ç¥­­ë¥) ®¯¥à â®àë, ¤¥©áâ-

¢ãîé¨¥ ¨§ X ¢ E, ®¡à §ãîâ K-¯à®áâà ­áâ¢® Lr(X;E) à¥£ã«ïà­ëå ®¯¥à â®à®¢

á ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬ ª®­ãá®¬, ª®â®àë© ®¡®§­ ç ¥âáï á¨¬¢®«®¬ L+(X;E).

�ã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «®¬ (¢ ­ã«¥) @P áã¡«¨­¥©­®£® ®¯¥à â®à  P , ­ §ë¢ ¥âáï

¬­®¦¥áâ¢®

@P := fT 2 L(X;E) : (8x 2 X)Tx 6 P (x)g;

£¤¥ L(X;E) | ¯à®áâà ­áâ¢® «¨­¥©­ëå ®¯¥à â®à®¢ ¨§ X ¢ E.

�¨¬¢®«®¬ Ch(P ) ®¡®§­ ç ¥âáï á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å ªà ©­¨å (¨«¨ íªáâà¥-

¬ «ì­ëå) â®ç¥ª áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ «  @P . �¥à¥§ Orth(E) ®¡®§­ ç ¥¬ ª®«ìæ®

®àâ®¬®àä¨§¬®¢ ­  E á ¥¤¨­¨æ¥© IE .

2. �¥®à¥¬  [3, 2.2.7]. �«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥à¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(1) ®¯¥à â®à S 2 Ch(P );

(2) ¥á«¨ ¤«ï ®¯¥à â®à®¢ S1; : : : ; Sn 2 @P ¨ ®àâ®¬®àä¨§¬®¢ �1; : : : ; �n 2

[0; IE] ¢ë¯®«­ïîâáï á®®â­®è¥­¨ï
Pn

k=1 �k = IE ,
Pn

k=1 �k � Sk = S, â® �k � S =

�k � Sk ¤«ï ª ¦¤®£® k = 1; : : : ; n.

�«ï ¯à®¨§¢®«ì­®£® ­¥¯ãáâ®£® ¬­®¦¥áâ¢® Q ®¡®§­ ç¨¬ á¨¬¢®«®¬ l1(Q;E)

á®¢®ªã¯­®áâì ¢á¥å (¯®àï¤ª®¢®) ®£à ­¨ç¥­­ëå ®â®¡à ¦¥­¨© ¨§ Q ¢ E. �¥á«®¦-

­® ¯à®¢¥à¨âì, çâ® l1(Q;E) ï¢«ï¥âáï K-¯à®áâà ­áâ¢®¬ ¯à¨ ­ ¤¥«¥­¨¨ ¯®ª®®à-

¤¨­ â­ë¬¨  «£¥¡à ¨ç¥áª¨¬¨ ®¯¥à æ¨ï¬¨ ¨ ã¯®pï¤®ç¥­¨¥¬. �¯¥p â®p "Q ¨§

l1(Q;E) ¢ E, ¤¥©áâ¢ãîé¨© ¯® ¯p ¢¨«ã:

"Q : f 7! supff(�) : � 2 Qg (f 2 l1(Q;E));

­ §ë¢ îâ ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ®¯¥p â®p®¬. �¨¬¢®« "n ¨á¯®«ì§ãîâ, ª®£¤  ¬®é­®áâì

¬­®¦¥áâ¢  Q p ¢­  n. � ¬ ®¯¥p â®p "n ¯p¨ íâ®¬ ­ §ë¢ îâ ª®­¥ç­®¯®p®¦¤¥­-

­ë¬.

�ã¡«¨­¥©­ë© ®¯¥p â®p P ­ §ë¢ îâ ¢®§p áâ îé¨¬, ¥á«¨ ¤«ï «î¡ëå x; y 2

X ¨§ x 6 y á«¥¤ã¥â, çâ® P (x) 6 P (y).

� ¬¥â¨¬, çâ® ¤«ï ª®­¥ç­®¯®p®¦¤¥­­®£® ®¯¥p â®p  "n ä®p¬ã«ã [3, 2.1.5(1)]

¬®¦­® ãâ®ç­¨âì:

3. �à¥¤«®¦¥­¨¥.�ãáâì P | ¢®§p áâ îé¨© áã¡«¨­¥©­ë© ®¯¥p â®p. �®£-

¤ 

@(P � "n) = fS 2 L+(Xn; E) : (8x 2 X) S(x; x; : : : ; x) 6 P (x)g:



3{10 �. �. � ¤­ ¥¢

4. �à¥¤«®¦¥­¨¥ [3, 2.1.8 (1)]. �ãáâì P1; : : : ; Pn | áã¡«¨­¥©­ë¥ ®¯¥p â®-

pë. �®£¤  á¯p ¢¥¤«¨¢® ¯p¥¤áâ ¢«¥­¨¥:

@

 
n_
i=0

Pi

!
=
[�

�0 � @P0 + � � �+ �n � @Pn : �0; �1; : : : ; �n 2 Orth+(E);

nX
i=0

�i = IE

�
:

5. �¥®à¥¬  [2, 3.6]. �«ï ®¯¥p â®p  T 2 Lr(X;E) á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥p¦¤¥­¨ï

p ¢­®á¨«ì­ë:

(1) ®¯¥p â®p T ï¢«ï¥âáï n-¤¨§êî­ªâ­ë¬;

(2) ¤«ï «î¡ëå ¯®¯ p­® ¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢ T0; T1; : : : ; Tn 2

L+(X;E) â ª¨å, çâ®
Pn

i=0 T1 = jT j ­ ©¤ãâáï ®pâ®¬®pä¨§¬ë �0; �1; : : : ; �n 2

Orth+(E) â ª¨¥, çâ®
Pn

i=0 �i = IE ¨ ¤«ï ª ¦¤®£® i = 0; 1; : : : ; n ¢ë¯®«­¥­®

�iTi = 0.

�áî¤ã ­¨¦¥, ¨¬¥ï ­¥ª®â®pë© ­ ¡®p í«¥¬¥­â®¢ fx0; x1; : : : ; xng, ãá«®¢¨¬áï

áç¨â âì, çâ® x�1 := xn, xn+1 := x0.

�«¥¤ãîé¥¥ ãâ¢¥p¦¤¥­¨¥ ¯p¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© íª¢¨¢ «¥­â­ãî ä®p¬ã«¨p®¢-

ªã ®¯p¥¤¥«¥­¨ï ¯®«®¦¨â¥«ì­®£® n-¤¨§êî­ªâ­®£® ®¯¥p â®p .

6. �¥®à¥¬  [2, 3.4]. �ãáâì X, E | ¢¥ªâ®p­ë¥ p¥è¥âª¨, T 2 L+(X;E).

�«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥p¦¤¥­¨ï íª¢¨¢ «¥­â­ë:

(1) ®¯¥p â®p T ï¢«ï¥âáï n-¤¨§êî­ªâ­ë¬;

(2) ¤«ï ¢á¥å x0; x1; : : : ; xn 2 X ¢ë¯®«­ï¥âáï

T

 
n_
i=0

xi

!
=

n_
i=0

T (x0 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn):

3. �ã¡«¨­¥©­ë¥ ®¯¥à â®àë, á®åà ­ïîé¨¥ n-áã¯à¥¬ã¬ë

� ¯®¬­¨¬, çâ® ¬­®¦¥áâ¢® A � Lr(X;E) ­ §ë¢ ¥âáï á« ¡® ¯®pï¤ª®¢® ®£p -

­¨ç¥­­ë¬, ¥á«¨ ¤«ï ª ¦¤®£® x 2 X ¬­®¦¥áâ¢® fTx : T 2 Ag ¯®pï¤ª®¢® ®£p -

­¨ç¥­® ¢ E.

7. � ¬¥ç ­¨¥. �¥á«®¦­® ¯p®¢¥p¨âì, çâ® á¢®©áâ¢® (2) ¤«ï «¨­¥©­®£® ®¯¥-

p â®p  ¢ â¥®p¥¬¥ 6 ¢ë¯®«­ï¥âáï ¨ ¤«ï ¡®«¥¥ è¨p®ª¨å ª« áá®¢ ®â®¡p ¦¥­¨©,

ç¥¬ ª« áá ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢: ¤«ï «î¡®£® á« ¡® ¯®-

pï¤ª®¢® ®£p ­¨ç¥­­®£® á¥¬¥©áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®-

p®¢ (T�)�2� ¨§ X ¢ E ¨å ¢¥på­ïï ®£¨¡ îé ï P , ¤¥©áâ¢ãîé ï ¯® ä®p¬ã«¥



� ¢¥àå­¨å ®£¨¡ îé¨å á¥¬¥©áâ¢  n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥à â®à®¢ 3{11

P (x) = supfT�(x) : � 2 �g (x 2 X), ï¢«ï¥âáï áã¡«¨­¥©­ë¬ ®¯¥p â®p®¬, ã¤®¢-

«¥â¢®pïîé¨¬ p ¢¥­áâ¢ã

P

 
n_
i=0

xi

!
=

n_
i=0

P (x0 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn) (�)

¤«ï ¢á¥å x0; x1; : : : ; xn 2 X. �®â¨¢¨pãïáì íâ¨¬ ­ ¡«î¤¥­¨¥¬, ¢¢¥¤¥¬ á«¥¤ãî-

é¨© ª« áá áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥p â®p®¢.

8. �¯à¥¤¥«¥­¨¥. �ãáâì P : X ! E | áã¡«¨­¥©­ë© ®¯¥p â®p ¨§ X ¢ E.

�ã¤¥¬ £®¢®p¨âì, çâ® P á®åp ­ï¥â n-áã¯p¥¬ã¬ë, ¥á«¨ P ã¤®¢«¥â¢®pï¥â ãá«®¢¨î

(�). � á«ãç ¥ n = 1 £®¢®pïâ, çâ® P á®åp ­ï¥â ª®­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨æë.

� ª ¬ë ãáâ ­®¢¨¬ ¯®§¦¥, ãª § ­­®¥ á¢®©áâ¢® ï¢«ï¥âáï å p ªâ¥p¨áâ¨ç¥áª¨¬

¤«ï ¨§ãç ¥¬®£® ª« áá  áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥p â®p®¢, ¯p¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ ¢¥på­¨å

®£¨¡ îé¨å á¥¬¥©áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢.

�§ãç¨¬ ¯®¤p®¡­¥¥ á¢®©áâ¢  ¢¢¥¤¥­­®£® ª« áá  ®¯¥p â®p®¢.

9. �à¥¤«®¦¥­¨¥. (1) �ãáâì P : X ! E | áã¡«¨­¥©­ë© ®¯¥p â®p, á®-

åp ­ïîé¨© n-áã¯p¥¬ã¬ë. �®£¤  ¥£® áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ « @P á®áâ®¨â ¨§ ¯®«®¦¨-

â¥«ì­ëå ®¯¥p â®p®¢.

(2) �ãáâì Pi : X ! E (i = 1; : : : ; n) áã¡«¨­¥©­ë¥ ®¯¥p â®pë, á®åp ­ï-

îé¨¥ ª®­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨. �®£¤  ¨å áã¬¬  P =
Pn

i=0 Pi ï¢«ï¥âáï áã¡«¨-

­¥©­ë¬ ®¯¥p â®p®¬, á®åp ­ïîé¨¬ n-áã¯p¥¬ã¬ë.

C (1) �ãáâì x; y 2 X, x 6 y. �®£¤  ¨§ p áá¬®âp¥­¨ï á¥¬¥©áâ¢  fx0; : : : ; xng,

£¤¥ x0 := y,   ¤«ï ª ¦¤®£® i = 1; : : : ; n xi := x ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® P (x) 6 P (y).

�p¥¡ã¥¬®¥ â¥¯¥pì ¢ëâ¥ª ¥â ¨§ [3, 2.1.2].

(2) �®§ì¬¥¬ í«¥¬¥­âë x0; x1; : : : ; xn 2 X. �®£¤ 

P (x0 _ � � � _ xn) = P1(x0 _ � � � _ xn) + � � �+ Pn(x0 _ � � � _ xn)

= P1(x0) _ � � � _ P1(xn) + � � �+ Pn(x0) _ � � � _ Pn(xn)

= supfP1(xi1) + � � �+ Pn(xin) : i1; : : : ; in 2 f0; 1; : : : ; ngg:

� ¬¥â¨¬, çâ® ¢ ª ¦¤®¬ ­ ¡®p¥ fi1; : : : ; ing ®âáãâáâ¢ã¥â ¯® ªp ©­¥© ¬¥p¥

®¤¨­ í«¥¬¥­â ¨§ ¬­®¦¥áâ¢  f0; 1; : : : ; ng. �®íâ®¬ã, ã¯®pï¤®ç¨¢ ¢§ïâ¨¥ áã¯p¥-

¬ã¬®¢, ¯®«ãç¨¬:

P (x0 _ x1 _ � � � _ xn) =

n_
i=0

sup
n
P1(xi1) + � � �+ Pn(xin) :

i1; : : : ; in 2 f0; : : : ; i� 1; i+ 1; : : : ; ng
o

=

n_
i=0

�
P1(x0_� � �_xi�1_xi+1_� � �_xn)+ � � �+Pn(x0_� � �_xi�1_xi+1_� � �_xn)

�
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=

n_
i=0

P (x0 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn);

çâ® ¨ âp¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì. B

�®ª ¦¥¬, çâ® ¯p¥¤«®¦¥­¨¥ 9 (2) ­¥«ì§ï ®¡p â¨âì. �®«¥¥ â®£®, ¤«ï ª ¦¤®©

¢¥ªâ®p­®© p¥è¥âª¨ E ­ ©¤¥âáï E-§­ ç­ë© áã¡«¨­¥©­ë© ®¯¥p â®p, á®åp ­ïî-

é¨© 2-áã¯p¥¬ã¬ë, ­® ­¥ ï¢«ïîé¨©áï áã¬¬®© ¤¢ãå áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥p â®p®¢,

á®åp ­ïîé¨å ª®­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨.

10. �à¨¬¥à. �ãáâì E | ¯p®¨§¢®«ì­ ï ¢¥ªâ®p­ ï p¥è¥âª , p | ®â®¡p -

¦¥­¨¥ ¨§ E � E ¢ E, ¤¥©áâ¢ãîé¥¥ ¯® ¯p ¢¨«ã

p(x; y) = (x+ y)+
�
(x; y) 2 E � E

�
:

�®£¤  p ï¢«ï¥âáï áã¡«¨­¥©­ë¬ ®¯¥p â®p®¬, á®åp ­ïîé¨¬ 2-áã¯p¥¬ã¬ë. �p®-

¢¥p¨¬, ­ ¯p¨¬¥p, ¯®á«¥¤­¥¥ á¢®©áâ¢®. �®§ì¬¥¬ ¯p®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë e0 =

(x0; y0), e1 = (x1; y1), e2 = (x2; y2) ¨§ E � E. �®£¤ 

p(e0 _ e1 _ e2) = (x0 _ x1 _ x2 + y0 _ y1 _ y2)
+ =

2_
i;j=0

(xi + yj)
+:

� ¤pã£®© áâ®p®­ë,

p(e0 _ e1) _ p(e0 _ e2) _ p(e1 _ e2)

= (x0 _x1+ y0 _ y1)
+
_ (x0 _x2+ y0 _ y2)

+
_ (x1 _x2+ y1 _ y2)

+ =

2_
i;j=0

(xi+ yj)
+:

� ª¨¬ ®¡p §®¬, p(e0_e1_e2) = p(e0_e1)_p(e0_e2)_p(e1_e2), â. ¥. p á®åp ­ï¥â

2-áã¯p¥¬ã¬ë.

�®ª ¦¥¬, çâ® p ­¥ p §« £ ¥âáï ¢ áã¬¬ã ¤¢ãå áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥p â®p®¢,

á®åp ­ïîé¨å ª®­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨. �p¥¤¯®«®¦¨¬ ®¡p â­®¥: ¯ãáâì p =

p1 + p2, £¤¥ p1; p2 | áã¡«¨­¥©­ë¥ ®¯¥p â®pë á ã¯®¬ï­ãâë¬ á¢®©áâ¢®¬. � -

ä¨ªá¨pã¥¬ i 2 f1; 2g. �­ ç «  ¯p®¢¥p¨¬, çâ® pi > 0. � ¬¥â¨¬, çâ® ¢ á¨«ã

­¥p ¢¥­áâ¢  pi(x; y) > pi(x ^ y; x ^ y) ((x; y) 2 E � E), ¤®áâ â®ç­® ¯p®¢¥p¨âì,

çâ® pi(x; x) > 0 ¤«ï ¢á¥å x 2 E.

�¥©áâ¢¨â¥«ì­®, ¨§ á®®â­®è¥­¨©:

p1(x; x) + p2(x; x) = 2x+;

p1(x
+; x+) + p2(x

+; x+) = 2x+;

pi(x; x) 6 pi(x
+; x+)

á«¥¤ã¥â, çâ® pi(x
+; x+) = pi(x; x) (i = 1; 2). � â ª ª ª pi(x

+; x+) = (pi(x; x))
+,

â® pi(x; x) > 0. �â ª, pi(x; y) > 0 ¤«ï ¢á¥å (x; y) 2 E � E.
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�¥¯¥pì ¨§ ãp ¢­¥­¨©

(x+ y)+ = p1(x; y) + p2(x; y);

(x+ y)� = p1(�x;�y) + p2(�x;�y)

¢ëâ¥ª ¥â, çâ® pi(x; y)^pi(�x;�y) = 0 ((x; y) 2 E�E). �«¥¤®¢ â¥«ì­®, jx+yj =

(x+ y)+ + (x+ y)� = p1(x; y)_ p1(�x;�y) + p2(x; y)_ p2(�x;�y) = p1(jxj; jyj)+

p2(jxj; jyj) = jxj+ jyj.

�á­®, çâ® ¯®«ãç¥­­®¥ á®®â­®è¥­¨¥ jx+yj = jxj+jyj ­¥ ¢ë¯®«­ï¥âáï ¤«ï ¢á¥å

x; y 2 E. �p®â¨¢®p¥ç¨¥. �«¥¤®¢ â¥«ì­®, p ­¥«ì§ï ¯p¥¤áâ ¢¨âì ¢ ¢¨¤¥ áã¬¬ë

¤¢ãå áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥p â®p®¢, á®åp ­ïîé¨å ª®­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨æë.

�®«¥¥ £«ã¡®ª¨¥ ¢§ ¨¬®á¢ï§¨ ¬¥¦¤ã áã¡«¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥p â®p ¬¨, á®åp ­ï-

îé¨¬¨ n-áã¯p¥¬ã¬ë, ¨ ¯®«®¦¨â¥«ì­ë¬¨ n-¤¨§êî­ªâ­ë¬¨ ®¯¥p â®p ¬¨ p á-

ªpë¢ îâáï ¯p¨ ¨§ãç¥­¨¨ £¥®¬¥âp¨¨ ¢®§­¨ª îé¨å áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ «®¢.

4. �âà®¥­¨¥ áã¡¤¨ää¥à¥­æ¨ « 

�ä®p¬ã«¨pã¥¬ å p ªâ¥p¨§ æ¨î áã¡«¨­¥©­®£® ®¯¥p â®p , á®åp ­ïîé¥£®

n-áã¯p¥¬ã¬ë, ¢ â¥p¬¨­ å ¥£® áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ « .

11. �¥®à¥¬ . �«ï ¢®§p áâ îé¥£® áã¡«¨­¥©­®£® ®¯¥p â®p  P : X ! E

á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥p¦¤¥­¨ï p ¢­®á¨«ì­ë:

(1) P á®åp ­ï¥â n-áã¯p¥¬ã¬ë;

(2) ¤«ï ª ¦¤®£® ­ ¡®p  t = (T0; T1; : : : ; Tn), £¤¥ Ti 2 L+(X;E) (i =

0; 1; : : : ; n),
Pn

i=0 Ti 2 @P áãé¥áâ¢ã¥â ­ ¡®p � = (�0; �1; : : : ; �n) í«¥¬¥­â®¢

Orth+(E), ¤«ï ª®â®pëå
Pn

j=0 �j = IE ¨ ­ ©¤¥âáï ¬ âp¨æ 

A =

0
BBBBBBBB@

0 T 01 : : : T 0i : : : T 0n
T 10 0 : : : T 1i : : : T 1n
...

...
. . .

...
...

T
j
0 T

j
1 : : : 0 : : : T j

n

...
...

...
. . .

...

Tn
0 Tn

1 : : : Tn
i : : : 0

1
CCCCCCCCA
;

£¤¥ T
j
i 2 L+(X;E), T

j
i = 0 (i = 0; 1; : : : ; n; j = 0; 1; : : : ; n), ¨ áã¬¬  í«¥¬¥­â®¢

ª ¦¤®© áâp®ª¨ ¬ âp¨æë A «¥¦¨â ¢ áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ «¥ @P , â ª ï, çâ® á¯p -

¢¥¤«¨¢® p ¢¥­áâ¢® � �A = t, â. ¥.
Pn

j=0 �jT
j
i = Ti ¤«ï ¢á¥å i = 0; 1; : : : ; n.

C �¯p¥¤¥«¨¬ á«¥¤ãîé¨¥ ®â®¡p ¦¥­¨ï ¨§ Xn+1 ¢ E:

P (x0; x1; : : : ; xn) = P

 
n_
i=0

xi

!
;

Pi(x0; x1; : : : ; xn) := P (x0 _ x1 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn);
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£¤¥ (x0; x1; : : : ; xn) 2 Xn+1, i 2 f0; 1; : : : ; ng. �®£¤  äã­ªæ¨¨ P : Xn+1 ! E,

Pi : Xn+1 ! E (i = 0; 1; : : : ; n) ï¢«ïîâáï áã¡«¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥p â®p ¬¨, ¤«ï

ª®â®pëå ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥ P =
Wn

i=0 Pi, çâ® p ¢­®á¨«ì­® p ¢¥­áâ¢ã á®-

®â¢¥âáâ¢ãîé¨å áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ «®¢, â. ¥. @P = @(
Wn
i=0 Pi). �ãáâì "n+1 | ª®-

­¥ç­®¯®p®¦¤¥­­ë© ª ­®­¨ç¥áª¨© ®¯¥p â®p ¨§ Xn+1 ¢ X. �®á¯®«ì§®¢ ¢è¨áì

ä®p¬ã«®© ¨§ ¯p¥¤«®¦¥­¨ï 3, ¢ë¢®¤¨¬

@P = f(x0; x1; : : : ; xn)! T0x0 + T1x1 + � � �+ Tnxn

: Ti 2 L+(X;E)(i = 0; 1; : : : ; n);

nX
i=0

Ti 2 @Pg:

�­ «®£¨ç­®, ¤«ï ª ¦¤®£® i = 0; 1; : : : ; n á¯p ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥

@Pi = f(x0; x1; : : : ; xn)! �
j
0x0 + � � �+�i

j�1xi�1 +�i
j+1xi+1 + � � �+�i

nxn :

�i
j 2 L+(X;E) (j = 0; 1; : : : ; n; j 6= i)

nX
j=0;j 6=i

�i
j 2 @Pg:

� ª®­¥æ, ¢ëç¨á«ïï áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ « @(
Wn

i=0 Pi) á®£« á­® ¯p¥¤«®¦¥­¨î 4 ¨

áp ¢­¨¢ ï á @P , ¯®«ãç¨¬ âp¥¡ã¥¬ë© p¥§ã«ìâ â. B

�¨¦¥á«¥¤ãîé ï â¥®p¥¬  ï¢«ï¥âáï ª«îç¥¢®© ¤«ï ¯®­¨¬ ­¨ï ¢§ ¨¬®á¢ï§¥©

¬¥¦¤ã áã¡«¨­¥©­ë¬¨ ®¯¥p â®p ¬¨, á®åp ­ïîé¨¬¨ n-áã¯p¥¬ã¬ë ¨ ¨å «¨­¥©-

­ë¬¨  ­ «®£ ¬¨ | n-¤¨§êî­ªâ­ë¬¨ ®¯¥p â®p ¬¨.

12. �¥®à¥¬ . �p ©­¨¥ â®çª¨ áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨ «  áã¡«¨­¥©­®£® ®¯¥p â®-

p , á®åp ­ïîé¥£® n-áã¯p¥¬ã¬ë, ï¢«ïîâáï n-¤¨§êî­ªâ­ë¬¨ ®¯¥p â®p ¬¨.

C �ãáâì T 2 Ch(P ). �«ï â®£®, çâ®¡ë ãáâ ­®¢¨âì âp¥¡ã¥¬®¥, ¢®á¯®«ì§ã-

¥¬áï ªp¨â¥p¨¥¬ 6 n-¤¨§êî­ªâ­®£® ®¯¥p â®p . �«ï íâ®£® ¢®§ì¬¥¬ ®¯¥p â®pë

T0; T1; : : : ; Tn 2 L+(X;E) â ª¨¥, çâ® Ti ? Tj (i 6= j),
Pn

i=0 Ti = T . � á¨«ã

â¥®p¥¬ë 11 ­ ©¤¥âáï á¥¬¥©áâ¢® ®¯¥p â®p®¢ fT
j
i 2 L+(X;E) : i = 0; 1; : : : ; n; j =

0; 1; : : : ; ng ¨ ­ ¡®p ®pâ®¬®pä¨§¬®¢ �0; �1; : : : ; �n 2 Orth+(E), ã¤®¢«¥â¢®pïî-

é¨å á«¥¤ãîé¨¬ ãá«®¢¨ï¬:

(1) T
j
i = 0 ¤«ï ¢á¥å i = 0; 1; : : : ; n;

(2)
Pn

i=0 T
j
i 2 @P ¤«ï ª ¦¤®£® j 2 f0; 1; : : : ; ng;

(3)
Pn

i=0 �i = IE ;

(4)
Pn

j=0 �jT
j
i = Ti ¤«ï ¢á¥å i = 0; 1; : : : ; n.

�«ï ª ¦¤®£® j 2 f0; 1; : : : ; ng ®¡®§­ ç¨¬ Sj :=
Pn

i=0 T
j
i . �®£« á­® ãá«®¢¨î

(2) ¢ë¯®«­¥­® Sj 2 @P . �p®¬¥ â®£®, áã¬¬¨pãï ¯® i = 0; : : : ; n ¢ á®®â­®è¥­¨¨

(4), ¯®«ãç¨¬ p ¢¥­áâ¢® T =
Pn

i=0

Pn

j=0 �jT
j
i =

Pn

j=0 �jSj . � ä¨ªá¨pã¥¬ j 2

f0; 1; : : : ; ng. � á¨«ã â¥®p¥¬ë 2 ¢ë¯®«­¥­® p ¢¥­áâ¢® �jSj = �jT . �âáî¤  á

ãç¥â®¬ (4) ¨§ ¤¨§êî­ªâ­®áâ¨ á¥¬¥©áâ¢  fTi : i = 0; : : : ; ng ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ¤«ï
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ª ¦¤®£® i = 0; : : : ; n, i 6= j ¢ë¯®«­ï¥âáï á®®â­®è¥­¨¥ �jT
j
i ? Tj . �¥¯¥pì,

áã¬¬¨pãï ¯® i, ¯®«ãç ¥¬, çâ® ¢ë¯®«­¥­® �jSj ? Tj . �® ¯®áª®«ìªã �jSj = �jT ,

â® ¨§ ­¥p ¢¥­áâ¢ 0 6 �jTj 6 �jT ¨ 0 6 �jTj 6 Tj ¢ë¢®¤¨¬ 0 6 �jTj 6

�jT ^ Tj = 0, â. ¥. �jTj = 0. � á¨«ã ¯p®¨§¢®«ì­®áâ¨ j, ¯p¨¢«¥ª ï â¥®p¥¬ã 5,

¯®«ãç¨¬, çâ® T ï¢«ï¥âáï n-¤¨§êî­ªâ­ë¬ ®¯¥p â®p®¬. B

�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ á«ãç ¥, ª®£¤  n = 1 ¨ E | p áè¨p¥­­®¥ K-¯p®áâp ­áâ¢®,

â¥®p¥¬ë 11 ¨ 12 ¡ë«¨ p ­¥¥ ¯®«ãç¥­ë �. �. �ãâ â¥« ¤§¥ (á¬. ­ ¯p¨¬¥p, [3,

2.5.7, 2.5.8]).

5. �á­®¢­®© à¥§ã«ìâ â

�¥¯¥pì ãáâ ­®¢¨¬ ®á­®¢­®© p¥§ã«ìâ â | å p ªâ¥p¨§ æ¨¨ áã¡«¨­¥©­ëå ®¯¥-

p â®p®¢, ¯p¥¤áâ ¢¨¬ëå ¢ ¢¨¤¥ ¢¥på­¨å ®£¨¡ îé¨å á¥¬¥©áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå

n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢.

13. �¥®à¥¬ . �«ï áã¡«¨­¥©­®£® ®¯¥p â®p  P á«¥¤ãîé¨¥ ãâ¢¥p¦¤¥­¨ï

p ¢­®á¨«ì­ë:

(1) P ¯p¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥ ¢¥på­¥© ®£¨¡ îé¥© á¥¬¥©áâ¢  ¯®«®¦¨â¥«ì-

­ëå n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢;

(2) P ï¢«ï¥âáï ®¯¥p â®p®¬, á®åp ­ïîé¨¬ n-áã¯p¥¬ã¬ë;

(3) P ¤®¯ãáª ¥â ¯p¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ¢ ¢¨¤¥ áã¯¥p¯®§¨æ¨¨ áã¡«¨­¥©­®£®

®¯¥p â®p , á®åp ­ïîé¥£® ª®­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨æë, ¨ n-¤¨§êî­ªâ­®£® ®¯¥-

p â®p .

C (1)) (2). �®£« á­® â¥®p¥¬¥ �p¥©­  | �¨«ì¬ ­  ¤«ï áã¡¤¨ää¥p¥­æ¨-

 «®¢ (á¬. [3, 2.2.2]) ¤«ï ¢á¥å x 2 X ¢ë¯®«­¥­® á®®â­®è¥­¨¥ P (x) = supfT (x) :

T 2 Ch(P )g. �®§ì¬¥¬ ¯p®¨§¢®«ì­ë¥ í«¥¬¥­âë x0; x1; : : : ; xn 2 X. �§ â¥®-

p¥¬ë 12 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® ®¯¥p â®pë � 2 Ch(P ) ï¢«ïîâáï n-¤¨§êî­ªâ­ë¬¨,  ,

§­ ç¨â, á®åp ­ïîâ n-áã¯p¥¬ã¬ë (â¥®p¥¬  6). �âáî¤  «¥£ª® ¢ë¢®¤¨¬ âp¥¡ã¥-

¬®¥.

(2) ) (1). �ç¥¢¨¤­® ¢ á¨«ã áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï ¯p¥¤áâ ¢«¥­¨ï P (x) =

supfT (x) : T 2 Ch(P )g (x 2 X) ¨ â¥®p¥¬ë 12.

(2)) (3). �ãáâì T 2 Ch(P ). �®£¤ , ª ª ¨§¢¥áâ­®, (á¬. [3, 2.1.4, 2.2.2)])

¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¯p¥¤áâ ¢«¥­¨¥ P = "0QhQi, £¤¥ Q = Ch(P ) ¨ «¨­¥©­ë© ®¯¥-

p â®p hQi : X ! l1(Q;E) ¤¥©áâ¢ã¥â ¯® ¯p ¢¨«ã: hQi(x) := (� ! �x),

T 2 Q, â. ¥. hQi(x) | äã­ªæ¨ï ¨§ l1(Q;E), á®¯®áâ ¢«ïîé ï ª ¦¤®¬ã

T 2 Q í«¥¬¥­â Tx. �ç¥¢¨¤­®, çâ® ª ­®­¨ç¥áª¨© ®¯¥p â®p "Q á®åp ­ï¥â ª®-

­¥ç­ë¥ ¢¥på­¨¥ £p ­¨æë, ¯®íâ®¬ã ¢ á¨«ã â¥®p¥¬ë 6 ¤«ï § ¢¥pè¥­¨ï ¤®ª § -

â¥«ìáâ¢  ®áâ ¥âáï ¯®ª § âì, çâ® hQi á®åp ­ï¥â n-áã¯p¥¬ã¬ë. � ä¨ªá¨pã¥¬

í«¥¬¥­âë x0; x1; : : : ; xn 2 X, T 2 Q. �§ â¥®p¥¬ë 12 ¢ëâ¥ª ¥â, çâ® Q á®-

áâ®¨â ¨§ ¯®«®¦¨â¥«ì­ëå n-¤¨§êî­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢,  , §­ ç¨â, ¢ë¯®«­¥­®

hQi(
Vn

i=0 xi)(�) = �(
Vn

i=0 xi) =
Vn

i=0 T (x0_� � �_xi�1_xi+1_� � �_xn). � ¤pã£®©
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áâ®p®­ë, ¯®áª®«ìªã ¯®pï¤®ª ¢ l1(Q;E) ¯®â®ç¥ç­ë©, á¯p ¢¥¤«¨¢® á®®â­®è¥­¨¥ 
n_
i=0

hQi(x0 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn)

!
(T )

=

n_
i=0

hQi(x0 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn)(T )

=

n_
i=0

T (x0 _ � � � _ xi�1 _ xi+1 _ � � � _ xn):

�«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¢ë¯®«­¥­® p ¢¥­áâ¢® hQi (
Wn

i=0 xi) =
Wn

i=0hQi(x0 _ � � � _ xi�1 _

xi+1 _ � � � _ xn), çâ® ¨ âp¥¡®¢ «®áì ¤®ª § âì.

(3)) (2). �¥£ª® ¯p®¢¥pï¥âáï á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ å p ªâ¥p¨§ æ¨¨ 6 n-¤¨§ê-

î­ªâ­ëå ®¯¥p â®p®¢ ª ª ®¯¥p â®p®¢, á®åp ­ïîé¨å n-áã¯p¥¬ã¬ë. B

�¨â¥à âãà 
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