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+
∂σz
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+
σrz
r

= ρ
∂2uz
∂t2
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∂ur
∂r

+
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+
∂urz
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)
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∂ur
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, σφ = λ

(
∂ur
∂r

+
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r

+
∂urz
∂z

)
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ur
r
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σz = λ

(
∂ur
∂r

+
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r

+
∂urz
∂z

)
+ 2µ

∂uz
∂z

, σrz = µ

(
∂uz
∂r

+
∂ur
∂z

)
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σr(a) = 0, σr(b) = −α̃ur(b), σrz(a) = 0, σrz(b) = −β̃uz(b), * � +
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/
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ur = bU1 exp(i(kz − ωt)), uz = ibU3 exp(i(kz − ωt)),

σr = µ0T1 exp(i(kz − ωt)), σrz = iµ0T3 exp(i(kz − ωt)).
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κ
5
γ





U ′
1(x) = −AU1(x)/x +AγU3(x) + T1(x)/(g1(x) + 2g2(x));

U ′
3(x) = −γU1(x) + T3(x)/g2(x);

T ′
1(x) =

(
B/x2 − κ2

)
U1(x)− CγU3(x)− 2DT1(x) + γT3(x);

T ′
3(x) =

(
γ2B − κ2

)
U3(x)− CγU1(x)−AγT1(x)− T3(x)/x,

* �-+
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A = g1(x)/(g1(x) + 2g2(x))

/
B = 4g2(x)(g1(x) + g2(x))/(g1(x) + 2g2(x))

/
C =

2g1(x)g2(x)/(x(g1(x) + 2g2(x)))
/
D = g2(x)/(x(g1(x) + 2g2(x)))

/
ξ0 = a/b ( H ��).�"!4)�?@����&�'GK

9 &�6O� ����&�&�5�KN�"!$+�5�67� /
x = r/b ( �"!$+�5"!$#�% &"!4: �O8 8��7+�5�&"!4��!�F

µ0 =
1

1− ξ0

1∫

ξ0

µ(x) dx, κ2 =
ρω2b2

µ0
,

12+"�
µ0 ( ������+�&��.�E).&"!.-���&�5��C?@8.+�6$#�:��`+�9 5�1�!�/

κ ( H ��).�"!4)�?@����&"!4: -"!����78���!�/
γ = kb ( H ��).�"!4)�B

?@����&�8 �G9784#�&�8�978 �
-�5���#"8�/
λ = µ0g1

/
µ = µ0g2 ( �"!4�"!�?@��� ��' _*!�?@� / )$!49 5��2:��;5���8����"!$+�5"!$#�% &�8�K
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α
/
β
/

����5�-��.?
α > 0

/
β > 0

�

T1(ξ0) = 0, T1(1) = −αU1(1)
/

T3(ξ0) = 0, T3(1) = −β U3(1)
F * �-+
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α
/
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X(m) = (U
(m)
1 , U

(m)
3 , T

(m)
1 , T

(m)
3 )

/
m = 1, 2

/�6$+"8�9�#"��� 978���:����;5�����5����7�.?@� * �-+ 5 &��.8.+�B
&�8���8.+�&�'
? +,!4&�&�'
? x�8�J;5

U
(1)
1 (ξ0) = 1, U

(1)
3 (ξ0) = 0, T

(1)
1 (ξ0) = 0, T

(1)
3 (ξ0) = 0,

U
(2)
1 (ξ0) = 0, U

(2)
3 (ξ0) = 1, T

(2)
1 (ξ0) = 0, T

(2)
3 (ξ0) = 0.
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X = C1X

(1) +
C2X

(2) � 8��7?@��� 5�?G/ -��78 D.�78 ����J=��&�5��C6$+"8�9�#"��� 978���:����R1.�"!4&�5�-�&�'
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x = ξ0

F



� W �X���� ������'$�� 3	�v3 * �X�����	���'��
�
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x = 1
����5�978.+�5��=� ��#"��+�6����=��K ��5����7�.?@��5 ��8�).9784B

#�:���� ��� ��8�5�� %E+�5�����������5�8�&�&�8 �*6O�"!49 &���&�5��I-�������)*�.��8�������+"��#�5��7��#�%
{
C1T

(1)
1 (1) + C2T

(2)
1 (1) = −α(C1U

(1)
1 (1) + C2U

(2)
1 (1)),

C1T
(1)
3 (1) + C2T

(2)
3 (1) = −β(C1U

(1)
3 (1) +C2U

(2)
3 (1)).
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α
/
β
/

γ
/
κ
F�]��.��#"8�<E&�'GK !4&"!$#�5�)���8�).9784#�5�# 67����!4&�8�9 5�� %�/O-��78>+�5�����������5�8�&�&�8 �L6O�"!49 &���&�5���8�� &�8 ��5��7��#�%�B

&�8
α
5
β
5�?@�.��� ��#"��+�6����;6�� ��� ��6O��� 6O��6 �

D(α, β, γ, κ) = αβP1(γ, κ) + αP2(γ, κ) + βP3(γ, κ) + P4 = 0, * �-+
12+"�

Pi ( P�6O&���Q�5�5 8��
κ
5
γ
9 5�+,!

P1(γ, κ) = U
(1)
1 (γ, κ)U

(2)
3 (γ, κ) − U

(2)
1 (γ, κ)U

(1)
3 (γ, κ),

P2(γ, κ) = U
(1)
1 (γ, κ)T

(2)
3 (γ, κ) − U

(2)
1 (γ, κ)T

(1)
3 (γ, κ),

P3(γ, κ) = T
(1)
1 (γ, κ)U

(2)
3 (γ, κ) − T

(2)
1 (γ, κ)U

(1)
3 (γ, κ),

P4(γ, κ) = T
(1)
1 (γ, κ)T

(2)
3 (γ, κ) − T

(2)
1 (γ, κ)T

(1)
3 (γ, κ).
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γ
5
κ
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α
5�#�5

β����5 P�5��O��5���8�9�!4&�&�8 ?
γ
978�).�"!�����!����M-"!����78�� &�'GK �"!4�"!�?@��� �

κ
FsY #�6O-"!4K

α = β = 0
+�#�: 8.+�&�84B

��8.+�&�'�(=9784#�&�8�978.+"8�9�+,!����>5�).97�.��� &�8 ��6O�"!49 &���&�5��0d�8.(�1�!�?@?@���"! ( x>��5 S �4XYF�d>����+"��#�% &�'GK ��#�6O-"!4K
α→ ∞ /

β → ∞ �.8 8�� 97���7��� 9 67���*+�5�����������5�8�&�&�8 ? 6E6O�"!49 &���&�5�� +�#�:=Q�5�#�5�&�+��"!>9�<;�.��� �O8�K 8 H 8�K�B
?@� F
� z}|����s�	�'�s��� $#���b�'&s�¶z �0!$+,!.-�6 5�+"��&�� 5�P�5���!4Q�5�5 �"!4�"!�?@��� ��8�9 9 1.�"!4&�5�-�&�'�( 67��#"8�9 5�:O(

?@8�<E&�8 �.PI8���? 6$#�5���8�9�!4� % ��#"��+�6����;5�?T8 H��"!4)�8 ?�����67��� %C5�).97�.��� &�' +�97���78�-���5 +�5�����������5�8�&�&�8�1�8
? &�8�<;�.��� 9�! 9 5�+,! * κ1, γ1 +�/ * κ2, γ2 +�/ � ���.H�67���7�2: 8�������+"��#�5�� % &���5�).97�.��� &�'
�N�"!4�"!�?@��� ��'

α
5
β9I1.�"!4&�5�-�&�'�( 67��#"8�9 5�:O( * �-+�F#ZZ!4� ��!4� &���5�).97�.��� &�'
���"!4�"!�?@��� ��' �.8.+"����<=!4�7�2: �784#�% �O8*9I1.�"!4&�5�-�B

&�'�(R67��#"8�9 5�:O(0/0�78 ����JE!����7�2: ��5����7�.? ! * �-+>�=67��#"8�9 5�:�? 5 * ��+
+�#�:��"!4��' �78�-���� * κi, γi +�FÝZZ!4��5�?8 H��"!4)�8 ?G/"+�#�:M8�������+"��#"��&�5�:
α

5
β

��� ��8�5��7�2:R��5����7�.? ! 5�)*+�9 6�( 6O�"!49 &���&�5�KR9 5�+,! * �-+G1.5�������H 84B#�5�-��.���O8�KM��� ��6O��� 6O��'
{
αβP11 + αP12 + βP13 + P14 = 0;

αβP21 + αP22 + βP23 + P24 = 0,
* U U,+

12+"������5�&�:��78
Pmj = Pj(κm, γm)

/
m = 1, 2

/
j = 1, 2, 3, 4.� 6$+"�.? ��-�5���!4� %�/@-��78

α > 0
/
β > 0

F�Y35����7�.? ! * U U,+;?@8�<;��� 5�?@��� %R+�9�!M&"!�H 8��"!R����J=��&�5�K
* αi, βi

+�/7�O8��78���'
���.8 8�� 97���7��� 9 6��L�=�������.�.��-���&�5�� +�9 6�( 1.5�������H 84# F'V�8�)�?@8�<E&�' ��!4��<;����5�� 6�!4Q�5�5A/
�O8�12+,! ����J=��&�5��R��+�5�&���� 97��&�&�8 5�#�5 978 8 H �=�M8��7��6O�7��� 9 67���4FXY Q���#�%�� 67����!4&�8�9�#"��&�5�: ����5��7����5�:
��6��=�.��� 978�9�!4&�5�: ��+�5�&���� 97��&�&�8�1�8T����J=��&�5�: 8 H��"!4� &�8�K )$!$+,!.-�5 ��84#�6O-�5�? 5�)���5����7�.? ' 6O�"!49 &���B
&�5�K * U U,+���#"��+�6����;6�� ��5����7�.? 6 �

a0α
2 + a1α+ a2 = 0, −a0α+ a12β + a13 = 0, * U�W-+

12+"�
a0 = P22P11 − P21P12

/
a1 = P24P11 + P22P13 − P21P14 − P23P12

/
a2 = P24P13 − P23P14

/
a12 = P21P13 − P11P23

/
a13 = P21P14 − P24P11

F
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¬
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V 97��+"�.? ��:O+ (O!4�"!4���7����5���� 5��A/��O8��78���'
�L��8�).9784#�:��E�.PI8���? 6$#�5���8�9�!4� %=67��#"8�9 5��>��+�5�&���� 97��&�&�84B

��� 5 ����J=��&�5�: ��5����7�.? ' * U U,+

D = a21 − 4 a0 a2, S = a0a2 + a13a1 + a213,

M = −a1 + 2 a13
a12

, K =
a21 + a13a1 − 2 a2a0

a12a0
.

* U � +

� �#���s���M�¶z��  1��� �
D > 0

3�2 �¶���������a #"���
�$¶��$	�	�
(11)

�1�������J�º���	$¶����
'��$	$ - �X"\���¬��$	�¶�
(α, β)

*
 �� - 
��¶����
 - "������¬���L 1��� - 
��	�

α > 0
*
β > 0

� - �³���<�¢� - ����� - � - �³��� * � - �³���<
�.0/ - �	$�������� � - ��$ -
�1
!�O"\� �< 1��� - 
��	��


1. a0a2 > 0
*
a0a1 < 0

*
S < 0;

2. a0a2 < 0
*
S > 0

*
M > 0;

3. a0a2 < 0
*
S < 0

*
K > 0

3
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Y #�6O-"!4K U F,d�����9 '
� +�9�!N&����"!497��&���� 9�!R9���5�#�6 �7�.8����.? '¾V 5�����!M1�!4�"!4&�� 5���6��L� &"!$#�5�-�5��

+�9 6�( ��84#"8�<E5��7��#�% &�'�( �O8���&���K
α1

/
α2

��9�!$+��"!4� &�8�1�8C6O�"!49 &���&�5�: 9 * U�W-+�F	]I!$(�8.+�: 5�)L#�5�&���K�&�8�1�8
6O�"!49 &���&�5�: 9 * U�W-+ β1 5

β2
/O5 +,!$#"�.�

β1β2 = S/a212
/O��84#�6O-�5�?G/�-��78;67��#"8�9 5��

S < 0
1�!4�"!4&�� 5���67���

�"!4)�#�5�-�&�'
�N).&"!4��5T6
β1

/
β2

/@5 �.8 8�� 97���7��� 97��&�&�8�/ 8�������+"��#�:���� ��+�5�&���� 97��&�&�8 �N��84#"8�<E5��7��#�% &�8 �
����J=��&�5�� * U U,+�FV ��#�6O-"!�� WM�O8���&�5

α1
/
α2

�"!4).&�'�( ).&"!4�O8�9�/ !R�.8 8�� 97���7��� 9 6����;5��
β1

5
β2

8.+�&�8�1�8 ).&"!4��!��
9E��5�#�6

β1 + β2 =M > 0
8 H7!

β1
/
β2

��84#"8�<E5��7��#�% &�'I/"��!4��5�?T8 H��"!4)�8 ?G/�����J=��&�5�����+�5�&���� 97��&�&�8�F
V ��#�6O-"!�� � �O8���&�5

α1
/
α2

�"!4).&�'�( ).&"!4�O8�9�/ 5 �.8 8�� 97���7��� 9 6����;5��
β1

5
β2

�"!4).&�'�( ).&"!4�O8�9
* S < 0

+ �09 ��5�#�6
α1β1 + α2β2 = K > 0

8.+�&"! 5�)E�"!4�
α1

/
β1

5�#�5
α2

/
β2

+,!����N��+�5�&���� 97��&�&�8 �
����J=��&�5�� F

B
��
�������
�������� W���+"��#�% &�8 8��7?@��� 5�?G/�-��78E����5

γ = 0
)$!$+,!.-"!E�"!4)�+"��#�:����7�2: &"!;+�97��&���)$!49 5���5�B

? '�( ���"!���9 '�( )$!$+,!.-�5 +�#�: �"!$+�5"!$#�% &�'�( 5 8 �.��9 '�( �O84#"�.H7!4&�5�K




U ′
1(x) = −AU1(x)/x+ T1(x)/(g1(x) + 2g2(x));

T ′
1(x) =

(
B/x2 − κ2

)
U1(x)− 2DT1(x);

T1(ξ0) = 0, T1(1) = −αU1(1),

* U)��+





U ′
3(x) = T3(x)/g2(x);

T ′
3(x) = −κ2U3(x)− T3(x)/x;

T3(ξ0) = 0, T3(1) = −βU3(1).

* U �-+

c�����84#�% ).6 : * U)��+L5�#�5 * U �-+�/A?@8�<E&�8 &���)$!49 5���5�?@8M8�������+"��#�5�� %N�"!4�"!�?@��� �
α

5�#�5
β

�.8 8�� 97����B
��� 97��&�&�8�F�qI#�:CD.�78�1�8�/�8.+�&"!4�O8�/O��8�� ���.H�6��L�7�2: &��
�784#�% �O8*�O8 8��7+�5�&"!4� ' �78�-���� �"!$+�5"!$#�% &�8�1�8*����)�84B
&"!4&���!*+�5�����������5�8�&�&�8�1�8 ? &�8�<;�.��� 9�!

(κ1, 0)
/
(κ2, 0)

/�&�8;5 !4����5�8���&"!4: 5�&�PI8���? !4Q�5�: 8;����5�&"!$+�B
#"��<E&�8 ��� 5N� �.�.?@��K���� 9 6 �"!$+�5"!$#�% &�'�( 5�#�5 ����8.+"84#�% &�'�( �O84#"�.H7!4&�5�KAF

� z��M�-$����,�'���	���>��� &s�s�E�,�s�'���,���������-"Ý��
s�#�s� �M�#�s�'����z d>��8�97��+"��&"!>�.����5�:;9 'G-�5���#�5��7��#�%�B
&�'�( D.�O��������5�?@��&��78�9C��8*978 �.����!4&�8�9�#"��&�5�� �"!4�"!�?@��� ��8�9E9;1.�"!4&�5�-�&�'�( 67��#"8�9 5�:O(0F'V &"!.-"!$#"�L+�#�:
)$!$+,!4&�&�'�(

α = 1
/
β = 1

/
g1(x) = 1.5f0

(
2− x10

) /
g2(x) = f0

(
2− x10

) /
ξ0 = 0.76

/

f0 = (1− ξ0)

/ 1∫

ξ0

(
2− x10

)
dx

����JE!$#,!���% ����:�? !4: )$!$+,!.-"!C��8E��8 ��� ��8 ��&�5�� +�5�����������5�8�&�&�'�(N����5�9 '�(0F�d�����9 '
��+�97�I97��� 9 5 +�5���B
��������5�8�&�&�8�1�8E? &�8�<;�.��� 9�!;5�)�8 H��"!4<;��&�' &"!I��5�� F U F��0!4�7�.? 9 '
H��"!4&�' ��:�� %;�78�-���� ���O8 8��7+�5�&"!4��!$B
? 5 �

Q1(2.213, 0.5)
/
Q2(2.498, 1)

/
Q3(2.984, 3.479)

/
Q4(2.984, 1)

/
Q5(4.753, 2.5)

F�q=!$#"�.�=����JE!$B
#,!���% 8 H��"!4� &"!4: )$!$+,!.-"!C�>9�(�8.+�&�'
? 5N+,!4&�&�'
? 5

Qi
/
Qj

/
i 6= j

F



� � �X���� ������'$�� 3	�v3 * �X�����	���'��
�
 3 � 3 *
� " - 
�� 3	�v3

� Í � Ï��EÏ

Z �.8����.? ! ��8�).9784#�:���� 67����!4&�8�9 5�� %�/ -��78 �784#�% �O8 +�#�: ��#"��+�6����;5�( �"!4� �78�-����
(Q1, Q3)

/
(Q2, Q3)

/
(Q3, Q4)

/
(Q3, Q5)

��6��=�.��� 9 67���C��+�5�&���� 97��&�&�8 ������J=��&�5�� /�����5�-��.? 9 'G��84#�&�:����7�2: ������B
978 �367��#"8�9 5�� �7�.8����.? 'IF�qI#�:;8 ����!$#�% &�'�(;J=�.��� 5;�"!4�;5�?@�.����?@�.���78�&��.��+�5�&���� 97��&�&�8 ��� %�F�qI#�:*�"!4��'
(Q1, Q2)

/ &"!4����5�?@���A/A&"!4K�+"��&�8 � * α1 = 0.99780
/
β1 = 1.0007

+�/ * α2 = 0.19957
/
β2 = 0.54447

+�F
Z 8��MP*!4���4/A-��78

α1 > α2
/
β1 > β2

��8�).9784#�:����M�`+"��#,!4� %M9 'G978.+ / -��78 �78�-���5
(Q1, Q2)

/0����5�&"!$+�B
#"��<=!��;5��M9 ����:�?@8�K )$!$+,!.-��N������978�K +�5�����������5�8�&�&�8�K ����5�978�KA/�?@8�1.6O� ��!4��<;�R����5�&"!$+�#"��<=!4� %
9 �78���8�K +�5�����������5�8�&�&�8�K ����5�978�KAF\fZ��J;5�9M����:�? 6�� )$!$+,!.-�6R+�#�: * α2, β2

+�/06�H ��<=+,!��.?@�2: 9 D.�78 ?GF
Y3����+�&�:�:E��8�1.����J;&�8 ��� %*978 �.����!4&�8�9�#"��&�5�: �.8 ����!49�#�:����

0.05% * 8�������+"��#�:O#�5���%;-���� 'G���G).&"!.-"!��;5�(
Q�5�P���' +�#�: �O8 8��7+�5�&"!4� �78�-���� +�5�����������5�8�&�&�8�1�8 ? &�8�<;�.��� 9�!-+�F

d>��5�97��+"�.? ����5�?@���A/ �O8�12+,! ��6��=�.��� 978�9�!4&�5�� ��+�5�&���� 97��&�&�8�1�8 ����J=��&�5�: 6$+,!����7�2: 67����!4&�84B
9 5�� % -�������) 9 �78���8 �R5 � ����� %7�R67��#"8�9 5����7�.8����.? 'IFXfZ��J;5�? ����:�? 6�� )$!$+,!.-�6 ����5

α = 0.001
/

β = 0.01
FbV '
H �����.? ��#"��+�6����;5�� � ��5 �78�-���5 &"!M9 �78���8�K 5 � ����� %7��K +�5�����������5�8�&�&�'�( 97��� 9 :O( �

H1(2.10317, 1)
/
H2(13.3779, 1)

/
H3(13.3779, 8.36408)

F�qI#�: �"!4��' �78�-����
(H1,H2)

9 'G��84#�&�:�����B
�2: 9 �78���8 �L67��#"8�9 5��>�7�.8����.? ' 5 * α1 = 0.00097

/
β1 = 0.01004

+�/ * α2 = −38.2018
/
β2 = 0.31939

+�F
qI#�:*�"!4��'

(H1,H3)
��!4��<;��9 'G��84#�&�:����7�2:=9 �78���8 � 67��#"8�9 5�� �7�.8����.? 'IF�qI#�:*�"!4��' �78�-����

(H2,H3)9 'G��84#�&�:����7�2: � ����� %7� 67��#"8�9 5�� �7�.8����.? ' 5 * α1 = 0.00125
/
β1 = 0.01004

+�/ * α2 = −99.3972
/

β2 = −28.8104
+�F
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