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Abstract. The theory of the basic quantum calculus (that is, the basic q-calculus) plays important
roles in many diverse areas of the engineering, physical and mathematical science. Making use of the basic
definitions and concept details of the q-calculus, Govindaraj and Sivasubramanian [10] defined the Salagean
type q-difference (q-derivative) operator. In this paper, we introduce a certain subclass of analytic functions
with complex order in the open unit disk by applying the Salagean type q-derivative operator in conjunction
with the familiar principle of subordination between analytic functions. Also, we derive some geometric
properties such as sufficient condition and several subordination results for functions belonging to this
subclass. The results presented here would provide extensions of those given in earlier works.

Key words: analytic function, subordinating factor sequence, hadamard product (or convolution), q-de-
rivative operator, Salagean operator.

Mathematical Subject Classification (2010): 30C45, 30C50.

For citation: Aouf, M. K. and Seoudy, T. M. Some Subordination Results for Certain Class with
Complex Order Defined by Salagean Type q-Difference Operator, Vladikavkaz Math. J., 2020, vol. 22,
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1. Introduction

Let A denote the class of functions of the form:

f(z) = z +
∞∑

k=2

akz
k, (1.1)

which are analytic in the open unit disc U = {z ∈ C : |z| < 1}. We also denote by K

the class of functions f ∈ A that are convex in U. For two functions f and g, analytic
in U, we say that f is subordinated to g in U, written f (z) ≺ g (z), if there exists a Schwarz
function w (z), which (by definition) is analytic in U with w (0) = 0 and |w (z)| < 1, such that
f (z) = g (w (z)) , z ∈ U. Furthermore, if the function g is univalent in U, then (see [1, 2])

f(z) ≺ g(z) ⇔ f(0) = g(0) and f(U) ⊂ g(U).

c© 2020 Aouf, M. K. and Seoudy, T. M.



8 Aouf, M. K. and Seoudy, T. M.

Given two functions f, g ∈ A , where f is given by (1.1) and g is given by

g(z) = z +

∞∑

k=2

bkz
k, (1.2)

the Hadamard product (or convolution) f ∗ g is defined by

(f ∗ g) (z) = z +

∞∑

k=2

akbkz
k = (g ∗ f) (z).

For 0 < q < 1, the q-derivative of a function f ∈ A is defined by (see [3–9])

Dqf(z) =

{
f ′(0), z = 0,
f(qz)−f(z)

(q−1)z , z 6= 0,
(1.3)

and D2
qf(z) = Dq(Dqf(z)). From (1.3), we have

Dqf(z) = 1 +
∞∑

k=2

[k]q akz
k−1, (1.4)

where

[k]q =
1− qk

1− q
= 1 + q + q2 + . . . + qk−1, (1.5)

and

lim
q→1−

Dqf(z) = lim
q→1−

f(qz)− f(z)

(q − 1)z
= f ′(z),

for a function f which is differentiable in a given subset of C.
For f ∈ A , Govindaraj and Sivasubramanian [10] defined the Salagean type q-difference

operator as follows:

D0
qf (z) = f (z) ,

D1
qf (z) = zDqf (z) = z +

∞∑

k=2

[k]q akz
k,

D2
qf (z) = zDq

(
D1
qf (z)

)
= z +

∞∑

k=2

([k]q)
2 akz

k,

Dn
q f (z) = zDq

(
Dn−1
q f (z)

)
, n ∈ N = {1, 2, 3, . . .} .

It is easily see that

Dn
q f (z) = z +

∞∑

k=2

([k]q)
n akz

k, n ∈ N0 = N ∪ {0}. (1.6)

We note that

lim
q→1−

Dn
q f (z) = Dnf (z) = z +

∞∑

k=2

kn akz
k, n ∈ N0.

The differential operator Dn was introduced and studied by Salagean [11] (see also Srivastava
and Aouf [12]).



Some Subordination Results for Certain Class 9

Let G n
q (λ, b,A,B) denote the subclass of A consisting of functions f (z) which satisfy

1 +
1

b

[
(1− λ)

Dn
q f (z)

z
+ λDq

(
Dn
q f (z)

)
− 1

]
≺ 1 +Az

1 +Bz
(1.7)

or satisfying
∣∣∣∣∣∣

(1− λ)
Dn

q f(z)

z + λDq

(
Dn
q f (z)

)
− 1

B
[
(1− λ)

Dn
q f(z)

z + λDq

(
Dn
q f (z)

)]
− [B + (A−B) b]

∣∣∣∣∣∣
< 1,

b ∈ C∗ = C\ {0} ; 0 6 λ 6 1; −1 6 A < B 6 1; 0 < B 6 1; z ∈ U.

(1.8)

We note that:

(i) lim
q→1−

G
n
q (λ, b,A,B) = G

n (λ, b,A,B) (see [13])

=

{
f ∈ A : 1 +

1

b

[
(1− λ)

Dnf (z)

z
+ λ (Dnf (z))′ − 1

]
≺ 1 +Az

1 +Bz

}
;

(ii) lim
q→1−

G
n
q (λ, b, 1,−1) = G

n (λ, b) (see [14])

=

{
f ∈ A : R

(
1 +

1

b

[
(1− λ)

Dnf (z)

z
+ λ (Dnf (z))′ − 1

])
> 0

}
;

(iii) G
0
q (λ, b,A,B) = Gq (λ, b,A,B)

=

{
f ∈ A : 1 +

1

b

[
(1− λ)

f (z)

z
+ λDqf (z)− 1

]
≺ 1 +Az

1 +Bz

}
;

(iv) G
n
q (λ, b,−1, 1) = G

n
q (λ, b)

=

{
f ∈ A : R

(
1 +

1

b

[
(1− λ)

Dn
q f (z)

z
+ λDq

(
Dn
q f (z)

)
− 1

])
> 0

}
;

(v) G
n
q (0, 1− α) = G

n
q (α) =

{
f ∈ A : R

[
Dn
q f (z)

z

]
> α, 0 6 α < 1

}
,

G
n
q (0, 1− α) = R

n
q (α) =

{
f ∈ A : R

[
Dq

(
Dn
q f (z)

)]
> α, 0 6 α < 1

}
;

(vi) G
n
q (λ, 1− α,−1, 1) = G

n
q (λ, α)

=

{
f ∈ A : R

[
(1− λ)

Dn
q f (z)

z
+ λDq

(
Dn
q f (z)

)]
> α

}
, 0 6 α < 1;

(vii) G
n
q

(
λ, e−iθ (1− α) cos θ,−1, 1

)
= G

n
q (λ, α, θ)

=

{
f ∈ A : R

(
eiθ
[
(1− λ)

Dn
q f (z)

z
+ λDq

(
Dn
q f (z)

)])
> α cos θ

}
,

|θ| < π

2
, 0 6 α < 1.
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2. Main Result

To prove our main result we need the following definition and lemmas.

Definition 1 (Subordinating Factor Sequence [15]). A sequence {bk}∞k=1 of complex
numbers is said to be a subordinating factor sequence if, whenever f(z) of the form (1.1)
is analytic, univalent and convex in U, we have the subordination given by

∞∑

k=1

akbkz
k ≺ f(z), z ∈ U, a1 = 1.

Lemma 1 [15]. The sequence {bk}∞k=1 is a subordinating factor sequence if and only if

R

{
1 + 2

∞∑

k=1

bkz
k

}
> 0, z ∈ U.

Now, we prove the following lemma which gives a sufficient condition for functions
to belong to the class G n

q (λ, b,A,B).

Lemma 2. Let the function f which is defined by (1.1) satisfy the following condition:

∞∑

k=2

(1 +B)
{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
|ak| 6 (B −A) |b| , (2.1)

then f ∈ G n
q (λ, b,A,B).

⊳ Suppose that the inequality (2.1) holds. Then we have for z ∈ U,

∣∣∣∣(1− λ)
Dn
q f (z)

z
+ λDq

(
Dn
q f (z)

)
− 1

∣∣∣∣

−
∣∣∣∣B
[
(1− λ)

Dn
q f (z)

z
+ λDq

(
Dn
q f (z)

)]
−B − (A−B) b

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣

∞∑

k=2

{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
akz

k−1

∣∣∣∣∣

−
∣∣∣∣∣(B −A) b+B

∞∑

k=2

{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
akz

k−1

∣∣∣∣∣

6

∞∑

k=2

{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
|ak| |z|k−1

−
{
(B −A) |b| −B

∞∑

k=2

{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
|ak| |z|k−1

}

6

∞∑

k=2

(1 +B)
{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
|ak| zk−1 − (B −A) |b| 6 0,

which shows that f (z) belongs to the class G n
q (λ, b,A,B). ⊲

Let G n∗
q (λ, b,A,B) denote the class of functions f (z) ∈ A whose coefficients

satisfy the condition (2.1). We note that G n∗
q (λ, b,A,B) ⊆ G n

q (λ, b,A,B). Also, let
G 0∗
q (λ, b,A,B) = G ∗

q (λ, b,A,B), G n∗
q (λ, b,−1, 1) = G n∗

q (λ, b), G n∗
q (λ, 1− α,−1, 1) =

G n∗
q (λ, α), G n∗

q

(
λ, e−iθ (1− α) cos θ,−1, 1

)
= G n∗

q (λ, b, θ)
(
|θ| < π

2 , 0 6 α < 1
)
.
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In this paper we prove several subordination relationships involving the functional class
G n∗
q (λ, b,A,B) employing the technique used earlier by Attiya [16] and Srivastava and

Attiya [17] (see also [13, 14, 18–22]).

Theorem 1. Let the function f defined by (1.1) be in the class G n∗
q (λ, b,A,B) and

g ∈ K . Then
(

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|]

)
(f ∗ g) (z) ≺ g (z) (2.2)

and

R {f (z)} > −(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|
(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

, z ∈ U. (2.3)

The constant factor
(1+B)(1+λq)(1+q)n

2[(1+B)(1+λq)(1+q)n+(B−A)|b|] in the subordination result (2.2) cannot be

replaced by a larger one.

⊳ Let f ∈ G n∗
q (λ, b,A,B) and let g (z) = z +

∞∑
k=2

ckz
k ∈ K . Then we have

(
(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|]

)
(f ∗ g) (z)

=

(
(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|]

)(
z +

∞∑

k=2

akckz
k

)
.

(2.4)

Thus, by Definition 1, the subordination result (2.2) will hold true if the sequence
{

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|ak
}∞

k=1

(2.5)

is a subordinating factor sequence, with a1 = 1. In view of Lemma 1, this is equivalent to the
following inequality:

R

{
1 +

∞∑

k=1

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|akz
k

}
> 0, z ∈ U. (2.6)

Since

Ψ(k) =
{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
, k > 2, 0 6 λ 6 1, 0 < q < 1, n ∈ N0,

is an increasing function of k (k > 2), when |z| = r < 1, we have

R

{
1 +

∞∑

k=1

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|akz
k

}

= R

{
1 +

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|z

+

(1 +B)
∞∑
k=2

(1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|akz
k

}

> 1− (1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|r −

∞∑
k=2

(1 +B)
{
1 + λ

(
[k]q − 1

)}(
[k]q

)n
|ak|

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b| rk

> 1− (1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|r −
(B −A) |b|

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|r

= 1− r > 0, |z| = r < 1,
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where we have also made use of assertion (2.1) of Lemma 2. Thus (2.6) holds true in U and also
the subordination result (2.2) asserted by Theorem 1. The inequality (2.3) follows from (2.2)
by taking the convex function g (z) = z

1−z = z +
∑∞

k=2 z
k. To prove the sharpness of the

constant (1+B)(1+λq)(1+q)n

2[(1+B)(1+λq)(1+q)n+(B−A)|b|] , we consider the function f0 (z) ∈ G n∗
q (λ, b,A,B) given

by

f0 (z) = z − (B −A) |b|
(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

z2. (2.7)

Thus from (2.2), we have

(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|]f0 (z) ≺
z

1− z
, z ∈ U. (2.8)

Moreover, it can easily be verified for the function f0 (z) given by (2.7) that

min
|z|6r

{
R

(
(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 +B) (1 + λq) (1 + q)n + (B −A) |b|]f0 (z)
)}

= −1

2
. (2.9)

This shows that the constant (1+B)(1+λq)(1+q)n

2[(1+B)(1+λq)(1+q)n+(B−A)|b|] is the best possible, this completes
the proof of Theorem 1. ⊲

Putting n = 0 in Theorem 1, we have

Corollary 1. Let the function f defined by (1.1) be in the class G ∗
q (λ, b,A,B) and g ∈ K .

Then (
(1 +B) (1 + λq)

2 [(1 +B) (1 + λq) + (B −A) |b|]

)
(f ∗ g) (z) ≺ g (z) , z ∈ U, (2.10)

and

R {f (z)} > −(1 +B) (1 + λq) + (B −A) |b|
(1 +B) (1 + λq)

. (2.11)

The constant factor
(1+B)(1+λq)

2[(1+B)(1+λq)+(B−A)|b|] in the subordination result (2.10) cannot be rep-

laced by a larger one.

Putting A = −1 and B = 1 in Theorem 1, we have

Corollary 2. Let the function f defined by (1.1) be in the class G n∗
q (λ, b) and g ∈ K .

Then (
(1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 + λq) (1 + q)n + |b|]

)
(f ∗ g) (z) ≺ g (z) , z ∈ U, (2.12)

and

R {f (z)} > −(1 + λq) (1 + q)n + |b|
(1 + λq) (1 + q)n

, z ∈ U. (2.13)

The constant factor
(1+λq)(1+q)n

2[(1+λq)(1+q)n+|b|] in the subordination result (2.12) cannot be replaced

by a larger one.

Putting b = 1− α(0 6 α < 1), A = −1 and B = 1 in Theorem 1, we have

Corollary 3. Let the function f defined by (1.1) be in the class G n∗
q (λ, α) (0 6 α < 1)

and g ∈ K . Then

(
(1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 + λq) (1 + q)n + 1− α]

)
(f ∗ g) (z) ≺ g (z) , z ∈ U, (2.14)
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and

R {f (z)} > −(1 + λq) (1 + q)n + 1− α

(1 + λq) (1 + q)n
, z ∈ U. (2.15)

The constant factor
(1+λq)(1+q)n

2[(1+λq)(1+q)n+1−α] in the subordination result (2.14) cannot be replaced

by a larger one.

Putting b = e−iθ (1− α) cos θ
(
|θ| < π

2 ; 0 6 α < 1
)
, A = −1 and B = 1 in Theorem 1,

we have

Corollary 4. Let the function f defined by (1.1) be in the class G n∗
q (λ, α, θ)

(
|θ| < π

2 ;

0 6 α < 1
)

and g ∈ K . Then

(
(1 + λq) (1 + q)n

2 [(1 + λq) (1 + q)n + (1− α) cos θ]

)
(f ∗ g) (z) ≺ g (z) , z ∈ U, (2.16)

and

R {f (z)} > −(1 + λq) (1 + q)n + (1− α) cos θ

(1 + λq) (1 + q)n
, z ∈ U. (2.17)

The constant factor
(1+λq)(1+q)n

2[(1+λq)(1+q)n+(1−α) cos θ] in the subordination result (2.14) cannot be

replaced by a larger one.

Remark 1. Taking A = −1, B = 1 and letting q → 1− in Theorem 1, we get the result
obtained by Aouf [14, Theorem 1].

Remark 2. Replacing A by −A, B by −B and letting q → 1− in Theorem 1, we obtain
the result get by Sivasubramanian et al. [13, Theorem 2.2].

Remark 3. Putting n = λ = 0, b = 1−α (0 6 α < 1) and letting q → 1− in Corollary 2,
we get the result obtained by Aouf [14, Corollary 3].

Remark 4. Putting n = 0, λ = 1, b = 1−α (0 6 α < 1) and letting q → 1− in Corollary 2,
we get the result obtained by Aouf [14, Corollary 4].
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Аннотация. Теория базового квантового исчисления (то есть базового q-исчисления) играет важ-
ную роль в различных областях знания, инженерии, физико-математических науках. Используя ос-
новные определения и некоторые детали q-исчисления, Говиндарадж и Сивасубраманиан [10] опре-
делили q-разностный (q-производный) оператор типа Салагина. В этой статье мы вводим опре-
деленный подкласс аналитических функций со сложным порядком в открытом единичном круге,
применяя q-производный оператор типа Салагина в сочетании с известным принципом подчинения
между аналитическими функциями. Кроме того, мы выводим некоторые геометрические свойства
и несколько результатов о подчинении для функций, принадлежащих этому подклассу. Представ-
ленные здесь результаты расширяют результаты, представленные в более ранних работах.

Ключевые слова: аналитическая функция, подчиняющая фактор последовательность, произведе-
ние Адамара (или конволюция), q-производный оператор, оператор Салагина.
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Посвящается 75-летию профессора С. С. Кутателадзе

Аннотация. Изучается вольтерровское интегро-дифференциальное уравнение типа свертки со сте-
пенной нелинейностью, переменным коэффициентом a(x) и неоднородностью f(x) в линейной части,
которое тесно связано с соответствующим нелинейным интегральным уравнением, возникающим при
исследовании инфильтрации жидкости из цилиндрического резервуара в изотропную однородную
пористую среду, при описании процесса распространения ударных волн в трубах, наполненных га-
зом, при решении задачи о нагревании полубесконечного тела при нелинейном теплопередаточном
процессе, в моделях популяционной генетики и других. Важно отметить, что в связи с указанными и
другими приложениями особый интерес представляют непрерывные положительные при x > 0 реше-
ния интегрального уравнения. На основе полученных точных нижней и верхней априорных оценок
решения интегрального уравнения мы строим весовое полное метрическое пространство Pb, инвари-
антное относительно нелинейного интегрального оператора свертки, порожденного этим уравнени-
ем, и, применяя метод весовых метрик (аналог метода Белицкого), доказываем глобальную теорему
о существовании и единственности решения изучаемого нелинейного интегро-дифференциального
уравнения как в пространстве Pb, так и во всем классе Q1

0 непрерывно дифференцируемых положи-
тельных при x > 0 функций. Показано, что решение может быть найдено в пространстве Pb методом
последовательных приближений пикаровского типа. Для последовательных приближений получены
оценки скорости их сходимости к точному решению в терминах весовой метрики пространства Pb.
В частности, при f(x) = 0 из этой теоремы вытекает, что соответствующее однородное нелиней-
ное интегро-дифференциальное уравнение, в отличие от линейного случая, имеет нетривиальное
решение. Приведены также примеры, иллюстрирующие полученные результаты.

Ключевые слова: интегро-дифференциальное уравнение, степенная нелинейность, переменный
коэффициент, априорные оценки, последовательные приближения, метод весовых метрик.
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1. Введение

Как известно [1, 2], в настоящее время теория линейных уравнений типа свертки
достаточно хорошо разработана. В ряде прикладных задач теории переноса излучения,
следящих систем (сервомеханизмов), электрических сетей, содержащих нелинейные эле-

#Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследо-
ваний, проект № 18-41-200001. Статья публикуется в рамках выполнения государственного задания
в соответствии с Дополнительным соглашением от 07.07.2020 № 075-03-2020-239/2 реестр № 248 КБК
01104730290059611.
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менты, в моделях популяционной генетики и других возникают нелинейные уравнения
типа свертки (подробнее см. [3, 4]). Особенностью исследования нелинейных уравнений
типа свертки является, в частности, то, что в отличие от линейного случая, где основ-
ные результаты имеют место сразу для целой серии пространств Lp, C, C0, M и других
[2, гл. 3, п. 3.2], здесь картина существенно зависит как от выбора рассматриваемого
пространства, в котором разыскиваются решения, так и от характера допускаемой нели-
нейности.

В ряде работ [5–8] изучалось нелинейное интегральное уравнение типа свертки вида

uα(x) = a(x)

x∫

0

k(x− t)u(t) dt+ f(x), x > 0, α > 1, (1)

возникающее при исследовании инфильтрации жидкости из цилиндрического резервуа-
ра в изотропную однородную пористую среду, при описании процесса распространения
ударных волн в трубах, наполненных газом, при решении задачи о нагревании полубес-
конечного тела при нелинейном теплопередаточном процессе, в моделях популяционной
генетики и других (подробнее см. в [3, 4, 9]). Важно отметить, что в связи с указанными
и другими приложениями особый интерес представляют непрерывные положительные
при x > 0 решения интегрального уравнения (1).

В данной работе в конусе Q1
0, образованном неотрицательными непрерывно диффе-

ренцируемыми на полуоси (0,∞) функциями, удовлетворяющими условию, что u(0) = 0,
изучается нелинейное интегро-дифференциальное уравнение типа свертки

uα(x) = a(x)

x∫

0

k(x− t)u′(t) dt+ f(x), x > 0, α > 1, (2)

тесно связанное, как будет показано ниже, с интегральным уравнением вида (1).
Исследование основывается на некоторой модификации принципа сжимающих отоб-

ражений (аналог метода А. Белицкого), позволяющей доказывать глобальные теоремы
существования и единственности без ограничений на область определения решений (опи-
сание метода Белицкого и его преимуществ приведено в [10, гл. 3, п. 3.1.3]).

На основе полученных точных нижней и верхней априорных оценок решения инте-
грального уравнения вида (1) мы строим весовое полное метрическое пространство Pb и,
применяя аналог метода Белицкого, доказываем глобальную теорему о существовании
и единственности решения интегро-дифференциального уравнения (2) как в простран-
стве Pb, так и во всем классе Q1

0 непрерывно дифференцируемых положительных при
x > 0 функций. Показано, что решение уравнения (2) может быть найдено в Pb методом
последовательных приближений пикаровского типа. Для последовательных приближе-
ний получены оценки скорости их сходимости к точному решению в терминах весовой
метрики пространства Pb.

2. Свойства неотрицательных решений

Основным объектом исследования в данной работе является уравнение (2), в котором
ядро k(x), коэффициент a(x) и неоднородность f(x) удовлетворяют условиям:

k ∈ C1[0,∞), k′(x) не убывает на [0,∞), k(0) = 0 и k′(0) > 0, (3)

a ∈ C1[0,∞), a(x) не убывает на [0,∞) и a(x) > 0 при x > 0, (4)
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f ∈ C1[0,∞), f(x) не убывает на [0,∞) и f(0) = 0, (5)

где C1[0,∞) означает пространство непрерывно дифференцируемых на [0,∞) функций.
В связи с указанными во введении приложениями, будем искать решения уравне-

ния (2) в классе

Q1
0 =

{
u(x) : u ∈ C[0,∞) ∩ C1(0,∞), u(0) = 0 и u(x) > 0 при x > 0

}
.

Наряду с уравнением (2) будет рассматриваться также интегральное уравнение

uα(x) = a(x)

x∫

0

k′(x− t)u(t) dt+ f(x), x > 0, α > 1, (6)

в конусе пространства непрерывных функций C[0,∞):

Q0 =
{
u(x) : u ∈ C[0,∞), u(0) = 0 и u(x) > 0 при x > 0

}
.

Лемма 1. Пусть выполнены условия (3)–(5). Если u ∈ Q0 является решением инте-

грального уравнения (6), то функция u(x) не убывает и непрерывно дифференцируема

на (0,∞), т. е. u ∈ C1(0,∞).

⊳ Пусть u ∈ Q0 является решением уравнения (6) и x1, x2 ∈ [0,∞) — любые числа
такие, что x1 < x2. Так как k′(x) не убывает на [0,∞), то свертка (k′ ∗ u)(x) =

∫ x
0 k

′(x−
t)u(t)dt также не убывает, поскольку

(k′ ∗ u)(x2)− (k′ ∗ u)(x1) =
x1∫

0

[
k′(x2 − t)− k′(x1 − t)

]
u(t) dt+

x2∫

x1

k′(x2 − t)u(t) dt > 0.

Так как a(x) и f(x) не убывают, то uα(x) также не убывает на [0,∞). Следовательно,
сама функция u(x) не убывает и поэтому почти всюду дифференцируема на [0,∞).

Докажем теперь, что решение u ∈ C1(0,∞). Так как по условию k′(x) не убывает
на [0,∞), то по теореме Лебега (см., например, [3, теорема 17.7]) почти всюду на [0,∞)
существует вторая производная k′′(x), которая по теореме об интегрировании производ-
ной [3, теорема 17.8] локально суммируема. Следовательно, правая часть тождества (6)
дифференцируема и в силу свойства коммутативности свертки [3, §17]

( x∫

0

k′(x− t)u(t) dt
)′

=

x∫

0

k′′(x− t)u(t) dt+k′(0)u(x) =
x∫

0

k′′(t)u(x− t) dt+k′(0)u(x). (7)

Поскольку функция u(x) не убывает, а функция k′′(x) локально суммируема на [0,∞), то
в силу теоремы о непрерывности свертки [3, теорема 17.9] производная (7) непрерывна
на [0,∞). Но тогда существует и непрерывна производная левой части тождества (6),
что влечет за собой существование и непрерывность производной u′(x) при x > 0. ⊲

Лемма 2. Пусть выполнены условия (3)–(5). Если u ∈ Q1
0 является решением

интегро-дифференциального уравнения (2), то u ∈ Q0 и является решением интеграль-

ного уравнения (6). Обратно, если уравнение (6) имеет решение u ∈ Q0, то u ∈ Q1
0 и

является решением уравнения (2).
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⊳ Пусть u ∈ Q1
0 является решением уравнения (2). Поскольку Q1

0 ⊂ Q0, то u ∈ Q0.
Так как k(0) = 0 и u(0) = 0, то, вычисляя интеграл в (2) по частям, получаем

uα(x) = a(x)

x∫

0

k(x− t) du(t) + f(x) = a(x)

x∫

0

u(t)k′(x− t) dt+ f(x), (8)

т. е. u(x) является решением уравнения (6).
Обратно, пусть u ∈ Q0 является решением уравнения (6). Тогда согласно лемме 1

функция u(x) принадлежит пространству C1(0,∞), а значит, u ∈ Q1
0. Используя два-

жды свойство коммутативности свертки, формулу интегрирования по частям, равенства
k(0) = 0 и u(0) = 0, из уравнения (6) имеем

uα(x) = a(x)

x∫

0

k′(t)u(x − t) dt+ f(x) = a(x)

x∫

0

k(x− t)u′(t) dt+ f(x),

т. е. u(x) является решением уравнения (2). ⊲

Из леммы 2 вытекает, что для доказательства существования в классе Q1
0 решения

интегро-дифференциального уравнения (2) достаточно доказать существование в клас-
се Q0 решения интегрального уравнения (6). Кроме того, из леммы 2 следует, что урав-
нения (2) и (6) имеют одно и то же множество решений.

Далее предполагается, что выполнено дополнительное условие

g(0) = 0, где g(x) =
f(x)

a(x)
. (9)

Доказательство основных результатов данной статьи будет базироваться на априор-
ных оценках решений уравнения (6). При доказательстве верхней априорной оценки нам
понадобится неравенство Чебышева (см., например, [3, лемма 17.1]):

x∫

0

v(x− t)w(t) dt 6

x∫

0

v(t)w(t) dt, x > 0, (10)

справедливое для любых неубывающих на [0,∞) функций v(x) и w(x).

Лемма 3. Пусть выполнены условия (3)–(5) и (9). Если u ∈ Q0 является решением

интегрального уравнения (6), то u(x) удовлетворяет неравенствам

F (x) 6 u(x) 6 G(x), (11)

где

F (x) =

(
α− 1

α
k′(0)

) 1
α−1

a
1
α (x)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

,

G(x) = a
1
α (x)

(
α− 1

α

x∫

0

a
1
α (t)k′(t) dt+

(
f(x)

a(x)

)α−1
α

) 1
α−1

.

⊳ Пусть u ∈ Q0 — решение уравнения (6). Так как пpи x = 0 неравенства (11)
обращаются в очевидные равенства, то будем считать далее, что x > 0.
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Докажем сначала первое неравенство из (11). Так как a(x) > 0, f(x) > 0 и k′(x)
не убывает на [0,∞), то из тождества (6) имеем

u(x) >
(
k′(0)a(x)

) 1
α

( x∫

0

u(t) dt

) 1
α

(∀x > 0), (12)

или, что то же самое, поскольку k′(0) > 0 и u(x) > 0 при x > 0,

u(t)

( t∫

0

u(s)ds

)− 1
α

>
(
k′(0)a(t)

) 1
α (∀ t > 0).

Интегрируя последнее неравенство в пределах от 0 до x, получим

( x∫

0

u(t) dt

)α−1
α

>
α− 1

α
(k′(0))

1
α

x∫

0

a
1
α (t) dt (∀x > 0),

откуда
( x∫

0

u(t) dt

) 1
α

>

(
α− 1

α

) 1
α−1

(k′(0))
1

α(α−1)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

. (13)

Таким образом, первое неравенство из (11) вытекает из неравенств (12) и (13).
Докажем теперь второе неравенство из (11). Так как в силу условия (3) и леммы 1

функции k′(x) и u(x) не убывают на [0,∞), то вследствие неравенства Чебышева (10) из
тождества (6) вытекает неравенство

uα(x) 6 a(x)

x∫

0

k′(t)u(t) dt+ f(x) (∀x > 0),

т. е.

u(x) 6 a
1
α (x)

( x∫

0

k′(t)u(t) dt+ g(x)

) 1
α

(∀x > 0), (14)

или, поскольку k′(t) > 0,

k′(t)u(t) + g′(t) 6 k′(t)a
1
α (t)

( t∫

0

k′(s)u(s) ds + g(t)

) 1
α

+ g′(t) (∀ t > 0),

откуда
( t∫

0

k′(s)u(s) ds + g(t)

)− 1
α (
k′(t)u(t) + g′(t)

)
6 k′(t)a

1
α (t) + I(t), (15)

где

I(t) = g′(t)

( t∫

0

k′(s)u(s) ds + g(t)

)− 1
α

.
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Точно так же, как и при доказательстве неравенства (13) из [11], проверяется, что

x∫

0

I(t) dt 6
α

α− 1
g

α−1
α (x). (16)

Интегрируя неравенство (15) в пределах от 0 до x, с учетом условия (9) и неравен-
ства (16), будем иметь

( x∫

0

k′(s)u(s) ds + g(x)

)α−1
α

6
α− 1

α

( x∫

0

k′(t)a
1
α (t) dt+

α

α− 1
g

α−1
α (x)

)
(∀x > 0),

откуда ( x∫

0

k′(t)u(t) dt + g(x)

) 1
α

6

(
α− 1

α

x∫

0

k′(t)a
1
α (t) dt+ g

α−1
α (x)

) 1
α−1

. (17)

Таким образом, второе неравенство в (11) вытекает из неравенств (14) и (17). ⊲

Из леммы 3 следует, что решения уравнения (6) естественно искать в классе

P =
{
u(x) : u ∈ C[0,∞) и F (x) 6 u(x) 6 G(x)

}
.

Пример 1. Непосредственно проверяется, что функция

u∗(x) =

(
α− 1

α
p

) 1
α−1

a
1
α (x)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

является решением интегрального уравнения (6) при k(x) = px и f(x) = 0, где p > 0 —
любое число. Следовательно, если k(x) = p · x и f(x) = 0, то справедливы равенства
F (x) = u∗(x) = G(x) для любого x ∈ [0,∞), которые показывают, что в определенном
смысле априорные оценки решения интегрального уравнения (6), доказанные в лемме 3,
точные.

3. Теоремы существования и единственности решения

Определим нелинейный интегральный оператор свеpтки T равенством

(Tu)(x) =

(
a(x)

x∫

0

k′(x− t)u(t) dt+ f(x)

) 1
α

, x > 0, α > 1.

Прежде чем доказать следующую теорему заметим, что так как

G(x) =

(
α− 1

α
a

α−1
α (x)

x∫

0

a
1
α (t)k′(t) dt+ f

α−1
α (x)

) 1
α−1

,

то функция G(x) в силу условий (3)–(5) не убывает на [0,∞) и G(0) = 0.

Теорема 1. Пусть выполнены условия (3)–(5) и (9). Тогда класс P инвариантен

относительно нелинейного оператора T , т. е. T : P → P .
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⊳ Пусть u ∈ P . Нужно доказать, что Tu ∈ C[0,∞) и F (x) 6 (Tu)(x) 6 G(x).
1. Так как функции k′(x), a(x), f(x) неотрицательны и принадлежат пространству

C[0,∞), а 1/α > 0, то очевидно, что оператор T на классе функций u ∈ P определен
корректно и Tu ∈ C[0,∞).

2. Покажем, что (Tu)(x) > F (x). Поскольку k′(x), a(x), f(x) неотрицательны, k′(x)
не убывает и u(x) > F (x), то

[
(Tu)(x)

]α
> a(x)

x∫

0

k′(x− t)u(t) dt > a(x)

x∫

0

k′(x− t)F (t) dt > k′(0)a(x)

x∫

0

F (t) dt

= k′(0)a(x)

(
α− 1

α
k′(0)

) 1
α−1

x∫

0

a
1
α (t)

( t∫

0

a
1
α (s) ds

) 1
α−1

dt =
[
F (x)

]α
,

т. е. (Tu)(x) > F (x).
3. Покажем, наконец, что (Tu)(x) 6 G(x). Так как a(x), k′(x) неотрицательны и

u(x) 6 G(x), а функции k′(x) и G(x) не убывают на [0,∞), то в силу неравенства Чебы-
шева (10) и условия (9), получаем

[
(Tu)(x)

]α
6 a(x)

x∫

0

k′(x− t)G(t) dt + f(x) 6 a(x)

( x∫

0

k′(t)G(t) dt +

x∫

0

g′(t) dt

)

= a(x)

x∫

0

G(t)

[
k′(t) +

g′(t)
G(t)

]
dt 6 a(x)

(
α− 1

α

) 1
α−1

x∫

0

a
1
α (t)

×




t∫

0

a
1
α (s)k′(s) ds+

α

α− 1
g

α−1
α (s)




1
α−1 [

k′(t) +
g′(t)

a
1
α (t)g

1
α (t)

]
dt = Gα(x),

т. е. (Tu)(x) 6 G(x). ⊲

Введем следующий класс функций:

Pb =
{
u(x) : u ∈ C[0, b] и F (x) 6 u(x) 6 G(x)

}
,

где b > 0 — произвольное число.
В силу вольтерровости оператора T из теоремы 1 непосредственно вытекает

Следствие 1. Если выполнены условия (3)–(5) и (9), то класс Pb инвариантен отно-

сительно интегрального оператора T .

Далее будем предполагать, что выполнено условие

D = sup
0<x6b

(
f(x)

a(x)

)α−1
α

( x∫

0

a
1
α (t) dt

)−1

<∞. (18)

Заметим, что выполнение условия (18) обеспечивает выполнение условия (9) и усло-
вие (18) совпадает с условием (16) из [11] при a(x) = 1.

Зададим на прямом произведении Pb × Pb функцию ρb формулой

ρb(u1, u2) = sup
0<x6b

|u1(x)− u2(x)|

a
1
α (x)

(
x∫
0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβx

, β > 0. (19)
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Поскольку eβx > 1 и |u1(x)− u2(x)| 6 G(x)− F (x) для любых u1, u2 ∈ Pb, то

ρb(u1, u2) 6

(
α− 1

α
k′(b) +D

) 1
α−1

−
(
α− 1

α
k′(0)

) 1
α−1

<∞.

Лемма 4. Множество Pb с метрикой ρb является полным метрическим простран-

ством.

⊳ Выполнимость аксиом метpики очевидна. Докажем полноту пространства Pb.
Пусть {un} есть любая фундаментальная последовательность из Pb. Тогда для любого
ε > 0 существует N = N(ε) > 0 такой, что для любых m,n > N выполняется неравенство
ρb(um, un) < ε, т. е.

|um(x)− un(x)|

a
1
α (x)

(
x∫
0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβx

< ε (∀m,n > N, ∀x ∈ (0, b]). (20)

Так как

a
1
α (x)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α

eβx 6 a
1
α (b)

( b∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβb ≡M,

то
|um(x)− un(x)|

a
1
α (x)

(
x∫
0

a
1
α (t)dt

) 1
(α−1)

eβx

>
1

M

∣∣um(x)− un(x)
∣∣.

Поэтому из (20) имеем |um(x)−un(x)| 6Mε для любых m,n > N и для любого x ∈ [0, b]
(здесь учли, что um(0) = un(0) = 0), т. е. {un} является фундаментальной последова-
тельностью в C[0, b]. В силу полноты пространства C[0, b] существует функция u ∈ C[0, b]
такая, что

lim
n→∞

un(x) = u(x). (21)

Покажем, что u ∈ Pb. Так как {un} ∈ Pb, то для любого n и для любого x ∈ [0, b], имеем
F (x) 6 un(x) 6 G(x). Переходя в этом неравенстве к пределу при n → ∞, с учетом
равенства (21), получаем F (x) 6 u(x) 6 G(x), т. е. u ∈ Pb.

Осталось доказать сходимость последовательности {un(x)} к u(x) по метрике ρb. Пе-
реходя в неравенстве (20) к пределу при m→ ∞, имеем

|u(x)− un(x)|

a
1
α (x)

(
x∫
0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβx

< ε

для любого n > N и для любого x ∈ (0, b], т. е. ρb(un, u) < ε для любого n > N . ⊲

Выберем теперь достаточно малое число c ∈ (0, b) такое, что выполняется неравенство

k′(c) < αk′(0). (22)

Положим

β =
1

k′(0)
sup
c6x6b

k′(x)− k′(0)
x

. (23)
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Справедлива следующая лемма (подробное доказательство см. [11, лемма 5], ср. [12]).

Лемма 5. Пусть ядро k(x) удовлетворяет условию (3). Тогда для любого x ∈ [0, b]
справедливо неравенство

k′(x)e−βx 6 k′(c), (24)

где числа c и β определяются из условия (22) и формулы (23), соответственно.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (3)–(5) и (18). Тогда оператор T : Pb → Pb и

является сжимающим, при этом для любых u1, u2 ∈ Pb выполняется неравенство

ρb(Tu2, Tu1) 6
k′(c)
αk′(0)

ρb(u2, u1), (25)

где число c определяется из условия (22).

⊳ То, что оператор T : Pb → Pb вытекает из следствия 1. Докажем неравенство (25),
т. е., что оператор T в силу неравенства (22) является сжимающим. Пусть u1, u2 ∈ Pb и
x ∈ (0, b]. По теореме Лагранжа для любых z1, z2 > 0 имеем

z
1
α
1 − z

1
α
2 =

1

α
Θ

1
α
−1(z1 − z2),

где Θ лежит между z1 и z2. Поэтому, если z1 > z0 и z2 > z0, где z0 > 0, то Θ > z0 и
∣∣∣∣z

1
α
1 − z

1
α
2

∣∣∣∣ 6
1

α

|z1 − z2|
{z0}

α−1
α

.

Используя это неравенство и то, что (Tu1)(x) > F (x), (Tu2)(x) > F (x) для всех x ∈ (0, b],
имеем

∣∣(Tu2)(x)− (Tu1)(x)
∣∣

=

∣∣∣∣∣∣

(
a(x)

x∫

0

k′(x− t)u2(t) dt+ f(x)

) 1
α

−
(
a(x)

x∫

0

k′(x− t)u1(t) dt+ f(x)

) 1
α

∣∣∣∣∣∣

6
1

α
(Fα(x))

1−α
α

∣∣∣∣∣a(x)
x∫

0

k′(x− t)
[
u2(t)− u1(t)

]
dt

∣∣∣∣∣

6
1

α

(
α− 1

α
k′(0)

)−1

a
1−α
α (x)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

)−1

a(x)

x∫

0

k′(x− t)
∣∣u2(t)− u1(t)

∣∣ dt.

Итак,

∣∣(Tu2)(x) − (Tu1)(x)
∣∣ 6 a

1
α (x)

(α− 1)k′(0)
x∫
0

a
1
α (t) dt

x∫

0

k′(x− t)
∣∣u2(t)− u1(t)

∣∣ dt. (26)

Поскольку для любого x ∈ (0, b)

∣∣u2(x)− u1(x)
∣∣ = a

1
α (x)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβx
|u2(x)− u1(x)|

a
1
α (x)

(
x∫
0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβx

6 a
1
α (x)

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβxρb(u2, u1),
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то из (26) с учетом леммы 5 получим

∣∣(Tu2)(x)− (Tu1)(x)
∣∣

6
a

1
α (x)ρb(u2, u1)e

βx

(α − 1)k′(0)
x∫
0

a
1
α (t) dt

x∫

0

k′(x− t)e−β(x−t)a
1
α (t)

( t∫

0

a
1
α (s)ds

) 1
α−1

dt

6
k′(c)a

1
α (x)ρb(u2, u1)e

βx

(α− 1)k′(0)
x∫
0

a
1
α (t) dt

α− 1

α

( x∫

0

a
1
α (s) ds

) α
α−1

=
k′(c)
αk′(0)

a
1
α (x)eβx

( x∫

0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

ρb(u2, u1).

Следовательно,

|(Tu2)(x)− (Tu1)(x)|

a
1
α (x)

(
x∫
0

a
1
α (t) dt

) 1
α−1

eβx

6
k′(c)
αk′(0)

ρb(u2, u1) (∀x ∈ (0, b]),

что равносильно неравенству (25). Поскольку в силу неравенства (22) коэффициент
в неравенстве (25) k′(c)/[α k′(0)] < 1, то оператор T является сжимающим. ⊲

Теорема 3. Если выполнены условия (3)–(5) и (18), то интегральное уравнение (6)
имеет в Q0 (и в Pb при любом b > 0) единственное решение. Это решение может быть

найдено методом последовательных приближений, которые сходятся к нему по метрике

(19) при любом b <∞.

⊳ Запишем уравнение (6) в операторном виде: u = Tu. Из леммы 6 и теоремы 2 сле-
дует, что выполнены все тpебования пpинципа сжимающих отобpажений, из котоpого
непосpедственно вытекает, что уравнение (6) имеет единственное решение в простран-
стве Pb при любом b > 0, и это решение может быть найдено методом последовательных
приближений, которые сходятся к нему по метрике (19) при любом b <∞.

То, что уравнение (6) имеет единственное решение во всем классе Q0 доказывается
точно так же, как в теореме 3 из [11]. ⊲

Таким образом, на основании теоремы 3, используя связь между решениями уравне-
ний (6) и (2), установленную в лемме 2, мы можем сформулировать основной результат.

Теорема 4. Если выполнены условия (3), (4), (5) и (18), то интегро-дифферен-

циальное уравнение типа свертки со степенной нелинейностью (2) имеет в конусе Q1
0

(и в классе Pb при любом b > 0) единственное решение u∗(x). Это решение удовлетворя-

ет неравенствам (11) и его можно найти в полном метрическом пространстве Pb методом

последовательных приближений по формуле un = Tun−1, n ∈ N, со сходимостью по мет-

рике (19), в которой числа c и β определяются условием (22) и формулой (23). При этом

справедлива оценка погрешности:

ρb(un, u
∗) 6

qn

1− q
ρb(Tu0, u0), n ∈ N,

где q = k′(c)/(α k′(0)) < 1, а u0(x) ∈ Pb — начальное приближение.
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Из теорем 3 и 4 вытекает, в частности, что при f(x) = 0 нелинейные уравнения (2)
и (6) имеют, в отличие от линейного случая (α = 1), нетривиальное решение и, таким
образом, нелинейные уравнения типа свертки обладают особенностями, существенно от-
личающими их от соответствующих линейных уравнений.
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Abstract. We study a Volterra integro-differential equation of convolution type with a power nonlinearity,
variable coefficient a(x) and an inhomogeneity f(x) in the linear part, which is closely related to the
corresponding nonlinear integral equation, arising in the study of fluid infiltration from a cylindrical reservoir
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into an isotropic homogeneous porous medium, when describing the process of propagation of shock waves
in gas-filled pipes, when solving the problem about heating a half-infinite body in a nonlinear heat-transfer
process, in models of population genetics, and others. It is important to note that in relation to the above-
mentioned and other applications, of special interest are continuous positive (for x > 0) solutions of the integral
equation. Based on the obtained exact lower and upper a priori estimates for the solution of the integral
equation, we construct a weighted complete metric space Pb, invariant with respect to the nonlinear integral
convolution operator generated by this equation, and, using the method of weighted metrics (an analogue
of Belitsky’s method), we prove the global existence theorem and the uniqueness of the solution of the nonlinear
integro-differential equation under study both in the space Pb and in the whole class Q1

0 of continuously
differentiable functions positive for x > 0. It is shown that the solution can be found in the Pb space
by a successive approximation method of the Picard type. Estimates for the rate of convergence of the successive
approximations to the exact solution in terms of the weight metric of the space Pb are derived. In particular,
for f(x) = 0, this theorem implies that the corresponding homogeneous nonlinear integro-differential equation,
in contrast to the linear case, has a nontrivial solution. Examples are also given to illustrate the results obtained.

Key words: integro-differential equation, power nonlinearity, variable coefficient, a priori estimates, suc-
cessive approximation, weight metrics method.
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Аннотация. В работе исследуется однородная начально-краевая задача для одномерного волно-
вого уравнения с неизвестной быстро осциллирующей по времени правой частью. Последняя пред-
ставлена произведением двух функций, одна из которых зависит от пространственной переменной,
а вторая — от временной и быстрой временной переменных. Рассматриваются четыре различных
случая, в двух из которых одна из функций-сомножителей известна, а в двух других — обе функции
неизвестны. В каждом случае поставлены и решены обратные задачи о восстановлении неизвестных
функций по некоторым сведениям о частичных асимптотиках решений исходной задачи с известны-
ми данными. Указанные сведения состоят в основном в задании значений определенных коэффици-
ентов асимптотик в некоторых точках пространства и/или времени. Использование дополнительных
условий (условий переопределения) в таком виде говорит о коренном отличии данных постановок
обратных задач от классики, где дополнительные условия ставятся на точные решения. Построение
асимптотики решения исходной задачи при этом подходе играет роль прямой задачи. Указанный
подход к обратным задачам с быстро осциллирующими по времени данными авторы данной статьи
развивают несколько последних лет.

Ключевые слова: одномерное волновое уравнение, быстро осциллирующая правая часть, асимп-
тотика решения, обратные задачи о восстановлении правой части.
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Введение

В работе рассматривается начально-краевая задача для одномерного волнового урав-
нения с неизвестной быстро осциллирующей по времени правой частью. Исследуется за-
дача о восстановлении этой правой части по тем или иным сведениям (дополнительным
условиям) о нескольких первых коэффициентах асимптотики решения. Ранее аналогич-
ный вопрос был исследован нами для одномерного уравнения теплопроводности [1, 2].
Теории обратных задач посвящен целый ряд монографий (см., например [3–6]) и боль-
шое число статей. В статьях [7–9], например, решены различные задачи о восстановлении

#Работа выполнена при финансовой поддержке Российского научного фонда, проект № 20-11-20141.
c© 2020 Бабич П. В., Левенштам В. Б.
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неизвестных правых частей одномерных уравнения теплопроводности и волнового урав-
нения. В [3–9] быстрые осцилляции данных задачи отсутствуют. В данной работе задача
о восстановлении правой части вида f(x, t)r(t, ωt), где сомножитель r(t, τ) периодичен
по τ , волнового уравнения с большим параметром ω поставлена и решена в следующих
четырех случаях:

1) не известна функция r(t, τ);
2) не известна функция f(x, t) ≡ f(x);
3) в паре f, r известно лишь среднее r0 функции r(t, τ) по τ ;
4) не известны обе функции — f и r.

Каждая из этих задач снабжена дополнительными условиями, которые относятся к
нескольким первым коэффициентам асимптотики решения. В этом состоит основное от-
личие данных постановок обратных задач от классических, где дополнительные условия
относятся к точному решению. В заключение отметим, что результаты, аналогичные тео-
ремам 1, 2 раздела 1 данной работы, относящимся к задаче 1), установлены нами и для
многомерных гиперболических уравнений [10]. При этом доказательство этих результа-
тов в [10] базируется на важной работе [11], а соответствующие одномерные результаты
данной работы доказаны в разделе 1 с помощью непосредственного использования тех-
ники одномерных рядов Фурье, так что они изложены в замкнутом виде.

1. Неизвестный сомножитель источника зависит
только от временной переменной

1.1. Прямая задача. Символом Π обозначим замкнутый плоский прямоугольник:

Π = {(x, t) : 0 6 x 6 π; 0 6 t 6 T}, T > 0.

Рассмотрим в Π начально-краевую задачу для волнового уравнения с большим парамет-
ром ω:

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t)r(t, ωt), (x, t) ∈ Π, (1)

u|t=0 = 0,
∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= 0, (2)

u|x=0,π = 0. (3)

Здесь функция f(x, t) определена на Π и существуют непрерывные на Π функции

f, f ′′x2 , f
′′′
x2t, f

′
t , f

′′
t2 , f

′′′
t3 , (4)

обращающиеся в нуль при x = 0, x = π, причем каждая из функций (4) имеет две
непрерывные на Π производные по x. Ясно, что справедливость условий равенства нулю
функций (4) при x = 0, π достаточно проверять лишь для функций f и f ′′x2 .

Пусть Q — полуполоса: Q = {(t, τ) ∈ [0, T ] × [0,∞)}. Относительно функции r(t, τ)
будем предполагать, что она определена и непрерывна на множестве Q, а также 2π-пе-
риодична по τ . Обозначим через r0(t) ее среднее по τ , т. е. плавную часть:

r0(t) = 〈r(t, τ)〉τ =
1

2π

2π∫

0

r(t, τ) dτ, (5)
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а через r1(t, τ) — быструю часть:

r1(t, τ) = r(t, τ)− r0(t) ≡ {r1(t, τ)}τ . (6)

Будем предполагать, что функции ∂kr1
∂tk

∈ C(Q), k = 0, 1, 2, 3. Функцию r(t, τ), удовлетво-
ряющую указанным в этом абзаце условиям, будем для краткости называть функцией
класса (А).

Введем некоторые обозначения, которыми будем пользоваться в дальнейшем:

fn(t) =
1

π

π∫

0

f(s, t) sinns ds, f2,n(t) =
1

π

π∫

0

∂2f(s, t)

∂s2
sinns ds,

ρ0(t, τ) =

τ∫

0

( p∫

0

r1(t, s) ds −
〈 τ∫

0

r1(t, s) ds

〉

τ

)
dp

−
〈 τ∫

0

( p∫

0

r1(t, s) ds −
〈 τ∫

0

r1(t, s) ds

〉

τ

)
dp

〉

τ

≡
{ τ∫

0

{ p∫

0

r1(t, s) ds

}

p

dp

}

τ

.

(7)

Решение задачи (1)–(3) представим в виде:

uω(x, t) = Uω(x, t) +Wω(x, t), ω ≫ 1, (8)

где
Uω(x, t) = u0(x, t) + ω−1u1(x, t) + ω−2

[
u2(x, t) + v2(x, t, ωt)

]
, ω ≫ 1, (9)

u0(x, t) =

∞∑

n=1

sinnx

n

t∫

0

sinn(t− s)fn(s)r0(s) ds, (10)

u1(x, t) = −
∞∑

n=1

fn(0)ρ
′
0t(0, 0)

sin nx

n
sinnt, (11)

v2(x, t, τ) = f(x, t)ρ0(t, τ), (12)

u2(x, t) = −
∞∑

n=1

fn(0)ρ0(0, 0) cos nt sinnx

+

∞∑

n=1

(
f ′nt(0)ρ0(0, 0) + fn(0)ρ

′
0t(0, 0)

)
sinnt

sinnx

n
. (13)

Теорема 1. Решение uω(x, t) задачи (1)–(3) представимо в виде (8)–(13), где функ-

ция Wω удовлетворяет соотношению

‖Wω(x, t)‖C(Π) = o(ω−2), ω → ∞. (14)

1.2. Обратная задача 1. Предположим, что в задаче (1)–(3) фигурирует та же, что
в п.1.1, функция f(x, t), а функция r(t, τ) класса (А) неизвестна. Пусть задана точка
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x0 ∈ (0, π) такая, что f(x0, t) 6= 0, t ∈ [0, T ], и функции ϕ0(t) и χ(t, τ), принадлежащие
следующим классам:

ϕ0 ∈ C2([0, T ]), ϕ0(0) = 0, ϕ′
0(0) = 0;

χ(t, τ) — непрерывная в Q, 2π-периодическая по τ с нулевым средним функция, произ-

водные которой ∂k+2χ
∂tk∂τ2

, k = 0, 1, 2, 3, принадлежат C(Q). Введем теперь функции ϕ1(t) и
ϕ2(t):

ϕ1(t) = −
∞∑

n=1

fn(0)ρ
′
0t(0, 0) sin nt

sinnx0
n

, (15)

ϕ2(t) = −
∞∑

n=1

fn(0)ρ0(0, 0) cos nt sinnx0

+

∞∑

n=1

(
f ′nt(0)ρ0(0, 0) + fn(0)ρ

′
0t(0, 0)

)
sinnt

sinnx0
n

, (16)

где ρ0(t, τ) задается равенством (7) с

r1(t, τ) =
1

f(x0, t)

∂2

∂τ2
χ(t, τ). (17)

Обратная задача 1 заключается в определении функции r(t, τ) класса (А), при ко-
торой для решения uω(x, t) задачи (1)–(3) (функция f(x, t) задана в п.1.1) выполняется
асимптотическое равенство

∥∥∥∥uω(x0, t)−
[
ϕ0(t) +

1

ω
ϕ1(t) +

1

ω2

(
ϕ2(t) + χ(t, ωt)

)]∥∥∥∥
C([0,T ])

= o(ω−2), ω → ∞. (18)

Здесь точка x0 и функции ϕ0, ϕ1, ϕ2, χ удовлетворяют условиям, указанным в преды-
дущей части этого пункта.

Теорема 2. Для любых функций χ, ϕ0 и точки x0, удовлетворяющих сформулирован-

ным выше условиям, обратная задача 1 однозначно разрешима, т. е. найдется единствен-

ная функция r класса (A), при которой решение uω(x, t) задачи (1)–(3) удовлетворяет

соотношению (18).

Замечание. Функция r0(t) = 〈r(t, τ)〉τ находится из уравнения Вольтерра второго
рода, а r1(t, τ) определяется равенством (17).

1.3. Доказательство основных результатов.

⊳ Доказательство теоремы 1. Решение задачи (1)–(3) запишем в виде суммы

uω(x, t) = u0(x, t) + ω−1u1(x, t) + ω−2
[
u2(x, t) + v2(x, t, ωt)

]
+ ω−3v3(x, t, ωt) + Zω(x, t),

где функции ui, vi и Zω будут определены ниже.
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Подставив последнее представление uω в равенства (1)–(3), придем к соотношениям





∂2u0
∂t2

+ ∂2v2
∂τ2

+ ω−1
[
∂2u1
∂t2

+ 2∂
2v2
∂τ∂t +

∂2v3
∂τ2

]
+ ω−2

[
∂2u2
∂t2

+ ∂2v2
∂t2

+ 2∂
2v3
∂τ∂t

]

+ω−3 ∂2v3
∂t2

+ ∂2Zω
∂t2

= ∂2u0
∂x2

+ ω−1 ∂2u1
∂x2

+ ω−2
[
∂2u2
∂x2

+ ∂2v2
∂x2

]
+ ω−3 ∂2v3

∂x2

+ ∂2Zω

∂x2
+ f(x, t)r(t, τ);

[
u0 + ω−1u1 + ω−2(u2 + v2) + ω−3v3 + Zω

]
t,τ=0

= 0;
[
∂u0
∂t + ω−1

(
∂u1
∂t + ∂v2

∂τ

)
+ ω−2

(
∂u2
∂t + ∂v2

∂t + ∂v3
∂τ

)
+ ω−3 ∂v3

∂t + ∂Zω
∂t

]
t,τ=0

= 0;
[
u0 + ω−1u1 + ω−2(u2 + v2) + ω−3v3 + Zω

]
x=0,π

= 0, τ = ωt.

(19)

Приравняем формально в последних равенствах коэффициенты при явно выписанных
степенях ω−k, k = 0, 1, 2, 3. Применяя к полученным уравнениям операцию усредне-
ния 〈. . .〉 по τ = ωt, придем к задачам





∂2u0
∂t2

= ∂2u0
∂x2

+ f(x, t)r0(t);

u0|t=0 = 0, ∂u0
∂t

∣∣∣
t=0

= 0;

u0|x=0,π = 0,

(20)





∂2v2
∂τ2

= f(x, t)r1(t, τ);

v2(x, t, τ + 2π) = v2(x, t, τ);

〈v2(x, t, τ)〉τ = 0,

(21)





∂2u1
∂t2

= ∂2u1
∂x2

;

u1|t=0 = 0, ∂u1
∂t

∣∣∣
t=0

= − ∂v2
∂τ

∣∣∣
t,τ=0

;

u1|x=0,π = 0,

(22)





∂2v3
∂τ2 = −2∂

2v2
∂τ∂t ;

v3(x, t, τ + 2π) = v3(x, t, τ);

〈v3(x, t, τ)〉τ = 0,

(23)





∂2u2
∂t2 = ∂2u2

∂x2 ;

u2|t=0 = − v2|t,τ=0 ,
∂u2
∂t

∣∣∣
t=0

= −
[
∂v3
∂τ + ∂v2

∂t

]
t,τ=0

;

u2|x=0,π = 0,

(24)

В силу (20)–(24) функции u0, u1, u2, v2 имеют вид (10), (11), (12) и (13) соответствен-
но, что устанавливается с помощью элементарного применения рядов Фурье. Из систе-
мы (23) находим

v3(x, t, τ) = 2f ′t(x, t)ρ1(t, τ) + 2f(x, t)ρ′1t(t, τ), (25)

ρ1(t, τ) =

〈 τ∫

0

ρ0(t, s) ds

〉

τ

−
τ∫

0

ρ0(t, s) ds.



Восстановление быстро осциллирующей правой части волнового уравнения 33

Из (19) с учетом (20)–(24) следует, что функция Zω(x, t) является решением задачи




∂2Zω
∂t − ∂2Zω

∂x2
= ω−2

[
∂2v2
∂x2

− ∂2v2
∂t2

− 2∂
2v3
∂τ∂t

]

+ω−3
[
∂2v3
∂x2 − ∂2v3

∂t2

]
≡ ω−2p1(x, t, ωt) + ω−3p2(x, t, ωt);

Zω|t=0 = −ω−3 v3| t=0,
τ=0

≡ ω−3c1(x),
∂Zω
∂t

∣∣∣
t=0

= −ω−3 ∂v3
∂t

∣∣∣
t=0,
τ=0

≡ ω−3c2(x);

Zω|x=0,π = 0.

(26)

При этом согласно (12), (25) функции pi(x, t, τ) 2π-периодичны по τ с нулевым средним
и, кроме того, pi(x, t, τ)|x=0,π = 0, ci(x)|x=0,π = 0, i = 1, 2.

Решение задачи (26) имеет вид

Zω(x, t) =

∞∑

n=1

sinnx

[ t∫

0

sinn(t− s)

n

(
ω−2p1,n(s, ωs) + ω−3p2,n(s, ωs)

)
ds

+ ω−3c1,n cosnt+ ω−3 c2,n
n

sinnt

]
,

где

pi,n(t, τ) =
1

π

π∫

0

pi(s, t, τ) sin ns ds, ci,n =
1

π

π∫

0

ci(s) sinns ds, i = 1, 2.

Поскольку Wω(x, t) = Zω(x, t) + ω−3v3(x, t, ωt), то теорема 1 будет доказана, если мы
установим асимптотическое равенство

‖Zω‖C(Π) = o(ω−2), ω → ∞.

Заметим, что благодаря требованиям, предъявленным к f и r, функции p2(x, t, τ), c1(x),
c2(x) непрерывны, а ряды

∞∑

n=1

sinnx

n

t∫

0

sinn(t− s)pi,n(s, ωs)ds, i = 1, 2,

∞∑

n=1

c1,n sinnx cosnt,
∞∑

n=1

c2,n
n

sinnx sinnt,

сходятся равномерно относительно (x, t) ∈ Π. Отсюда следует, что нам теперь достаточно
доказать при любом фиксированном n0 ∈ N оценку

∥∥∥∥∥

n0∑

n=1

sinnx

n

t∫

0

sinn(t− s)p1,n(s, ωs) ds

∥∥∥∥∥
C([0,T ])

= o(1), ω → ∞. (27)

Проведем ее в два этапа. Пусть ε — произвольное положительное число. На первом этапе
подберем достаточно малое число t0 > 0, при котором для всех x ∈ [0, π], t ∈ [0, t0], и
ω > 0 справедлива оценка

∣∣∣∣∣

n0∑

n=1

sinnx

n

t∫

0

sinn(t− s)p1,n(s, ωs) ds

∣∣∣∣∣ < ε. (28)
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На втором этапе участок [0, t], t ∈ [t0, T ], разобьем на m равных частей [tj, tj+1),
j = 0, 1, . . . ,m− 1, и воспользуемся равенством

t∫

0

sinn(t− s)p1,n(s, ωs) ds

=
m−1∑

j=0




tj+1∫

tj

sinn(t− s)p1,n(s, ωs) ds −
tj+1∫

tj

sinn(t− tj)p1,n(tj , ωs) ds




+
m−1∑

j=0

tj+1∫

tj

sinn(t− tj)p1,n(tj , ωs) ds = S1 + S2.

Выберем m столь большим, что при всех ω > 0

|S1| <
ε

2n0
. (29)

Далее, в силу равенства

tj+1∫

tj

sinn(t− tj)p1,n(tj , ωs) ds = sinn(t− tj)


 1

ω

ωtj+1∫

0

p1,n(tj , τ) dτ −
1

ω

ωtj∫

0

p1,n(tj , τ) dτ




и того факта, что функция p1,n(s, τ) имеет нулевое среднее по второй переменной, найдем
такое ω0 > 0, что при ω > ω0

|S2| <
ε

2n0
. (30)

Из соотношений (28)–(30) следует (27). Теорема 1 доказана. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 2. В силу теоремы 1 решение задачи (1)–(3) при
заданной функции r(t, τ) класса (А) представимо в виде (8), (9)–(13), где

‖Wω‖C(Π) = o(ω−2), ω → ∞.

Предположим, что r(t, τ) является решением обратной задачи, и uω — отвечающее ему
решение задачи (1)–(3). В силу соотношений (14), (18) равномерно относительно t ∈ [0, T ]

u0(x0, t) + ω−1u1(x0, t) + ω−2
[
u2(x0, t) + v2(x0, t, ωt)

]

= ϕ0(t) +
1

ω
ϕ1(t) +

1

ω2

(
ϕ2(t) + χ(t, ωt)

)
+ o(ω−2), ω ≫ 1. (31)

Приравняв в (31) коэффициенты при одинаковых степенях ω и используя операцию
усреднения по τ , приходим к соотношениям

u0(x0, t) = ϕ0(t), u1(x0, t) = ϕ1(t), u2(x0, t) = ϕ2(t), v2(x0, t, τ) = χ(t, τ),

где t ∈ [0, T ], τ ∈ [0,∞). Дифференцируя первое из этих равенств дважды по t, а послед-
нее дважды по τ , получим

∂2

∂t2
u0(x0, t) = ϕ′′

0(t), (32)

∂2

∂τ2
v2(x0, t, τ) =

∂2

∂τ2
χ(t, τ). (33)
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Согласно п.1.1 ∂2v2(x,t,τ)
∂τ2

= f(x, t)r1(t, τ). Отсюда с учетом (33) находим

f(x0, t)r1(t, τ) =
∂2

∂τ2
χ(t, τ). (34)

В силу п.1.1 функция u0(x, t) удовлетворяет равенству (10), так что

∂2

∂t2
u0(x0, t) = f(x0, t)r0(t) +

t∫

0

K(t, s)r0(s) ds, (35)

где

K(t, s) = −
∞∑

n=1

nfn(s) sinn(t− s) sinnx0.

Отсюда следует, что функция K(t, s) непрерывна. От равенств (32), (35) приходим к
уравнению Вольтерра второго рода

f(x0, t)r0(t) +

t∫

0

K(t, s)r0(s) ds = ϕ′′
0, (t), (36)

из которого однозначно определяется непрерывная функция r0(t). Из уравнения (34)
функция r1 также определяется единственным образом:

r1(t, τ) =
1

f(x0, t)

∂2

∂τ2
χ(t, τ),

которая в силу условий, наложенных на функцию χ, удовлетворяет указанным в п.1.1
условиям.

Поскольку найденная функция r(t, τ) = r0(t)+r1(t, τ) является функцией класса (А),
то для нее справедлива теорема 1, так что решение задачи (1)–(3) представимо в виде
(8)–(13). Покажем, что для функции uω(x, t) будет выполнено условие (18). Для этого
достаточно установить равенства:

u0(x0, t) = ϕ0(t), u1(x0, t) = ϕ1(t), u2(x0, t) = ϕ2(t), v2(x0, t, τ) = χ(t, τ).

В силу соотношений (35), (36) ∂2

∂t2
u0(x0, t) = ϕ′′

0(t). Поскольку u0(x0, 0) = ϕ0(0) = 0,
∂u0(x0,t)

∂t

∣∣
t=0

= ϕ′
0(0) = 0, то u0(x0, t) = ϕ0(t). Выразим r1 из (34) и подставим в (21).

Положим затем x = x0 и учтем, что функции χ(t, τ) и v2(x, t, τ) 2π-периодические с
нулевым средним по τ . В результате получим v2(x0, t, τ) = χ(t, τ). Заметим, наконец, что
согласно (11) и (15) u1(x0, t) = ϕ1(t), а согласно (13) и (16) u2(x0, t) = ϕ2(t). Теорема 2
доказана. ⊲

2. Неизвестный сомножитель источника зависит
от пространственной переменной

2.1. Прямая задача. Пусть Π и Q — те же множества, что в п. 1.1. Рассмотрим
задачу (1)–(3) с f(x, t) ≡ f(x). Предположим, что f ∈ C2([0, π]), f(0) = f(π) = 0,
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а непрерывная функция r(t, τ) = r0(t) + r1(t, τ) — 2π-периодична по τ , r0 ∈ C([0, T ]) —
ее среднее, r1 ∈ Cα,02π (Q), α ∈ (0, 1)∗ . Введем обозначение:

u0(x, t) =
∞∑

n=1

fn sinnx

t∫

0

sinn(t− s)

n
r0(s)ds ≡

∞∑

n=1

fnΛn(t) sinnx, (37)

где fn — коэффициенты разложения функции f(x) в ряд Фурье по синусам (см. п.1.1).

Теорема 3. Справедлива асимптотическая формула

‖uω − u0‖C(Π) = o(1), ω → ∞,

где uω — решение задачи (1)–(3).

2.2. Обратная задача 2. Рассмотрим задачу (1)–(3). Будем считать, что функция
r(t, τ) известна, удовлетворяет условиям п.2.1 и дополнительно r0 ∈ C2([0, T ]), а функция
f(x, t) ≡ f(x), удовлетворяющая условиям п.2.1, неизвестна.

Справедлива следующая лемма, в которой Λn(t), n ∈ N, t ∈ [0, T ], — те же функции,
что в формуле (37).

Лемма 1. Если существует число t0 ∈ (0, T ], при котором |r0(t0)| > |r0(0)|, то най-

дутся числа c0 > 0 и n0 ∈ N такие, что при n > n0 справедливы оценки Λn(t0) >
c0
n2 .

Если r0 = const 6= 0 и t0,1 = 2π l0
m0

, где l0,m0 ∈ N — взаимно просты, то найдутся

числа c1 > 0 и n1 ∈ N, при которых для всех n > n1, n 6= sm0, s ∈ N, имеют место оценки

Λn(t0,1) >
c0
n2 .

Замечание. При r0 ≡ 0, очевидно, Λn(t) ≡ 0 при всех n ∈ N.
Обозначим через M0 множество индексов n ∈ N таких, что Λn(t0) = 0.
Задачу (1)–(3) с неизвестной функцией f дополним заданием некоторой функции

ψ ∈ C5([0, π]), ψ(2j)(0) = ψ(2j)(π) = 0, j = 0, 1, 2. (38)

Обратная задача 2 состоит в нахождении функции f , удовлетворяющей условиям
п.2.1, при которой для решения uω(x, t) задачи (1)–(3) выполнено соотношение

‖uω(x, t0)− ψ(x)‖C([0,π]) = o(1), ω → ∞. (39)

Теорема 4. Пусть существует t0 такое, что |r0(t0)| > |r0(0)|. Тогда при M0 = ∅
обратная задача однозначно разрешима, и при этом fn = ψn

Λn
, n ∈ N. Если же M0 6= ∅, то

она разрешима тогда и только тогда, когда ψn = 0, n ∈M0, и при этом fn = ψn

Λn
, n /∈M0,

fn — любое число при n ∈M0.

2.3. Доказательство основных результатов.
⊳ Доказательство теоремы 3. Рассмотрим функцию

Wω(x, t) = uω(x, t)− u0(x, t) =
∞∑

n=1

fn sinnx

t∫

0

sinn(t− s)

n
r1(s, ωs) ds

=

n0∑

n=1

fn sinnx

t∫

0

sinn(t− s)

n
r1(s, ωs) ds+

∞∑

n=n0+1

fn sinnx

t∫

0

sinn(t− s)

n
r1(s, ωs) ds

≡ Sω,1 + Sω,2, n0 ∈ N.

∗Символом Cα,0
2π (Q) обозначено обычное банахово пространство непрерывных на множестве Q

функций v(t, τ ))2π-периодичных по τ , удовлетворяющих равномерно относительно (t, τ ) ∈ Q условию
Гёльдера по t с показателем α и снабженных естественной нормой.
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Пусть ε — произвольное положительное число. Заметим, что в силу условий, наложен-
ных в п.2.1 на f , r1, ряд, представляющий Wω, сходится абсолютно и равномерно относи-
тельно (x, t) ∈ Π, ω > 0. Учитывая это и используя неравенство Коши — Буняковского,
подберем n0 столь большим, что при всех ω > 0, (x, t) ∈ [0, π] × [0, T ]

|Sω,2| <
ε

2
. (40)

Далее выберем число t0 > 0 столь малым, что при всех (x, t) ∈ [0, π]× [0, t0] и ω > 0

‖Sω,1‖C(Π) <
ε

2
. (41)

При t ∈ [t0, T ] участок интегрирования [0, t] разобьем на m равных частей [tj , tj+1),
j = 0, . . . ,m− 1, и воспользуемся соотношением

Sω,1 =

n0∑

n=1

fn sinnx

t∫

0

sinn(t− s)r1(s, ωs) ds

=

n0∑

n=1

fn sinnx

m−1∑

j=0




tj+1∫

tj

sinn(t− s)r1(s, ωs) ds−
tj+1∫

tj

sinn(t− tj)r1(tj , ωs) ds




+

n0∑

n=1

fn sinnx

m−1∑

j=0

tj+1∫

tj

sinn(t− tj)r1(tj , ωs) ds = Uω,1 + Uω,2.

Как и при доказательстве теоремы 1 выберем m столь большим, что при всех (x, t) ∈
[0, π] × [t0, T ] и ω > 0

|Uω,1| <
ε

4
. (42)

В силу равенства 〈r1(t, τ)〉τ = 0 подберем ω0 столь большим, что при выбранных
m, t ∈ [t0, T ] и всех ω > ω0

|Uω,1| <
ε

4
. (43)

В силу неравенств (42), (43) существует такое число ω0 > 0, что при ω > ω0

|Sω,1| <
ε

2
. (44)

Согласно соотношениям (40), (44) теорема 3 доказана. ⊲

⊳ Доказательство леммы 1. Пусть существует t0 ∈ (0, T ] такое, что |r0(t0)| >
|r0(0)|. Воспользуемся представлением

Λn(t0) =

t0∫

0

sinn(t0 − s)

n
r0(s) ds =

r0(t0)− r0(0) cos nt0
n2

+

t0∫

0

cosn(t0 − s)

n2
r′0(s) ds.

Отсюда видно, что найдутся положительные числа c1 и N1 такие, что при n > N

|Λn(t0)| >
c1
n2
.
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Пусть теперь r0 = const 6= 0. Без нарушения общности можем считать r0 = 1. Тогда

Λn(t0,1) =

t0,1∫

0

sinn(t0,1 − s)

n
ds =

1− cosnt0,1
n2

, t0,1 = 2π
l0
m0

,

так что имеет место указанное в лемме заключение. Лемма 1 доказана. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 4. Пусть существует число t0 ∈ (0, T ] такое, что
|r0(t0)| > |r0(0)|. Предположим, что функция f , удовлетворяющая условиям п. 2.2, най-
дена. Тогда в силу теоремы 3 и соотношений (37), (39) справедливо равенство

∞∑

n=1

fnΛn sinnx =
∞∑

n=1

ψn sinnx, (45)

в котором коэффициенты ψn представим в виде ψn = αnn
−5, где последовательность

αn ∈ l2. При M0 = ∅ из (45) с учетом леммы 1 однозначно находим

fn =
ψn
Λn

= βnn
−3, βn ∈ l2. (46)

Предполагая теперь, что функция f не известна, восстановим ее по формуле

f(x) =
∞∑

n=1

fn sinnx,

где числа fn определяются соотношениями (46). При этом построенная функция f будет,
очевидно, удовлетворять требованиям определения обратной задачи 2. Если M0 6= ∅,
то для возможности восстановления функции f , очевидно, необходимо и достаточно,
чтобы при n ∈ M0 выполнялись равенства ψn = 0. В этом случае fn = 0, n ∈ M0

и fn = ψn

Λn
, n /∈ M0. Таким образом доказана первая часть теоремы. Вторая часть (при

r0 = const 6= 0) доказывается аналогично. ⊲

3. Известно лишь среднее значение зависящего
от времени сомножителя источника

3.1. Обратная задача 3. В этом разделе вновь рассмотрим задачу вида (1)–(3)
с f(x, t) ≡ f(x) ∈ C4([0, π]), f (2k)(0) = f (2k)(π) = 0, k = 0, 1, и функцией r класса (А),
удовлетворяющей дополнительному условию r0 ∈ C2([0, π]). Будем считать, что функ-
ция r0 известна, причем, существует такая точка t0 ∈ (0, T ], что |r0(t0)| > |r0(0)| (также
нетрудно рассмотреть случай r0(t) ≡ const — см. раздел 2), а функции f и r1 неизвестны.
Пусть Λn = Λn(t0), n ∈ N, — набор чисел, вычисленных в соответствие с формулой (37).
Ради краткости будем считать, что множество M0 номеров n, при которых Λn(t0) = 0,
пусто. Пусть задана в Q непрерывная 2π-периодическая с нулевым средним по второй пе-
ременной функция χ(t, τ), для которой определены производные ∂k+2χ

∂tk∂τ2
, k = 0, 1, 2, 3, при-

надлежащие C(Q), а также функция ψ ∈ C7([0, π]), ψ(2j)(0) = ψ(2j)(π) = 0, j = 0, 1, 2, 3,
и пусть существует точка x0 ∈ (0, π), в которой f̃(x0) 6= 0, где

f̃(x) =
∞∑

n=1

f̃n sinnx, f̃n =
ψn
Λn

. (47)
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Как и в предыдущих пунктах рассмотрим функции ϕ0(t), ϕ1(t), ϕ2(t), определяющи-
еся следующим образом. Функция ϕ0(t) является решением задачи Коши:




ϕ′′
0(t) = f̃(x0)r0(t) +

t∫
0

K(t, s)r0(s) ds;

ϕ0(0) = ϕ′
0(0) = 0,

где

K(t, s) = −
∞∑

n=1

nf̃n sinn(t− s) sinnx0.

Функции ϕ1, ϕ2 удовлетворяют условиям п.1.2 с заменой f(x, t) на f̃(x), т. е.

ϕ1(t) = −
∞∑

n=1

f̃nρ
′
0t(0, 0) sin nt

sinnx0
n

,

ϕ2(t) = −
∞∑

n=1

f̃nρ0(0, 0) cos nt sinnx0 +

∞∑

n=1

f̃nρ
′
0t(0, 0) sin nt

sinnx0
n

.

Обратная задача 3 состоит в нахождении таких функций f и r, удовлетворяющих
указанным в начале этого пункта условиям, что для решения uω(x, t) задачи (1)–(3)
будут выполнены соотношения

∥∥∥∥uω(x0, t)−
[
ϕ0(t) +

1

ω
ϕ1(t) +

1

ω2

(
ϕ2(t) + χ(t, ωt)

)]∥∥∥∥
C([0,T ])

= o(ω−2), (48)

‖uω(x, t0)− ψ(x)‖C([0,π]) = o(1), ω → ∞. (49)

Из результатов разделов 1, 2 вытекает следующая теорема.

Теорема 5. Пусть функции r0(t), ϕ0(t), ψ(x), χ(t, τ) и точки x0, t0 удовлетворя-

ют указанным в этом пункте условиям. Тогда обратная задача 3 однозначно разре-

шима, т. е. существует единственная (в указанных в п.3.1 классах) пара функций f
и r1, при которых решение uω(x, t) задачи (1)–(3) при f(x, t) ≡ f(x) удовлетворяет

условиям (48) и (49). При этом функция f(x) = f̃(x) вычисляется по формуле (47),
а r1(t, τ) = (f(x0))

−1 ∂2

∂τ2
χ(t, τ).

4. Не известны оба сомножителя источника

4.1. Обратная задача 4. Рассмотрим задачу (1)–(3), в которой функции f(x, t) ≡
f(x) и r(t, τ) не известны. Однако известно, что r(t, τ) — функция класса (А) и до-
полнительно r0 ∈ C2([0, π]), а f(x) =

∑N
n=1 fn sinnx — функция с заданным числом N

гармоник с неизвестными амплитудами fn. Пусть, кроме того, заданы точки t0 ∈ (0, T ),
xj ∈ (0, π), j = 0, . . . , N − 1, где xi 6= xk при i 6= k, а также функции ϕ0(t), χ(t, τ) и αj(t),
удовлетворяющие следующим условиям: ϕ0 и χ — те же, что в п.1.2, и дополнительно
ϕ0 ∈ C4([0, T ),

αj ∈ C1([t0 − δ, t0 + δ]) при некотором δ > 0, (t0 − δ, t0 + δ) ⊂ (0, T ), j = 1, . . . , N − 1.

Введем еще функции:

ϕ1(t) = −
N∑

n=1

fnρ
′
0t(0, 0) sin nt

sinnx

n
, (50)
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ϕ2(t) = −
N∑

n=1

fnρ0(0, 0) cos nt sinnx+

N∑

n=1

fnρ
′
0t(0, 0) sin nt

sinnx

n
, (51)

в которых фигурирует пока неизвестная функция f(x).
Обратная задача 4 состоит в определении таких функций f(x) и r(t, τ), удовлетво-

ряющих указанным в начале этого пункта условиям, при которых для решения uω(x, t)
задачи (1)–(3) выполнены асимптотические формулы
∥∥∥∥uω(x0, t)−

[
ϕ0(t) +

1

ω
ϕ1(t) +

1

ω2

(
ϕ2(t) + χ(t, ωt)

)]∥∥∥∥
C([0,T ])

= o(ω−2), ω → ∞. (52)

‖uω(xj , t)− αj(t)‖C([t0−δ,t0+δ]) = o(1), j = 1, . . . , N − 1, ω → ∞. (53)

Прежде чем изложить основной результат данного параграфа введем ряд обозначе-
ний и сформулируем некоторые дополнительные условия. Рассмотрим систему уравне-
ний 




N∑
n=1

ψn sinnx0 = ϕ0(t0);

N∑
n=1

ψn sinnxj = αj(t0), j = 1, . . . , N − 1,

(54)

относительно неизвестных ψn, n = 1, . . . , N . Поскольку матрица A = (sinnxj)
N,N−1
n=1, j=0

невырождена, то из (54) однозначно найдем вектор-функцию ψ ≡ ψ(ϕ0(t0), α(t0))
∗∗ . Нор-

мируем искомую функцию r0(t) условием r0(t0) = 1. Рассмотрим теперь систему





N∑
n=1

fn sinnx0 =
N∑
n=1

n2ψn sinnx0 + ϕ′′
0(t0);

N∑
n=1

fn sinnxj =
N∑
n=1

n2ψn sinnxj + α′′
j (t0), j = 1, . . . , N − 1,

(55)

относительно неизвестных fn, n = 1, . . . , N, из которой однозначно найдем вектор

f ≡ F (ψ(ϕ0(t0), α(t0)), ϕ
′′
0(t0), α

′′(t0)) = f(ϕ0, α, t0). (56)

Будем предполагать, что выполнено соотношение

N∑

n=1

fn sinnx0 6= 0. (57)

Рассмотрим теперь уравнение Вольтерра второго рода

f(x0)l(t) +

t∫

0

K(t, s)l(s) ds = µ(t), µ ∈ C([0, T ]), (58)

где K(t, s) = −∑N
n=1 nfn sinn(t− s) sinnx0, f(x) =

∑N
n=1 fn sinnx, fn определены

в (56). Его единственное в пространстве C([0, T ]) решение l(t) обозначим символом
S(ϕ0, α, t0, µ(t)).

∗∗Зависимость функций от точек xj , j = 0, . . . , N − 1, мы здесь и ниже для упрощения записи не
отмечаем.
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Теорема 6. Для любого набора функций ϕ0, χ, αj, j = 1, . . . , N − 1, и точек t0,
xk, k = 0, . . . , N − 1, удовлетворяющих указанным выше условиям, обратная задача 4
однозначно разрешима тогда и только тогда, когда выполнены следующие условия со-

гласования:

N∑

n=1

sinnxjfn(ϕ0, α, t0)

t∫

0

sinn(t− s)

n
S(α, t0, ϕ

′′
0(s)) ds = αj(t),

j = 1, . . . , N − 1, t ∈ (t0 − δ, t0 + δ).

(59)

Замечание. При выполнении условий (59) для нахождения функции f(x) требуется
решить две системы линейных уравнений с единой невырожденной основной матрицей;
для нахождения r0(t) — решить уравнение Вольтерра второго рода (58) с µ(t) = ϕ′′

0(t), а
функция r1(t, τ) = (f(x0))

−1 ∂2

∂τ2
χ(t, τ).

⊳ Доказательство теоремы 6. Предположим, что пара функций (f, r) является
решением обратной задачи. Как и при доказательстве теоремы 2 представим решение
uω(x, t) в виде (8)–(13). Таким образом в силу теорем 1 и 3, а также соотношений (52),
(53) получим систему

{
[u0 + ω−1u1 + ω−2[u2 + v2]]x=x0 = ϕ0 +

1
ωϕ1 +

1
ω2 [ϕ2 + χ] + o(ω−2);

u0|x=xj = αj, j = 1, . . . , N − 1.
(60)

Приравнивая в первом уравнении (60) коэффициенты при ω0, и учитывая представле-
ние (37) функции u0, придет к системе





N∑
n=1

fnΛn(t) sinnx0 = ϕ0(t);

N∑
n=1

fnΛn(t) sinnxj = αj(t), j = 1, . . . , N − 1, t ∈ [t0 − δ, t0 + δ].

(61)

Полагая в уравнениях последней системы t = t0, fnΛn(t0) = ψn, придем к системе (54).
Как было отмечено выше, вектор ψ находится отсюда однозначно. Продифференцировав
уравнения (61) дважды по t и вновь подставляя t = t0, fnΛn(t0) = ψn, получим систе-
му (55), откуда находим вектор f . Вопрос о нахождении функции r при известной f(x)
исследован в теореме 2. Таким образом, нахождение функции r0(t) = S(ϕ0, α, t0, ϕ

′′
0(t))

сведено к решению уравнения Вольтерра второго рода вида (58); а также r1(t, τ) =

(f(x0))
−1 ∂2

∂τ2χ(t, τ). Из проведенных рассуждений следует, что если обратная задача 4
разрешима, то она разрешима однозначно и в силу требования (53) условие согласова-
ния (59) выполнено.

Пусть теперь известно, что условие (59) выполнено. Определим f(x) и r(t, τ) фор-
мулами, которые установлены в первой части доказательства теоремы. Тогда для них
справедливы теорема 1 и решение uω задачи (1)–(3) представимо в виде (8)–(13), где

u0(x, t) =
N∑

n=1

fn(ϕ0, α, t0) sinnx

t∫

0

sinn(t− s)

n
S(ϕ0, α, t0, ϕ

′′
0(s)) ds,

u1(x, t) = −
N∑

n=1

fn(ϕ0, α, t0)ρ
′
0t(0, 0)

sin nx

n
sinnt,
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u2(x, t) = −
N∑

n=1

fn(ϕ0, α, t0)ρ0(0, 0) cos nt sinnx+

N∑

n=1

fn(ϕ0, α, t0)ρ
′
0t sinnt

sinnx

n
,

v2(x, t) =

N∑

n=1

fn(ϕ0, α, t0) sinnxρ0(t, τ).

Покажем, что для функции uω будут выполнены условия (52), (53). Для этого, в силу
теоремы 1, достаточно доказать равенства:

u0(x0, t) = ϕ0(t), u1(x0, t) = ϕ1(t), u2(x0, t) = ϕ2(t),

v2(x0, t, τ) = χ(t, τ), u0(xj , t) = αj(t).

Справедливость первого из них нами установлена в ходе предыдущей части доказатель-
ства данной теоремы. Второе и третье равенства выполняются согласно представлени-
ям (50), (51) функций ϕ1, ϕ2 и теоремы 1. Четвертое равенство, очевидно, также спра-
ведливо. Последнее вытекает из условия согласования (59). Теорема 6 доказана. ⊲

4.2. Пример. Рассмотрим обратную задачу (1)–(3) в случае N = 2. В качестве ис-

ходных данных возьмем следующие:

t0 = 1, x0 =
π

2
, x1 =

π

6
,

ϕ0(t) = sin t− t,

α1(t) =
1

2
sin t−

√
3

16
sin 2t− 1

2
t+

√
3

8
t,

χ(t, τ) = cos τ.

Проверим для этих данных справедливость условий теоремы 6 (59). Система (54) в
данном случае принимает вид




ψ1 = sin 1− 1;

1
2ψ1 +

√
3
2 ψ2 =

4 sin 1−
√

3
2

sin 2−4+
√
3

8 ,

откуда находим ψ1 = sin 1− 1, ψ2 = −1
8 sin 2 +

1
4 . Система (55) имеет вид

{
f1 = sin 1− 1− sin 1;
1
2f1 +

√
3
2 f2 = −1

2 + 2
√
3
(
−1

8 sin 2 +
1
4

)
+

√
3
4 sin 2,

откуда определим f1 = −1, f2 = 1. Справедливо соотношение (57): − sin π
2 +sinπ = −1 6=

0. Из уравнения Вольтерра второго рода

−r0(t) +
t∫

0

sin (t− s)r0(s) ds = − sin t

находим r0(t) = t. Теперь можно выписать условие согласования (59):

−1

2

t∫

0

s sin (t− s) ds+

√
3

4

t∫

0

s sin 2(t− s) ds = α1(t), t ∈ (t0 − δ, t0 + δ), δ > 0.

Легко проверяется его справедливость. Таким образом

f(x) = − sinx+ sin 2x, r0(t) = t, r1(t, τ) = cos τ.
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the first function depends on the spatial variable and the second one depends on time and fast time variables.
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Four different cases are considered: in two cases one of the factor-functions is known and in two other cases both
factor-functions are unknown. In each of these cases, the inverse problems of recovering unknown functions from
some information about partial asymptotics of the original problem with known data are posed and solved.
This specified information consists, in general, in setting values for certain asymptotics coefficients in some
spatial and/or time points. The use of some additional conditions (overdetermination conditions) in this form
speaks of a fundamental difference between the above statements of inverse problems and the classics, where
additional conditions are imposed on exact solutions. The construction of solutions asymptotics of the original
problem with this approach act as direct problem. This approach to inverse problems with rapidly oscillated
data in time is developed by the author over the past few years.

Key words: one-dimensional wave equation, rapidly oscillating absolute term, asymptotics of solution,
inverse problem.
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Аннотация. В прямоугольной области исследуется нелокальная краевая задача для одномерно-
го по пространственной переменной нагруженного уравнения теплопроводности дробного порядка
с сосредоточенной на границе теплоемкостью, выступающего в качестве математической модели,
возникающего, в частности, в практике регулирования солевого режима почв с фрактальной орга-
низацией, когда расслоение верхнего слоя достигается сливом слоя воды с поверхности, затоплен-
ного на некоторое время участка. Основным методом исследования является метод энергетических
неравенств. При предположении существования регулярного решения дифференциальной задачи
получена априорная оценка, откуда следуют единственность и непрерывная зависимость решения
от входных данных задачи. На равномерной сетке в соответствие дифференциальной задаче ставит-
ся разностная схема второго порядка аппроксимации по параметрам сетки. Для решения разностной
задачи получена априорная оценка в разностной форме, из чего следуют единственность и устой-
чивость решения по правой части и начальным данным. В силу линейности рассматриваемой зада-
чи полученное неравенство позволяет утверждать сходимость приближенного решения к точному
(в предположении существования последнего в классе достаточно гладких функций) со скоростью,
равной порядку погрешности аппроксимации. Проведены численные эксперименты, иллюстрирую-
щие полученные теоретические результаты.

Ключевые слова: уравнение теплопроводности, дробная производная Капуто, сосредоточенная
теплоемкость, разностные схемы, устойчивость, сходимость.
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Введение

В настоящей работе рассматривается нелокальная краевая задача для нагруженного
уравнения теплопроводности дробного порядка с нестандартными краевыми условиями,
когда на границе помещается сосредоточенная теплоемкость величины C0 и происходит
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теплообмен с внешней средой по закону Ньютона [1, с. 396]. Такие условия возникают
в случае, когда рассматривается тело с большой теплопроводностью, вследствие чего
температуру по всему объему этого тела можно считать постоянной (см. [2, с. 186]),
а также при решении задачи об установлении температуры в ограниченной среде при
наличии нагревателя, трактуемого как сосредоточенная теплоемкость [3]. Тогда краевое
условие, например, при x = 0, (выражающее уравнение теплового баланса) будет иметь
вид

C0
∂u

∂t
= k

∂u

∂x
− h(u− u0), C0 = const > 0,

где u0 — температура внешней среды.
Условия такого рода возникают также в практике регулирования солевого режима

почв, когда рассоление верхнего слоя достигается сливом слоя воды с поверхности, затоп-
ленного на некоторое время участка (см. [4, с. 233]). Если на поверхности поля имеется
слой воды постоянной толщины h, то на верхней границе следует задать условие

h
∂c

∂t
= D

∂c

∂x
, (∗)

где c — концентрация соли в почвенном растворе, D — коэффициент диффузивности.
Для описания движения примеси в потоке однородной жидкости используется диф-

ференциальное уравнение дробного порядка [5]. Для определения целесообразности ре-
жима смены воды может потребоваться решение краевой задачи с условиями на верхней
границе толщи, отличающейся от (∗). Так как почву следует рассматривать как сре-
ду фрактальную, то при написании граничных условий есть смысл также использовать
концепцию фрактала

C0∂
α
0tu = k

∂u

∂x
.

В настоящее время стало очевидным, что при решении многих задач в механике, фи-
зике, биологии часто встречаются среды и системы, которые хорошо интерпретируются
как фракталы, примерами последних могут служить сильно пористые среды, каковым,
например, является почвогрунт. Решение различных задач для таких сред приводит к
краевым задачам для дифференциальных уравнений с дробной производной. Дифферен-
циальные уравнения с частными производными дробного порядка являются обобщением
уравнений с частными производными целочисленного порядка и вызывают большой тео-
ретический и практический интерес [6–10].

Численным методам решения локальных и нелокальных краевых задач для различ-
ных уравнений дробного порядка посвящены работы [11–19]. В работах [11–13] получены
результаты, позволяющие, как и в классическом случае (α = 1), применять метод энер-
гетических неравенств для нахождения априорных оценок краевых задач для уравнения
дробного порядка в дифференциальной и разностной трактовках.

1. Постановка задачи и априорная оценка в дифференциальной форме

В замкнутом прямоугольнике QT = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим
нелокальную краевую задачу

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x)

∂u

∂x

)
+ r(x) ∂u∂x− q(x, t)u(x0, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, (1)

k(0)ux(0, t) = β11(t)u(0, t) + β12(t)∂
α
0tu(0, t) − µ1(t), 0 6 t 6 T, (2)
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−k(l)ux(l, t) = β21(t)u(l, t) + β22(t)∂
α
0tu(l, t) − µ2(t), 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (4)

где
0 < c0 6 k(x), β12(t), β22(t) 6 c1,∣∣β11(t), β21(t), r(x), q(x, t), kx(x), rx(x)

∣∣ 6 c2,
(5)

∂α0tu =
1

Γ(1− α)

t∫

0

uτ (x, τ)

(t− τ)α
dτ

— дробная производная в смысле Капуто порядка α, 0 < α < 1, ci = const > 0, i = 0, 1, 2.
Далее предполагается, что дифференциальная задача (1)–(4) имеет единственное ре-

шение, обладающее нужными по ходу изложения производными.
В работе будем использовать обозначения Mi = const > 0, i = 1, 2, . . . , которые

зависят только от входных данных рассматриваемой задачи.

Теорема 1. Если

k(x) ∈ C1[0, l], r(x) ∈ C[0, l], q(x, t), f(x, t) ∈ C
(
QT
)
,

u(x, t) ∈ C2,0(QT ) ∩ C1,0
(
QT
)
, ∂α0tu(x, t) ∈ C

(
QT
)

и выполнены условия (5), тогда для решения задачи (1)–(4) справедлива априорная

оценка

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α

0t

(∥∥ux
∥∥2
0
+
∥∥∂α0tu

∥∥2
0

)
6M

(
D−α

0t

(∥∥f
∥∥2
0
+ µ21(t) + µ22(t)

)
+
∥∥u0(x)

∥∥2
W 1

2 (0,l)

)
,

где M=const>0, зависящее только от входных данных (1)–(4),

D−α
0t u =

1

Γ(α)

t∫

0

udτ

(t− τ)1−α

— дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка α, 0 < α < 1.

⊳ Для получения априорной оценки решения задачи (1)–(4) в дифференциальной
форме умножим уравнение (1) скалярно на U = u+ ∂α0tu :

(∂α0tu,U) = ((kux)x , U) + (rux, U)− (qu(x0, t), U) + (f, U) , (6)

где

(a, b) =

l∫

0

abdx, (a, a) = ‖a‖20,

a, b — заданные на [0, l] функции.
Преобразуем слагаемые, входящие в тождество (6), пользуясь неравенством Коши с ε

и леммой 1 из [11]:

(
∂α0tu,U

)
=
(
∂α0tu, u+ ∂α0tu

)
=
(
1, u∂α0tu

)
+
(
1, (∂α0tu)

2
)
>

1

2
∂α0t
∥∥u
∥∥2
0
+
∥∥∂α0tu

∥∥2
0
, (7)

(
(kux)x, U

)
=
(
(kux)x, u+ ∂α0tu

)
= Ukux

∣∣l
0
−
(
kux, ux + ∂α0tux

)

= Ukux
∣∣l
0
−
(
k, u2x

)
−
(
k, ux∂

α
0tux

)
6 Ukux

∣∣l
0
− c0

∥∥ux
∥∥2
0
− 1

2
∂α0t
∥∥√k ux

∥∥2
0
,

(8)
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(rux, U) =
(
rux, u+ ∂α0tu

)
= (rux, u) +

(
rux, ∂

α
0tu
)
6 ε

∥∥∂α0tu
∥∥2
0
+M ε

1

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
, (9)

−
(
qu(x0, t), U

)
= −

(
qu(x0, t), u+ ∂α0tu

)
= −

(
qu(x0, t), u

)
−
(
qu(x0, t), ∂

α
0tu
)

6
1

2
(q, u)2 + ε

∥∥∂α0tu
∥∥2
0
+M ε

2u
2(x0, t) 6 ε

∥∥∂α0tu
∥∥2
0
+M ε

3

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
,

(10)

(f, U) =
(
f, u+ ∂α0tu

)
= (f, u) +

(
f, ∂α0tu

)
6 ε

∥∥∂α0tu
∥∥2
0
+M ε

4 ‖f‖20 + ‖u‖20. (11)

Учитывая преобразования (7)–(11), из (6) находим

1

2
∂α0t
∥∥u
∥∥2
0
+
∥∥∂α0tu

∥∥2
0
+ c0‖ux‖20 +

1

2
∂α0t
∥∥√k ux

∥∥2
0

6 Ukux
∣∣l
0
+ ε

∥∥∂α0tu
∥∥2
0
+M ε

5

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
+M ε

6

∥∥f
∥∥2
0
.

(12)

Выбирая ε = 1
2 , из (12) находим

1

2
∂α0t
∥∥u
∥∥2
0
+

1

2

∥∥∂α0tu
∥∥2
0
+ c0

∥∥ux
∥∥2
0
+

1

2
∂α0t
∥∥√k ux

∥∥2
0

6 Ukux
∣∣l
0
+M5

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
+M6

∥∥f
∥∥2
0
.

(13)

Оценим первое слагаемое в правой части (13), тогда получим

Ukux
∣∣l
0
=
(
u(l, t) + ∂α0tu(l, t)

)(
µ2(t)− β21(t)u(l, t) − β22(t)∂

α
0tu(l, t)

)

+
(
u(0, t) + ∂α0tu(0, t)

)(
µ1(t)− β11u(0, t)− β12(t)∂

α
0tu(0, t)

)
= µ2(t)u(l, t) + µ2(t)∂

α
0tu(l, t)

−β21(t)u
2(l, t)− β21(t)u(l, t)∂

α
0tu(l, t)− β22(t)u(l, t)∂

α
0tu(l, t)− β22(t) (∂

α
0tu(l, t))

2

+µ1(t)u(0, t) + µ1(t)∂
α
0tu(0, t) − β11(t)u

2(0, t) − β11u(0, t)∂
α
0tu(0, t)

−β12(t)u(0, t)∂
α
0tu(0, t)− β12 (∂

α
0tu(0, t))

2
6M ε1,ε2

7

(
µ21 + µ22

)
+ ε1 (∂

α
0tu(l, t))

2

+ ε2 (∂
α
0tu(0, t))

2 +M ε1,ε2
8

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
− β22(t) (∂

α
0tu(l, t))

2 − β12(t) (∂
α
0tu(0, t))

2 .

Выбирая ε1 = β22(t), ε2 = β12(t), из последнего находим

Ukux
∣∣l
0
6M9

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
+M10

(
µ21 + µ22

)
. (14)

Учитывая (14), из (13) находим

∂α0t

(
‖u‖20 +

∥∥√kux
∥∥2
0

)
+
∥∥ux

∥∥2
0
+
∥∥∂α0tu

∥∥2
0

6M11

(
‖u‖20 +

∥∥√k ux
∥∥2
0

)
+M12

(
‖f‖20 + µ21(t) + µ22(t)

)
.

(15)

Применяя к обеим частям неравенства (15) оператор дробного интегрирования D−α
0t ,

получаем ∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α

0t

(
‖ux‖20 + ‖∂α0tu‖20

)
6M13D

−α
0t

∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)

+M14

(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ21(t) + µ22(t)

)
+ ‖u0(x)‖2W 1

2 (0,l)

)
,

(16)

где ‖u‖2
W 1

2 (0,l)
= ‖u‖20 + ‖ux‖20.

На основании [11, лемма 2 ] из (16) находим априорную оценку
∥∥u
∥∥2
W 1

2 (0,l)
+D−α

0t

(
‖ux‖20 + ‖∂α0tu‖20

)

6M
(
D−α

0t

(
‖f‖20 + µ21(t) + µ22(t)

)
+
∥∥u0(x)

∥∥2
W 1

2 (0,l)

)
,

(17)

где M = const > 0, зависящее только от входных данных (1)–(4).
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Из оценки (17) следуют единственность и устойчивость решения по начальным дан-
ным и правой части в смысле нормы ‖u‖21 = ‖u‖2

W 1
2 (0,l)

+D−α
0t

(
‖ux‖20 + ‖∂α0tu‖20

)
. ⊲

2. Устойчивость и сходимость разностной схемы

На равномерной сетке ωhτ дифференциальной задаче (1)–(4) поставим в соответствие
разностную схему порядка аппроксимации O(h2 + τ2) :

∆α
0tj+σ

y = κi
(
aiy

(σ)
x̄

)
x
+ biaiy

(σ)
x̄,i + biai+1y

(σ)
x,i − dji

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ ϕji , (18)

κ0a1y
(σ)
x,0 = β11y

(σ)
0 + 0.5hd0

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃12∆

α
0tj+σ

y0 − µ̃1, t ∈ ωτ , (19)

−κNaNy
(σ)
x̄,N = β21y

(σ)
N + 0.5hdN

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃22∆

α
0tj+σ

yN − µ̃2, t ∈ ωτ , (20)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (21)

где
β̃12 = β12 + 0.5h, µ̃1(tj+σ) = µ1(tj+σ) + 0.5hϕj0,

β̃22 = β22(tj+σ) + 0.5h, µ̃2(tj+σ) = µ2(tj+σ) + 0.5hϕjN ,

ai = k(xi−0.5), bji =
r(xi)

k(xi)
, ϕ = f(xi, tj+σ),

y(σ) = σyj+1 + (1− σ)yj , dji = d(xi, tj+σ), a
(α,σ)
0 = σ1−α,

a
(α,σ)
l = (l + σ)1−α − (l − 1 + σ)1−α, l > 1, σ = 1− α

2
,

b
(α,σ)
l =

1

2− α

[
(l + σ)2−α − (l − 1 + σ)2−α

]
− 1

2

[
(l + σ)1−α + (l − 1 + σ)1−α

]
, l > 1,

при j = 0, c
(α,σ)
0 = a

(α,σ)
0 ;

при j > 0, c(α,σ)s =





a
(α,σ)
0 + b

(α,σ)
1 , s = 0,

a
(α,σ)
s + b

(α,σ)
s+1 − b

(α,σ)
s , 1 6 s 6 j − 1,

a
(α,σ)
j − b

(α,σ)
j , s = j,

c(α,σ)s >
1− α

2
(s+ σ)−α > 0, x−i0 =

xi0+1 − x0
h

, x+i0 =
x0 − xi0

h
, xi0 6 x0 6 xi0+1,

κ = 1
1+R , R = 0.5h|r|

k — разностное число Рейнольдса, ∆α
0tj+σ

y = τ1−α

Γ(2−α)
∑j

s=0 c
(α,σ)
j−s y

s
t —

дискретный аналог дробной производной Капуто порядка α, 0 < α < 1, обеспечивающий
порядок точности O(τ3−α) [12].

Введем скалярные произведения и норму:

[u, v] =

N∑

i=0

uivi~, ~ =

{
0.5h, i = 0, N,

h, i 6= 0, N,

(u, v] =
N∑

i=1

uivih, [u, u] =
[
1, u2

]
=
∣∣[u]
∣∣2
0
.
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Перепишем (18)–(21) в операторной форме

∆α
0tj+σ

y = Λ (tj+σ)y
(σ) +Φ, (22)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ωh, (23)

где

Λ(tj+σ)y
(σ)

=





Λ̃y
(σ)
i = κ

(
ay

(σ)
x̄

)
x
+ b−ay(σ)x̄ + b+a(+1)y

(σ)
x − d

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
, i = 1, . . . , N − 1,

Λ−y(σ)0 =
2

h

(
κ0a1y

(σ)
x,0 − β11y

(σ)
0 − 0.5hd0

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
− β12∆

α
0tj+σ

y0
)
,

Λ+y
(σ)
N =

2

h

(
− κNaNy

(σ)
x̄,N − β21y

(σ)
N − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
− β22∆

α
0tj+σ

yN
)
,

Φ =





ϕ = ϕi, i = 1, . . . , N − 1,

ϕ− =
2

h

(
µ1(tj+σ) + 0.5hϕj0

)
, i = 0,

ϕ+ =
2

h

(
µ2(tj+σ) + 0.5hϕjN

)
, i = N,





κ =
1

1 + 0.5h|r|
k

κ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
k0.5

, r0 6 0

κN =
1

1 + 0.5h|rN |
kN−0.5

, rN > 0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия (5), тогда существует такое τ0, что если τ 6 τ0,
то для решения разностной задачи (18)–(21) справедлива априорная оценка

∣∣[yj+1
]∣∣2
W 1

2 (0,l)
6M

(∣∣[y0
]∣∣2
W 1

2 (0,l)
+ max

06j′6j

(∣∣[ϕj ′]∣∣2
0
+ µ21 + µ22

))
, (24)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ , |[y]|2
W 1

2 (0,l)
= |[y]|20 + |[yx̄]|20.

⊳ Умножим (22) скалярно на ȳ = y(σ) +∆α
0tj+σ

y :

[
∆α

0tj+σ
y, ȳ
]
=
[
Λ(tj+σ)y

(σ), ȳ
]
+
[
Φ, ȳ

]
. (25)

Оценим суммы, входящие в (25), с учетом [12, лемма 1]:

[
∆α

0tj+σ
y, ȳ
]
=
[
∆α

0tj+σ
y, y(σ) +∆α

0tj+σ
y
]

=
[
∆α

0tj+σ
y, y(σ)

]
+
[
1, (∆α

0tj+σ
y)2
]
>

1

2
∆α

0tj+σ

∣∣[y]
∣∣2
0
+
∣∣[∆α

0tj+σ
y
]∣∣2

0
,

(26)

[
Λ(tj+σ)y

(σ), ȳ
]
=
(
Λ̃y(σ), ȳ

)
+ 0.5hȳ0Λ

−y(σ)0 + 0.5hȳNΛ+y
(σ)
N

=
(
κ
(
ay

(σ)
x̄

)
x
, ȳ
)
+
(
b−ay(σ)x̄ , ȳ

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , ȳ

)
−
(
d
(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
, ȳ
)

+ ȳ0κ0a1y
(σ)
x,0 − β11y

(σ)
0 ȳ0 − κNaNy

(σ)
x̄,N ȳN − 0.5hd0

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
ȳ0

−β21y
(σ)
N ȳN − 0.5hdN

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
ȳN − y0β12∆

α
0tj+σ

y0 − yNβ22∆
α
0tj+σ

yN .

(27)
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Преобразуем слагаемые в правой части (27):

(
κ
(
ay

(σ)
x̄

)
x
, ȳ
)
= ȳκay

(σ)
x̄

∣∣∣
N

0
−
(
ay

(σ)
x̄ , (κȳ)x̄

]
= ȳNκNaNy

(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0

−
(
ay

(σ)
x̄ ,κx̄ȳ + κ(−1)ȳx̄

]
= ȳNκNaNy

(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 −

(
ay

(σ)
x̄ ,κx̄y

(σ)
]

−
(
ay

(σ)
x̄ ,κx̄∆

α
0tj+σ

y
]
−
(
ay

(σ)
x̄ ,κ(−1)y

(σ)
x̄

]
−
(
ay

(σ)
x̄ ,κ(−1)∆α

0tj+σ
yx̄
]
6 ȳNκNaNy

(σ)
x̄,N

− ȳ0κ0a1y
(σ)
x,0 + ε

∣∣[∆α
0tj+σ

y
]∣∣2

0
+M ε

1

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)
− 1

1 + hM2

(
aκ,

(
y
(σ)
x̄

)2]

− 1

2(1 + hM2)

(
aκ,∆α

0tj+σ
y2x̄
]
6 ȳNκNaNy

(σ)
x̄,N − ȳ0κ0a1y

(σ)
x,0 + ε

∣∣[∆α
0tj+σ

y
]∣∣2

0

+M ε
1

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)
−M2

∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0
−M3∆

α
0tj+σ

∣∣[√aκyx̄
]∣∣2

0
,

(28)

(
b−ay(σ)x̄ , ȳ

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , ȳ

)
=
(
b−ay(σ)x̄ , y(σ)

)

+
(
b−ay(σ)x̄ ,∆α

0tj+σ
y
)
+
(
b+a(+1)y(σ)x , y(σ)

)
+
(
b+a(+1)y(σ)x ,∆α

0tj+σ
y
)

6 ε
∣∣[∆α

0tj+σ
y
]∣∣2

0
+M ε

4

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)
,

(29)

−
(
d
(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
, ȳ
)
− 0.5hd0

(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
ȳ0

− 0.5hdN
(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
ȳN − y0β12∆

α
0tj+σ

y0 − yNβ22∆
α
0tj+σ

yN − β11y
(σ)
0 ȳ0

−β21y
(σ)
N ȳN = −

[
d
(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
, y(σ)

]
−
[
d
(
y
(σ)
i0
x−i0 + y

(σ)
i0+1x

+
i0

)
,∆α

0tj+σ
y
]

−β11
(
y
(σ)
0

)2 − β11y
(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0 − β21

(
y
(σ)
N

)2 − β21y
(σ)
N ∆α

0tj+σ
yN − β12y

(σ)
0 ∆α

0tj+σ
y0

−β12
(
∆α

0tj+σ
y0
)2 − β22y

(σ)
N ∆α

0tj+σ
yN − β22

(
∆α

0tj+σ
yN
)2

6 ε1
∣∣[∆α

0tj+σ
y]
∣∣2
0

+M ε1,ε2,ε3
5

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)
+ ε2

(
∆α

0tj+σ
y0
)2

+ ε3
(
∆α

0tj+σ
yN
)2

−β12
(
∆α

0tj+σ
y0
)2 − β22

(
∆α

0tj+σ
yN
)2
.

(30)

Учитывая преобразования (28)–(30), из (27) получим
[
Λ(tj+σ)y

(σ), ȳ
]
6 ε1

∣∣[∆α
0tj+σ

y
]∣∣2

0
+ ε2

(
∆α

0tj+σ
y0
)2

+ ε3
(
∆α

0tj+σ
yN
)2

−β12
(
∆α

0tj+σ
y0
)2 − β22

(
∆α

0tj+σ
yN
)2

+M ε1,ε2,ε3
6

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)

−M2

∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0
−M3∆

α
0tj+σ

∣∣[√aκyx̄
]∣∣2

0
,

(31)

[
Φ, ȳ

]
= (ϕ, ȳ) + 0.5hϕ−ȳ0 + 0.5hϕ+ȳN = (ϕ, ȳ) + ȳ0(µ1 + 0.5hϕ0)

+ ȳN(µ2 + 0.5hϕN ) = (ϕ, ȳ) + ȳ0µ1 + 0.5hϕ0ȳ0 + ȳNµ2 + 0.5hϕN ȳN

= [ϕ, ȳ] + µ1ȳ0 + µ2ȳN =
[
ϕ, y(σ)

]
+
[
ϕ,∆α

0tj+σ
y
]
+ µ1y

(σ)
0 + µ1∆

α
0tj+σ

y0

+µ2y
(σ)
N + µ2∆

α
0tj+σ

yN 6 ε1
∣∣[∆α

0tj+σ
y]
∣∣2
0
+ ε2

(
∆α

0tj+σ
y0
)2

+ ε3
(
∆α

0tj+σ
yN
)2

+M ε2,ε3
7

(
µ21 + µ22

)
+M8

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)
+M ε1

9

∣∣[ϕ]
∣∣2
0
.

(32)

Принимая во внимание преобразования (26)–(32), из (25) находим

1

2
∆α

0tj+σ

∣∣[y]
∣∣2
0
+
∣∣[∆α

0tj+σ
y]
∣∣2
0
+M3∆

α
0tj+σ

∣∣[√aκyx̄
]∣∣2

0
+M2

∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

+β12(∆
α
0tj+σ

y0)
2 + β22(∆

α
0tj+σ

yN)
2
6 2ε1

∣∣[∆α
0tj+σ

y]
∣∣2
0
+ 2ε2(∆

α
0tj+σ

y0)
2

+2ε3(∆
α
0tj+σ

yN)
2 +M ε1,ε2,ε3

11

(∣∣[y(σ)
]∣∣2

0
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0

)
+M ε2,ε3

12

(
µ21 + µ22

)
+M ε1

13

∣∣[ϕ]
∣∣2
0
.

(33)
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Выбирая ε1 = 1
4 , ε2 =

β12
4 , ε3 =

β22
4 , из (33) получаем

∆α
0tj+σ

(∣∣[y]
∣∣2
0
+
∣∣[√aκyx̄

]∣∣2
0

)
+
∣∣[y(σ)x̄

]∣∣2
0
+
∣∣[∆α

0tj+σ
y
]∣∣2

0

6M14

(
|[yσ]|20 +

∣∣[√aκyσx̄
]∣∣2

0

)
+M15

(
|[ϕ]|20 + µ21 + µ22

)
.

(34)

Перепишем (34) в другой форме:

∆α
0tj+σ

(∣∣[y]
∣∣2
0
+
∣∣[√aκyx̄

]∣∣2
0

)
6Mσ

16

(∣∣[yj+1]
∣∣2
0
+
∣∣[√aκyj+1

x̄

]∣∣2
0

)

+Mσ
17

(∣∣[yj
]∣∣2

0
+
∣∣[√aκyjx̄

]∣∣2
0

)
+M18

(∣∣[ϕ]
∣∣2
0
+ µ21 + µ22

)
.

(35)

На основании [13, лемма 7] из (35) получаем априорную оценку (24). ⊲

Из (24) следуют единственность и устойчивость решения задачи (18)–(21) по началь-
ным данным и правой части.

Пусть u(x, t) — решение задачи (1)–(4), y(xi, tj) = yji — решение разностной зада-
чи (18)–(21). Для оценки точности разностной схемы (18)–(21) рассмотрим разность
zji = yji − uji , где uji = u(xi, tj). Тогда, подставляя y = z + u в соотношения (18)–(21),
получаем задачу для функции z

∆α
0tj+σ

z = κi
(
aiz

(σ)
x̄

)
x
+ biaiz

(σ)
x̄,i + biai+1z

(σ)
x,i − dji

(
z
(σ)
i0
x−i0 + z

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+Ψj

i , (36)

κ0a1z
(σ)
x,0 = β11z

(σ)
0 + 0.5hd0

(
z
(σ)
i0
x−i0 + z

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃12∆

α
0tj+σ

z0 − ν̃1, t ∈ ωτ , (37)

−κNaNz
(σ)
x̄,N = β21z

(σ)
N + 0.5hdN

(
z
(σ)
i0
x−i0 + z

(σ)
i0+1x

+
i0

)
+ β̃22∆

α
0tj+σ

zN − ν̃2, t ∈ ωτ , (38)

z(x, 0) = 0, x ∈ ωh, (39)

где Ψ = O(h2+ τ2), ν̃1 = O(h2+ τ2), ν̃2 = O(h2+ τ2) — погрешности аппроксимации диф-
ференциальной задачи (1)–(4) разностной схемой (18)–(21) в классе решении u = u(x, t)
задачи (1)–(4).

Применяя априорную оценку (24) к решению задачи (36)–(39), получаем

∣∣[zj+1
]∣∣2
W 1

2 (0,l)
6M max

06j′6j

(∣∣[Ψj′v]
∣∣2
0
+ νj

′2
1 + νj

′2
2

)
, (40)

где M = const > 0, не зависящая от h и τ .
Из априорной оценки (40) следует сходимость решения разностной задачи (18)–(21)

к решению дифференциальной задачи (1)–(4) в смысле нормы |[zj+1]|2
W 1

2 (0,l)
на каждом

слое так, что существует такое τ0, что при τ 6 τ0 справедлива оценка

∣∣[yj+1 − uj+1
]∣∣2
W 1

2 (0,l)
6M

(
h2 + τ2

)
.

Замечание. Полученные в данной работе результаты справедливы и в случае, когда
уравнение (1) имеет вид:

∂α0tu =
∂

∂x

(
k(x, t)

∂u

∂x

)
+ r(x, t)

∂u

∂x
−

p∑

s=1

qs(x, t)u(xs, t) + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

если потребовать выполнения условия |qs| 6 c2.
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Таблица 1

Изменение погрешности и порядка сходимости в нормах |[ · ]|0 и ‖ · ‖C(w̄hτ ) при уменьшении
размера сетки при различных значениях α = 0.01, 0.5, 0.99, x0 = 0.1, 0.5, 0.9 на t = 1, когда h = τ .

x0 α h max
0<j<m

∣

∣

[

zj
]∣

∣

0
ПС в |[ · ]|0 ‖z‖C(w̄hτ ) ПС в ‖ · ‖C(w̄hτ )

0.1 0.01 1
10

0.002461288 0.004945295
1
20

0.000709828 1.7939 0.001370038 1.8518
1
40

0.000189682 1.9039 0.000358807 1.9329
1
80

0.000048964 1.9538 0.000091710 1.9680
1

160
0.000012434 1.9774 0.000023177 1.9844

0.50 1
10

0.002410158 0.004896138
1
20

0.000695374 1.7933 0.001357438 1.8508
1
40

0.000185902 1.9032 0.000355618 1.9325
1
80

0.000048000 1.9534 0.000090909 1.9678
1

160
0.000012191 1.9772 0.000022976 1.9843

0.99 1
10

0.002348582 0.004835296
1
20

0.000677813 1.7928 0.001341856 1.8494
1
40

0.000181299 1.9025 0.000351677 1.9319
1
80

0.000046825 1.9530 0.000089918 1.9676
1

160
0.000011895 1.9770 0.000022727 1.9842

0.5 0.01 1
10

0.005818396 0.011982345
1
20

0.001450348 2.0042 0.003006671 1.9947
1
40

0.000358978 2.0144 0.000748225 2.0066
1
80

0.000088729 2.0164 0.000185823 2.0095
1

160
0.000021955 2.0149 0.000046162 2.0091

0.50 1
10

0.005817273 0.011985970
1
20

0.001450169 2.0041 0.003007649 1.9946
1
40

0.000358970 2.0143 0.000748501 2.0066
1
80

0.000088736 2.0163 0.000185900 2.0095
1

160
0.000021958 2.0148 0.000046184 2.0091

0.99 1
10

0.005795148 0.011971269
1
20

0.001444472 2.0043 0.003003788 1.9947
1
40

0.000357554 2.0143 0.000747532 2.0066
1
80

0.000088388 2.0162 0.000185661 2.0095
1

160
0.000021873 2.0147 0.000046125 2.0091

0.9 0.01 1
10

0.007597214 0.015083738
1
20

0.001892530 2.0052 0.003776815 1.9978
1
40

0.000472130 2.0031 0.000943657 2.0008
1
80

0.000117779 2.0031 0.000235615 2.0018
1

160
0.000029375 2.0034 0.000058814 2.0022

0.50 1
10

0.007645309 0.015135554
1
20

0.001904477 2.0052 0.003789580 1.9978
1
40

0.000475108 2.0031 0.000946830 2.0009
1
80

0.000118524 2.0031 0.000236407 2.0018
1

160
0.000029562 2.0034 0.000059012 2.0022

0.99 1
10

0.007667485 0.015167028
1
20

0.001909692 2.0054 0.003797057 1.9980
1
40

0.000476377 2.0032 0.000948656 2.0009
1
80

0.000118837 2.0031 0.000236860 2.0019
1

160
0.000029640 2.0034 0.000059125 2.0022
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Заключение

В данной работе исследуется нелокальная краевая задача в прямоугольной области
для одномерного нагруженного уравнения теплопроводности дробного порядка с сосре-
доточенной на границе теплоемкостью. Основной результат работы заключается в до-
казательстве априорных оценок для решения задачи как в дифференциальном, так и в
разностном виде. Полученные неравенства означают устойчивость решения относитель-
но входных данных. В силу линейности рассматриваемых задач эти неравенства позволя-
ют утверждать сходимость приближенного решения к точному (в предположении суще-
ствования последнего в классе достаточно гладких функций) со скоростью O(h2 + τ2).
Проведены численные эксперименты, иллюстрирующие полученные теоретические ре-
зультаты.

Результаты численного эксперимента

Коэффициенты уравнения (1) подбираются следующим образом:

k(x, t) = ex, r(x, t) = (x− 0.5)ex, q(x, t) = ex−t,

f(x, t) = ex
6t3−α

Γ(4− α)
− 2t3e2x+t − (x− 0.5)e2x+tt3 + ex0+x−tt3, l = 1, T = 1.

β11 = 0.5et, β12 = et, β21 = el+t, β22 = el+t,

µ1 = −0.5t3et + et
6t3−α

Γ(4− α)
, µ2 = 2t3e2l+t + e2l+t

6t3−α

Γ(4− α)
.

Точным решением задачи (1)–(4) является функция

u(x, t) = t3ex.

В таблице 1 при различных значениях параметров α = 0.01, 0.5, 0.99, x0 = 0.1, 0.5, 0.9
и уменьшении размера сетки приведены максимальное значение погрешности (z = y−u)
и порядок сходимости (ПС) в нормах |[ · ]|0 и ‖ · ‖C(w̄hτ ), где ‖y‖C(w̄hτ ) = max(xi,tj)∈w̄hτ

|y|,
когда h = τ . Погрешность уменьшается в соответствии с порядком аппроксимации O(h2+
τ2). Порядок сходимости определяется по следующей формуле:

ПС = log h1
h2

|[z1]|0
|[z2]|0

,

где zi — это погрешность, соответствующая hi.
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FINITE-DIFFERENCE METHOD FOR SOLVING OF A NONLOCAL
BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR A LOADED THERMAL
CONDUCTIVITY EQUATION OF THE FRACTIONAL ORDER

Beshtokov, M. Kh.1, Beshtokova, Z. V.1 and Khudalov, M. Z.2
1 Institute of Applied Mathematics and Automation KBSC RAS,

89A Shortanova St., Nalchik 360000, Russia;
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44–46 Vatutina St., Vladikavkaz 362025, Russia

E-mail: beshtokov-murat@yandex.ru, zarabaeva@yandex.ru, hmz@mail.ru

Abstract. We study a nonlocal boundary value problem in a rectangular area for a one-dimensional
in a spatial variable of the loaded heat fractional conductivity equation with a heat capacity concentrated
at the boundary. The problem is considered as a mathematical model, arising, in particular, in the practice
of regulating the salt regime of soils with a fractal organization, when the lamination of the upper layer is
achieved by drain layer of the water from the surface of an area flooded for some time. The main research
method is the method of energy inequalities. An a priori estimate is obtained by the assumption of the existence
of a regular solution to the differential problem, which implies the uniqueness and continuous dependence
of the solution from the input data of the problem. A difference scheme of the second order of approximation
by the grid parameters is put on a uniform grid by correspondence with the differential problem. Under the
assumptions of the existence of a regular solution to the differential problem, an a priori estimate is obtained,
which implies the uniqueness and continuous dependence of the solution on the right side and the initial
data. By virtue of the linearity of the problem under consideration, the received inequality allows us to assert
the convergence of the approximate solution to the exact one (assuming that the latter exists in the class
of sufficiently smooth functions) with a rate equal to the order of the approximation error. The numerical
experiments are carried out to illustrate the recieved theoretical results.

Key words: heat equation, fractional Caputo derivative, lumped heat capacity, difference schemes,
stability, convergence.
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Посвящается 75-летию Семёна Самсоновича Кутателадзе

Аннотация. Рассматривается одномерная дискретная кинетическая система уравнений Карлема-
на. Система Карлемана является кинетическим уравнением Больцмана и для нее не сохраняется
импульс и энергия. Данная система описывает одноатомный разреженный газ, состоящий из двух
групп частиц. Данные группы частиц двигаются вдоль прямой, в противоположных направлениях
с единичной скоростью. Взаимодействие частиц происходит внутри одной группы, т. е. сами с собой,
меняя направление движения. В последнее время особое внимание уделяется построению точных
решений неинтегрируемых уравнений в частных производных с использованием усеченного ряда
Пенлеве. Применяя разложение Пенлеве к неинтегрируемым уравнениям в частных производных,
получают условия в резонансе, которые должны выполняться. Решение системы ищется с помощью
усеченного разложения Пенлеве. Данная система не удовлетворяет тесту Пенлеве. Это приводит
к некоторым ограничениям на многообразие особенностей, одним из которых является двумерное
уравнение Бейтмена. Зная неявное решение уравнения Бейтмена, можно найти новые частные ре-
шения самой системы Карлемана. Также отдельно решение строится с помощью анзаца масшта-
бирования, которое позволяет свести задачу к нахождению решений соответствующего уравнения
Риккати.

Ключевые слова: система уравнений в частных производных Карлемана, разложение Пенлеве,
уравнение Бейтмена.
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1. Введение

Основными дискретными кинетическими системами, описывающими различные про-
цессы в газе между группами частиц, являются модели типа Карлемана, Годунова — Сул-
тангазина, Бродуэлла [1, 2, 3–5]. Исследование асимптотической устойчивости состояний
равновесия кинетических систем в весовом пространстве L2,γ для периодических началь-
ных данных изучалось в работах [3–6]. Здесь решение иcкалось для малых возмущений
состояния равновесия. Более того, доказана экспоненциальная скорость стабилизации
к состоянию равновесия. Литература, посвященная нахождению решений в виде соли-
тонов, приведена в [7–9], стационарных решений в [10, 11]. В статье [1] были найдены
решения с помощью усеченных рядов Пенлеве для моделей Годунова — Султангазина
и Бродуэлла. В данной работе будут построены новые решения аналогичным способом
для одномерной системы Карлемана.

c© 2020 Духновский С. А.
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2. Решение системы Карлемана

Рассмотрим одномерную систему уравнений Карлемана [2, 12–14]:

∂tu+ ∂xu =
1

ε
(w2 − u2), x ∈ R, t > 0, (1)

∂tw − ∂xw = −1

ε
(w2 − u2). (2)

Проверяем на тест Пенлеве [15]. Ищем решение в виде

u(x, t) =
1

ϕp(x, t)

∞∑

j=0

uj(x, t)ϕ
j(x, t),

w(x, t) =
1

ϕβ(x, t)

∞∑

j=0

wj(x, t)ϕ
j(x, t).

Для j = 0 имеем

u(x, t) = u0(x, t)ϕ
−p(x, t), (3)

w(x, t) = w0(x, t)ϕ
−β(x, t). (4)

Подставляем (3)–(4) в систему уравнений (1)–(2):

u0,tϕ
−p − pϕ−p−1ϕtu0 + u0,xϕ

−p − pϕ−p−1ϕxu0 =
1

ε

(
w2
0ϕ

−2β − u20ϕ
−2p
)
,

w0,tϕ
−β − βϕ−β−1ϕtu0 − w0,xϕ

−β + βϕ−β−1ϕxw0 = −1

ε

(
w2
0ϕ

−2β − u20ϕ
−2p
)
.

Отсюда находим, что p = 1, β = 1. В этом случае имеем

−ϕtu0 − ϕxu0 =
1

ε

(
w2
0 − u20

)
, −ϕtw0 + ϕxw0 = −1

ε

(
w2
0 − u20

)
.

Отсюда

u0(x, t) = −ε(ϕt − ϕx)
2(ϕt + ϕx)

4ϕtϕx
, w0(x, t) = ε

(ϕt − ϕx)(ϕt + ϕx)
2

4ϕtϕx
. (5)

Далее находим резонансы. Подставляем соотношения

u(x, t) = u0ϕ
−1 + ujϕ

j−1, w(x, t) = w0ϕ
−1 + wjϕ

j−1

в систему (1)–(2), в итоге имеем

Q(j)

(
uj
wj

)
=

(
(j − 1)(ϕt + ϕx) +

2
εu0 −2

εw0

−2
εu0 (j − 1)(ϕt − ϕx) +

2
εw0

)(
uj
wj

)
=

(
fj−1

gj−1

)
,

где fj−1, gj−1 зависят от функций u0, w0, . . . , uj−1, wj−1, ϕ. Для произвольности функций
uj, wj необходимо, чтобы определитель матрицы равнялся нулю. Тогда

detQ(j) = (j + 1)(j − 1)(ϕt + ϕx)(ϕt − ϕx) = 0.
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Отсюда получаем два резонанса j = −1, 1. Далее исходя из того, что j = 1 — резонанс,
то ищем решение в виде

u(x, t) =
u0(x, t)

ϕ
+ u1(x, t), (6)

w(x, t) =
w0(x, t)

ϕ
+ w1(x, t). (7)

Подставляем (6)–(7) в (1)–(2):

u0,tϕ
−1 − ϕ−2ϕtu0 + u1,t + u0,xϕ

−1 − ϕ−2ϕxu0 + u1,x =
1

ε
I(u0, w0, u1, w1),

имеет такой же вид

w0,tϕ
−1 − ϕ−2ϕtw0 + w1,t − w0,xϕ

−1 + ϕ−2ϕxw0 − w1,x = −1

ε
I(u0, w0, u1, w1),

где

I(u0, w0, u1, w1) =
w2
0

ϕ2
− u20
ϕ2

+ 2
w0

ϕ
w1 − 2

u0
ϕ
u1 + w2

1 − u21.

Теперь группируем слагаемые при одинаковых степенях ϕ. Получаем для них уравнения

ϕ−1

(
u0,t + u0,x −

2

ε
w0w1 +

2

ε
u0u1

)
+ ϕ0

(
u1,t + u1,x −

1

ε
(w2

1 − u21)
)

+ϕ−2
(
− ϕtu0 − ϕxu0 −

1

ε
(w2

0 − u20)
)
= 0,

ϕ−1

(
w0,t − w0,x +

2

ε
w0w1 −

2

ε
u0u1

)
+ ϕ0

(
w1,t − w1,x +

1

ε
(w2

1 − u21)

)

+ϕ−2

(
− ϕtw0 + ϕxw0 +

1

ε
(w2

0 − u20)

)
= 0.

Приравнивая члены при одинаковых степенях ϕ, получим следующую систему уравне-
ний

−ϕtu0 − ϕxu0 −
1

ε

(
w2
0 − u20

)
= 0, −ϕtw0 + ϕxw0 +

1

ε

(
w2
0 − u20

)
= 0,

u0,t + u0,x −
2

ε
(w0w1 − u0u1) = 0, w0,t − w0,x +

2

ε
(w0w1 − u0u1) = 0,

u1,t + u1,x −
1

ε

(
w2
1 − u21

)
= 0, w1,t − w1,x +

1

ε

(
w2
1 − u21

)
= 0.

Первые уравнения системы дает нам уже известные ведущие члены разложения, которые
определяются по формуле (5).

Нас интересует выполнение уравнений при резонансе j = 1:

u0,t + u0,x =
2

ε
(w0w1 − u0u1), w0,t − w0,x = −2

ε
(w0w1 − u0u1).

Складываем уравнения

u0,t + u0,x =
2

ε
(w0w1 − u0u1), (8)

u0,t + u0,x = −(w0,t − w0,x). (9)
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Очевидно, что уравнение (9) не удовлетворяется. Подставляя найденные главные члены
разложения (5) в (9), получаем:

ϕttϕ
2
x − 2ϕxϕtϕxt + ϕ2

tϕxt = 0. (10)

Уравнение (10) представляет собой двумерное уравнение Бейтмена [16]. Тест Пенлеве
будет выполнен только в том случае, если ϕ удовлетворяет уравнению (10). Это является
ограничением на данную функцию. Поскольку u1 = w1 = 0 являются частным решением
системы (1)–(2), получим уравнение для нахождения функции ϕ:

− ϕ3
x(ϕtt + ϕxt) + ϕ2

tϕx(−2ϕtt − ϕxt + ϕxx) + ϕ3
t (ϕxt + ϕxx)

+ ϕtϕ
2
x(−ϕtt + ϕxt + 2ϕxx) = 0. (11)

Общее решение двумерного уравнения Бейтмена (10) записывается в виде

f(ϕ) = x+ g(ϕ)t, (12)

где f , g являются гладкими произвольными функциями.

Лемма. Для двухскоростной модели (1)–(2) усеченное разложение Пенлеве

u(x, t) =
u0(x, t)

ϕ
, w(x, t) =

w0(x, t)

ϕ
, (13)

где u0, w0 заданы формулами (5), дает условия на функцию ϕ (10) и (11) со следующими

решениями

ϕ(x, t) =
x+ k0t− c2

c1
,

где k0 ∈ R \ {0,±1}, c1 ∈ R \ {0}, c2 ∈ R;

ϕ(x, t) = F (x± t),

F — произвольная обратимая функция;

ϕ(x, t) =
1

A

(
1

2(1− (x−c2c1−t )
2)

+B

)
,

где {A, c1} ∈ R \ {0} и {c2, B} ∈ R.

⊳ Диффренцируем неявное решение (12) и подставляем в (11):

−ε(g2 − 1)
((

1 + 3g2
) ∂f
∂ϕ

∂g
∂ϕ −

(
t+ 3tg2

)( ∂g
∂ϕ

)2
− g(g2 − 1)

(
∂2f
∂ϕ2 − t ∂

2g
∂ϕ2

))

4g2
(
∂f
∂ϕ − t ∂g∂ϕ

)3 = 0.

Отсюда собираем слагаемые при одинаковых степенях при t:

(
1 + 3g2

)∂f
∂ϕ

∂g

∂ϕ
− g
(
g2 − 1

)∂2f
∂ϕ2

= 0,

−
(
1 + 3g2

)( ∂g
∂ϕ

)2

+ g
(
g2 − 1

) ∂2g
∂ϕ2

= 0.



62 Духновский С. А.

Случай 1. Рассмотрим при g = ±1. Тогда

ϕt = ±ϕx.

Отсюда согласно (12) получаем ϕ(x, t) = F (x± t), где F – обратимая функция. Решение
системы Карлемана при g = 1 имеет вид

u(x, t) = 0, w(x, t) = 0.

Система (1)–(2) при g = −1 также имеет нулевое решение.

Случай 2. Пусть g = k0, k0 /∈ {0,±1}. Тогда получаем уравнение

∂2f

∂ϕ2
= 0 ⇒ f(ϕ) = c1ϕ+ c2.

c1ϕ+ c2 = x+ k0t⇒ ϕ(x, t) =
x+ k0t− c2

c1
.

Получаем решение системы (1)–(2) в следующем виде

u(x, t) = −ε (k0 − 1)2(k0 + 1)

4k0(x+ k0t− c2)
, w(x, t) = ε

(k0 − 1)(k0 + 1)2

4k0(x+ k0t− c2)
.

Случай 3. Пусть g′(ϕ) 6= 0. Тогда систему можно переписать в виде

f ′′

f ′
=
g′′

g′
, (14)

−
(
1 + 3g2

)( ∂g
∂ϕ

)2

+ g
(
g2 − 1

) ∂2g
∂ϕ2

= 0. (15)

Отсюда интегрируя (14), имеем

f(ϕ) = c1g(ϕ) + c2, c1, c2 ∈ R, c1 6= 0.

Используя решение уравнения Бейтмена (12), можно выразить функцию g:

g(x, t) =
x− c2
c1 − t

. (16)

Более того, из уравнения (15) получаем, что

dg

dϕ
= A

(
1− g2

)2

g
, A ∈ R \ {0}. (17)

Решение (17) с учетом (16) записывается в виде

ϕ(x, t) =
1

A

(
1

2
(
1−

(
x−c2
c1−t

)2) +B

)
, (18)

где B ∈ R — постоянная интегрирования. Таким образом, решение системы Карлема-
на (1)–(2) с помощью (5), (13) и (18) имеет вид

u(x, t) = −(c1 + c2 − t− x)ε

G(x, t)
, w(x, t) = −(c1 − c2 − t+ x)ε

G(x, t)
,
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где

G(x, t) = 2
(
(1 + 2B)c21 + t2 − 2c1(t+ 2Bt)− 2B(c22 − t2 − 2c2x+ x2)

)
. ✄

Предложение. Решение двухскоростной модели может быть представлено в виде

u(x, t) = u0H1(ϕ), w(x, t) = w0H2(ϕ),

где

H1(ϕ) = H2(ϕ) + b, b ∈ R,

а H2 удовлетворяет уравнению Риккати

dH2

dϕ
= −H2

2 +
b(g − 1)2

2g
H2 +

b2(g − 1)2

4g
. (19)

Здесь u0, w0 заданы в (5), функция ϕ удовлетворяет уравнениям (10) и (11).

⊳ Ищем решение в следующем виде

u(x, t) =
u0
ϕ
f1(ϕ), w(x, t) =

w0

ϕ
f2(ϕ). (20)

После подстановки (20) в (1)–(2), получим условия для нахождения функций f1, f2:

ϕtϕx(4ϕf
′
1 − 4f1 + 2f21 + 2f22 )− ϕ2

t (f
2
1 − f22 )− ϕ2

x(f
2
1 − f22 ) = 0,

ϕtϕx(4ϕf
′
2 − 4f2 + 2f21 + 2f22 )− ϕ2

t (f
2
1 − f22 )− ϕ2

x(f
2
1 − f22 ) = 0.

Сделаем подстановку fi(ϕ) = Hi(ϕ)ϕ, i = 1, 2 :

ϕtϕx(4H
′
1 + 2H2

1 + 2H2
2 )− ϕ2

t (H
2
1 −H2

2 )− ϕ2
x(H

2
1 −H2

2 ) = 0,

ϕtϕx(4H
′
2 + 2H2

1 + 2H2
2 )− ϕ2

t (H
2
1 −H2

2 )− ϕ2
x(H

2
1 −H2

2 ) = 0.

Вычитаем одно из другого

4ϕtϕx(H
′
1 −H ′

2) = 0, (21)

ϕtϕx(4H
′
2 + 2H2

1 + 2H2
2 )− ϕ2

t (H
2
1 −H2

2 )− ϕ2
x(H

2
1 −H2

2 ) = 0. (22)

Из первого уравнения (21) следует, что

H1 = H2 + b, b ∈ R. (23)

Подставляем (23) в (22). После некоторых преобразований получим уравнение Риккати

dH2

dϕ
= −H2

2 +
−4gb+ 2g2b+ 2b

4g
H2 +

−2gb2 + g2b2 + b2

4g
. ✄

Здесь воспользовались, что
ϕt
ϕx

= g(ϕ).

Рассмотрим примеры, когда уравнение Риккати дает различные решения для системы
Карлемана.
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Пример 1. Пусть g = 3, b = 1, ϕ = x + 3t при c1 = 1, c2 = 0. В этом случае имеем
уравнение Риккати

dH2

dϕ
= −H2

2 +
2

3
H2 +

1

3
,

которое имеет решение

H2(ϕ) =
3e

4ϕ
3 − e4A

3
(
e

4ϕ
3 + e4A

) ,

где A — постоянная интегрирования. Окончательно получаем решение нашей систе-
мы (1)–(2):

u(x, t) = u0(H2(ϕ) + 1) = −4ε

3


 3e

4(x+3t)
3 − e4A

3
(
e

4(x+3t)
3 + e4A

) + 1


 ,

w(x, t) = w0H2(ϕ) =
8ε

9

(
3e

4(x+3t)
3 − e4A

)

e
4(x+3t)

3 + e4A
.

Пример 2. При g(ϕ) = 1 уравнение (19) принимает вид

dH2

dϕ
= −H2

2 .

Отсюда

H2(ϕ) =
1

F (x+ t) + C1
, C1 ∈ R.

Решение системы (1)–(2), также как и выше, имеет вид

u(x, t) = 0, w(x, t) = 0.

При g(ϕ) = −1 получам нулевое решение.

Пример 3. Рассмотрим оставшийся случай при g′(ϕ) 6= 0. Сделаем подстановку
H2(ϕ) = Ĥ2(g), используя (18). Также воспользуемся тем, что

dH2

dϕ
=
dĤ2

dg

dg

dϕ
.

Тогда уравнение Риккати перепишется в виде

dĤ2

dg
= − g

A(g − 1)2(g + 1)2
Ĥ2

2 +
b

2A(g + 1)2
Ĥ2 +

b2

4A(g + 1)2
.

Положим b = 0. В этом случае решение имеет вид

Ĥ2(g) = − 2A(g2 − 1)

1 + 2A(g2 − 1)C2
, C2 ∈ R.

Решение системы Карлемана принимает форму

u(x, t) = − ε

4A(c1 − c2 − t+ x)
Ĥ2(g), w(x, t) = − ε

4A(c1 + c2 − t− x)
Ĥ2(g).
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Abstract. The purpose of this paper is to propose the Chebyshev cardinal functions for solving
Volterra stochastic integral equations. The method is based on expanding the required approximate
solution as the element of Chebyshev cardinal functions. Though the way, a new operational matrix of
integration is derived for the mentioned basis functions. More precisely, the unknown solution is expanded
in terms of the Chebyshev cardinal functions including undetermined coefficients. By substituting the
mentioned expansion in the original problem, the operational matrix reducing the stochastic integral
equation to system of algebraic equations. The convergence and error analysis of the etablished method
are investigated in Sobolev space. The method is numerically evaluated by solving test problems
caught from the literature by which the computational efficiency of the method is demonstrated. From
the computational point of view, the solution obtained by this method is in excellent agreement with those
obtained by other works and it is efficient to use for different problems.
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1. Introduction

In recent years, the cardinal functions have been finding an important role in nu-
merical analysis [1]. Both mathematicians and physicists have devoted considerable
effort to find robust and stable analytical and numerical methods for solving stochastic
differential equations, Adomian method [2], implicit Taylor methods [3, 4] and recently
the operational matrices ofintegration for orthogonal polynomials Legendre wavelets,
Chebyshev polynomials, etc. [5–20]. Several analytical and numerical methods have been
proposed for solving various types of stochastic problems with the classical Brownian
motion [10, 12, 14, 21–23]. Noting that finding the exact solutions for most of these equations
is hard, therefore, we have to apply approximate numerical methods to obtain numerical
solutions. This motivates our interest to propose an efficient and accurate computational
method for solving stochastic integral equations. In [24] M. H. Heydari & al. used Chebyshev
cardinal wavelets and their application in solving nonlinear stochastic differential equations
with fractional Brownian motion. M. H. Heydari obtained a new method based on the Cheby-
shev cardinal functions for variable-order fractional optimal control problems [25]. An effective

c© 2020 Zeghdane, R.
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direct method to determine the numerical solution of Volterra–Fredholm integro-differential
equations based on Chebyshev cardinal functions and deterministic operational matrices was
also found in [26]. The aim of this paper is to use cardinal Chebyshev functions to solve
nonlinear stochastic integral equations:

X(t) = X0 +

t∫

0

k1(t, s)
[
X(s)

]p
ds+

t∫

0

k2(t, s)
[
X(s)

]q
dB(s), (1)

under the initial condition X(0) = X0, where X(t) is an unknown process, the function
k1(t, s), k2(t, s) are defined on the square 0 6 t, s 6 1, X0 is a random variable, B(s) is a
Brownian motion and p, q ∈ N. After, we apply cardinal Chebyshev functions to SDE in the
following general form

X(t) = X0 +

t∫

0

a(s,X(s)) ds +

t∫

0

b(s,X(s)) dB(s), (2)

where a(s,X(s, ω)), b(s,X(s, ω)) for s, t ∈ [0, 1] are known stochastic processes defined on
the same filtered probability space (Ω,F ,Ft, P ) with natural filtration Ft, X0 is the known
random variable with E|X0|2 < +∞ and X(t) is unknown stochastic process which should be
computed. The second integral in (2) is the Itô integral. Furthermore, all Lebesgue’s and Itô
integrals in (1) and (2) are well defined. The organization of this paper is as follows. In the se-
cond section, we give some preliminaries of stochastic calculus. We introduce Chebyshev
cardinal functions and operational matrix of integration in Section 3. In Sections 4 and 5
we describe the numerical procedure of the numerical solution of the proposed problem.
Convergence analysis of the method will be investigated in Section 6. To show the effectness of
the numerical technique, some numerical examples are illustrated in Section 7. Finally, a brief
conclusion is drawn on Section 8.

2. Preliminaries

Definition 1. Let V = V (S, T ) be the class of functions g(t, ω) : [0,∞) −→ R such that:
1) the function g(t, ω) be B × F measurable, where B is the Borel σ-algebra of R+;
2) the function g(t, ω) is Ft-adapted (measurable);
3) E

[ ∫ T
S g2(t, ω)dt

]
<∞.

Lemma 1 (Itô isometry). For each X(t, ω) ∈ V (S, T ), we have

E

( t∫

0

X(s, ω) dB(s)

)2

= E

( t∫

0

X2(s, ω) ds

)
.

Lemma 2 (the Gronwall inequality). Let α, β : [t0, T ] −→ R be integrable with

0 6 α(t) 6 β(t) + L

t∫

t0

α(s) ds (3)

for t ∈ [t0, T ], where L > 0. Then

0 6 α(t) 6 β(t) + L

t∫

t0

eL(t−s)β(s) ds, t ∈ [t0, T ]. (4)
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3. Chebyshev Cardinal Functions

In this section, to construct the so called Chebyshev cardinal functions for the set
of orthogonal Chebyshev polynomials TN (x), we will use the Taylor expansion of TN+1(x)
in neighborhood the j-th root of TN+1(x), which gives

Tn+1(x) ≃ TN+1(xj) + TN+1,x(x− xj) + o(x− xj)
2.

Since the first term in the right hand side vanishes, we can define the cardinal function
of degree N in [−1, 1] as follows [1, 27]

Cj(x) =
TN+1(x)

TN+1,x(xj)(x− xj)
, x ∈ [−1, 1], (5)

where the subscript x denotes x differentiation and xj are the zeros of TN+1(x) defined by

xj = cos

(
(2j − 1)π

2N + 2

)
, j = 1, . . . , N + 1, (6)

with the kronecker property

Cj(xi) = δji =

{
1, if j = i,

0, if j 6= i.

3.1. Function approximation. To obtain cardinal functions in the interval [0, 1], we
change the variable t = x+1

2 , then the shifted Chebyshev cardinal functions are defined on
the interval [0, 1] as follows:

C∗
i (t) = Ci(2t− 1), i = 1, . . . , N + 1. (7)

Remark 1. The shifted Chebyshev cardinal functions are orthogonal with respect to
the weight function w∗(t) = w(2t− 1) on [0, 1], where w(t) = 1√

1−t2 and we have

〈
C∗
i (t), C

∗
j (t)

〉
=

1∫

0

C∗
i (t)C

∗
j (t)w

∗(t) dt =
π

2(N + 1)
δij . (8)

Theorem 1. Any function g(t) mean square integrable on [0, 1] can expanded by element

of shifted cardinal Chebyshev function as follow

g(t) =
N+1∑

j=1

ujC
∗
i (t) = UTΦN(t), (9)

where

uj = g(tj), tj =
xj + 1

2
, j = 1, . . . , N + 1,

are the shifted points of xj,

U =
(
u1, u2, . . . , uN+1

)T
, ΦN(t) =

(
C∗
1 , C

∗
2 , . . . , C

∗
N+1

)T
.
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⊳ If g(t) =
∑N+1

j=1 ujC
∗
j (t), then

g(ti) =

N+1∑

i=1

ujC
∗
j (ti) =

N+1∑

i=1

ujδji.

Then ui = g(ti). ⊲

Theorem 2. Any function g(t, s) mean square integrable on [0, 1]×[0, 1] can be approxi-

mated by cardinal functions as follow

g(t, s) =

N+1∑

j=1

N+1∑

i=1

g(ti, sj)C
∗
i (t)C

∗
j (t) = ΦN (t)

TK1ΦN (s), (10)

where K1,(i,j) = g(ti, sj) and tj, sj are the corresponding shifted points of xj.

⊳ The proof proceeds in a similar way as the proof of Theorem 1. ⊲

3.2. Deterministic and stochastic operational matrices. Let

ΦN (t) =
(
C∗
1 , C

∗
2 , . . . , C

∗
N+1

)T
.

Lemma 3. We have
t∫

0

ΦN (s) ds = P−1QΦN (t), (11)

where the (N + 1)× (N + 1) matrix P is called the transform matrix (or Vandermonde’s

matrix) and is given by

P =




1 1 . . . 1
t1 t2 . . . tN+1

t21 t22 . . . t2N+1

· · · · · · · · · · · ·
tN−1
1 tN−1

2 . . . tN−1
N+1

tN1 tN2 . . . tNN+1




and Q =




t1 t2 . . . tN+1

t21
2

t22
2 . . .

t2N+1

2
· · · · · · · · · · · ·
tN−1
1
N−1

tN−1
2
N−1 . . .

tN−1
N+1

N−1

tN1
N

tN2
N . . .

tNN+1

N

tN+1
1
N+1

tN+1
2
N+1 . . .

tN+1
N+1

N+1




.

⊳ Let ψi(t) = ti−1 for i = 1, . . . N +1, by expanding ψi(t) in (N + 1) terms of the shifted
Chebyshev cardinal functions, we obtain

ψi(t) =

N+1∑

j=1

ψi(tj)C
∗
j (t), i = 1, 2, . . . , N + 1.

Then 


ψ1(t)
ψ2(t)
. . .

ψN+1(t)


 = P




C∗
1 (t)

C∗
2 (t)
. . .

C∗
N+1(t)


 = PΦN (t).
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Since the matrix P is invertible, ΦN (t) = P−1ΨN (t), where

ΨN (t) =




ψ1(t)
ψ2(t)
. . .

ψN+1(t)


 .

Hence

t∫

0

ΦN (s) ds =

t∫

0

P−1ΨN (s) ds = P−1

t∫

0

ΨN (s) ds = P−1




t
t2

2
· · ·
tN+1

N+1


 .

Now, let gi(t) = ti

i , i = 1, 2, . . . , N + 1, we have gi(t) =
∑N+1

j=1 gi(tj)C
∗
j (t) = QΦN (t). Then

t∫

0

ΦN (s) ds = P−1QΦN(t). ⊲

Lemma 4. Assume ΦN (t) = (C∗
1 , C

∗
2 , . . . , C

∗
N+1

)T
and U = (u1, u2, . . . , uN+1)

T . Then

ΦN (t)Φ
T
N (t)U = ŨΦN (t), (12)

where Ũ = diag[u1, u2, . . . , uN+1].

⊳ We have

ΦN (t)Φ
T
N (t)U ≃




C∗
1 (t)C

∗
1 (t) C∗

1 (t)C
∗
2 (t) . . . C∗

1 (t)C
∗
N+1(t)

C∗
2 (t)C

∗
1 (t) C∗

2 (t)C
∗
2 (t) . . . C∗

2 (t)C
∗
N+1(t)

. . . . . . . . . . . .
C∗
N+1(t)C

∗
1 (t) C∗

N+1(t)C
∗
2 (t) . . . C∗

N+1(t)C
∗
N+1(t)







u1
u2
. . .
uN+1




and expanding Ci(t)Cj(t), i, j = 1, 2, . . . , N + 1, by the elements of Chebyshev cardinal
functions, we get

Ci(t)Cj(t) ≃
N+1∑

k=1

Ci(tk)Cj(tk)Ck(t) ≃
N+1∑

k=1

δikδjkCk(t).

From this we conclude

ΦN (t)Φ
T
N (t)U ≃




C∗
1(t) 0 . . . 0
0 C∗

2 (t) . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . C∗

N+1(t)







u1
u2
. . .
uN+1


 = ŨΦN (t). ⊲

Lemma 5 [26]. If we consider X(t) ≃ UTΦN (t), then for every p ∈ N, we have

[
X(t)

]p ≃ UTp ΦN (t) ≃ UT
(
Ũ
)p−1

ΦN (t), (13)

or [
X(t)

]p ≃
[
up1, u

p
2, . . . , u

p
N+1

]
ΦN (t), (14)

where Ũ = diag(u1, u2, . . . , uN+1).
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3.3. Stochastic operational matrices of integration. In this subsection, we give
stochastic operational matrix of integration with respect to Brownian motion we have

t∫

0

ΦN (s) dB(s) =

t∫

0

P−1ΨN (s) dB(s) = P−1

t∫

0

ΨN(s) dB(s)

= P−1




t∫

0

dB(s),

t∫

0

s dB(s), . . . ,

t∫

0

sN dB(s)



T

we apply Itô formula, we get




t∫
0

dB(s)

t∫
0

s dB(s)

t∫
0

s2 dB(s)

. . .
t∫
0

sN dB(s)




= B(t)ΨN (t)−




0
t∫
0

B(s) ds

2
t∫
0

sB(s) ds

. . .

N
t∫
0

sN−1B(s) ds




= AN (t) = (ai)i=0,...,N ,

where

ai = tiB(t)− i

t∫

0

si−1B(s) ds, i = 0, . . . , N.

For the integral
∫ t
0 s

i−1B(s) ds, we can use Simpson rule as follow

t∫

0

si−1B(s) ds ≃ t

6

(
0i−1B(0) + 4

(
t

2

)i−1

B

(
t

2

)
+ ti−1B(t)

)
, i = 1, 2, . . . ,

so

ai = tiB(t)− i
t

6

(
4

(
t

2

)i−1

B

(
t

2

)
+ ti−1B(t)

)
=

((
1− i

6

)
B(t)− i

3 · 2i−2
B

(
t

2

))
ti,

i = 1, 2, . . . ,

ai = B(t) for i = 0.

Also we approximate B(t) and B
(
t
2

)
for 0 6 t 6 1 by B(0.5) and B(0.25), then we obtain

P−1AN (t)

=P−1




B(0.5) 0 0 . . . 0
0 5

6B(0.5)− 2
3B(0.25) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
(
1−N

6

)
B(0.5)− N

3·2N−2B(0.25)







1
t
t2

. . .
tN



.
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Then
P−1AN (t) = P−1AsΨN (t) = P−1AsPΦN(t) = PsΦN (t), (15)

where

As =




B(0.5) 0 0 . . . 0
0 5

6 B(0.5) − 2
3 B(0.25) 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
(
1− N

6

)
B(0.5)− N

3·2N−2 B(0.25)




and Ps = P−1AsP is (N + 1)×(N + 1) stochastic operational matrix. Finally,

t∫

0

ΦN (t) dB(t) ≃ PsΦN (t). (16)

4. Numerical Method for Solving Stochastic Integral Equation (1)

In section, we describe numerical technique for solving stochastic integral equation (1),
first we approximate the functions k1(t, s), k2(t, s) and X(t) by elements of the basis C∗

i ,
i = 1, 2, . . . , N + 1, as follow

X(t) ≃ UTΦN (t), k1(t, s) ≃ ΦN (t)
TK1ΦN (s), k2(t, s) ≃ ΦTN (t)K2ΦN(s). (17)

Then, we approximate the integrals
∫ t
0 k1(t, s)[X(s)]pds and

∫ t
0 k2(t, s)[X(s)]qdB(s), we obtain

t∫

0

k1(t, s)[X(s)]pds ≃
t∫

0

ΦN (t)
TK1ΦN (s)ΦN (s)

TUpds ≃ ΦN (t)
TK1

t∫

0

ΦN (s)ΦN (s)
TUpds

≃ ΦN (t)
TK1Ũp




t∫

0

ΦN (s) ds


 ≃ ΦN(t)

TK1ŨpP
−1QΦN (t),

(18)

where Ũp = diag(up1, u
p
2, . . . , u

p
N+1) and Up are the coefficients of Xp(t) in the basis ΦN (t).

Let Uq be the coefficients of Xq(t) in the basis ΦN (t). Then we have

t∫

0

k2(t, s)
[
X(s)

]q
dB(s) ≃

t∫

0

ΦN (t)
TK2ΦN (s)ΦN (s)

TUq dB(s)

≃ ΦN (t)
TK2

t∫

0

ΦN (s)ΦN (s)
TUq dB(s) ≃ ΦN(t)

TK2Ũq




t∫

0

ΦN(s) dB(s)




≃ ΦN (t)
TK2ŨqPsΦN (t).

(19)

We replace equations (17), (18) and (19) in equation (1), we get

UTΦN(t)−X0 − ΦN (t)
TK1ŨpP

−1QΦN (t)− ΦN(t)
TK2ŨqPsΦN (t) = 0. (20)

To solve equation (20), we have three methods.
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1. First, by collacting equation (20) in (N+1) points tj, j = 1, 2, . . . , N +1, shifted points
of xj, we obtain

UTΦN (tj)−X0 − ΦN (tj)
TK1ŨpP

−1QΦN(tj)−ΦN (tj)
TK2ŨqPsΦN (tj) = 0,

j = 1, 2, . . . , N + 1.
(21)

We have ΦN (tj) = eNj , where eNj denotes the column of ordre j of identity matrix I of order
N + 1. Then we obtain a nonlinear system included N + 1 unknowns (u1, u2, . . . , uN+1)

T

and N + 1 equations, Newton method can be used to obtain accurate solution of nonlinear
systems.

2. Here, we approximate ΦN (tj)
TK1ŨpP

−1QΦN (tj) and ΦN (tj)
TK2ŨqPsΦN(tj) as follow

Lemma 6. We have

ΦN(t)
TK1ŨpP

−1QΦN (t) ≃M1ΦN (t), (22)

ΦN (t)
TK2ŨqPsΦN (t) ≃M2ΦN (t), (23)

where M1 and M2 are (N + 1) row vectors including elements equal to the diagonal entries

of K1ŨpP
−1Q and K2ŨqPs respectibely.

⊳ It is easy to proof identity (22) and (23). ⊲

We replace (22) and (23) in equation (20), we get

UTΦN (t)−X0 −M1ΦN (t)−M2ΦN (t) = 0. (24)

Hence [
UT −A0 −M1 −M2

]
ΦN (t) = 0, (25)

where A0 is (N + 1) row vector including elements equal to X0. The obtained system (25) is
a nonlinear system with N + 1 unknowns (u1, u2, . . . , uN+1)

T .

3. We can use orthogonality condition.

5. Solving Stochastic Integral Equation (2)

We approximate equation (2) as follows:

z1(t) = a(t,X(t)), z2(t) = b(t,X(t)), t ∈ [0, 1]. (26)

By using equation (2) and (26), we have





z1(t) = a

(
t, X0 +

t∫
0

z1(s) ds +
t∫
0

z2(s)dB(s)

)
,

z2(t) = b

(
t, X0 +

t∫
0

z1(s) ds +
t∫
0

z2(s)dB(s)

)
.

(27)

By expanding z1(t) and z2(t) by elements of cardinal functions, we get

z1(t) = UT1 ΦN (t), z2(t) = UT2 ΦN (t). (28)
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By substituting equation (28) in (27), we obtain




z1(t) = a

(
t, X0 +

t∫
0

UT1 ΦN (s) ds+
t∫
0

UT2 ΦN (s) dB(s)

)
,

z2(t) = b

(
t, X0 +

t∫
0

UT1 ΦN (s) ds+
t∫
0

UT2 ΦN (s) dB(s)

)
,

(29)

which is equivalent to




z1(t) = a

(
t, X0 + UT1

t∫
0

ΦN (s) ds+ UT2

t∫
0

ΦN (s) dB(s)

)
,

z2(t) = b

(
t, X0 + UT1

t∫
0

ΦN (s) ds+ UT2

t∫
0

ΦN (s) dB(s)

)
.

(30)

By using equation (11) and (16), we get
{
UT1 ΦN (t) = a

(
t, X0 + UT1 P

−1QΦN (t) + UT2 PsΦN (t)
)
,

UT2 ΦN (t) = b
(
t, X0 + UT1 P

−1QΦN (t) + UT2 PsΦN (t)
)
.

(31)

We collocate (29) at shifted points tj , j = 1, 2, . . . N + 1, and we arrive at
{
UT1 e

N
j = a

(
tj, X0 + UT1 P

−1QeNj + UT2 Pse
N
j

)
,

UT2 e
N
j = b

(
tj, X0 + UT1 P

−1QeNj + UT2 Pse
N
j

)
,

(32)

where eNj denotes the column of ordre j of identity matrix I of order N +1. The system (32)
can be solved for the unknown U1 and U2 with Matlab software packages or by the Newton’s
iterative method. By determining U1 and U2, we can determine the approximate solution
of X(t) as follow

XN (x) = X0 + UT1 P
−1QΦN(t) + UT2 PsΦN (t). (33)

6. Convergence Analysis

In this section, we investigate the convergence and error analysis of the proposed method
in the Sobolev space.

Definition 2 [28]. The Sobolev space Hm
w (a, b) is defined as follow:

Hm
w (a, b) =

{
u ∈ L2

w(a, b), u
(j)(t) ∈ L2

w(a, b), j = 0, 1, . . . ,m
}
, (34)

where w be a weight function and m > 0 be an integer.

Remark 2. The Sobolev space Hm
w (a, b) is endowed with the following weighted inner

product

〈
u(t), v(t)

〉
m,w

=

m∑

i=1

b∫

a

u(j)v(j)w(t) dt. (35)

The space Hm
w (a, b) is a Hilbert space with the following norm

∥∥u(t)
∥∥
Hm

w (a,b)
=

(
m∑

i=1

∥∥u(j)
∥∥
L2
w(a,b)

) 1
2

. (36)
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Lemma 7 [28]. Let

u ∈ Hm
w (−1, 1), w(t) =

1√
1− x2

and INu =
N+1∑

j=1

ujCj(t)

be the Chebyshev interpolant of u(t) Then, the truncated error u− INu satisfies

∥∥u− INu
∥∥
L2
w(−1,1)

6 ĈmN
−m
(

m∑

j=min(m,N)

∥∥u(j)
∥∥
L2
w(−1,1)

) 1
2

, (37)

where Ĉm is a positive constant independent of N and dependent on m. Moreover, in the

maximum norm, it yields

∥∥u− INu
∥∥
L∞
w (−1,1)

6 ĈmN
1
2
−m
(

m∑

j=min(m,N)

∥∥u(j)
∥∥
L2
w(−1,1)

) 1
2

, (38)

where Ĉm is a positive constant independent of N and dependent on m, and ‖u‖L∞
w (−1,1) =

sup−16t61 |u(t)|.
Theorem 3. Let

u ∈ Hm
w∗(0, 1), w∗(t) = w(2t − 1) and I∗Nu =

N+1∑

j=1

ujC
∗
j (t), uj = u(tj)

be the Chebyshev interpolant of u(t). Then, the truncated error u− I∗Nu satisfies

∥∥u− I∗Nu
∥∥
L2
w∗ (0,1)

6 ĈmN
−m
(

m∑

j=min(m,N)

(
1

2

)2j∥∥u(j)
∥∥
L2
w∗ (0,1)

) 1
2

, (39)

where Ĉm is a positive constant independent of N and dependent on m. Moreover, in the

maximum norm, it yields

∥∥u− INu
∥∥
L∞(0,1)

6 ĈmN
1
2
−m√2

(
m∑

j=min(m,N)

(
1

2

)2j∥∥u(j)
∥∥
L2
w∗ (0,1)

) 1
2

, (40)

where Ĉm is a positive constant independent of N and dependent on m, and ‖u‖L∞(0,1) =
sup06t61 |u(t)|.

⊳ The proof proceeds in a same manner as the one of Theorem (5.4) in [24]. ⊲

Theorem 4. SupposeX(t) ∈ Hm
w (0, 1) andXN (x) be the exact and approximate solutions

of equation (2), respectively, furthermore, we suppose that

(H1) |a(t,X1(t)) − a(t,X2(t))| + |b(t,X1(t)) − b(t,X2(t))| 6 L|X1 − X2| (Lipschitz

condition).
(H2) |a(t,X(t))| + |b(t,X(t))| 6 L(1 + |X|) (Linear growth condition), where t ∈ [0, 1],

X1,X2 ∈ R and Li are positive constants for i = 1, 2.
(H3) E|X0|2 <∞.

Then Xn(t) converges to X(t) in L2.
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⊳ Let eN (t) = X(t) − XN (t) be an error function of approximate solution XN (t) to
the exact solution X(t),

X(t)−XN (t) =

t∫

a

(
z1(s)− z̄1(s)

)
ds+

t∫

a

(
z2(s)− z̄2(s)

)
dB(s), (41)

where zi(t), i = 1, 2, are given by z1(t) = a(t,X(t)), z2(t) = b(t,X(t)), also z̄i(t), i = 1, 2, is
approximated form of zi(t) by schifted cardinal Chebyshev function

z̄1(t) = appN (a(t,XN (t)), z̄2(t) = appN (b(t,XN (t)),

zN1 (t) = a(t,XN (t)), zN2 (t) = b(t,XN t)),

eN (t) =

t∫

0

(
z1(s)− z̄1(s)

)
ds+

t∫

0

(
z2(s)− z̄2(s)

)
dB(s),

E
∣∣eN (t)

∣∣2 = E



∣∣∣∣∣

t∫

0

(
z1(s)− z̄1(s)

)
ds+

t∫

0

(
z2(s)− z̄2(s)

)
dB(s)

∣∣∣∣∣




2

.

Using the inequality (a+ b)2 6 2(a2 + b2), we get

E
∣∣eN (t)

∣∣2 6 2E

∣∣∣∣∣

t∫

0

(
z1(s)− z̄1(s)

)
ds

∣∣∣∣∣

2

+ 2E

∣∣∣∣∣

t∫

0

(
z2(s)− z̄2(s)

)
dB(s)

∣∣∣∣∣

2

by the Schwartz inequality and Itô isometry, we get

E
∣∣eN (t)

∣∣2 6 2E

( t∫

0

∣∣z1(s)− z̄1(s)
∣∣2 ds

)
+ 2E

( t∫

0

∣∣z2(s)− z̄2(s)
∣∣2 ds

)
,

consequently,

2E

( t∫

0

∣∣z1(s)− z̄1(s)
∣∣2 ds

)
6 4E

( t∫

0

∣∣z1(s)− zN1 (s)
∣∣2 ds

)
+ 4E

( t∫

0

∣∣zN1 (s)− z̄1(s)
∣∣2 ds

)
,

2E

( t∫

0

∣∣z2(s)− z̄2(s)
∣∣2 ds

)
6 4E

( t∫

0

∣∣z2(s)− zN2 (s)
∣∣2 ds

)
+ 4E

( t∫

0

∣∣zN2 (s)− z̄2(s)
∣∣2 ds

)
.

By using Theorem 3, there exists αj(m,N), j = 1, 2, such that

E
∥∥zNj (s)− z̄j(s)

∥∥2 6
(
αj(m,N)

)2
, j = 1, 2,

where

αi(m,N) = ĈmN
−m
(

m∑

j=min(m,N)

(
1

2

)2j∥∥∥
(
zNi
)(j)∥∥∥

L2
w∗ (0,1)

) 1
2

, i = 1, 2.
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Then

E
∣∣en(t)

∣∣264
(
α1(m,N) + α2(m,N)

)2
+ 4

( t∫

0

E
∣∣z1(s)− zn1 (s)

∣∣2 ds+
t∫

0

E
∣∣z2(s)− zn2 (s)

∣∣2ds
)
.

By using Lipschitz condition, we get

E
∣∣en(t)

∣∣2 6 4
(
α1(m,N) + α2(m,N)

)2
+ 8L

t∫

0

E
∣∣en(s)

∣∣2 ds, (42)

hence by Gronwall inequality we obtain E|eN (t)|2 −→ 0, as N −→ ∞. ⊲

Remark 3. We can see that if m is sufficiently large than the error in Lemma (7)
is sufficiently small.

7. Numerical Examples

To demonstrate the accuracy and effectiveness of the method proposed herein, we have
applied it to several examples. These examples are solved in different references, so the
numerical results obtained here can be compared with those of other numerical methods. In
order to analyze the error of the method we introduce the absolute error, with M simulations

eN (t) =
∣∣X(t)−XN (t)

∣∣.

Example 1. Consider the deterministic Volterra integral equation of the kind as fol-
lows [29]:

− 1

15

(
− 8 exp(2t) + 6 sin(t) + 3 cos(t) + 5 exp(−t)

)
−

t∫

0

(
exp(s− t) + sin(t− s)X(s)

)
ds,

where the exact solution is X(t) = exp(2t). The numerical results are summarized in Table 1.

Table 1. The absolute errors obtained by the proposed method
with different values of N for Example 1

t N = 4 N = 10 N = 15

0 8.1011 E−3 6.4010 E−9 8.3377 E−14

0.2 5.3252 E−3 6.6734 E−9 2.5157 E−13

0.4 9.8748 E−3 1.0813 E−9 3.5527 E−15

0.6 1.0258 E−3 8.5579 E−9 2.0872 E−14

0.8 1.5953 E−2 4.6935 E−9 1.4264 E−12

1 7.2225 E−2 1.1335 E−7 3.9968 E−13

Example 2. Consider the deterministic Volterra integral equation of the second kind as
follows:

X(t) = cos(t)−
t∫

0

(t− s) cos(t− s)X(s) ds,

where the exact solution is X(t) = 1
3(2 cos

√
3t + 1). The numerical results are shown in

Fig. 1–2.
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Fig. 1. The graphs of exact and approximate solutions for N = 4 for Example 2.

Fig. 2. The graphs of exact and approximate solutions for N = 2 for Example 2.

The proposed method, can be also applied to nonlinear deterministic Fredhoml integral
equations.

Example 3. Consider the Fredholm integral equation of the second kind [30]

X(t) = exp

(
2t+

(
1

3

))
+

1∫

0

exp

(
2t−

(
5

3

)
s

)
X(s) ds, (43)

with the exact solution X(t) = exp(2t). The computational results are compared with that
obtained in [30] and are illustrated in Table 2.

Table 2. The absolute errors obtained by the proposed method
with different values of N for Example 3

t N = 5 N = 6 N = 10 m = 64 [30] m = 128 [30]
0 1.0589 E−4 7.6683 E−6 6.2495 E−11 5.6999 E−5 4.0000 E−5

0.2 8.3927 E−5 7.8574 E−6 4.6068 E−11 1.2000 E−4 1.9999 E−5

0.4 4.1799 E−5 8.3148 E−6 5.3258 E−11 9.9992 E−5 3.0000 E−5

0.6 4.4243 E−5 8.7391 E−6 5.5025 E−11 4.5999 E−4 4.9999 E−5

0.8 9.9533 E−5 9.1235 E−6 5.0805 E−11 7.5999 E−4 2.9999 E − 5

1 1.4078 E−4 9.8403 E−6 7.3655 E−11 3.5000 E−4 4.9999 E−5

Example 4. Consider the deterministic Riccati differential equation

u′(t) + u2(t)− 1 = 0, u(0) = 0. (44)

The exact solution is given by u(t) = exp(2t)−1
exp(2t)+1 . The numerical results of this example are

given in Table 3, and are compared with the results obtained in [31].
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Table 3. The absolute errors obtained by the proposed method
with two values of N for Example 4

t N = 6 (Present method) N = 12 (Present method) m = 12 [31]
0.1 1.2775 E−6 1.6259 E−11 1.11 E−10

0.2 2.6439 E−6 2.5123 E−12 2.04 E−10

0.3 1.3688 E−7 2.3986 E−11 2.10 E−12

0.4 2.8560 E−6 2.2805 E−11 2.23 E−10

0.5 7.3035 E−7 1.3141 E−11 4.03 E−10

0.6 2.39994 E−6 2.3181 E−13 1.79 E−10

0.7 9.8334 E−7 1.1980 E−11 8.59 E−11

0.8 2.5757 E−6 1.4748 E−11 2.70 E−10

0.9 2.8394 E−7 5.0553 E−12 1.89 E−10

1.0 2.6817 E−6 2.3652 E−11 2.66 E−11

Example 5. Let us consider the problem

X(t) = X0 +

t∫

0

a2 cos(X(s)) sin3(X(s)) ds − a

t∫

0

sin2(X(s)) dB(s), t ∈ [0, 1]. (45)

The exact solution is X(t) = arccot(aB(s) + cot(X0)). The computed errors for N = 5,
a = 1/8 and X0 = π/32, X0 = 0.1, X0 = 0.01, X0 = 1 are summarized in Table 4.

Table 4. The absolute errors obtained by the proposed method
with different values of X0 for Example 5

t X0 = 0.01 X0 = π/32 X0 = 0.1 X0 = 1

0 8.2145 E−6 4.0132 E−4 8.3099 E−4 6.2593 E−2

0.1 7.7400 E−6 6.8875 E−4 7.8514 E−4 5.9772 E−2

0.2 1.0725 E−6 8.6983 E−4 1.1750 E−4 1.1500 E−2

0.3 4.6979 E−7 4.2429 E−4 4.6663 E−4 3.2472 E−2

0.4 4.2535 E−6 9.1225 E−5 3.0996 E−5 1.2364 E−3

0.5 7.6467 E−6 1.3240 E−4 7.8170 E−4 6.1292 E−2

0.6 3.0515 E−6 1.2116 E−4 3.2278 E−4 2.8464 E−2

0.7 6.1677 E−6 3.2922 E−4 6.1092 E−4 4.1968 E−2

0.8 1.5208 E−6 6.1442 E−4 1.3615 E−4 4.9793 E−3

0.9 3.2037 E−6 9.8149 E−4 3.0564 E−4 1.7478 E−2

Example 6 (Stochastic Lotka–Volterra model). Lotka–Volterra model also known as the
predator-prey equations, in deterministic subclasses, are well-known and have been an active
area of research concerning ecological population modeling [32]. The logistic model is often
represented as follow:

{
dX(t) = X(t)

(
b1 − a11X(t)− a12Y (t)

)
dt+ σ1X(t)dB1(t),

dY (t) = Y (t)
(
b2 − a21X(t)− a22Y (t)

)
dt+ σ2Y (t)dB1(t),

with initial conditions X(0) = X0, Y (0) = Y0, where a11, a12, a21, a22, b1, b2, σ1 and σ2
are parameters. The application of the proposed method, gives the corresponding nonlinear
system

{
UT = XT

0 + b1U
TP−1Q− a11Ũ

T
2 P

−1Q− a12U
T Ṽ P−1Q+ σ1U

TPB1
s ,

V T = Y T
0 + b2V

TP−1Q− a21V
T ŨP−1Q− a22Ṽ

T
2 P

−1Q+ σ2V
TPB2

s ,
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where

X(t) = UTQN (t), Y (t) = V TQN (t), X2(t) = ŨT2 QN (t), Y 2(t) = Ṽ T
2 QN (t),

Ṽ = diag
[
v1, v2, . . . , vN+1

]
, Ũ = diag

[
u1, u2, . . . , uN+1

]
,

Ṽ2 =
(
v21 , v

2
2 , . . . v

2
N+1

)T
, Ũ2 =

(
u21, u

2
2, . . . u

2
N+1

)T
,

with U = (u1, u2, . . . , uN+1), V = (v1, v2, . . . , vN+1). In this example, we take X(0) = 0.5,
Y (0) = 1 and b1 = 20, B2 = −30, a11 = a22 = 0, a12 = a21 = 25 and σ1 = σ2 = 1. We
take M = 80 simulations for N = 8 and M = 30 for N = 5, we compute the means of X(t)
and Y (t). The numerical results are shown in Fig. 3–4.

Fig. 3. Approximate solutions for M = 80 and N = 8 for Example 6.

Fig. 4. Approximate solutions for M = 30 and N = 5 for Example 6.

Example 7. Consider the following nonlinear stochastic Itô integral equation

X(t) = 1 +

t∫

0

X(t)

(
1

32
−X2(t)

)
dt+

t∫

0

0.25X(t) dB(t), t ∈ [0, 1], (46)

with the exact solution

X(t) =
exp(0.25B(t))√

1 + 2
t∫
0

exp(0.5B(s)) ds

, (47)

where X(t) is a stochastic process defined on the probability space (Ω,F , P ). The numerical
results with M = 150 simulations are shown in Table 5 and are compared with the results
obtained in [10].
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Table 5. The absolute errors obtained by the proposed method
with different values of N for Example 7

t N = 4 N = 8 N = 10 N = 4 [10] N = 8 [10] N = 10 [10]
0 1.6360 E−3 4.0901 E−2 1.4337 E−1 8.17 E−2 2.76 E−2 9.29 E−2

0.1 3.4591 E−2 7.6948 E−2 8.2714 E−2 5.29 E−2 2.51 E−2 6.31 E−2

0.2 1.1814 E−1 6.9798 E−2 1.3960 E−3 2.89 E−2 2.59 E−2 3.86 E−2

0.3 9.468 E−2 2.4183 E−2 1.7747 E−2 6.7 E−3 3.06 E−2 1.65 E−2

0.4 7.5338 E−2 9.7591 E−3 8.4280 E−3 1.59 E−2 3.84 E−2 4.3 E−3

0.5 7.7120 E−2 6.4695 E−3 5.9106 E−2 4.12 E−2 4.87 E−2 2.41 E−2

0.6 6.1632 E−2 9.0339 E−3 1.2380 E−2 7.25 E−2 6.08 E−2 4.31 E−2

0.7 5.4542 E−2 1.0809 E−1 4.8138 E−2 1.141 E−1 7.42 E−2 6.12 E−2

0.8 6.9447 E−2 6.1975 E−2 4.8274 E−2 1.714 E−1 8.89 E−2 7.87 E−2

0.9 6.6438 E−2 2.3192 E−2 8.8528 E−2 2.512 E−1 1.055 E−1 9.55 E−2

Example 8 (the basic Black–Scholes model). Consider the following linear stochastic
equation

dX(t) = λX(t)dt+ µX(t)dW (t), X(0) = X0, t ∈ [0, 1], (48)

where the exact solution is given by

X(t) = exp

((
λ− 1

2
µ2
)
t+ µW (t)

)
.

The results obtained for λ = −10, µ = 1, N = 5 and M = 100 simulations of this example
are given in Table 6 and in Fig. 5–6.

Table 6. Computed errors for Example 8

t X0 = 0.001 X0 = 0.01 X0 = 1

0 6.0012 E−5 2.1938 E−3 1.2309 E−1

0.1 7.1472 E−4 2.5322 E−3 9.5855 E−2

0.2 8.3066 E−4 1.5726 E−3 2.8627 E−2

0.3 7.0929 E−4 6.0209 E−4 4.0362 E−2

0.4 4.8256 E−4 4.1796 E−4 1.8396 E−2

0.5 2.3794 E−4 3.8518 E−4 2.7327 E−2

0.6 5.5484 E−5 4.4513 E−4 3.7373 E−2

0.7 2.6947 E−5 5.3577 E−4 2.9311 E−2

0.8 1.8354 E−6 5.6066 E−4 5.1787 E−3

0.9 8.6807 E−5 5.4154 E−4 2.0294 E−2

Fig. 5. Exact and approximate solutions for X0 = 0.01 for Example 8.
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Fig. 6. Exact and approximate solutions for X0 = 0.001 for Example 8.

8. Conclusion

Some stochastic differential equations can be written as stochastic Volterra integral
equations. There are many stochastic integral equations which can not be solved analytically.
In recent decade, many researcher are trying to develop the numerical methods for solving
stochastic integral equations. In this paper, we introduced the cardinal Chebyshev functions,
then the deterministic and stochastic operational matrices of these orthogonal functions have
been obtained. These matrices can be also used to solve linear and nonlinear differential
equations. These cardinal functions was used and applied for solving linear and nonlinear
Volterra integral equations. The convergence and error analysis of the proposed method were
investigated. Finally, several examples were included to demonstrate the applicability of the
presented approach, the method of Chebyshev cardinal functions proposed in this paper can
be further expanded to solve systems of stochastic integro-and integral equations for futur
studies.

Acknowledgments. The author wish to express their gratitude to the Editor and referees for
their helpful comments, suggestions and careful reading of the paper which have helped to improve
the quality of the paper.
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Itô–Volterra Integral Equations, Journal of Computational and Applied Mathematics, 2018, vol. 330,
pp. 574–585. DOI: 10.1016/j.cam.2017.09.005.

11. Mirazee, F., Alipour, S. and Samadyar, N. Numerical Solution Based on Hybrid of Block-Pulse and
Parabolic Function for Solving a System of Nonlinear Stochastic Itô–Volterra Integral Equations of
Fractional Order, Journal of Computational and Applied Mathematics, 2019, vol. 349, pp. 157–171.
DOI: 10.1016/j.cam.2018.09.040.

12. Mirazee, F. and Samadyar, N. On the Numerical Solution of Stochastic Quadratic Integral Equations
via Operational Matrix Method, Mathematical Methods in the Applied Sciences, 2018, vol. 41, no. 12,
pp. 4465–4479. DOI: 10.1002/mma.4907.

13. Mirazee, F. and Alipour, S. Approximation Solution of Nonlinear Quadratic Integral Equations of
Fractional Order via Piecewise Linear Functions, Journal of Computational and Applied Mathematics,
2018, vol. 331, pp. 217–227. DOI: 10.1016/j.cam.2017.09.038.

14. Mirazee, F. and Hamzeh, A. A Computational Method for Solving Nonlinear Stochastic Volterra Integral
Equations, Journal of Computational and Applied Mathematics, 2016, vol. 306, pp. 166-0178. DOI:
10.1016/j.cam.2016.04.012.

15. Mirazee, F. and Samadyar, N. Numerical Solutions Based on Two-Dimensional Orthonormal
Bernstein Polynomials for Solving Some Classes of Two-Dimensional Nonlinear Integral Equations
of Fractional Order, Applied Mathematics and Computation, 2019, vol. 344, pp. 191–203. DOI:
10.1016/j.amc.2018.10.020.

16. Mirazee, F. and Samadyar, N. Using Radial Basis Functions to Solve Two Dimensional Linear Stochastic
Integral Equations on Non-Rectangular Domains, Engineering Analysis with Boundary Elements, 2018,
vol. 92, pp. 180–195. DOI: 10.1016/j.enganabound.2017.12.017.

17. Mirazee, F. and Samadyar, N. Numerical Solution of Nonlinear Stochastic Itô–Volterra Integral
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Stochastic Itô Volterra Integral Equations by Stochastic Operational Matrix Based on Block-Pulse
Functions, Computers and Mathematics with Applications, 2012, vol. 63, no. 1, pp. 133–143. DOI:
10.1016/j.camwa.2011.10.079.

22. Mao, X. Approximate Solutions for a Class of Stochastic Evolution Equations with Variable Delays.
II, Numerical Functional Analysis and Optimization, 1994, vol. 15, no. 1–2, pp. 65–76. DOI:
10.1080/01630569408816550.

23. Mirzaee, F. and Hadadiyan, E. A Collocation Technique for Solving Nonlinear Stochastic Itô–
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Аннотация. Цель статьи — применить кардинальные функции Чебышева к численному решению
стохастических интегральных уравнений Вольтерра. Метод основан на разложении искомого при-
ближенного решения по кардинальным функциями Чебышева. Для упомянутых базисных функ-
ций выводится новая операционная матрица интегрирования. Точнее, искомое решение разлагается
в терминах кардинальных функций Чебышева с неизвестными коэффициентами. Подставляя ука-
занное разложение в исходную задачу, операционная матрица сводит стохастическое интегральное
уравнение к системе алгебраических уравнений. Исследованы сходимость и оценка погрешности
в пространстве Соболева. Метод подвергнут численной оценке путем решения тестовых задач, взя-
тых из литературы, с помощью которых демонстрируется вычислительная эффективность метода.
С вычислительной точки зрения решение, полученное этим методом, отлично согласуется с реше-
ниями, полученными в других работах, и его эффективно использовать при решении различных
задач.

Ключевые слова: кардинальные функции Чебышева, стохастическая операциональная матрица,
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Аннотация. Исследуется структура элементарных сетей над квадратичными полями. Система
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется сетью (ковром) над кольцом R
порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагона-
ли, называется элементарной сетью (элементарный ковер). Элементарная сеть σ = (σij) называется
неприводимой, если все аддитивные подгруппы σij отличны от нуля. Пусть K = Q(

√
d ) — квадра-

тичное поле, D — кольцо целых квадратичного поля K, σ = (σij) — неприводимая элементарная
сеть порядка n > 3 над K, причем σij — D-модули. Если целое d принимает одно из следующих
значений (22 поля): −1, −2, −3, −7, −11, −19, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73, то для
некоторого промежуточного подкольца P , D ⊆ P ⊆ K, сеть σ сопряжена диагональной матрицей
из D(n,K) с элементарной сетью идеалов кольца P .

Ключевые слова: сеть, ковер, элементарная сеть, замкнутая сеть, поле алгебраических чисел,
квадратичное поле.
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Исследуется структура элементарных сетей над квадратичными полями. Система
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется сетью (ковром)
над полем K порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов i, r, j. Сеть,
рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью (элементарный ковер).
Элементарная сеть σ = (σij) называется неприводимой, если все аддитивные подгруп-
пы σij отличны от нуля. Пусть K = Q

(√
d
)

— квадратичное поле, D — кольцо целых
поля K, σ = (σij) — неприводимая элементарная сеть порядка n > 3 над K, причем σij —
D-модули. Для некоторого класса квадратичных полей Q

(√
d
)

(для некоторого класса
целых чисел d) доказано, что с точностью до сопряжения (элементарной сети) диаго-
нальной матрицей из D(n,K) все σij являются идеалами фиксированного промежуточ-
ного подкольца P , D ⊆ P ⊆ K. В заключение строится недополняемая симметрическая
элементарная сеть над квадратичным полем.

c© 2020 Койбаев В. А.



88 Койбаев В. А.

1. Квадратичные поля. Кольцо целых квадратичного поля

Квадратичным полем мы называем расширение поля рациональных чисел Q второй
степени. Всякое квадратичное поле имеет вид Q

(√
d
)
, где d 6= 1 — некоторое целое

рациональное число, свободное от квадратов [1, гл. II, § 7, п. 1].
Число a поля алгебраических чисел K (конечное расширение поля рациональных

чисел) называется целым алгебраическим числом, если a является корнем унитарно-
го (старший коэффициент многочлена равен 1) многочлена с целыми рациональными
коэффициентами. Множество всех целых алгебраических чисел поля K является под-
кольцом поля K, которое называется кольцом целых поля K (см. [1, алгебраическое
дополнение, § 4] и [2, гл. 5]). Кольцо целых D поля алгебраических чисел K совпадает с
максимальным порядком поля K [1, гл. II, § 2, теорема 6].

Предложение 1 [1, гл. II, § 7, теорема 1]. Пусть d 6= 1 — целое рациональное число,

свободное от квадратов. Кольцо целых (максимальный порядок) D квадратичного поля

Q
(√
d
)

совпадает с кольцом

D = Z[θ] = Z+ Zθ =
{
x+ yθ : x, y ∈ Z

}
,

где θ =
√
d при d ≡ 2, 3 (mod 4) и θ = 1+

√
d

2 при d ≡ 1 (mod 4). Дискриминант поля Q
(√
d
)

равен 4d в первом случае и d во втором.

Предложение 2 [1, гл. III, § 2]. 1) Кольцо целых D мнимого квадратичного поля

Q
(√
d
)
, d < 0, является евклидовым тогда и только тогда, когда (5 полей)

d ∈
{
− 1, −2, −3, −7, −11

}
.

2) Кольцо целых D вещественного квадратичного поля Q
(√
d
)
, d > 0, является ев-

клидовым тогда и только тогда, когда (16 полей)

d ∈
{
2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73

}
.

2. Элементарные сети над квадратичными полями

В этом разделе мы дадим описание элементарных сетей над некоторым классом квад-
ратичных полей.

Система σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется сетью

(ковром) [3, 4] над полем K порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях индексов
i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью (элемен-
тарный ковер) [3, 4]. Элементарная сеть σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n, называется дополняе-

мой, если для некоторых аддитивных подгрупп (точнее, подколец) σii кольца R таблица
(с диагональю) σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, является (полной) сетью. Хорошо известно (см., на-
пример, [3]), что элементарная сеть σ = (σij) является дополняемой тогда и только тогда,
когда σijσjiσij ⊆ σij для любых i 6= j .

Полную или элементарную сеть σ = (σij) мы называем неприводимой, если все адди-
тивные подгруппы σij отличны от нуля.

Назовем элементарную сеть σ замкнутой (допустимой) ([5; 6, вопрос 15.46]), если
элементарная группа E(σ) не содержит новых элементарных трансвекций. Замкнутыми
являются, например, дополняемые элементарные сети (см., например, [3]).
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Дадим в начале описание промежуточных колец, заключенных между областью глав-
ных идеалов и его полем частных. Следующая лемма хорошо известна.

Лемма 1. Пусть R — область главных идеалов, K — поле частных кольца R. Если

S — мультипликативное подмножество, порожденное подмножеством простых кольца R,

то S−1R также является кольцом главных идеалов и R ⊆ S−1R ⊆ K. С другой стороны,

всякое промежуточное подкольцо P , R ⊆ P ⊆ K, является кольцом главных идеалов и

имеет вид P = S−1R для некоторого мультипликативного подмножества S ⊆ R.

Предложение 3 [7, теорема 2]. Пусть σ = (σij) — неприводимая элементарная сеть

порядка n > 3 над полем частных K кольца главных идеалов R, причем для любых

i, j, i 6= j, подгруппы σij являются R-модулями. Тогда для некоторого промежуточно-

го подкольца P , R ⊆ P ⊆ K, сеть σ сопряжена диагональной матрицей из D(n,K) с

элементарной сетью π = (πij) идеалов кольца P , где πij = qijP , для некоторых qij ∈ P .

В частности, элементарная сеть σ является замкнутой.

Элементарная сеть π = (πij) из предложения наглядно представляется таблицей

π = (πij) =




∗ q12P q13P . . . q1nP
P ∗ q23P . . . q2nP
P q32P ∗ . . . q3nP
. . . . . . . . . . . . . . .
P qn2P qn3P . . . ∗



. (1)

Теорема 1. Пусть K = Q
(√
d
)

— квадратичное поле, D — кольцо целых поля K.

Пусть, далее, σ = (σij) — неприводимая элементарная сеть порядка n > 3 над полем K,

причем для любых i 6= j, подгруппы σij являются D-модулями. Если целое d принимает

одно из следующих значений (22 поля):

−1, −2, −3, −7, −11, −19, 2, 3, 5, 6, 7, 11, 13, 17, 19, 21, 29, 33, 37, 41, 57, 73,

то для некоторого промежуточного подкольца P , D ⊆ P ⊆ K, сеть σ сопряжена диа-

гональной матрицей из D(n,K) с элементарной сетью π = (πij) идеалов кольца P , где

πij = qijP , для некоторых qij ∈ P (см. (1)). В частности, элементарная сеть σ является

замкнутой.

Доказательство теоремы вытекает из предложений 2, 3 и леммы 1 (при этом нужно
заметить, что всякая евклидова область является областью главных идеалов).

Замечание. Кольцо целых мнимого квадратичного поля Q
(√

−19
)

является обла-
стью главных идеалов, но не является евклидовым [8].

3. Построение недополняемой элементарной сети над квадратичным полем

Результаты этого параграфа показывают существенное отличие строения элементар-
ных сетей над полем рациональных чисел Q [7] от строения элементарных сетей над
квадратичными полями.

Пусть d ≡ 2, 3 (mod 4). В поле Q
[√
d
]

рассмотрим кольцо целых D = Z
[√
d
]
.

Положим

t = m
(
1 +

√
d
)
, A = t4D, m ∈ Z, m > 3, B = Zt+A = Zt+ t4D.

Заметим, что A ⊆ B и

t2 = m2
(
(1 + d) + 2

√
d
)
, t3 = m3

(
(1 + 3d) + (3 + d)

√
d
)
.
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Предложение 4. Таблица

τ =




∗ B A . . . A
B ∗ A . . . A
. . . . . . . . . . . .
A A A . . . ∗




является недополняемой элементарной сетью.

⊳ Действитеьно, так как A = t4D — идеал кольца D = Z
[√
d
]
, то A2 ⊆ A, AB ⊆ A,

а потому таблица τ является элементарной сетью. Для того, чтобы показать, что эле-
ментарная сеть τ является недополняемой, нам достаточно показать (см. § 2), что B3 не
содержится в подгруппе B. Покажем, что t3 не содержится в B = Zt + t4D. Действи-
тельно, если t3 ∈ B, то t2 ∈ Z + t3D, а потому для некоторых a ∈ Z и x+ y

√
d ∈ D мы

имеем (см. выше значение t2 и t3)

m2
(
(1 + d) + 2

√
d
)
= a+m3

[
(1 + 3d) + (3 + d)

√
d
](
x+ y

√
d
)

=⇒ 2 = m
(
y(1 + 3d) + x(3 + d)

)
∈ mZ.

Однако последнее невозможно так как m > 3. ⊲
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Аннотация. Пусть E и F — банаховы решетки, а Po(
sE,F ) и P

r
o (

sE,F ) обозначают соответственно
пространства непрерывных и регулярных ортогонально аддитивных s-однородных полиномов, дей-
ствующих между банаховыми решетками E и F . Основные результаты статьи таковы.
Теорема 3.4. Пусть s ∈ N and (E, ‖ · ‖) — порядково σ-полная s-выпуклая банахова решетка. Рав-

носильны следующие утверждения: (1) Po(
sE,F ) ≡ P

r
o (

sE,F ) для любого AM -пространства F ;

(2) Po(
sE, c0) = P

r
o (

sE,F ) для любого AM -пространства F ; (3) Po(
sE, c0) = P

r
o (

sE, c0);
(4) Po(

sE, c0) ≡ P
r
o (

sE, c0); (5) E дискретна и порядково непрерывна.

Теорема 4.3. Пусть E и F — банаховы решетки, причем E s-выпукла для некоторого натурального

s ∈ N. Тогда равносильны следующие утверждения: (1) P
r
o (

sE,F ) — векторная решетка и регулярная

норма. ‖ · ‖r on P
r
o (

sE,F ) на ней порядково непрерывна. (2) Каждый положительный s-однородный

ортогонально аддитивный полином из E в F является L- и M -слабо компактным.

Теорема 4.6. Пусть E и F — банаховы решетки, причем F обладает положительным свойством

Шура, а E s-выпукла для некоторого s ∈ N. Тогда равносильны утверждения: (1) (Pr
o (

sE,F ), ‖ · ‖r)
является KB-пространством. (2) Регулярная норма ‖ · ‖r пространства P

r
o (

sE,F ) порядково непре-

рывна. (3) E не содержит подрешеток, изоморфных ls.

Ключевые слова: банахова решетка, AM -пространство, KB-пространство, однородный полином,
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1. Введение

В последнее десятилетие значительно возрос интерес к исследованию порядковых
свойств полиномов в бесконечномерных функциональных решетках. Это связано с тем,
что многие важные свойства полиномов зависят от естественного отношения порядка
в пространствах, в которых они действуют. Кроме того классы полиномов между ба-
наховыми решетками, выделяемые комбинированными метрическими и порядковыми
свойствами, имеют богатую структуру и интересные взаимосвязи.

c© 2020 Кусраева З. А., Сиукаев C. Н.
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В то время как алгебраические и линейно-топологические свойства полиномов, как
и взаимосвязи с геометрией банаховых пространств, имеют давнюю историю и хорошо
освещены в литератруре (см., например, [1]), изучение порядковых свойство полиномов в
векторных и банаховых решетках начато сравнительно недавно: в качестве двух старто-
вых точек можно указать работы Сандаресана [2] и Греку и Ряна [3] (см. также первые
три диссертации на эту тему [4–6]). Последующее развитие отражено в источниках [7–13];
см. также указанную в них литературу.

Традиционной для теории линейных регулярных операторов в банаховых решетках
является проблема: как влияют на строение того или иного класса линейных операторов
свойства банаховых решеток, в которых действуют рассматриваемые операторы [14, 15].
В настоящей работе рассмотрены два вопроса в классе ортогонально аддитивных одно-
родных полиномов: при каких условиях каждый ограниченный по норме полином явля-
ется регулярным и является ли регулярная норма на пространстве всех таких полиномов
порядково нерперывной?

Структура работы такова. Для каждой равномерно полной векторной решетки E
и фиксированного натурального числа s существует s-однородный канонический поли-

ном, действующий из E в s-вогнутизацию E(s) решетки E, такой, что широкий класс
ортогонально аддитивных полиномов допускает представление в виде композиции ка-
нонического полинома с линейным оператором, определенном на E(s). Этот результат
вместе с необходимыми для дальнейшего определениями и обозначениями приводится
во втором параграфе. В третьем параграфе обсуждается вопрос о том, когда каждый
ограниченный по норме ортогонально аддитивный однородный полином является регу-
лярным. Показано, что линеаризация с помощью канонического полинома позволяет пе-
реносить на ортогонально аддитивные полиномы реультаты, полученные для линейных
операторов. В четвертом параграфе указаны условия, при которых регулярная норма
в пространстве регулярных ортогонально аддитивных однородных полиномов является
порядково непрерывной.

Банахова решетка E — это банахово простарнство (E, ‖ · ‖), являющееся одновре-
менно векторной решеткой с монотонной нормой, т. е. для x, y ∈ E неравенство |x| 6 |y|
влечет ‖x‖ 6 ‖y‖, где |x| = x∨(−x) = sup{x,−x}. Норму в банаховой решетке E (а также
саму банахову решетку) называют порядково непрерывной, если для всякой убывающей
сети (xα) в E из infα xα = 0 следует limα ‖xα‖ = 0. Банахово двойственное простран-
ство E′, снабженное двойственной нормой и двойственным порядком, также является
банаховой решеткой. Используются стандартные обозначения и терминология теории
банаховых решеток из книг Алипрантиса и Бёркиншо [16] и Мейер-Ниберга [17], а так-
же теории полиномов из книги Дайнина [1]. Всюду в тексте := означает «равняется по
определению», а N и R обозначают соответственно множества натуральных и действи-
тельных чисел.



94 Кусраева З. А., Сиукаев C. Н.

2. Предварительные сведения

В этом параграфе собраны необходимые для дальнейшего сведения об однородных
полиномах и степени банаховой решетки.

Определение 2.1. Возьмем натуральне число s ∈ N и векторные пространства E
и F . Отображение P : E → F называют однородным полиномом степени s (или s-од-
нородным полиномом), если существует s-линейный оператор ϕ : Es → F такой, что
P = ϕ ◦∆s, где ∆s : E → Es — дигональное отображение ∆s : x 7→ (x, . . . , x) ∈ Es. Су-
ществует единственный симметричный s-линейный оператор ϕ, для которого P = ϕ ◦∆s;
последний обозначается символом P̌ , так что P (x) = P̌ (x, . . . , x) для всех x ∈ E.
Напомним, что s-линейный оператор ϕ : Es → F симметричен, если ϕ(x1, . . . , xs) =
ϕ(xσ(1), . . . , xσ(s)) для любой перестановки σ множества индексов {1, . . . , n}.

Непрерывность s-однородного полинома P между нормированными пространствами
E и F равносильна его ограниченности (на единичном шаре). Норма ограниченного
полинома P определяется формулой

‖P‖ = sup
{
‖P (x)‖ : ‖x‖ = 1

}
= inf

{
C > 0 : ‖P (x)‖ 6 C‖x‖s, x ∈ E

}
, (1)

следовательно, ‖P (x)‖ 6 ‖P‖‖x‖s (x ∈ E). Векторное пространство всех непрерыв-
ных s-однородных полиномов из E в F , снабженное нормой (1), обозначается симво-
лом P(sE,F ). При s = 1 получаем пространство линейных непрерывных операторов
L (E,F ) := P(1E,F ).

Определение 2.2. Однородный полином P из векторной решетки E в вектор-
ное просторанство Y называют ортогонально аддитивным, если |x| ∧ |y| = 0 влечет
P (x+y) = P (x)+P (y) для всех x, y ∈ E. В случае, когда Y — также векторная решетка,
P называют положительным, если P̌ (x1, . . . , xn) > 0 для всех x1, . . . , xn ∈ E+, и ор-

торегулярным, если P представим в виде разности двух положительных ортогонально
аддитивных однородных полиномов.

Обозначим через Po(
sE,F ) пространство непрерывных ортогонально аддитивных

s-однородных полиномов, действующих между векторными решетками E и F . Пусть
Pr
o (
sE,F ) — часть Po(

sE,F ), состоящая из регулярных полиномов. Отношение порядка
в Pr

o (
sE,F ) вводится, как обычно, с помощью конуса положительных полиномов: P 6 Q

тогда и только тогда, когда 0 6 Q − P . Регулярная норма ‖ · ‖r на Pr
o (
sE,F ) вводится

формулой
‖P‖r := inf

{
‖Q‖ : ±P 6 Q ∈ P

r
o (
sE,F )

}
. (2)

Для положительного полинома Q ∈ Pr(sE,F ) имеет место равенство

‖Q‖r = ‖Q‖ = sup
{
‖Q(x)‖ : 0 6 x ∈ E, ‖x‖ 6 1

}
. (3)

Возьмем банахову решетку E и вещественное число 0 < p <∞. Используя однородное
функциональное исчисление, можно определить новую структуру векторной решетки
на E, сохранив тот же порядок и определив новые операции векторного пространства.

Определение 2.3. Введем сложение ⊕ и умножение на скаляры ⊛ в банаховой ре-
шетке E формулами x ⊕ y = (xp + yp)1/p и λ ⊛ x = λ1/px, где x, y ∈ E и λ ∈ R. Тогда
E(p) := (E,⊕,⊛,6) — векторная решетка. Обозначим символом ιp тождественное отобра-
жение на (E,6), рассматриваемое как оператор из E на E(p). Определим также функцию
‖ · ‖(p) : E(p) → R формулой ‖ιp(x)‖(p) := ‖x‖p (x ∈ E). Векторную решетку E(p) вместе с
квазинормой ‖ · ‖(p) называют p-вогнутизацией решетки E (см. книгу Линденштрауса и
Цафрири [18]).
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Если s ∈ N, то приняты также обозначения Es⊙ := E(s) и xs⊙ := ιs(x) (см. Булабиар и
Бускес [19]). При этом существует единственное симметричное s-линейное отображение
⊙s : E

s → Es⊙ такое, что ⊙s(x, . . . , x) = ιs(x) для всех x ∈ E+. Соответствующий s-одно-
родный полином из E в Es⊙ называют каноническим полиномом банаховой решетки E
и обозначают символом s, подробности см. в [20].

В следующем предложении собраны основные факты об операторе ιp [20].

Предложение 2.1. Нелинейное отображение ιp : E → E(p) обладает свойствами:

(1) ιp — порядковый изоморфизм и гомеоморфизм между E и E(p);

(2) ιp нечетно и сохраняет модуль: ιp(−x) = −ιp(x) и |ιp(x)| = ιp(|x|) для всех x ∈ E;

(3) ιp ортогонально аддитивен и сохраняет дизъюнктность: ιp(x+ y) = ιp(x)+ ιp(x) и

x ⊥ y влечет ιp(x) ⊥ ιp(x) для всех x, y ∈ E;

(4) ιp
(
(xp + yp)1/p

)
= ιp(x)⊕ ιp(y) и ιp(λ

1/px) = λ⊛ ιp(x) для всех x, y ∈ E и λ ∈ R;

(5) (E(p))(q) = (E(q))(p) = E(qp) и ιp ◦ ιq = ιq ◦ ιp = ιqp, в частности, ι1/s = ι−1
s ;

(6) если p ∈ N, то (x) = ιp(x
+) + (−1)pιp(x

−) для всех x ∈ E.

⊳ Все утверждения следуют непосредственно из определения ιp и конструкции E(p). ⊲

Вообще говоря, ‖ · ‖(p) не является нормой, так как вместо неравенства треугольнни-
ка выполняется ‖x ⊕ y‖(p) 6 2|1−1/p|(‖x‖(p) + ‖y‖(p)). Чтобы гарантировать неравенство
треугольника, нужно дополнительное предположение о выпуклости E.

Определение 2.4. Банахову решетку E называют p-выпуклой, 0 < p < ∞, если
существует постоянная C такая, что

∥∥∥∥∥∥

(
m∑

k=1

|xk|p
) 1

p

∥∥∥∥∥∥
6 C

(
m∑

k=1

‖xk‖p
) 1

p

, (4)

для любого конечного набора {x1, . . . , xm} in E [18].

Лемма 2.1. Пусть 0 < p, q < ∞. Вогнутизация E(p) банаховой решетки E будет

q-выпуклой в том и только в том случае, когда E (pq)-выпукла. В частности, E(p) —

банахова решетка лишь в том случае, когда E r-выпукла для некоторого p 6 r <∞.

⊳ См. [20, следствие 3.12]. ⊲

При довольно общих условиях для s-однородного ортогонально аддитивного поли-
нома P : E → F существует единственный линейный оператор T : Es⊙ → Y такой,
что

P (x) = T (xs⊙), x ∈ E. (5)

Теорема 2.1. Пусть E — банахова решетка, Y — векторное пространство и

P : E → Y — ортогонально аддитивный s-однородный полином. Тогда P допускает пред-

ставление (5) в каждом из следующих случаев:

(1) Y — нормированное пространство и P непрерывен по норме;

(2) Y — нормированная решетка и P регулярен.

Более того, отображение T 7→ T ◦ s осуществляет соответственно изометрический

изоморфизм нормированных пространств L (Es⊙, Y ) и Po(
sE,Y ) и порядковый и

изометрический изоморфизм упорядоченных нормированных пространств L r(Es⊙, Y )
и Pr

o (
sE,Y ).

⊳ См. теорему 2.10 и следствия 2.11 и 2.12 в [20]. ⊲

Замечание 2.1. Теорема 2.1 лежит в основе метода линеаризации изучения ортого-
нально аддитивных полиномов. В наиболее общем виде она предложена в [13] и уточнена
в [7]. Примеры применения метода рассмотрены в [4, 20, 21].
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3. Характеризация дискретных
порядково непрерывных банаховых решеток

Дискретные порядково непрерывные банаховы решетки играют важную роль в раз-
личных вопросах теории операторов (см., например, [14] и [15]). Уолш [22, теорема 1] дал
внутреннее описание этого класса пространств как класса банаховых решеток с компакт-
ными по норме порядковыми интервалами, а Ван Рой [23, теорема 10.2] установил, что
банахова решетка E дискретна и поряково непрерывна тогда и только тогда, когда для
любой банаховой решетки F упорядоченное пространство регулярных операторов из E
в F является векторной решеткой. Внук [24] получил другую характеризацию дискрет-
ных порядково непрерывных банаховых решеток, для формулировки которой нужны
следующие обозначения. Равенство Po(

sE,F ) = Pr
o (
sE,F ) означает, что каждый непре-

рывный ортогонально аддтивный s-однородный полином из E в F регулярен. Если же,
сверх того, ‖P‖ = ‖P‖r для всех P ∈ Po(

sE,F ), то будем писать Po(
sE,F ) ≡ Pr

o (
sE,F ).

При s = 1 приняты обозначения: L (E,F ) := Po(
1E,F ) и L r(E,F ) := Pr

o (
1E,F ).

Теорема 3.1. Для порядково σ-полной банаховой решетки E равносильны утвер-

ждения:

(1) E дискретна и порядково непрерывна;

(2) L (E, c0) = L r(E, c0);
(3) L (E, c0) ≡ L r(E, c0).

Для того чтобы получить вариант этой теоремы для ортогонально аддитивных по-
линомов, нам потребуются два вспомогательных результата.

Лемма 3.1. s-выпуклая банахова решетка E дискретна (порядково непрерывна, об-

ладает свойством Леви или Фату) тогда и только тогда, когда таковой является банахова

решетка E(s).

⊳ Доказательство следует непосредственно из определений и леммы 2.1. Нужно лишь
заметить, что в силу предложения 2.1 (1) отображения ιs и ι−1

s сохраняют дискретные
элементы, порядково ограниченные множества, точные границы, монотонные последо-
вательности и направленнные сети, а ввиду s-однородности ιs (предложение 2.1 (4)), со-
храняют также и ограниченность по норме. ⊲

Теорема 3.2. Пусть E — банахова решетка, at1(E) — множество дискретных эле-

ментов единичной нормы в E, а F — AM -пространство. Если линейная оболочка at1(E)
плотна в E, то Po(

sE,F ) ≡ Pr
o (
sE,F ).

⊳ Для s = 1 этот факт установил Хун Юнь Сюн [25, теорема 2.2]. В общем случае ра-
ботают аналогичные соображения. Пусть A := at1(E) и линейная оболочка E0 := Lin(A)
плотна в E. Тогда E0 — подрешетка в E и отображение P 7→ P0 := P |E0 представля-
ет собой изометрический решеточный изоморфизмом из Po(

sE,F ) на Po(
sE0, F ), так

как каждый полином из Po(
sE0, F ) допускает единственное продолжение на все E с

сохранением нормы. Заметим, что A — базис Гамеля пространства E0 и произвольный
x ∈ E0 может быть представлен в виде x =

∑n
k=1 λkak, где n ∈ N, λ1, . . . , λn ∈ R и

A(x) := {a1, . . . , an} ⊂ A. Таким образом, полином P ∈ Po(E,F ) однозначно определяет-
ся своими значениями на подрешетке E0, причем для x ∈ E0 имеем P0(x) =

∑n
k=1 λ

s
kP (ak)

в силу ортогональной аддитивности и s-однородности P . Если x1, . . . , xs ∈ E0, то
xj =

∑n
k=1 λjkajk для всех j = 1, . . . , s, так как, добавляя в сумму нулевые члены, можно

считать A(xi) = A(xj). Используя ортосимметричность P̌ , выводим

P̌0(x1, . . . , xs) =

n∑

k=1

λ1k · · ·λskP (ak).
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Отсюда видно, что P > 0 в том и только в том случае, когда P0 > 0, в то время
как последнее означает, что P (a) = P0(a) > 0 для всех a ∈ A. Определим полином
Q0 : E0 → F формулой Q0(x) =

∑n
k=1 λ

s
k|P (ak)|. Как видно, Q0 будет s-однородным

полиномом, порождающий s-линейный, полилинейный оператор которого имеет вид
Q̌0(x1, . . . , xs) =

∑n
k=1 λ1k · · · λsk|P (ak)|. Так как различные a1, . . . , an попарно дизъюнкт-

ны, то

|x| =
n∑

k=1

|λk|ak =
n∑

k=1

sgn(λk)λkak =
∨

εk∈{−1,1}

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

εkλkak

∣∣∣∣∣.

Теперь, принимая во внимание, что E является AM -пространством, приходим к оценкам

∥∥Q0(x)
∥∥ 6

∥∥∥∥∥

n∑

k=1

∣∣λskP (xk)
∣∣
∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
∨

εk∈{−1,1}

n∑

k=1

εkλ
s
kP (ak)

∥∥∥∥∥

=
∨

εk∈{−1,1}

∥∥∥∥∥P
(

n∑

k=1

εkλkak

)∥∥∥∥∥ 6 ‖P‖ ‖x‖s.

В силу сказанного выше существует единственный полином Q ∈ Po(
sE,F ) такой, что

Q(x) = Q0(x) для всех x =
∑n

k=1 λkak ∈ E0, причем Q > ±P , так как Q(a) > ±P (a)
для всех a ∈ A. Следовательно, Q ∈ Pr(sE,F ) и ‖P‖r 6 ‖Q‖. С другой стороны,
‖Q‖ = ‖Q0‖ 6 ‖P‖, поэтому ‖P‖r = ‖P‖. ⊲

Теорема 3.3. Пусть s ∈ N и (E, ‖ · ‖) — порядково σ-полная s-выпуклая банахова

решетка. Равносильны следующие утверждения:

(1) Po(
sE,F ) ≡ Pr

o (
sE,F ) для любого AM -пространства F ;

(2) Po(
sE,F ) = Pr

o (
sE,F ) для любого AM -пространства F ;

(3) Po(
sE, c0) = Pr

o (
sE, c0);

(4) Po(
sE, c0) ≡ Pr

o (
sE, c0);

(5) E дискретна и порядково непрерывна.

⊳ Импликации (1) =⇒ (2) =⇒ (3) очевидны. Заметим, что Es⊙ — банахо-
ва решетка в силу леммы 2.1. Если Po(

sE, c0) = Pr
o (
sE, c0), то по теореме 2.1 име-

ем L (Es⊙, c0) = L r(Es⊙, c0), следовательно, L (Es⊙, c0) ≡ L r(Es⊙, c0) и, кроме того,
Es⊙ дискретна и порядкво непрерывна ввиду теоремы 3.1. Повторное применение тео-
ремы 2.1 дает Po(

sE, c0) ≡ Pr
o (
sE, c0), а на основании леммы 3.1 заключаем, что E

дискретна и порядково непрерывна. Таким образом, (3) =⇒ (4) =⇒ (5). Оставшаяся
импликация (5) =⇒ (1) следует из теоремы 3.2. ⊲

Замечание 3.1. Импликацию (5) =⇒ (1) в теореме 3.3 можно вывести из теоремы 2.1
не обращаясь к теореме 3.2. Однако, теорема 3.2 имеет самостоятельный интерес, так как
она утверждает справедливость этой импилкации при более слабых предположениях.
Нам неизвестно, верно ли обращение теоремы 3.2.

Рассмотрим еще два результата о регулярности ограниченных по норме полино-
мов, хорошо известных в линейном случае. Всякое дискретное AL-пространство изо-
метрически и решеточно изоморфно l1(Γ) для некоторого непустого множества Γ. В то
же время, дискретное AL-пространство является единственной с точностью до ре-
шеточного изоморфизма банаховой решетки E, для которой выполняется равенство
L (E,F ) = L r(E,F ) [15, теорема 2.4].

Теорема 3.4. Для банаховой решетки E равносильны следующие утверждения:

(1) E решеточно изоморфна ls(Γ) для некоторого непустого множества Γ;
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(2) Po(
sE,F ) = Pr

o (
sE,F ) для любой банаховой решетки F ;

(3) Po(
sE,F ) — векторная решетка для любой банаховой решетки F .

⊳ При s = 1 требуемое — это теорема 2.4 из [15]. Общий случай легко выводится по
изложенному образцу с использованием теоремы 2.1. Нужно только заметить, что если
E решеточно изоморфна ls(Γ) для некоторого непустого множества Γ, то Es⊙ решеточно
изоморфна l1(Γ). ⊲

Напомним, что ALs-пространством называют банахову решетку (E, ‖ · ‖), норма
которой удовлетворяет равенству ‖x+ y‖s = ‖x‖s + ‖y‖s для любой пары дизъюнктных
элементов x, y ∈ E+.

Теорема 3.5. Для банаховой решетки F равносильны следующие утрверждения:

(1) F обладает свойством Леви;

(2) Po(
sE,F ) = Pr

o (
sE,F ) для любой банаховой решетки E, изоморфной некоторому

ALs-пространству;

(3) Po(
sE,F ) является решеткой для любой банаховой решетки E, изоморфной неко-

торому ALs-пространству.

⊳ При s = 1 требуемое — это теорема 2.8 из [15]. Далее работают те же соображения,
что и выше. ⊲

4. Порядковая непрерывность регулярной нормы

В работе трех авторов Цзы Ли Чен, Ин Фэн и Джин Си Чен [26, теоремы 2 и 4]
найдены необходимые и достаточные условия, при которых пространство линейных ре-
гулярных операторов между банаховыми решетками является порядково непрерывной
решеткой или же KB-пространством. В данном параграфе приводятся аналогичные ре-
зультаты для пространства регулярных ортогонально аддитивных однородных полино-
мов. Предварительно введем несколько определений.

Определение 4.1. Полином P : E → F называют M -слабо компактынм, если
‖P (xn)‖ → 0 для каждой дизъюнктной последовательноси (xn)n∈N в BE, и L-слабо ком-

пактным, если P (BE) — L-слабо компактное множество в F , т. е. ‖yn‖ → 0 для любой
дизъюнктной последовательности (yn)n∈N, содержащейся в солидной оболочке множе-
ства P (BE). Здесь BX обозначает единичный шар банахова пространства X, а солидная
оболочка sol(A) множества A определяется формулой sol(A) :=

⋃{[−|x|, |x|] : x ∈ A}.
Как видно, при s = 1 получаем определения L- и M -слабо компактных линейных

операторов [17, определения 3.6.1 и 3.6.9]. Теперь сформулируем теорему о порядковой
непрерывности регулярной нормы в пространстве линейных регуляных операторов.

Теорема 4.1. Для пары банаховых решеток E и F равносильны следующие условия:

(1) L r(E,F ) — векторная решетка и регулярная норма ‖ ·‖r на ней порядково непре-

рывна;

(2) каждый положительный оператор из E в F является L- и M -слабо компактным.

⊳ Этот результат установлен в [27, теорема 2]. ⊲

Теорема 4.2. Пусть E и F — банаховы решетки, причем E s-выпукла для некоторого

натурального s ∈ N. Тогда равносильны следующие утверждения:

(1) Pr
o (
sE,F ) — векторная решетка и регулярная норма ‖·‖r на ней порядково непре-

рывна;

(2) каждый положительный s-однородный ортогонально аддитивный полином из E
в F является L- и M -слабо компактным.
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⊳ В силу теоремы 2.1 отображение T 7→ P = T ◦  осуществляет сохраняющий ре-
гулярную норму порядковый изоморфизм упорядоченных нормированных пространств
L r(Es⊙, F ) и Pr

o (
sE,F ). Следовательно, эти пространства одновременно являются или

нет векторными решетками, а также регулярные нормы в них одновременно будут или
нет порядково непрерывными. Отсюда видно, что утверждения 4.2 (1) и 4.1 (1) равно-
сильны при условии s-выпуклости E. Далее, последовательность (xn)n∈N дизъюнктна и
содержится в BE тогда и только тогда, когда последовательность (yn)n∈N, где yn = ιs(xn),
дизъюнктна и содержится в BEs⊙. Так как при этом P (xn) = T (yn), то P и T одновре-
менно будут или нет M -слабо компактными. Аналогичное утверждение относительно
L-слабой компактности очевидно, так как P (BE) = T (BEs⊙). Таким образом, утвер-
ждения 4.2 (2) и 4.1 (2) равносильны (также при условии s-выпуклости E) и требуемое
вытекает из теоремы 4.1. ⊲

Теорема 4.3. Пусть E и F — банаховы решетки, причем E s-выпукла для некоторого

s ∈ N. Тогда равносильны следующие утверждения:

(1) Pr
o (
sE,F ) является KB-пространством;

(2) F — KB-пространство и регулярная норма на Pr
o (
sE,F ) порядково непрерывна;

(3) F — KB-пространство и каждый положительный s-однородный ортогонально

аддитивный полином из E в F является M -слабо компактным.

⊳ Здесь работают те же соображения, что и при доказательстве теоремы 4.2. Нуж-
но только сослаться на [27, теоремы 4] и принять во внимание, что Pr

o (
sE,F ) будет

KB-пространством тогда и только тогда, когда таковым является упорядоченное норми-
рованное пространство L r(Es⊙, F ). ⊲

Определение 4.2. Говорят, что банахова решетка E обладает положительным

свойством Шура, если любая последовательность положительных элементов в E, слабо
сходящаяся к нулю, сходится к нулю по норме.

Теорема 4.4. Пусть E и F — банаховы решетки, причем F обладает положительным

свойством Шура, а E s-выпукла для некоторого s ∈ N. Тогда равносильны утверждения:

(1) (Pr
o (
sE,F ), ‖ · ‖r) является KB-пространством;

(2) регулярная норма ‖ · ‖r пространства Pr
o (
sE,F ) порядково непрерывна;

(3) E не содержит подрешеток, изоморфных ls.

⊳ Импликация (1) =⇒ (2) очевидна. По теореме 2.1 утверждение (2) равносильно
порядковой непрерывности регулярной нормы пространства L r(Es⊙, F ). Чен установил
в [27, теорема 3.3], что последнее равносильно порядковой непрерывности (Es⊙)′. В то
же время, порядковая непрерывность сопряженного пространства (Es⊙)′ равносильна
тому, что Es⊙ не содержит подрешеток, решеточно изоморфных l1 [17, теорема 2.4.14].
Последнее означает, что E не содержит подрешеток, решеточно изоморфных ls [21]. Та-
ким образом, утверждения (2) и (3) равносильны. Чтобы убедиться в справедливости
оставшейся импликации (3) =⇒ (1), достаточно применить к банаховым решеткам Es⊙

и F теорему 13 из [26], утверждающую, что если F обладает положительным свойством
Шура, то L r(Es⊙, F ) будет KB-пространством тогда и только тогда, когда сопряженная
банахова решетка (Es⊙)′ порядково непрерывна. ⊲

Определение 4.3. Пусть 1 6 ∞. Говорят, что норма банаховой решетки E p-су-
пераддитивна или p-субаддитивна, если, соответственно, (‖x‖p + ‖y‖p)1/p 6 ‖x+ y‖ или
‖x + y‖ 6 (‖x‖p + ‖y‖p)1/p для любых дизъюнктных x, y ∈ E+ (см. [17, p. 138] или [28,
определение 7.7]). Точную нижнюю (верхнюю) границу чисел p > 1, для которых E
допускает эквивалентную p-супераддитивную (p-субаддитивную) норму, называют соот-
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вественно верхним индексом (нижним индексом) E и обозначают символом d(E) (сим-
волом t(E)) [28, определение 8.7].

Известно, что 1 6 d(E) 6 t(E) 6 ∞ для любой банаховой решетки E; если t(E) <∞,
то E порядково непрерывна, а если d(E) > 1, то E′ порядково нерпрерывна, см. [28,
предложение 8.11], а также [29]. В упомянутой выше работе [26] установлено, что если
d(E) > t(F ), то (L r(E,F ), ‖ · ‖r) является KB-пространством. Чтобы получть анало-
гичный результат для пространства регулярных ортогонально аддитивных однородных
полиномов, необходим следующий вспомогательный факт.

Лемма 4.1. Пусть s ∈ N и p ∈ R. Для произвольной банаховой решетки E выполня-

ются равенства s · d(E) = d(Es⊙) и s · t(E) = t(Es⊙).

⊳ Если 1 6 p <∞, то для любой пары дизъюнктрых элементов x, y ∈ E+ равносиль-
ны неравенства ‖ιs(x) + ιs(y)‖ 6 (‖ιs(x)‖p + ‖ιs(x)‖p)1/p и ‖x + y‖s 6 (‖x‖ps + ‖y‖ps)1/p
ввиду ортогональной аддитивности ιs и равенства ‖ιs(x)‖ = ‖x‖s. Отсюда вытекает
s · t(E) = t(Es⊙). Аналогично выводится второе равенство. ⊲

Теорема 4.5. Пусть E и F — банаховы решетки, причем E s-выпукла. Если

d(E) > t(F ), то упорядоченное нормированное пространство (Pr
o (
sE,F ), ‖ · ‖r) являет-

ся KB-пространством.

⊳ Линейный случай s = 1 обоснован в [26, теорема 14]. Общий случай сводится к ли-
нейному с помощью теоремы 2.1: если d(Es⊙) > t(F s⊙), то (L r(Es⊙, F ), ‖ · ‖r) будет KB-
пространством. В частности, при этих условиях F будет KB-пространством (см. доказа-
тельство теоремы 14 в [26]). В то же время, неравенства d(Es⊙) > t(F s⊙) и d(E) > t(F )
равносильны ввиду леммы 4.1. Следовательно, d(E) > t(F ) влечет, что банахова решет-
ка (L r(Es⊙, F ), ‖ · ‖r), а также извометрически и порядково изоморфная ей банахова
решетка (Pr

o (
sE,F ), ‖ · ‖r) является KB-пространством. ⊲
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Abstract. Let E and F be Banach lattices and let Po(
sE,F ) stand for the space of all norm bounded

orthogonally additive s-homogeneous polynomial from E to F . Denote by P
r
o (

sE,F ) the part of Po(
sE,F )

consisting of the differences of positive polynomials. The main results of the paper read as follows.
Theorem 3.4. Let s ∈ N and (E, ‖ · ‖) is a σ-Dedekind complete s-convex Banach lattice. The following are

equivalent: (1) Po(
sE,F ) ≡ P

r
o (

sE,F ) for every AM -space F . (2) Po(
sE, c0) = P

r
o (

sE,F ) for every AM -

space F . (3) Po(
sE, c0) = P

r
o (

sE, c0). (4) Po(
sE, c0) ≡ P

r
o (

sE, c0). (5) E is atomic and order continuous.

Theorem 4.3. For a pair of Banach lattices E and F the following are equivalent: (1) P
r
o (

sE,F ) is a vector

lattice and the regular norm ‖ · ‖r on P
r
o (

sE,F ) is order continuous. (2) Each positive orthogonally additive

s-homogeneous polynomial from E to F is L- and M -weakly compact.

Theorem 4.6. Let E and F be Banach lattices. Assume that F has the positive Schur property and E is

s-convex for some s ∈ N. Then the following are equivalent: (1) (Pr
o (

sE,F ), ‖ · ‖r) is a KB-space. (2) The

regular norm ‖ · ‖r on P
r
o (

sE,F ) is order continuous. (3) E does not contain any sulattice lattice isomorphc

to ls.

Key words: Banach lattice, AM -space, KB-space, homogeneous polynomial, orthogonal additivity,
regular norm, order continuity.
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Abstract. The so called grand spaces nowadays are one of the main objects in the theory of function
spaces. Grand Lebesgue spaces were introduced by T. Iwaniec and C. Sbordone in the case of sets Ω with
finite measure |Ω| < ∞, and by the authors in the case |Ω| = ∞. The latter is based on introduction of the
notion of grandizer. The idea of “grandization” was also applied in the context of Morrey spaces. In this
paper we develop the idea of grandization to more general Morrey spaces Lp,q,w(Rn), known as Morrey
type spaces. We introduce grand Morrey type spaces, which include mixed and partial grand versions of
such spaces. The mixed grand space is defined by the norm

sup
ε,δ

ϕ(ε, δ) sup
x∈E









∞
∫

0

w(r)q−δb(r)
δ
q







∫

|x−y|<r

∣

∣f(y)
∣

∣

p−ε
a(y)

ε
p dy







q−δ
p−ε

dr

r









1
q−ε

with the use of two grandizers a and b. In the case of grand spaces, partial with respect to the exponent q,
we study the boundedness of some integral operators. The class of these operators contains, in particular,
multidimensional versions of Hardy type and Hilbert operators.

Key words: Morrey type space, grand space, grand Morrey type space, grandizer, partial grandization,
mixed grandization, homogeneous kernel, Hardy type operator, Hilbert operator.
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1. Introduction

Last decades there were widely investigated the so called grand Lebesgue spaces,
introduced in [1]; see for instance, [2–5] and references therein, where such spaces and operators
on them were studied in the case of finite measure underlying set. An approach to grand
Lebesgue spaces on sets of infinite measure was suggested and developed in [6–10].
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That idea of “grandization” was also applied in the context of Morrey spaces defined by
the norm

∥∥f
∥∥
Lp,ϕ(Ω)

= sup
x∈Ω

∥∥∥∥∥∥∥

(
1

ϕ(r)

∫

B(x,r)

∣∣f(y)
∣∣p dy

) 1
p

∥∥∥∥∥∥∥
L∞(0, diamΩ)

, (1)

we refer for instance to [11–14], see also references therein.
Our goal is to extend the notion of grandization to the spaces Lp,q,w(Rn), with the

norm of the type (1), where L∞-norm is replaced by Lq-norm, 1 6 q < ∞, see precise
definitions in Section 2. Such spaces are usually referred to as Morrey type spaces. These
spaces were introduced and studied in [15] and [16]. In the case w(r) = r−λ, λ > 0, these
space first appeared, though as an episode, in [17, p. 44]. For further studies of operators
on Lp,q,w(Rn)-spaces we refer, for instance, to [18, 19] and references therein, see also the
surveying papers [20, 21] and [22].

We study various approaches to the grandization of Morrey type spaces, with respect to
the exponents p and q. This includes partial grandization and mixed grandization. To this end,
we deal with “grandizers” a(y) and b(r) in the corresponding variables, see Definitions 3.1,
3.2, 3.3.

We find conditions on the grandizers a and b, which ensure embedding of Morrey type
spaces into the introduced grand Morrey type spaces.

In the case of partial grandization with respect the exponent q, we study, in grand
Morrey type spaces, the boundedness of a certain class of integral operators K with a kernel
homogeneous of degree −n. This class includes, in particular, multidimensional versions of
Hardy type and Hilbert operators. Within the frameworks of generalized Morrey spaces,
corresponding to the case q = ∞, a more general class of operators with homogeneous kernel
was studied in [23].

We first study such operators in Morrey type spaces (not grand ones) and obtain sufficient
conditions and also some necessary conditions for their boundedness. In fact, we obtain
a result stronger than just boundedness: we estimate the norms ‖Kf‖Lp,q,w(Rn) via similar
one-dimensional norms of spherical means of f . Then we apply the obtained results on the
boundedness to grand Morrey type spaces.

In application to the Hardy operators with power weights, the obtained conditions have
a form of criterion when w(r) = r−λ, λ > 0.

The paper is organized as follows. Section 2 contains necessary definitions. In Section 3.1
we discuss varions ways of grandization of Morrey type spaces Lp,q,w(Rn). In Section 3.2 we
provide conditions on grandizers ensuring embedding of Morrey type spaces into grand Morrey
type spaces. In Section 4.1 we study the operators K in the Morrey type spaces Lp,q,w(Rn),

and in Section 4.2 in grand Morrey type spaces Lp,q),wb (Rn), both with application to the
Hardy and Hilbert type operators.

2. Preliminaries

Following the known definitions, we introduce the spaces Lp,q,w(Rn), defined by the norm

∥∥f
∥∥
Lp,q,w(Rn)

:= sup
x∈E




∞∫

0

w(r)q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p dy




q
p

dr

r




1
q

, (2)
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where E is an arbitrary set in Rn, E ⊆ Rn, 1 6 p <∞, 1 6 q <∞, w ∈ Ωq(R+),

Ωq(R+) :=

{
w : w is a weight and

∞∫

t

w(r)q

r
dr <∞ for some t > 0

}
.

In the cases E = {0} and E = Rn we have the local and global Morrey type spaces,
respectively. We do not indicate dependence of the space on the choice of the set E, since it
is unessential for our consideration. Only in Section 4 we choose E = {0}.

In the special case w(r) = r−λ, λ > 0, we also use the notation

Lp,q,λ(Rn) := Lp,q,w(Rn)
∣∣
w=r−λ

without danger of confusion of notation.
For a function w(r) defined on R+, we will use the notation

w∗(t) := sup
r∈R+

w(tr)

w(r)
and w∗(t) := inf

x∈R+

w(tr)

w(r)
, t > 0.

Observe that w∗
(
1
t

)
= 1

w∗(t) . Obviously w∗(r) = w∗(r) = w(r), when w(r) = r−λ, λ ∈ R.
However, in the case of piece-wise power function

wλ,γ(r) = r−λ(1 + r)λ−γ ∼
{
r−λ, r < 1,

r−γ , r > 1,

where λ, γ ∈ R, we have a gap between w∗ and w∗:

w∗
λ,γ(r) =

{
r−max{λ,γ}, r < 1,

r−min{λ,γ}, r > 1,
and (wλ,γ)∗(r) =

{
r−min{λ,γ}, r < 1,

r−max{λ,γ}, r > 1,
(3)

see e. g. [24, p. 715 ].

3. Grand Morrey Type Spaces

3.1. Grandization of Morrey type spaces. Everywhere in the sequel, a = a(y) and
b = b(r) are weights on Rn and R+, respectively.

Definition 3.1. Let

1 < p <∞, 1 < q <∞, w ∈ Ωq(R+) (4)

and
ϕ ∈ L∞(Rp,q), ϕ(ε, δ) > 0 for (ε, δ) ∈ Rp,q and lim

(ε,δ)→(0,0)
ϕ(ε, δ) = 0,

where Rp,q := {(ε, δ) ∈ R2
+ : 0 < ε < p− 1, 0 < δ < q − 1}.

We define the mixed grand Morrey type space Lp),q),wa,b (Rn) as the space of functions with
the finite norm

∥∥f
∥∥
L
p),q),w
a,b (Rn)

:= sup
(ε,δ)∈Rp,q

ϕ(ε, δ) sup
x∈E




∞∫

0

w(r)q−δb(r)
δ
q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p−εa(y)

ε
pdy




q−δ
p−ε

dr

r




1
q−δ

.

We also say that Lp),q),wa,b (Rn) is the mixed gandization of the space Lp,q,w(Rn).
Note that mixed coordinate-wise grandization of mixed Lebesgue spaces was studied

in [25].
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Definition 3.2. We define partial grandizations Lp),q,wa (Rn), 1 < p < ∞, 1 6 q < ∞,

and L
p,q),w
b (Rn), 1 6 p < ∞, 1 < q < ∞, of the space Lp,q,w(Rn) as the spaces of functions

with the finite norm

∥∥f
∥∥
L
p),q,w
a (Rn)

:= sup
0<ε<p−1

ϕ(ε) sup
x∈E




∞∫

0

w(r)q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p−εa(y)

ε
p dy




q
p−ε

dr

r




1
q

,

where ϕ ∈ L∞(0, p − 1), ϕ(ε) > 0 and limε→0ϕ(ε) = 0, and

∥∥f
∥∥
L
p,q),w
b (Rn)

:= sup
0<δ<q−1

ϕ(δ) sup
x∈E




∞∫

0

w(r)q−δb(r)
δ
q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p dy




q−δ
p

dr

r




1
q−δ

,

where ϕ ∈ L∞(0, q − 1), ϕ(δ) > 0 and limδ→0 ϕ(δ) = 0, respectively.
Definitions 3.1 and 3.2 may be generalized in the following direction. Let U ⊆ Rp,q be an

arbitrary measurable set of points in Rp,q, such that (0, 0) is a limiting point for U .

Definition 3.3. Let 1 < p < ∞, 1 < q < ∞, ϕ ∈ L∞(U), ϕ(ε, δ) > 0 for (ε, δ) ∈ U and

limU∋(ε,δ)→(0,0) ϕ(ε, δ) = 0. We define the U -grandization UL
p),q),w
a,b (Rn) of the Morrey type

space as the space of functions with finite norm

∥∥f
∥∥

UL
p),q),w
a,b (Rn)

:= sup
(ε,δ)∈U

ϕ(ε, δ)sup
x∈E




∞∫

0

w(r)q−δb(r)
δ
q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p−εa(y)

ε
pdy




q−δ
p−ε

dr

r




1
q−δ

.

Under the choice U = Rp,q we have the mixed grand Morrey type space introduced in
Definition 3.1. Partial grandization from Definition 3.2 formally correspond to the case where
U = {(ε, δ) : 0 < ε < p− 1, δ = 0} and U = {(ε, δ) : ε = 0, 0 < δ < q − 1}.

In the sequel we use the notation

N(f ; ε, δ) := sup
x∈E




∞∫

0

w(r)q−δb(r)
δ
q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p−εa(y)

ε
p dy




q−δ
p−ε

dr

r




1
q−δ

for brevity, assuming that p, q, w, a and b are fixed. In case of partial grandization we have
N(f ; ε, 0) and N(f ; 0, δ) for b ≡ 1 and a ≡ 1, respectively.

Lemma 3.1. I. Let (ε0, δ0) ∈ Uε0,δ0 := {(ε, δ) ∈ U : 0 < ε < ε0, 0 < δ < δ0}, a ∈ L1(Rn)
and b ∈ L1

(
R+,

dr
r

)
, then

sup
(ε,δ)∈U

ϕ(ε, δ)N(f ; ε, δ) 6 C sup
(ε,δ)∈Uε0,δ0

ϕ(ε, δ)N(f ; ε, δ),

where C = C
(
ε0, δ0, ‖a‖L1(Rn), ‖b‖L1(R+,

dr
r
)

)
.

II. In the case of partial grandization with respect to the variable r, similarly

sup
0<δ<q−1

ϕ(δ)N(f ; 0, δ) 6 C sup
0<δ<δ0

ϕ(δ)N(f ; 0, δ),

where C = C
(
δ0, ‖b‖L1(R+,

dr
r
)

)
.
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⊳ We have to estimate

sup
(ε,δ)∈U\Uε0,δ0

ϕ(ε, δ)N(f ; ε, δ) = max
{
S1, S12, S2

}
,

where
S1 := sup

(ε,δ)∈U1

ϕ(ε, δ)N(f ; ε, δ), S2 := sup
(ε,δ)∈U2

ϕ(ε, δ)N(f ; ε, δ),

S12 := sup
(ε,δ)∈U12

ϕ(ε, δ)N(f ; ε, δ), U1 :=
{
(ε, δ) ∈ U : ε < ε0, δ > δ0

}
,

U2 :=
{
(ε, δ) ∈ U : ε > ε0, δ < δ0

}
, U12 :=

{
(ε, δ) ∈ U : ε > ε0, δ > δ0

}
.

For S12, we apply the Hölder inequalities in the variables y and r with the expends p−ε0
p−ε

and q−δ0
q−δ , respectively and obtain

S12 6 sup
(ε,δ)∈U12

ϕ(ε, δ)
∥∥a
∥∥

1
p−ε

− 1
p−ε0

L1(Rn)

∥∥b
∥∥

1
q−δ

− 1
q−δ0

L1(R+,
dr
r
)

×




∞∫

0

w(r)q−δ0b(r)
δ0
q




∫

|x−y|<r

∣∣f(y)
∣∣p−ε0a(y)

ε0
p dy




q−δ0
p−ε0

dr

r




1
q−δ0

6

sup
(ε,δ)∈U12

ϕ(ε, δ)
∥∥a
∥∥

1
p−ε

− 1
p−ε0

L1(Rn)

∥∥b
∥∥

1
q−δ

− 1
q−δ0

L1(R+,
dr
r
)

sup
(ε,δ)∈Uε0,δ0

ϕ(ε, δ)
sup

(ε,δ)∈Uε0,δ0

ϕ(ε, δ)N(ε, δ).

Estimation of S1 and S2 is easier via similar use of the Hölder inequality in one variable
only. We omit details. ⊲

3.2. Embedding of Morrey type spaces into grand Morrey type spaces.

Lemma 3.2. If

C0 := sup
(ε,δ)∈U

ϕ(ε, δ) sup
x∈E

∞∫

0

b(r)A(x, r)
q
p

q
δ
−1

p
ε−1

dr

r
<∞, (5)

where A(x, r) :=
∫
|x−y|<r a(y)dy, then

Lp,q,w(Rn) →֒ UL
p),q),w
a,b (Rn) and ‖f‖UL

p),q),w
a,b (Rn)

6 C0‖f‖Lp,q,w(Rn). (6)

⊳ It suffices to apply the Hölder inequalities with the exponents p
p−ε and q

q−δ in the inner
and outer integrals in the definition of the norm in Definition 3.3. ⊲

Theorem 3.1. The conditions a ∈ L1(Rn) and b ∈ L1
(
R+,

dr
r

)
are sufficient for the

embedding (6) for any choice of the set U . The condition b ∈ L1
(
R+,

dr
r

)
is sufficient for

embedding of Lp,q,w(Rn) into the partial grand space L
p,q),w
b (Rn).

⊳ It is easy to see that the change of a(y) by λa(y), λ = const > 0, keeps the grand
space (up to equivalents of norms). Consequently, we may assume that ‖a‖L1(Rn) = 1. Then
A(r) 6 1 and the statement follows from (5).

The embedding into the partial grand space follows from Lemma 3.1. ⊲
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Remark 3.1. Note that the condition (5) does not assume that a∈L1(Rn), b∈L1
(
R+,

dr
r

)
.

In particular, in the case of “partial” grandization in the direction δ = q
pε, the embedding (6)

holds, if b(r)A(r)q/p ∈ L1
(
R+,

dr
r

)
.

By ACloc(R+) we denote the class of functions ψ : R+ → R, absolutely continuous on
every interval [0, N ], N > 0.

In Theorem 3.2 we impose the condition

sup
0<δ<q−1

ϕ(δ)




∞∫

0

b(t)
δ
q

t
dt




1
q−δ

<∞ (7)

on the grandizer b.

Lemma 3.3. Let ϕ(δ) 6 cδ1/q . Grandizer b of the form

b(r) =
rµ

(1 + r)ν
ℓτ,σ(r),

where

ℓτ,σ(r) =




lnτ

e

r
, r < 1,

lnσ r, r > 1,

satisfies the condition (7) if 0 < µ < ν <∞ and τ, σ ∈ R.

⊳ Let first τ = σ = 0. We have

r∫

0

b(r)
δ
q

r
dr =

∞∫

0

r
µδ
q
−1

(1 + r)
νδ
q

dr =
Γ
(µδ
q

)
Γ
( (ν−µ)δ

q

)

Γ
(
νδ
q

) ∼ c

δ
, (8)

so that (7) is satisfied.
In the case of the presence of the logarithmic factor ℓτ,σ(r), it suffices to observe that

ℓτ,σ(r) is dominated by rη1
(1+r)η2 with arbitrarily small exponents η1 > η2 > 0 and the estimate

by c
δ in (8) does not depend on µ and ν, provided 0 < µ < ν. ⊲

Theorem 3.2. Let 1 6 p < ∞ and 1 < q < ∞. Let the grandizer b satisfy the conditi-

on (7). The embedding Lp,q,w(Rn) ⊂ L
p,q),w
b (Rn) is strict if w(r) satisfies one of the following

assumptions:

i ) w is decreasing, limr→0w(r) = ∞ and 1
w ∈ ACloc(R+);

ii ) there exist numbers ν1 and ν2, 0 < ν2 < ν1 6 ∞, such that w(r)rν1 is almost increasing

and w(r)rν2 is almost decreasing.

The corresponding counterexample is f(x) = f0(|x|), where

f0(r) =

(
r

1−n
p

d

dr

[
1

w(r)p

]) 1
p

for the case i ) and

f0(r) =
1

r
n
pw(r)

in the case ii ).
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⊳ The case i ). For f = f0(|x|) we have

∫

|y|<r

∣∣f0(|y|)
∣∣p dy = C

r∫

0

d

dρ

[
1

w(ρ)p

]
dρ, C =

∣∣Sn−1
∣∣.

By the absolute continuity of 1
wp we obtain that



∫

|y|<r

∣∣f0(|y|)
∣∣p dy




1
p

=
C

1
p

w(r)
.

Therefore,

N(f ; 0, δ) = C
1
p




∞∫

0

b(r)
δ
q

r
dr




1
q−δ

from which it follows that f ∈ L
p,q),w
b (Rn), but f /∈ Lp,q,w(Rn).

The case ii ). In this case we have

∫

|y|<r

|f(y)|p dy = C

r∫

0

dρ

ρw(ρ)p
.

From the assumptions in ii ) it is easy to obtain that

c1
w(r)p

6

r∫

0

dρ

ρw(ρ)p
6

c2
w(r)p

. (9)

From the equivalence (9) we obtain that

N(f ; 0, δ) ∼




∞∫

0

b(r)
δ
q

r
dr




1
q−δ

,

which completes the proof. ⊲

4. Operators with Homogenous Kernel

In this section we choose E = {0} in the definition of the space Lp,q,w(Rn).
We consider integral operators

Kf(x) =

∫

Rn

K (|x|, |y|)f(y) dy,

where the kernel is homogeneous of degree −n, i. e.

K (t|x|, t|y|) = t−nK (|x|, |y|).
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4.1. Operator K in Morrey type spaces. In the sequel we use the notation

Πtf(x) := f(tx), x ∈ Rn, t > 0.

It is not hard to check that

w∗
(
1
t

)

t
n
p

‖f‖Lp,q,w(Rn) 6 ‖Πtf‖Lp,q,w(Rn) 6
w∗ (1

t

)

t
n
p

‖f‖Lp,q,w(Rn). (10)

If w(r) = r−λ, then w∗(t) = w∗(t) = t−λ and ‖Πt‖Lp,q,w(Rn) = tλ−n/p.
In the theorem below we also use the notation

κ∗(n) :=
∣∣Sn−1

∣∣
∞∫

0

s
n
p′ −1∣∣K (1, s)

∣∣w∗
(
1

s

)
ds

and

κ∗(n) :=
∣∣Sn−1

∣∣
∞∫

0

s
n
p′−1∣∣K (1, s)

∣∣w∗

(
1

s

)
ds,

where |Sn−1| should be replaced by 1 in the one-dimensional case of R+.
The following one-dimensional theorem is an immediate consequence of (10).

Theorem 4.1. Let 1 6 p < ∞, 1 6 q < ∞ and w ∈ Ωq(R+). The condition κ∗(1) < ∞
is sufficient for the boundedness of the operator

Kf(x) =

∞∫

0

K (x, y)f(y) dy, x ∈ R+,

where K (tx, ty) = t−1K (x, y), t > 0, in the space Lp,q,w(R+) and

‖Kf‖Lp,q,w(R+) 6 κ∗(1)‖f‖Lp,q,w(R+). (11)

⊳ We have

Kf(x) =

∞∫

0

K (1, y)f(xy) dy.

Then by the Minkowsky inequality we obtain

‖Kf‖Lp,q,w(R+) 6

∞∫

0

K(1, y)‖Πyf‖Lp,q,w(R+) dy,

whence (11) follows by (10). ⊲

For the multi-dimensional case, in the next theorem we provide a statement stronger
than just the boundedness in the space Lp,q,w(Rn). More precisely, we estimate the norm
‖Kf‖Lp,q,w(Rn) via one-dimensional norms of spherical means of f .

Theorem 4.2. Let 1 6 p <∞, 1 6 q <∞ and w ∈ Ωq(R+). If κ∗(n) <∞, n > 1, then

‖Kf‖Lp,q,w(Rn) 6
∣∣Sn−1

∣∣ 1pκ∗(n)




∞∫

0

w(r)q

r




r∫

0

tn−1|Φ(t)|p dt




q
p

dr




1
q

, (12)
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where

Φ(t) =
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

f(tσ) dσ.

⊳ Note that Kf is a radial function for any f . It is easily seen that for any radial function
g(x) = G(|x|) one has

‖g‖Lp,q,w(Rn) =
∣∣Sn−1

∣∣ 1p ∥∥Gp
∥∥
Lp,q,w(R+)

, (13)

where Gp(ρ) = ρ(n−1)/pG(ρ).
Furthermore, passing to polar coordinates we have

Kf(x) =
∣∣Sn−1

∣∣
∞∫

0

t
n−1
p′ K (|x|, t)Φp(t) dt,

where

Φp(t) =
t
n−1
p

|Sn−1|

∫

Sn−1

f(tσ) dσ.

Then by (13) we have

‖Kf‖Lp,q,w(Rn) =
∣∣Sn−1

∣∣1+ 1
p
∥∥K1Φp

∥∥
Lp,q,w(R+)

,

where

K1Φp(ρ) =

∞∫

0

K1(ρ, t)Φp(t) dt, K1(ρ, t) = ρ
n−1
p t

n−1
p′ K (ρ, t).

The kernel K1(ρ, t) is homogeneous of degree −1, i. e. K1(sρ, st) = s−1K1(ρ, t), s > 0.
Therefore, we can apply Theorem 4.1 and obtain (12) after easy calculation. ⊲

Remark 4.1. The estimate (12) is stronger than the boundedness in Lp,q,w(Rn). Indeed,




∞∫

0

w(r)q

r




r∫

0

tn−1|Φ(t)|p dt




q
p

dr




1
q

6
∣∣Sn−1

∣∣− 1
p
∥∥f
∥∥
Lp,q,w(Rn)

(14)

by Jensen inequality


 1

|Sn−1|

∫

Sn−1

f(ρσ) dσ



p

6
1

|Sn−1|

∫

Sn−1

|f(ρσ)|p dσ.

Clearly, the left-hand side in (14) may be finite when the right-hand side is infinite (e. g. when
f(x) = f1(ρ)f2(σ), x = ρσ, |σ| = 1, with f2 ∈ L1(Sn−1), but f2 /∈ Lp(Sn−1)).

In the necessity part of Theorem 4.3 we shall use the following minimizing sequence

fε(x) =
µε(|x|)

|x|
n
pw(|x|)

, where µε(r) =

{
rε, r < 1,

r−ε, r > 1,
ε > 0.
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Lemma 4.1. Let w satisfy the condition that rδw(r) is almost decreasing for some δ > 0.
Then

r∫

0

µεp(t)

tw(t)p
dt 6

cµεp(r)

w(r)p

for all ε ∈ [0, ε0], where 0 < ε0 < δ and c = c(ε0) does not depend on ε.

⊳ The proof is straightforward. ⊲

Theorem 4.3. Let 1 6 p <∞, 1 6 q <∞ and w ∈ Ωq(R+). If κ∗(n) <∞, then

‖Kf‖Lp,q,w(Rn) 6 κ∗(n)‖f‖Lp,q,w(Rn).

If K (|x|, |y|) > 0 and w satisfies the assumption of Lemma 4.1, then the condition κ∗(n) <∞
is necessary for such a boundedness; in particular, when w(r) = r−λ, λ > 0, the operator K
is bounded if and only if

∞∫

0

t
n
p′+λ−1

K (1, t) dt <∞.

⊳ Sufficiency of the condition κ∗(n) <∞ follows from Theorem 4.2 by Remark 4.1.
To prove the necessity, we choose f(x) = fε(x). By using Lemma 4.1, it is easy to check

that fε(x) ∈ Lp,q,w(Rn) for all ε ∈ (0, ε0].
We have

Kfε(x) =

∫

Rn

K (1, |y|) fε(|x|y) dy =
1

|x|
n
p

∫

Rn

K (1, |y|)
|y|

n
pw(|x| · |y|)

µε(|x| · |y|) dy

>
1

|x|
n
pw(|x|)

∫

Rn

K (1, |y|)
|y|

n
p

w∗(|y|)µε(|x| · |y|) dy.

It is easy to check that µε(rρ) > µε(r)µε(ρ), so that

Kfε(x) > κ∗(n, ε)fε(x),

where

κ∗(n, ε) =
∫

Rn

K (1, |y|)
|y|

n
p

w∗(|y|)µε(|y|) dy

=
∣∣Sn−1

∣∣



1∫

0

ρ
n
p′+ε−1

K (1, ρ)w∗

(
1

ρ

)
dρ+

∞∫

1

ρ
n
p′−ε−1

K (1, ρ)w∗

(
1

ρ

)
dρ


 .

Hence
‖K‖ > κ∗(n, ε).

It remains to apply Fatou theorem when passin to the limit as ε→ 0. ⊲
In the corollary below we consider the Hardy operators

Hαf(x) = |x|α−n
∫

|y|<|x|

f(y)

|y|α dy and H
βf(x) = |x|β

∫

|y|>|x|

f(y)

|y|n+β dy
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and the Hilbert type operator

Hf(x) =

∫

Rn

f(y)

|x|n + |y|n dy

as examples of the operator K.

Corollary 4.1. The operators Hα and H β are bounded in the space Lp,q,λ(Rn),
1 6 p <∞, 1 6 q <∞, λ > 0, if and only if α < n

p′ + λ and β > λ − n
p , respectively,

and ‖Hα‖ = |Sn−1|
n
p
+λ−α and ‖H β‖ = |Sn−1|

n
p
+β−λ .

The operator H is bounded in the space Lp,q,λ(Rn), 1 6 q < ∞, λ > 0, if and only if

1 6 p < n
λ and

‖H‖ =
|Sn−1|
n

Γ

(
1

p′
+
λ

n

)
Γ

(
1

p
− λ

n

)
.

⊳ In the case of the operator Hα we have

K (1, t) =

{
tα, t < 1,

0, t > 1,

so that κ∗(n) = κ∗(n) =
|Sn−1|
n
p
+λ−α . Arguments for H β are similar.

For the operator H we have

κ∗(n) = κ∗(n) =
∣∣Sn−1

∣∣
∞∫

0

t
n
p′+λ−1

1 + tn
dt,

where it remains to pass the Beta function via the change 1
1+tn → t. ⊲

4.2. Operator K in grand Morrey type spaces.

Lemma 4.2. Let f0(x) =
1

|x|n/pw(|x|) and K(|x|, |y|) > 0. Then

Kf0(x) > κ∗(n)f0(x).

⊳ We have

Kf0(x) =

∫

Rn

K (|x|, |y|) dy

|y|
n
pw(|y|)

=
|Sn−1|
|x|

n
p

∞∫

0

ρ
n
p′ −1

K (1, ρ)
dρ

w(ρ|x|)

>
|Sn−1|

|x|
n
pw(|x|)

∞∫

0

ρ
n
p′ −1

K (1, ρ) inf
t>0

w(t)

w(ρt)
dρ = κ∗(n)f0(x). ⊲

Theorem 4.4. Let 1 6 p <∞, 1 < q <∞ and w ∈ Ωq(R+). If

sup
0<δ<δ0

ϕ(δ)

∞∫

0

t
n
p′−1 ∣∣K (1, t)

∣∣w∗
(
1

t

)[
b∗
(
1

t

)] δ
q(q−δ)

dt <∞ (15)

for some δ0 ∈ (0, q − 1), then the operator K is bounded in the grand space L
p,q),w
b (Rn).
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⊳ By Lemma 3.1 we take

‖f‖
L
p,q),w
b (Rn)

= sup
0<δ<δ0

ϕ(δ) ‖f‖Lp,q−δ,wδ (Rn),

where wδ(r) = w(r)[b(r)]δ/q(q−δ) . By using Theorem 4.2 and Remark 4.1, we get

‖Kf‖
L
p,q),w
b (Rn)

6 sup
0<δ<δ0

ϕ(δ)C(δ)‖f‖Lp,q−δ,wδ (Rn),

where

C(δ) =
∣∣Sn−1

∣∣
∞∫

0

t
n
p′−1 ∣∣K (1, t)

∣∣w∗
δ

(
1

t

)
dt. ⊲

Corollary 4.2. Let assumptions of Theorem 4.4 be satisfied and, b(r) = rµ(1 + r)−ν ,
0 < µ < ν. If there exists ε0 > 0 such that

κε0 :=

1∫

0

t
n
p′−ε0−1 ∣∣K (1, t)

∣∣w∗
(
1

t

)
dt+

∞∫

1

t
n
p′+ε0−1 ∣∣K (1, t)

∣∣w∗
(
1

t

)
dt <∞, (16)

then the operator K is bounded in the grand space L
p,q).w
b (Rn) and

‖Kf‖
L
p,q),w
b (Rn)

6 κε0‖f‖Lp,q).w
b (Rn)

.

⊳ For b(r) = rµ(1 + r)−ν , by (3) we have

b∗
(
1

t

)
=

{
t−µ, t < 1,

tν−µ, t > 1.

Then it is easy to see that (16) implies (15). ⊲

Theorem 4.5. The Hardy operators Hα and H β are bounded in the grand space

L
p,q),λ
b (Rn), 1 6 p < ∞, 1 < q < ∞, λ > 0, with the grandizer b(r) = rµ

(1+r)ν , 0 < µ < ν,

if α < n
p′ + λ and β > λ − n

p , respectively. If ϕ(δ) 6 cδ1/q , then these conditions are also

necessary for such a boundedness.

⊳ For the operator Hα we have

κε0 =

1∫

0

t
n
p′+λ−α−ε0−1

dt,

which is finite under the choice ε0 ∈ (0, np′ +λ−α). This ensures the boundedness of Hα when
α < n

p′ + λ.

Similarly, the sufficiency of the condition β > λ− n
p for the boundedness of H β is checked.

To prove the necessary, we choose f = f0(x) =: 1
|x|n/p−λ , so that

∫

|y|<r

|f0(y)|p dy = c1r
λp
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and then

‖f0‖Lp,q),λ
b (Rn)

= sup
0<δ<q−1

ϕ(δ)




∞∫

0

t
µδ
q (1 + t)

− νδ
q
dt

t




1
q−δ

= sup
0<δ<q−1

ϕ(δ)

[
B

(
µδ

q
,
νδ

q
− µδ

q

)] 1
q−δ

6 c sup
0<δ<q−1

ϕ(δ)

δ
1
q

<∞.

Thus f0 ∈ L
p,q),λ
b (Rn). On the other hand, direct colculation shows that

Hαf0(x) = cf0(x), c =
∣∣Sn−1

∣∣
∞∫

0

t
n
p′ +λ−α−1

dt,

which implies that
∫∞
0 tn/p

′+λ−α−1dt must be finite.
The case of the operator H β is analogously treated. ⊲
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Аннотация. Так называемые гранд-пространства в настоящее время являются одним из основных
объектов в теории функциональных пространств. Гранд-пространства Лебега были введены в работах
T. Iwaniec и C. Sbordone в случае множеств Ω конечной меры |Ω| < ∞, и авторами в случае |Ω| = ∞.
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Последнее основано на введении понятия грандизатора. Идея «грандизации» была также применена
в контексте пространств Морри. В этой статье мы развиваем идею грандизации до более общих про-
странств Морри Lp,q,w(Rn), известных как пространства типа Морри. Мы вводим гранд-пространства
типа Морри, что включает смешанные и частные гранд версии таких пространств. Смешанное гранд-
пространство определяется нормой

sup
ε,δ

ϕ(ε, δ) sup
x∈E









∞
∫

0

w(r)q−δb(r)
δ
q







∫

|x−y|<r

∣

∣f(y)
∣

∣

p−ε
a(y)

ε
p dy







q−δ
p−ε

dr

r









1
q−ε

с использованием двух грандизаторов a и b. В случае гранд-пространств, частных относительно по-
казателя q, мы изучаем ограниченность некоторых интегральных операторов. Класс этих операторов
содержит, в частности, многомерные версии операторов типа Харди и операторов Гильберта.

Ключевые слова: пространство типа Морри, гранд-пространство, гранд-пространство типа Мор-
ри, грандизатор, частная грандизация, смешанная грандизация, однородное ядро, оператор типа Харди,
оператор Гильберта.
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Аннотация. В работе приводятся определения и различные вспомогательные свойства дробных
интегралов Адамара и типа Адамара по направлению, дробных производных Маршо — Адамара
и типа Маршо — Адамара по направлению. Введена модификация дробных интегралов Адамара и
типа Адамара по направлению с ядром, улучшенным на бесконечности. В статье рассматриваются
операторы «типа свертки», инвариантные относительно растяжения в весовых пространствах Лебега
со смешанной нормой. Доказана ограниченность и полугрупповые свойства дробного интегрирова-
ния по Адамару и типа Адамара по направлению в весовых пространствах Лебега со смешанной
нормой. В работе рассмотрены композиции дробного интеграла по Адамару и типа Адамара и дроб-
ной производной Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара по направлению, также получено
интегральное представление усеченных дробных производных Маршо — Адамара и типа Маршо —
Адамара по направлению. Доказаны теоремы обращения дробных интегралов Адамара и типа Ада-
мара по направлению на функциях из весовых пространств Лебега со смешанной нормой. Доказана
теорема о связи между обыкновенными и усеченными дробными производными Маршо — Адамара
и типа Маршо — Адамара по направлению.

Ключевые слова: дробный интеграл Адамара, дробная производная Адамара, пространство Ле-
бега со смешанной нормой, оператор растяжения, дробная производная Маршо — Адамара по на-
правлению, дробная производная типа Маршо — Адамара по направлению.
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1. Введение

Ж. Адамаром (J. Hadamard [1]) была введена конструкция дробного интегродиффе-
ренцирования, являющаяся дробной степенью

(
x d
dx

)α
, приспособленная к полуоси и ин-

вариантная относительно растяжения.
В данной работе изучены качественные свойства дробных интегралов и производных

Адамара, типа Адамара и типа Маршо — Адамара по направлению в весовых простран-
ствах Лебега со смешанной нормой.

c© 2020 Яхшибоев М. У.
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Пространства Лебега со смешанной нормой были введены и изучены в работе [2].
Изучению ограниченности операторов в пространствах Лебега со смешанной нормой по-
священы работы [3, 4]. Ряд свойств смешанных пространств Лебега можно найти в [5].

Частные и смешанные дробные производные Маршо в случае двух переменных содер-
жатся уже в работе A. Marchaud [6]. Дробные интегралы и производные по направлению
функций многих переменных впервые введены И. А. Киприяновым [7]. В работах [7, 8]
изучены различные свойства дробных производных по направлению. В работе [9] изу-
чены качественные свойства оператора дробного дифференцирования в смысле Кипри-
янова.

В статьях [10–16] были рассмотрены операторы одномерного дробного интегродиффе-
ренцирования Адамара и типа Адамара. Ряд свойств дробного интегрирования по Ада-
мару можно найти в книге [17].

В данной работе изучены свойства операторов «типа свертки»: инвариантность от-
носительно растяжения в весовых смешанных пространствах Лебега. Исследованы свой-
ства операторов дробного интегрирования и дифференцирования Адамара и типа Ада-
мара по направлению на Rn+. Даны условия ограниченности оператора дробного интегри-
рования Адамара и типа Адамара по направлению в весовом пространстве суммируемых
функций на Rn+, рассмотрены композиции дробного интеграла типа Адамара и дробной
производной типа Маршо — Адамара по направлению и получено интегральное представ-
ление усеченных дробных производных Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара по
направлению. На оснавании интегральных представлений, доказаны теоремы обращения
дробных интегралов Адамара и типа Адамара по направлению в весовых пространствах
Лебега со смешанной нормой. Кроме того, доказаны связи между обыкновенными и усе-
ченными дробными производными типа Маршо — Адамара по направлению.

Теория дробного дифференцирования в смысле Адамара и Маршо — Адамара разви-
вается также в приложениях к решению интегро-дифференциалных уравнений в обык-
новенных и частных производных, интегро-дифферецальные операторы которых прини-
мают нецелые вещественные и комплексные значения, зависят от времени или других
аргументов (см., например, [18, 19]).

Рассмотрение ведется в рамках пространств Lp,γ = Lp,γ
(
Rn+,

dx
x

)
, определяемых сме-

шанной нормой

‖f ; Lp̄,γ̄‖ :=

{ ∞∫

0

[
. . .

( ∞∫

0

|f (x)|p1 x−γ11

dx1
x1

) p2
p1

. . .

] pn
pn−1

x−γnn

dxn
xn

} 1
pn

.

Работа имеет следующую структуру. В разделах 2 и 3 приводятся определения и раз-
личные вспомогательные свойства Адамара, типа Адамара и типа Маршо — Адамара по
направлению, а в разделе 4 — вспомогательные леммы для пространств Lp,γ . В разде-
лах 5, 6 и 7 содержатся доказательства основных результатов: в разделе 5 доказывает-
ся ограниченность дробного интегрирования Адамара и типа Адамара по направлению
в пространствах со смешанными нормами; в разделе 6 получены интегральные представ-
ления усеченных дробных производных Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара
по направлению в весовых смешанных пространствах Лебега, а в разделе 7 доказывают-
ся теоремы обращения дробных интегралов Адамара и типа Адамара по направлению
от функций из Lp,γ .

Обозначения. N — множество натуральных чисел, R — множество вещественных
чисел, C — множество комплексных чисел; Rn — n-мерное евклидово пространство то-
чек x = (x1, . . . , xn) , Ṙ

n — компактификация Rn с одной бесконечно удаленной точ-
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кой, Rn+ = {x ∈ Rn;x1 > 0, . . . , xn > 0}; E — единичный оператор; (Πρf) (x) = f (x ◦ ρ),
x, ρ ∈ Rn+, — оператор растяжения. Введем конечную разность с использованием опера-
тора растяжения

(
∆̃l
τf
)
(x) =

l∑

k=0

(−1)k
(
l
k

)
f
(
xτk

)
= (E −Πτ )

l f, l ∈ N, τ ∈ R1
+, (1)

(
l
k

)
— биномиальные коэффициенты. Условимся, что запись 1 6 p <∞ и p = ∞, где p =

(p1, . . . , pn), ∞ = (∞, . . . ,∞) , означает, что 1 6 pi < ∞, pi = ∞, i = 1, . . . , n. Основные
результаты данной работы не будут касаться смешанных пространств Lp,γ

(
Rn+,

dx
x

)
, когда

одна часть pi, i = 1, . . . , n, конечна, а другая часть бесконечна, dx
x = dx1

x1
. . . dxnxn .

Cγ
(
Rn+
)
=

{
f : ‖f ;Cγ̄‖ = max

x∈Rn
+

∣∣x−γf (x)
∣∣ <∞, lim

|x|→0
x−γf (x) = lim

|x|→∞
x−γf (x)

}
,

γi > 0, i = 1, . . . , n.

C
(
Ṙn+

)
=

{
f : f ∈ C

(
Rn+

) (
∃ f(∞) = lim

|x|→∞
f(x), f (0) = f (∞)

)}
.

Пусть ω = (ω1, . . . , ωn), тогда ρω = (ρω1
1 , . . . , ρωn

n ), x ◦ ρω = (x1ρ
ω1
1 , . . . , xnρ

ωn
n ), x ◦ tω =

(x1t
ω1 , . . . , xnt

ωn) , ρi > 0, i = 1, . . . , n.

(u)α+ =

{
uα, u > 0,

0, u < 0.

γ∗i =

{
γi
pi
, 1 6 pi <∞,

γi, pi = ∞, i = 1, . . . , n.

Будем использовать ℵ (α, l) =
∫∞
0 t−1−α (1− e−t

)l
dt — нормировочные постоянные, из-

вестные в теории дробного дифференцирования; C∞
0,0

(
Rn+
)

— класс бесконечно-диф-
ференцируемых финитных функций с носителем вне начала координат; Γ (α, x) =∫∞
x e−ttα−1dt, α, x ∈ R, — неполная гамма-функция,

lim
x→0

Γ (α, x) = Γ (α) , lim
x→∞

Γ (α, x) = 0. (2)

2. Дробные интегралы Адамара и типа Адамара по направлению

Дробными интегралами Адамара и типа Адамара порядка α, α ∈ R1
+, по направле-

нию ω, ω ∈ Rn+, называем конструкции

(Jαωϕ) (x) =
1

Γ(α)

1∫

0

|ln ξ|α−1 ϕ
(
x ◦ ξlnω

) dξ
ξ
, (3)

(Jαω, µϕ) (x) =
1

Γ(α)

1∫

0

ξµ |ln ξ|α−1 ϕ
(
x ◦ ξlnω

) dξ
ξ
, (4)

где x◦ξlnω =
(
x1ξ

lnω1 , . . . , xnξ
lnωn

)
и вектор ω = (ω1, . . . , ωn) подчинен условию (lnω1)

2+

· · ·+ (lnωn)
2 = 1.



122 Яхшибоев М. У.

Операторы (3), (4) коммутируют с оператором растяжения ΠρJ
α
ω = JαωΠρ, ΠρJ

α
ω,µ =

Jαω,µΠρ и связаны с оператором Римана — Лиувилля Iαv равенствами

(Jαωϕ) (x) =
(
Q−1Iαv Qϕ

)
(x) ,

(
Jαω,µϕ

)
(x) =

(
M−µvQ

−1Iαv QMµvϕ
)
(x) ,

где v = lnω = (lnω1, . . . , lnωn), (Qϕ) (x) = ϕ (ex) = ϕ (ex1 , . . . , exn) ,
(
Q−1ϕ

)
(x) =

ϕ (lnx) = ϕ (lnx1, . . . , ln xn), (Mµvϕ) (x) = xµv11 . . . xµvnn ϕ (x1, . . . , xn), (M−µvϕ) (x) =
x−µv11 . . . x−µvnn ϕ (x1, . . . , xn) (см. [17, с. 251] и [10, с. 11]).

Операторы Jαω,µ и Jαω обладают полугрупповым свойством:

Jαω,µJ
β
ω,µϕ = Jα+βω,µ ϕ (α > 0, β > 0) , (5)

Jαω J
β
ωϕ = Jα+βω ϕ (α > 0, β > 0) . (6)

Введем модификацию дробного интеграла типа Адамара по направлению с яд-
ром, «улучшенным» на бесконечности. Модификация дробного интеграла типа Адамара
по направлению ω, ω ∈ Rn+ имеет вид

(
Jα,lω,τϕ

)
(x) =

∞∫

0

(
∆̃l
τ−1k

+
α

)
(t)ϕ

(
x ◦ tlnω

) dt
t
, (7)

(
Jα,lω,µ;τϕ

)
(x) =

∞∫

0

(
∆̃l
τ−1k

+
µ,α

)
(t)ϕ

(
x ◦ tlnω

) dt
t
, (8)

где τ ∈ R1
+, µ > 0,

(
∆̃l
τ−1k

+
α

)
(t) =

1

Γ (α)

l∑

k=0

(−1)k
(

l
k

)(
ln
τk

t

)α−1

+

,
(
∆̃l
τ−1k

+
α

)
(t) ∈ L1

(
R1
+

)
,

(
∆̃l
τ−1k

+
µ,α

)
(t) =

1

Γ (α)

l∑

k=0

(−1)k
(

l
k

)(
t

τk

)µ(
ln
τk

t

)α−1

+

,
(
∆̃l
τ−1k

+
µ,α

)
(t) ∈ L1

(
R1
+

)
.

Oчевидно, что
Iα,lω,τϕ = ∆̃l

τI
α
ωϕ, Iα,lω,µ;τϕ = ∆̃l

τI
α
ω,µϕ

на достаточно хороших функциях ϕ(x), т. е. операторы (7)–(8) получаются применением
определения в (1) разностных операторов ∆̃l

τ с «мультипликативным» шагом к операто-
рам Jαωϕ и Jαω,µϕ. Они имеют то преимущество по сравнению с Jαωϕ, что при l > α > 0

и Jαω,µϕ, они ограничены в пространстве Lp̄,γ̄
(
Rn+,

dx
x

)
при всех 1 6 pi < ∞, γi > 0,

i = 1, . . . , n (т. е. включая случай γi = 0, i = 1, . . . , n).

3. Дробное дифференцирование Маршо — Адамара
и типа Маршо — Адамара по направлению

Дробной производной Маршо — Адамара порядка α (α ∈ R1
+) по направлению

ω = (ω1, . . . , ωn), ω ∈ Rn+, назовем следующее выражение:

(Dα
ωf) (x) =

1

ℵ (α, l)

1∫

0

(
ln

1

t

)−1−α (
∆̃l
tlnωf

)
(x)

dt

t
, l > α > 0,

построенное с помощью конечной разности, взятой вдоль направления.
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Дробные производные Маршо — Адамара Dα
ωf связаны с дробным призводным Мар-

шо Dαv f равенствам Dα
ωf = Q−1DαvQf , где v = lnω.

Дробные производные типа Маршо — Адамара Dα
ω,µf связаны с оператором Рима-

на — Лиувилля Iαv равенствам

(
Dα
ω,µf

)
(x) =

(
M−µvQ

−1I−αv QMµvf
)
(x) ,

где v = lnω = (lnω1, . . . , lnωn), (Qf) (x) = f (ex) = f (ex1 , . . . , exn) ,
(
Q−1f

)
(x) =

f (lnx) = f (lnx1, . . . , ln xn), (Mµvf) (x) = xµv11 . . . xµvnn f (x1, . . . , xn) (M−µvf) (x) =
x−µv11 . . . x−µvnn f (x1, . . . , xn), 0 < α < 1 (см. [17, с. 251] и [10, с. 11]).

«Усеченной» дробной производной Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара
функцией f (x), x ∈ Rn+, по направлению ω, ω ∈ Rn+, назовем выражение

(
Dα
ω;1−ρf

)
(x) =

1

ℵ (α, l)

ρ∫

0

(
ln

1

t

)−1−α (
∆̃l
tlnωf

)
(x)

dt

t
, l > α > 0,

(
Dα
ω,µ;1−ρf

)
(x) =

α

Γ (1− α)

ρ∫

0

tµ
(
ln

1

t

)−1−α (
∆̃1
tlnωf

)
(x)

dt

t
+ µαf (x) , 0 < α < 1, (9)

где 0 < ρ < 1. «Усеченной» дробной производной Маршо — Адамара и типа Маршо —
Адамара по направлению будем понимать предел по норме пространства Lp,γ :

Dα
ωf = lim

ρ→1−0
Dα
ω;1−ρf, Dα

ω,µf = lim
ρ→1

Dα
ω,µ;1−ρf. (10)

4. Вспомогательные леммы

Лемма 1. Пространства C∞
0,0

(
Rn+
)

плотно в Lp;γ
(
Rn+,

dx
x

)
, 1 6 p <∞, и в Cγ,0

(
Ṙn+

)
,

Cγ,0

(
Ṙn+

)
=

{
f : f (x) = xγg (x) , g (x) ∈ C

(
Ṙn+

)
, lim

|x|→0
g (x) = lim

|x|→∞
g (x) = 0

}
,

для любых −∞ < γi <∞, i = 1, . . . , n.

⊳ Доказательство леммы осуществляется стандартными средствами. ⊲

Лемма 2. Пусть ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 p 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n, то справедливо неравенство:

‖Πρϕ;Lp,γ‖ 6 ψ
(
ργ

∗) ‖ϕ;Lp,γ‖ , (11)

где

ψ
(
ργ

∗)
=

n∏

i=1

ψi
(
ρ
γ∗i
i

)
, ψi

(
ρ
γ∗i
i

)
=




ρ

γi
pi

i , 1 6 pi <∞,

ρ
γi

i , pi = ∞, i = 1, . . . , n.
(12)

Кроме того, оператор растяжения аппроксимирует единичный оператор в простран-

стве Lp,γ :

lim
ρ→1−0

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ = 0. (13)
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⊳ Равенство (11) устанавливается очевидными заменами переменных. Докажем
утверждение (13). Имеем

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ =
∥∥∥
[
1−

(
ψ
(
ργ

∗))−1
]
Πρϕ+

(
ψ
(
ργ

∗))−1
Πρϕ− ϕ;Lp,γ

∥∥∥ ,

где ψ
(
ργ

∗)
— функция (12). Используя обобщенное неравенство Минковского (см. [5,

с. 22]), получим

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ 6

∥∥∥
[
1−

(
ψ
(
ργ

∗))−1
]
Πρϕ;Lp,γ

∥∥∥+
∥∥∥
(
ψ
(
ργ

∗))−1
Πρϕ− ϕ;Lp,γ

∥∥∥ .

В силу (11) имеем

‖Πρϕ− ϕ;Lp,γ‖ 6
∣∣1− ψ

(
ργ

∗)∣∣ ‖ϕ;Lp,γ‖+ ‖Πρg − g;Lp‖ , (14)

где g (x) := x−γ:pϕ (x), g (x) ∈ Lp
(
Rn+,

dx
x

)
при 1 6 p < ∞ и g (x) ∈ C

(
Ṙn+
)

при p = ∞.
Утверждение (13) следует из неравенства (14). ⊲

Следующие леммы относятся к операторам «типа свертки», инвариантным относи-
тельно растяжения в пространствах Lp,γ . Именно, рассмотрим операторы вида

(Bρϕ) (x) =

∞∫

−∞

k (t)ϕ
(
x ◦ ρt

)
dt,

(Bωϕ) (x) =

∞∫

0

a (t)ϕ (x ◦ tω) dt. (15)

Лемма 3. Пусть ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 pi 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n. Если

k(ρ) :=

∞∫

−∞

|k(t)|
n∏

i=1

(
ρ
γ∗i
i

)t
dt <∞,

то оператор Bρ ограничен в пространстве Lp,γ , и

‖Bρϕ;Lp,γ‖ 6 k (ρ) ‖ϕ;Lp,γ‖ . (16)

⊳ Так как (Bρϕ) (x) =
∫∞
−∞ k (t) (Πρtϕ) (x) dt, применив обобщенное неравенство Мин-

ковского, получим

‖Bρϕ;Lp,γ‖ =

∞∫

−∞

|k (t)|
∥∥(Πρtϕ) (x) ;Lp,γ

∥∥ dt.

В силу равенства (11) получаем (16). ⊲

Следствие 1. Пусть Lp,γ , 1 6 p 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n. Если d (ω) :=∫∞
0 |a (t)| tγ∗◦ωdt < ∞, где γ∗ ◦ ω =

∑n
i=1 γ

∗
i ωi, то оператор Bω ограничен в простран-

стве Lp,γ , и

‖Bωϕ;Lp,γ‖ 6 d (ω) ‖ϕ;Lp,γ‖ .

Следствие 2. Пусть в (15) a (t) ≡ 0 при t > 1. Тогда оператор (15) ограничен в про-

странстве Lp,γ при всех 1 6 pi 6 ∞, γi > 0, ωi > 0, i = 1, . . . , n, если
∫ 1
0 |a (t)| dt < +∞.
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Лемма 4. Пусть k (t) ∈ L1 (R), ki (yi) = 0 при t < 0. Тогда

‖Bρϕ;Lp,γ‖ 6 ‖k;L1 (R)‖ ‖ϕ;Lp,γ‖
при 0 < ρi 6 1, i = 1, . . . , n.

Доказательство леммы 4 вытекает из леммы 3.

Лемма 5. Пусть k (t) ∈ L1 (R), k (t) = 0 при t < 0 и
∫∞
0 k (t) dt = 1. Тогда

lim
ρ→1−0

‖Bρϕ− ϕ;Lp,γ‖ = 0 (17)

для всех 1 6 pi 6 ∞, γi > 0, 0 < ρi 6 1, i = 1, . . . , n.

⊳ Прежде всего отметим, что Bρϕ ∈ Lp,γ для ϕ ∈ Lp,γ при 0 < ρi < 1, i = 1, . . . , n,
согласно лемме 4. Заметим, что, так как

∫∞
0 k (t) dt = 1, то

(Bρϕ) (x)− ϕ (x) =

∞∫

0

k (t)
[
(Πρtϕ) (x)− ϕ (x)

]
dt.

Используя обобщенное неравенство Минковского, получим оценку

‖Bρϕ− ϕ;Lp,γ‖ 6

∞∫

0

|k (t)|
∥∥(Πρtϕ) (x)− ϕ (x) ;Lp,γ

∥∥ dt. (18)

Поскольку 0 < ρi 6 1, i = 1, . . . , n, то в (18) возможен предельный переход под знаком
интеграла на основании мажорантной теоремы Лебега. Применение последней обоснова-
но утверждениями (11), (13) леммы 2. ⊲

5. Об ограниченности дробного интегрирования
по Адамару и типа Адамара в пространстве Lp,γ

Теорема 1. Пусть γi ∈ R, 1 6 pi 6 ∞, αi > 0 и µ ∈ C. Если Reµ +
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0,

то оператор Jαω,µ ограничен в Lp,γ и
∥∥Jαω,µϕ;Lp,γ

∥∥ 6 Qµ ‖ϕ;Lp,γ‖ , (19)

где Qµ =

(
Reµ+

∑n
i=1 γ

∗
i lnωi

)−α
.

⊳ Сначала рассмотрим случай 1 6 p < ∞. С помощью обобщенного неравенства
Минковского, получаем

∥∥Jαω,µϕ;Lp,γ
∥∥ 6

∞∫

0

∣∣k+µ,α (y)
∣∣
∥∥∥ϕ
(
x ◦ ylnω

)
;Lp,γ

∥∥∥ dy
y
.

После подстановки τi = xiy
lnωi , i = 1, . . . , n, имеем

∥∥Jαω,µϕ;Lp,γ
∥∥ 6

1

Γ (α)

1∫

0

y
µ+

n∑

i=1

γi
pi

lnωi |ln y| α−1 ‖ϕ;Lp,γ‖
dy

y

6
1

Γ (α)

∞∫

0

e
−
(
µ+

n∑

i=1

γi
pi

lnωi

)
ξ
ξα−1dξ ‖ϕ;Lp,γ ‖ 6

(
µ+

n∑

i=1

γi
pi

lnωi

)−α

‖ϕ;Lp,γ ‖ .

(20)

В случае p = ∞ в (20) заменим pi, i = 1, . . . , n на 1. Тогда получим (19). ⊲
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Теорема 2. 1) Пусть γi ∈ R, 1 6 pi 6 ∞, αi > 0, i = 1, . . . , n. Если
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0,

то оператор Jαω ограничен в Lp,γ и

‖Jαωϕ;Lp,γ‖ 6 Q0 ‖ϕ;Lp,γ‖ ,
где Q0 = (

∑n
i=1 γ

∗
i lnωi)

−α .
2) Пусть 1 6 pi 6 ∞, 1 6 qi 6 ∞, 0 < αi < 1, i = 1, . . . , n. Оператор Jαωϕ дробно-

го интегрирования ограничен из Lp
(
Rn+,

dx
x

)
в Lq

(
Rn+,

dx
x

)
тогда и только тогда, когда

1 < pi <
1
αi

, qi =
pi

1−αipi
, i = 1, . . . , n.

⊳ Первое утверждение вытекает из теоремы 1. Далее, оператор Jαωϕ связан с опера-
тором Римана — Лиувилля Iαv ϕ равенством

Jαωϕ = Q−1Iαv Qϕ, (21)

где (Qϕ) (x) = ϕ (ex) = ϕ (ex1 , . . . , exn), v = lnω. В силу (21) второе утверждение теоремы
следует из известной теоремы Харди — Литтлвуда для обычного дробного интегрирова-
ния по Rn (см. [17, c. 345]). ⊲

Теорема 3. Операторы Jα,lω,µ,τ и Jα,lω,τ ограничены в пространстве Lp,γ при всех

1 6 pi 6 ∞, i = 1, . . . , n,
∥∥Jα,lω,µ,τϕ;Lp,γ

∥∥ 6 c (τ, µ) ‖ϕ;Lp,γ‖ ,
где 0 < c (τ, µ) < 1 при Reµ+

∑n
i=1 γ

∗
i lnωi > 0, 0 < τ 6 1, l > α > 0,

∥∥Jα,lω,τϕ;Lp,γ
∥∥ 6 c1 (τ) ‖ϕ;Lp,γ‖ ,

где 0 < c1 (τ) < 1 при
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0, 0 < τ 6 1, l > α > 0.

⊳ Доказательство этой теоремы вытекает из следствия 2 леммы 3. ⊲

Теорема 4. Пусть α > 0, β > 0, 1 6 pi 6 ∞, γi ∈ R, i = 1, . . . , n, и µ ∈ C.

1) Если Reµ > −∑n
i=1 γ

∗
i lnωi, то оператор Jαω,µ обладает полугрупповым свой-

ством (5) в пространстве Lp,γ .
2) Если

∑n
i=1 γ

∗
i lnωi > 0, то оператор Jαω обладает полугрупповым свойством (6)

в пространстве Lp,γ .

⊳ Сначала равенство (5) докажем для «достаточно хороших» функций ϕ. Поменяв
порядок интегрирования по формуле Дирихле, придем к равенству

(Jαω,µJ
β
ω,µϕ)(x) =

1

Γ (α)

1∫

0

ξµ |ln ξ|α−1 dξ

ξ

1

Γ (β)

1∫

0

τµ |ln τ |β−1 ϕ
(
x ◦ (ξτ)lnω

) dτ
τ

=
1

Γ (α) Γ (β)

1∫

0

uµϕ
(
x ◦ ulnω

) du
u

1∫

u

|ln ξ|α−1

∣∣∣∣ln
u

ξ

∣∣∣∣
β−1 dξ

ξ
.

Внутренний интеграл легко вычисляется после замены ln ξ = lnu ln y:

(Jαc,µJ
β
c,µϕ)(x) =

1

Γ (α) Γ (β)

1∫

0

uµ |lnu|α+β−1 ϕ
(
x ◦ ulnω

) du
u

e∫

1

|ln y|α−1 (1− ln y)β−1 dy

y

=
1

Γ (α+ β)

1∫

0

uµ |lnu|α+β−1 ϕ
(
x ◦ ulnω

) du
u

= (Jα+βc,µ ϕ)(x).

Отсюда получаем равенство (5) для «достаточно хороших» функций ϕ.



О дробном интегродифференцировании Адамара 127

Если Reµ > −∑n
i=1 γ

∗
i lnωi, то в силу теоремы 1 операторы Jαω,µ, J

β
ω,µ и Jα+βω,µ огра-

ничены в Lp,γ , и равенство (5) верно для ϕ ∈ Lp,γ .
Когда µ = 0, из теоремы 4 и теоремы 2 получаем полугрупповое свойство операторов

дробного интегрирования Адамара (3). ⊲

6. Интегральное представление усеченных дробных производных
Маршо — Адамара и типа Маршо — Адамара по направлению

Всюду ниже вектор p = (p1, . . . , pn) либо имеет все конечные компоненты pi (p <∞),
либо все бесконечные p = ∞ = (∞, . . . ,∞).

Лемма 6. Пусть f(x) =
(
Jαω,µϕ

)
(x), ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, µ > 0, 1 6 pi < ∞,

γi, lnωi ∈ R, i = 1, . . . , n, µ +
∑n

i=1
γi
pi
lnωi > 0 и 0 < ρ < 1. Тогда усеченная дробная

производная типа Маршо — Адамара Dα
ω,µ;1−ρf по направлению ω, имеет следующее

интегральное представление:

Dα
ω,µ;1−ρf =

∞∫

0

K+
α,µ (t, ρ)ϕ

(
x ◦ ρt lnω

)
dt, (22)

где

K+
α,µ (t, ρ) =

sinαπ

π

ρµt

t

[(
αΓ

(
− α, µ ln

1

ρ

)
+ Γ (1− α)

)(
µ ln

1

ρ

)α
(t)α+ − (t− 1)α+

]
. (23)

При этом ядро K+
α,µ (t, ρ)∈ L1

(
R1
+

)
является усредняющим

∞∫

0

K+
α,µ (t, ρ) dt = 1, K+

α,µ (t, ρ) > 0, (24)

при t > 0.

⊳ Из (8) при 0 < t < 1, l = 1 имеем

f(x)− f
(
x ◦ tlnω

)
=

(
ln

1

t

)α 1

Γ (α)

{ ∞∫

0

tµyyα−1ϕ
(
x ◦ ty lnω

)
dy

−
∞∫

1

tµ(y−1)(y − 1)α−1ϕ
(
x ◦ ty lnω

)
dy

}
.

Поэтому

f(x)− f(xt) =

(
ln

1

t

)α ∞∫

0

k+α,µ(y, t)ϕ(x ◦ ty lnω) dy, (25)

где x ◦ ty lnω =
(
x1t

y lnω1 , . . . , xnt
y lnωn

)
,

k+α,µ(y, t) =
1

Γ(α)

{
tµyyα−1, 0 < y < 1,

tµyyα−1 − tµ(y−1)(y − 1)α−1, y > 1.
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Известно, что k+α,µ(y, t) ∈ L1(R
1
+) и

∫∞
0 k+α,µ(y, t)dy = 0 (см. [12]). Из (25) получаем

Dα
ω,µ;1−ρf =

α

Γ(1− α)

ρ∫

0

1

ln 1
t

dt

t1−µ

∞∫

0

k+α,µ(y, t)ϕ(x ◦ ty lnω) dy + µαf(x).

Замены ln 1
t = ξ и yξ = τ дают

Dα
ω,µ;1−ρf =

α

Γ(1− α)

∞∫

ln 1
ρ

e−µξ
dξ

ξ2

∞∫

0

k+α,µ

(
τ

ξ
, e−ξ

)
ϕ(x ◦ e−τ lnω)dτ + µαf (x) . (26)

Перестановка порядка интегрирования в правой части в (26) приводит к равенству

Dα
ω,µ;1−ρf =

α

Γ(1− α)

∞∫

0

ϕ
(
x ◦ e−τ lnω

)dτ
τ

τ/ ln
1
p∫

0

e−
µ
s
τk+α,µ

(
s, e−

τ
s

)
ds + µαf (x)

=
1

Γ(α)Γ(1 − α)

{ ∞∫

0

ϕ
(
x ◦ ρt lnω

)[
αΓ

(
−α, µ ln 1

ρ

)
+ Γ(1− α)

]

×
(
µ ln

1

ρ

)α
ρµttα−1dt−

∞∫

1

ρµt (t− 1)α ϕ(x ◦ ρt lnω) dt
t

}
, (27)

что совпадает с (22).
Утверждения (23)–(24) для функции K+

α,µ (t, ρ) известны (см. [12]). Остается обос-
новать действия в (27). Для ϕ ∈ C∞

0,0(R
n
+) они очевидны и, следовательно, для таких

функций тождество (22) доказано. В силу леммы 4 и теоремы 1 оператор Dα
ω,µ;1−ρJ

α
ω,µ,

стоящий в левой части тождества (22), ограничен в Lp,γ при µ+
∑n

i=1
γi
pi
lnωi > 0. Огра-

ничен и оператор в правой части в силу той же леммы 4. Поэтому на основании леммы 1
тождество (22) распространяется с C∞

0,0

(
Rn+
)

на все функции ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 pi < ∞,
i = 1, . . . , n, µ+

∑n
i=1

γi
pi
lnωi > 0. ⊲

Лемма 7. Пусть f(x) = (Jαωϕ)(x), ϕ ∈ Lp,γ , где α > 0, 1 6 pi 6 ∞, γi, lnωi ∈ R,

i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0 или 0 < α < 1, 1 < pi <

1
α , γi = 0, i = 1, . . . , n, и 0 < ρ < 1.

Тогда усеченная дробная производная Маршо — Адамара Dα
ω,1−ρf по направлению ω

имеет следующее интегральное представление:

(
Dα
ω,1−ρf

)
(x) =

∞∫

0

K+
l,α(y)ϕ

(
x ◦ ρy lnω

)
dy, (28)

где

K+
l,α(y) =

l∑
k=0

(−1)k
(

l
k

)
(y − k)α+

ℵ (α, l) Γ(1 + α)y
∈ L1

(
R1
+

)
(29)

и ∞∫

0

K+
l,α(y)dy = 1, l > α > 0. (30)

⊳ Доказательство леммы 7 аналогично доказательству леммы 6. ⊲
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Замечание. Можно показать, что утверждение леммы справедливо и при γi = 0,
pi = 1, i = 1, . . . , n, 0 < α < 1, однако это потребует иного обоснования (см. доказатель-
ство леммы 8).

Лемма 8. Пусть f ∈ Lr,λ, 1 6 ri 6 ∞, λi > 0, i = 1, . . . , n, такова, что ее разность

(∆̃l
τf) (x) порядка l, l > α, представима модифицированным адамаравским дробным ин-

тегралом (7) по направлению от функции из Lp,γ :

(∆̃l
τf) (x) = Jα,lω,τϕ =

∞∫

0

(
∆̃l
τ−1k

+
α

)
(t)ϕ

(
x ◦ tlnω

) dt
t
, (31)

где l > α > 0, 0 < τ < 1, ϕ ∈ Lp,γ , 1 6 pi 6 ∞, γi > 0, i = 1, . . . , n и 0 < ρ < 1. То-

гда усеченная дробная производная Dα
ω,1−ρf по направлению ω, допускает интегральное

представление (28) при всех 1 6 pi <∞, γi > 0, i = 1, . . . , n, и интегральное представле-

ние

(
Dα
ω,1−ρf

)
(x) =

∞∫

0

K+
l,α (t)ϕ

(
x ◦ ρt lnω

)
dt− ϕ (0) (32)

при всех pi = ∞, γi = 0, i = 1, . . . , n.

⊳ Так как при γi > 0, i = 1, . . . , n, утверждения леммы 8 обоснованы при доказа-
тельстве леммы 6, то рассматриваем случай γi = 0, i = 1, . . . , n, но при любых α > 0,
1 6 pi 6 ∞, i = 1, . . . , n. Нужно обосновать следующее равенство:

∞∫

ln 1
ρ

dξ

ξ2

∞∫

0

k+l,α

(
τ

ξ

)
ϕ
(
x ◦ e−τ lnω

)
dτ =

∞∫

0

ϕ
(
x ◦ e−τ lnω

)
dτ

∞∫

ln 1
ρ

k+l,α

(
τ

ξ

)
dξ

ξ2
.

Оно несложно обосновывается теоремой Фубини при 1 6 pi < ∞, γi = 0, i = 1, . . . , n.
Действительно, покажем, что при 1 6 pi < ∞, γi = 0, i = 1, . . . , n сходится (почти для
всех x) повторный интеграл

∞∫

0

∣∣∣ϕ
(
x ◦ e−τ lnω

)∣∣∣dτ
∞∫

ln 1
ρ

∣∣∣∣k
+
l,α

(
τ

ξ

)∣∣∣∣
dξ

ξ2

для всех ϕ ∈ Lp,0, 1 6 p <∞. Отсюда замены τ
ξ = s и τ = t ln 1

ρ приводят к необходимости
доказать сходимость интеграла

J :=

∞∫

0

∣∣∣ϕ
(
x ◦ ρ−t lnω

)∣∣∣K∗(t) dt, (33)

где K∗(t) = 1
t

∫ t
0

∣∣k+l,α(s)
∣∣ ds. Так как k+l,α(s) ∈ L1

(
R1
+

)
, то K∗ (t) 6 c

t при t→ +∞. Далее,
очевидно, что K∗ (t) 6 ctα−1при t → 0 и что K∗ (t) непрерывна при 0 < t < ∞. Тогда
из (33) имеем

J 6 c

1∫

0

∣∣∣ϕ
(
x ◦ ρ−t lnω

)∣∣∣tα−1 dt+ c

∞∫

1

∣∣∣ϕ
(
x ◦ ρ−t lnω

)∣∣∣dt
t
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и остается сослаться на теорему Юнга для пространств со смешанной нормой
(см. [5, с. 25]).

Остается обосновать случай pi = ∞, i = 1, . . . , n, когда ϕ ∈ C
(
Ṙn+

)
. В этом случае,

чтобы преодолеть трудности, связанные со вторым слагаемым, т. е. t > 1, рассмотрим
«двустороннее» усечение дробной производной Маршо — Адамара по направлению ω,
т. е.

(
Dα
ω,1−ρ,εf

)
(x) =

1

ℵ (α, l)

ρ∫

ε

(
ln

1

t

)−1−α (
∆̃l
tlnωf

)
(x)

dt

t
, l > α > 0, (34)

где 0 < ε < ρ < 1, и затем устремим ε→ 0. Согласно (31) и (34) имеем

(
Dα
ω,1−ρ,εf

)
(x) =

1

ℵ (α, l)

ρ∫

ε

(
ln

1

t

)−1 dt

t

∞∫

0

k+l,α (y)ϕ
(
x ◦ ty lnω

)
dy.

Замены ln 1
ξ = ξ и yξ = τ дают

(
Dα
ω,1−ρ,εf

)
(x) =

1

ℵ (α, l)

∞∫

0

ϕ
(
x ◦ e−τ lnω

)
dτ

ln 1
ε∫

ln 1
ρ

k+l,α

(
τ

ξ

)
dξ

ξ2
. (35)

Здесь перестановка порядка интегрирования легко обосновывается за счет ε > 0 (с уче-

том того, что |ϕ (x)| < c и
∫ ln 1

ε

ln 1
ρ

dξ
ξ2

∫∞
0

∣∣k+l,α( τξ )
∣∣dτ <∞). Из (35) имеем

(
Dα
ω,1−ρ,εf

)
(x) =

∞∫

0

ϕ(x ◦ e−τ lnω)
[
− 1

ln ρ
K+
l,α

(
− τ

ln ρ

)
+

1

ln ε
K+
l,α

(
− τ

ln ε

)]
dτ.

Таким образом,

(
Dα
ω,1−ρ,εf

)
(x) =

∞∫

0

K+
l,α (t)ϕ

(
x ◦ ρt lnω

)
dt−

∞∫

0

K+
l,α (t)ϕ

(
x ◦ εt lnω

)
dt. (36)

Так как ϕ ∈ C
(
Rn+
)

и K+
l,α (t) ∈ L1

(
R1
+

)
, то во втором слагаемом возможен предельный

переход при ε → 0 под знаком интеграла. В силу (30) и (36) получаем интегральное
представление (32). ⊲

Рассмотрим функцию

A(ρ) :=

∞∫

0

ρ−ctK+
α,µ (t, ρ) dt =

(
µ

µ− c

)α
+

α

Γ(1− α)

×
[
Γ

(
− α, µln

1

ρ

)(
µ

µ− c

)α
− Γ

(
− α, (µ − c)ln

1

ρ

)]
, (37)

где K+
α,µ (t, ρ) — функция (23), 0 < α < 1, 0 < ρ < 1, µ > 0, c := −∑n

i=1
γi
pi
lnωi,

γi, lnωi ∈ R, µ > c.

Лемма 9. Пусть 0 < α < 1, µ > 0, c ∈ R, µ > c и 0 < ρ < 1. Тогда A(ρ)-функция

обладает следующими свойствами:

1) A(ρ)-функция монотонно убывает при c < 0 и монотонно возрастает при c > 0.
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2) Справедливо равенство limρ→1−0A (ρ) = 1, limρ→0+0A (ρ) =
(

µ
µ−c

)α
.

3) Справедливо неравенство
(

µ
µ−c

)α
< A (ρ) 6 1, при c < 0, 1 6 A (ρ) <

(
µ
µ−c

)α
при

0 < c < µ.

⊳ Найдем производную

A′ (ρ) =
αρµ

Γ (1− α)

(µ− c)−α
(
ln 1

ρ

)α+1 (ρ
−c − 1).

Отсюда вытекает утверждение 1), т. е. A′ (ρ) < 0 при c < 0, A′ (ρ) > 0 при c > 0.
В силу свойства (2) неполной гамма-функции получим утверждение 2):

lim
ρ→1−0

A (ρ) =

(
µ

µ− c

)α
+
αΓ (−α)
Γ(1− α)

[(
µ

µ− c

)α
− 1

]
= 1, lim

ρ→0+0
A (ρ) =

(
µ

µ− c

)α
.

Утверждение 3) вытекает из утверждения 2) и в силу свойства (2) неполной гамма-
функции. ⊲

7. Обращение дробных интегралов по направлению от функций из Lp,γ

Теорема 5. Пусть f = Jαω,µϕ, ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, µ > 0, 1 6 pi <∞, γi, lnωi ∈ R,

i = 1, . . . , n, µ+
∑n

i=1
γi
pi
lnωi > 0 и 0 < ρ < 1. Тогда

(Dα
ω,µf) (x) = lim

ρ→1−0
(Dα

ω,µ;1−ρf) (x) = ϕ (x) , (38)

где предел понимается как в Lp,γ .

⊳ Сходимость по норме следует из леммы 6 и леммы 5. ⊲

Теорема 6. Пусть f = Jαωϕ, ϕ ∈ Lp,γ , где α > 0, 1 6 pi 6 ∞, γi, lnωi ∈ R, i = 1, . . . , n,∑n
i=1 γ

∗
i lnωi > 0 или 0 < α < 1, 1 < pi <

1
α , γi = 0, i = 1, . . . , n, и 0 < ρ < 1. Тогда

(Dα
ωf) (x) = lim

ρ→1
(Dα

ω,1−ρf) (x) = ϕ(x),

где предел понимается как в Lp,γ , так и почти всюду.

⊳ Сходимость по норме следует из леммы 7 и леммы 5. Доказательство сходимости
почти всюду получим из [20, теорема 2, с. 77–78]. При этом учитываем равенство (29)
и свойство ядра

∣∣K+
l,α (t)

∣∣ 6 c
(1+t)l+1−α при t > 1 (см. [17, с. 379]), так что ядро K+

l,α (t)

имеет монотонную суммируемую мажоранту. ⊲

Теорема 7. Пусть
(
∆̃l
τf
)
(x) = Jα,lω,τϕ, ϕ ∈ Lp,γ , где l > α > 0, 0 < τ < 1, 1 6 pi 6 ∞,

γi, lnωi ∈ R, i = 1, . . . , n,
∑n

i=1 γ
∗
i lnωi > 0 и 0 < ρ < 1. Тогда

(Dα
ωf) (x) = lim

ρ→1
(Dα

ω,1−ρf) (x) = ϕ (x) ,

где предел понимается как в Lp,γ , так и почти всюду.

⊳ Доказательство теоремы сходимости по норме следует из леммы 8 и леммы 5.
Доказательство сходимости почти всюду — как в теореме 6. ⊲

Из леммы 6 теоремы 5 вытекает связь между нормами дробных производных по на-
правлению ω (9) и (10) в пространств Lp,γ .
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Теорема 8. Пустьf(x) =
(
Jαω,µϕ

)
(x), ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, 1 6 p < ∞, µ > 0,

c := −∑n
i=1

γi
pi
lnωi, c ∈ R, µ > c и 0 < ρ < 1. Тогда

∥∥Dαω,µ, 1−ρf ;Lp,γ
∥∥ 6M

∥∥Dαω,µf ;Lp,γ
∥∥ , M =

{
1, c < 0,(

µ
µ−c

)α
, c > 0.

(39)

⊳ Используя (22), применяя обобщенное неравенство Минковского и учитывая (38),
имеем

∥∥Dαω,1−ρf ;Lp,γ
∥∥ 6

∞∫

0

∣∣K+
α,µ (t, ρ)

∣∣
∥∥∥ϕ
(
x ◦ ρt lnω;Lp,γ

)∥∥∥ dt 6 A (ρ)
∥∥Dαω,µf ;Lp,γ

∥∥ ,

где A(ρ) — функция (37). В силу леммы 9 вытекает (39). ⊲

Следствие 3. Пусть f(xt) = (Jαωϕ) (x), ϕ ∈ Lp,γ , где 0 < α < 1, 1 6 p < ∞,

c := −∑n
i=1

γi
pi
lnωi, c ∈ R, c < 0 и 0 < ρ < 1. Тогда

∥∥Dαω, 1−ρf ;Lp,γ
∥∥ 6 ‖Dαωf ;Lp,γ‖ .
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