
 Ю
 Ж

 Н
 Ы

 Й
  
 М

 А
 Т

 Е
 М

 А
 Т

 И
 Ч

 Е
 С

 К
 И

 Й
  
 И

 Н
 С

 Т
 И

 Т
 У

 Т
 

ISSN-1683-3414 (Print)
ISSN-1814-0807 (Online)

ВЛАДИКАВКАЗСКИЙ
МАТЕМАТИЧЕСКИЙ

ЖУРНАЛ

Том 21, выпуск 3                              2019

http://www.vlmj.ru



 S
 O

 U
 T

 H
 E

 R
 N

  
 M

 A
 T

 H
 E

 M
 A

 T
 I
 C

 A
 L

  
 I
 N

 S
 T

 I
 T

 U
 T

 E
ISSN-1683-3414 (Print)
ISSN-1814-0807 (Online)

VLADIKAVKAZ
MATHEMATICAL

JOURNAL

Volume 21, Issue 3                                2019

http://www.vlmj.ru



Главный редактор

А. Г. КУСРАЕВ
Владикавказский научный центр РАН, Владикавказ, Россия

Ответственный секретарь
Е. К. БАСАЕВА

Южный математический институт — филиал ВНЦ РАН,
Владикавказ, Россия

Редакционная коллегия

А. В. АБАНИН С. С. КУТАТЕЛАДЗЕ
Южный федеральный университет, Институт математики Сибирского
Ростов-на-Дону, Россия отделения РАН, Новосибирск, Россия

ХОСЕ БОНЕТ Г. Г. МАГАРИЛ-ИЛЬЯЕВ
Политехнический университет, Московский государственный
Валенсия, Испания университет им. М. В. Ломоносова,

Москва, Россия
Н. А. ВАВИЛОВ
Санкт-Петербургский государственный
университет, Санкт-Петербург, Россия В. Д. МАЗУРОВ

Институт математики Сибирского
А. О. ВАТУЛЬЯН отделения РАН, Новосибирск, Россия
Южный федеральный университет,
Ростов-на-Дону, Россия С. Г. САМКО

Южный федеральный университет,
С. К. ВОДОПЬЯНОВ Ростов-на-Дону, Россия;
Институт математики Сибирского Университет Алгарве, Фаро,
отделения РАН, Новосибирск, Россия Португалия

Е. И. ГОРДОН ФАМ ЧОНГ ТИЕН
Университет Восточного Иллинойса, Вьетнамский национальный
Чарльстон, США университет, Ханой, Вьетнам

А. И. КОЖАНОВ
Институт математики Сибирского В. Г. ТРОИЦКИЙ
отделения РАН, Новосибирск, Россия Альбертский университет,

Эдмонтон, Канада
В. А. КОЙБАЕВ
Северо-Осетинский государственный ЛЕ ХАЙ ХОЙ
университет им. К. Л. Хетагурова, Наньянский технологический
Владикавказ, Россия университет, Сингапур

Ю. Ф. КОРОБЕЙНИК А. Б. ШАБАТ
Южный математический Институт теоретической физики
институт — филиал ВНЦ РАН, им. Л. Д. Ландау РАН,
Владикавказ, Россия Черноголовка, Россия

Адрес редакции: 362027, Владикавказ, Маркуса, 22
Телефон: (8672) 50-18-06; E-mail: rio@smath.ru
Зав. редакцией: В. В. БОЗРОВА

Журнал основан в 1999 г. Выходит четыре раза в год
Электронная версия: www.vlmj.ru

Зарегистрирован в Федеральной службе по надзору в сфере связи,
информационных технологий и массовых коммуникаций:

свид. ПИ №ФС77-70008 от 31 мая 2017 г.;
свид. ЭЛ № ФС77-70171 от 21 июня 2017 г.

c© Владикавказский научный центр РАН, 2019



Editor-in-Chief

ANATOLY G. KUSRAEV
Vladikavkaz Scientific Centre of the Russian Academy of Sciences,

Vladikavkaz, Russia

Editorial Executive Secretary
ELENA K. BASAEVA

Southern Mathematical Institute of VSC RAS,
Vladikavkaz, Russia

Editorial Board

ALEXANDER V. ABANIN VICTOR D. MAZUROV
Southern Federal University, Sobolev Institute of Mathematics
Rostov-on-Don, Russia of Siberian Branch of the RAS,

Novosibirsk, Russia
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О ПРЕОБРАЗОВАНИЯХ ДАРБУ ДЛЯ ФУНКЦИЙ БЕССЕЛЯ

А. А. Аллахвердян1

1 Адыгейский государственный университет,
Россия, 385000, Майкоп, ул. Первомайская, 208

E-mail: alinaallakhverdyan@mail.ru

Аннотация. В работе обсуждаются элементарные преобразования Дарбу функций Бесселя.
В теореме 1 мы приводим уточненную формулировку общего метода факторизации, восходящего
к Э. Шредингеру, и вводим в рассмотрение взаимосвязанные дифференциальные подстановки B1

и B2. В основной теореме 2 рассматриваются уравнения Бесселя — Риккати и элементарные пре-
образования Дарбу сводятся к дробно-линейным отображениям. Показано, что неподвижная точка
такого отображения порождает рациональные по x решения уравнений Бесселя — Риккати из теоре-
мы 2. Отметим, что функции Бесселя рассматриваются в данной работе как собственные функции
Aψ = λψ операторов Эйлера вида A = e2t

(

D2
t + a1Dt + a2

)

с постоянными коэффициентами a1 и a2.
Это позволяет (лемма 3) построить асимптотические решения уравнений Бесселя — Риккати в виде
степенных рядов по обратным степеням z = kx, k2 = λ, x = e−t. Мы показываем, что эти фор-
мальные ряды по обратным степеням спектрального параметра k =

√
λ сходятся, если существуют

рациональные решения уравнений Бесселя — Риккати из теоремы 2.

Ключевые слова: функция Бесселя, обратимое преобразование Дарбу, непрерывные дроби, опе-
ратор Эйлера, уравнение Риккати.

Mathematical Subject Classification (2010): 34K08.

Образец цитирования: Аллахвердян А. А. О преобразованиях Дарбу для функций Бесселя //
Владикавк. мат. журн.—2019.—Т. 21, вып. 3.—С. 5–13. DOI: 10.23671/VNC.2019.3.36456.

1. Введение

В работе рассматриваются условия обратимости элементарных преобразований ли-
нейных дифференциальных уравнений вида: Aψ = λψ, где A — дифференциальный
оператор n-го порядка, имеющий вид

A = a0(x)D
n
x + a1(x)D

n−1
x + . . .+ an(x), Dx =

d

dx
. (1)

Эти преобразования определяются дифференциальными подстановками

ψ̃ = B1ψ, ψ = B2ψ̃, (2)

где B1 и B2 — дифференциальные операторы (вообще говоря, произвольного порядка)
и позволяют переходить от исходного уравнения Aψ = λψ к эквивалентному уравне-
нию Ãψ = λψ̃, и наоборот. Обратимые преобразования решений уравнения Aψ = λψ

c© 2019 Аллахвердян А. А.
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называются в современной литературе преобразованиями Дарбу. Они используются для
построения солитоноподобных решений дифференциальных уравнений.

Если дифференциальный оператор B1 имеет нулевой порядок, то, как легко видеть,
преобразование сводит оператор A к оператору Ã = b(x) ◦ A ◦ b−1(x), где b(x) — произ-
вольная достаточно гладкая функция. В случае, когда B1 является оператором первого
порядка, соответствующее преобразование имеет вид

ψ̃ = (b0(x)Dx + b1(x))ψ, (3)

а оператор B2 имеет порядок n − 1. Здесь уже функции b0(x) и b1(x) не являются про-
извольными и вопрос об условиях обратимости является нетривиальным. Достаточные
условия обратимости преобразования (3) указаны в теореме 1.

Далее в статье рассматривается применение преобразований Дарбу к функциям Бес-
селя. В этом случае они сводятся к уравнению

(f(x) + β)(f̂(x)− (β + 1)) = x2,

где f(x) — решение уравнения Риккати, связанного с уравнением Бесселя (теорема 2).
Последнее уравнение позволяет определить дробно-линейное преобразование решений
уравнения Риккати, а неподвижные точки этого отображения приводят к последова-
тельности рациональных решений уравнения Риккати.

В конце первого раздела рассматривается вопрос о разрешимости уравнения Рикка-
ти (теорема 2) в классе формальных рядов. Показывается, что уравнение однозначно
разрешимо в классе формальных степенных рядов следующего вида:

f(t) = z +
1

2
+
β2

2z
− 1

8z
− β2

2z2
+

1

8z2
− β4

4z3
+

7β2

8z3
− 13

64z3
+ . . . (4)

Найдены значения β, при которых формальные ряды сходятся и дают все рациональные
решения данного уравнения.∗

2. Уравнение Бесселя

Справедлива следующая теорема, которая обобщает результаты, полученные Шре-
дингером в работах [1, 2], на случай дифференциальных операторов произвольного по-
рядка. Обобщение этой теоремы на случай операторов высокого порядка рассматрива-
лось ранее в [3, § 4.2.2], но в другой формулировке.

Теорема 1. Уравнение для собственных функций Aψ = λψ при λ 6= 0 допускает
обратимую замену вида (3) с коэффициентами b0(x) ≡ 1 и b1(x) = Dx(logϕ(x)), где
ϕ(x) ∈ kerA.

В основе данной теоремы лежит следующая известная лемма (см., например [3, § 4.2.2,
лемма 17]) о представлении дифференциального оператора A.

Лемма 1. Дифференциальный оператор A порядка n > 1 представим в виде A =
Ã(Dx − g(x)) в том и только том случае, если g = Dx(logϕ(x)), где ϕ(x) ∈ kerA, Ã —
оператор (n− 1)-го порядка.

Итак, докажем теорему о собственных функциях.

∗ Можно показать, что асимптотические ряды для функций Бесселя, используемые в [4], эквива-
лентны (4).
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⊳ Доказательство теоремы 1. Рассмотрим уравнение Aψ = λψ, согласно лемме 1
его можно переписать в виде

Ãψ̂ = λψ, (5)

где ψ̂ = (Dx − g(x))ψ. Из формулы (5) имеем, что

λψ = ã0(x)ψ̂
(n−1) + ã1(x)ψ̂

(n−2) + . . .+ ãn−1(x)ψ̂ =
n−1∑

i=0

ãi(x)ψ̂
(n−(i+1)). (6)

Домножив слева обе части уравнения (5) на (Dx − g(x)), получим

λψ̂ =
d

dx

[
n−1∑

i=0

ãi(x)ψ̂
(n−(i+1))

]
+ g(x)

[
n−1∑

i=0

ãi(x)ψ̂
(n−(i+1))

]
= Âψ̂. (7)

Полученное уравнение (7) при λ 6= 0 имеет тот же порядок, что и исходное Aψ = λψ, но
другие коэффициенты.

Таким образом, доказано, что уравнение Aψ = λψ, λ 6= 0, допускает замену ψ̂ =
(Dx − g(x))ψ, если g = (logϕ(x))x, ϕ(x) ∈ kerA и то, что данная замена обратима. ⊲

Рассмотрим уравнение Aψ = λψ, когда A — оператор второго порядка. Применяя
теорему 1, запишем оператор A в виде

A = a0(x)D
2
x + a1(x)Dx + a2(x). (8)

Произведем замену ψ = eϕψ̂ в данном уравнении и будем считать коэффициент при D2
x,

равным 1. Тогда оператор A, определяемый формулой (8), примет вид

A = D2
x + q(x). (9)

Найдем как связана функция q(·) с функцией g(·). Для этого применим теорему 1 к (9):

A = (Dx + g(x))(Dx − g(x))

= D2
x + g(x)Dx − g(x)Dx − g′(x)− g2(x) = D2

x − g′(x)− g2(x).

Таким образом, функция q(·) удовлетворяет уравнению Риккати

g′(x) + g2(x)− q(x) = 0. (10)

Уравнением Риккати, связанным с уравнением Aψ = λψ, называется уравнение для
логарифмической производной f = ψ′

ψ :

a0f
′ + a0f

2 + a1f + (a2 − λ) = 0. (11)

В случае, когда оператор A имеет вид (9), уравнение Риккати, связанное с уравнением
Aψ = λψ, запишется в виде

f ′ + f2 + q(x) + λ = 0, f =
ψ′

ψ
,

где q(·) удовлетворяет уравнению (10).
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В дальнейшем будем рассматривать применения теоремы 1 в случае, когда опера-
тор A является оператором Эйлера, т. е.

A = emtPm(Dt) = emt(p0D
m
t + p1D

m−1
t + . . . + pm), (12)

где pi ∈ C.

Лемма 2. Если A = emtPm(Dt), B = entQn(Dt), то суперпозиция операторов Эйлера
A и B запишется в виде

A ◦B = e(m+n)tUm+n(Dt), Um+n(Dt) = Pm(Dt + n)Qn(Dt).

Отметим, что вместо замены ψ̂ = (b0Dx + b1)ψ в случае, когда A определяется фор-
мулой (12) используется оператор Эйлера первого порядка

ψ̂ = et(Dt + c)ψ, c ∈ C. (13)

Итак, рассмотрим случай, когда оператор A имеет вид

A = D2
x +

1

x
Dx −

β2

x2
. (14)

Замечание 1. Уравнение Aψ = λψ, в котором A определяется формулой (14) назы-
вается уравнением Бесселя [5]. Используя замену x = e−t,

Dx = −e−tDt, D2
x = e2t(D2

t +Dt),

оператор, определяемый формулой (14), преобразуем в оператор Эйлера

A = e2t(D2
t − β2).

Применив лемму 2 к данному оператору

A = et(Dt − (β + 1)) ◦ et(Dt − β), (15)

уравнение Aψ = λψ можно переписать в следующем виде:

et(Dt − β − 1) ◦ et(Dt + β)ψ = λψ. (16)

Таким образом, уравнение Бесселя является уравнением для собственных функций
оператора Эйлера.

Применив теорему 1 к уравнению (16), находим

et(Dt + β)ψ = ψ̂, et(Dt − (β + 1))ψ̂ = λψ. (17)

Теперь перепишем уравнения (17) в терминах f = (logψ)t и f̂ = (log ψ̂)t, получим

ψ̂ = et(f + β)ψ, λψ = et(f̂ − (b+ 1)),

(f + β)(f̂ − (β + 1)) = λ · e−2t.
(18)

Без ограничения общности, считая λ = 1 в последнем уравнении, докажем основную
теорему.
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Теорема 2. Соотношение

(f + β)(f̂ − (β + 1)) = e−2t, β ∈ C, (19)

устанавливает эквивалентность двух уравнений Риккати:

ft + f2 = β2 + e−2t ⇐⇒ f̂t + f̂ 2 = (β + 1)2 + e−2t. (20)

⊳ Выразим f̂ из (19):

f̂ =
e−2t

f + β
+ (β + 1). (21)

Продифференцируем (21) по t:

f̂t =
−2e−2t(f + β)− fte

−2t

(f + β)2
= −2

e−2t

f + β
− ft

e−2t

(f + β)2
. (22)

Заметим, что
ft = β2 − f2 + e−2t. (23)

Подставим (23) в (22). Тогда

f̂t = −2
e−2t

f + β
+ e−2t f − β

f + β
− e−4t

(f + β)2
, (24)

e−4t

(f + β)2
= −f̂t − 2

e−2t

f + β
+ e−2t f − β

f + β
. (25)

Возведем равенство (21) в квадрат

f̂2 =
e−4t

(f + β)2
+ 2(β + 1)

e−2t

f + β
+ (β + 1)2.

Следовательно,
e−4t

(f + β)2
= f̂ 2 − 2(β + 1)

e−2t

f + β
− (β + 1)2. (26)

Таким образом, согласно (25) и (26) имеем

−f̂t − 2
e−2t

f + β
+ e−2t f − β

f + β
= f̂ 2 − 2(β + 1)

e−2t

f + β
− (β + 1)2,

f̂t + f̂ 2 = (β + 1)2 + e−2t−2 + f − β + 2(β + 1)

f + β
.

Итак,
f̂t + f̂ 2 = (β + 1)2 + e−2t. ✄

Заменив в формуле (21) f̂j = fj+1, последовательно подставляя вместо β последова-
тельность чисел β1, β2, . . . , βj , . . ., получим рекуррентную формулу для последователь-
ности функций fj:

fj+1 = βj+1 +
x2

fj + βj
,
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которую можно записать в виде непрерывной дроби (ср. [6])

fj+1 = βj+1 +
x2

2βj +
x2

2βj−1+
x2

2βj−2+
x2

...

.

Утверждение 1. Отображение f → f̂ , определяемое (19) из теоремы 2, имеет непо-
движную точку

f̂ = f (27)

при (β + 1)2 = β2.

⊳ В случае (27) и (19), решая квадратные уравнения, мы находим, что

f = f± =
1

2
± x, β = −1

2
, β + 1 =

1

2
,

ft + f2 =
1

4
+ x2 (x = e−t).

(28)

Нетрудно заметить, что f̂± = f±. ⊲

Используя, как и выше, нумерацию, мы введем обозначения

β1 =
1

2
, βj+1 = βj + 1, j = 1, 2, . . . , ⇒ βj = j − 1

2
,

fj+1 = βj+1 +
x2

fj + βj
, f1 = −x+ 1

2
.

(29)

Очевидно, что эта формула дает последовательность рациональных решений уравнения
Риккати теоремы 2:

f2 =
3

2
+

x2

1− x
.

Аналогично можно определить f3, f4, . . .:

f3 =
5

2
+

x2(1− x)

x2 − 3x+ 3
=

9

2
+ 7x+

7x+ 2

x2 − 3x+ 3
,

f4 =
41

12
− x

6
+

x2 − 10

12x3 − 42x2 + 60x− 30
, . . .

Для того чтобы доказать, что найдены все рациональные решения уравнения Риккати

ft + f2 = β2 + e−2t, (30)

можно использовать следующую лемму, в которой строятся два формальных решения
уравнения (30) при любом β ∈ C. Эти решения представляют собой формальные ряды
по степеням 1

z (см. [4, § 24]).

Лемма 3. Формальные решения уравнения Риккати

ft + f2 = β2 + k2e−2t

определены однозначно, с точностью до выбора знака k ∈ C, и записываются в виде
формальных степенных рядов с постоянными коэффициентами по вспомогательной пе-
ременной z = ke−t:

f = z +
1

2
+

∞∑

j=1

γj
zj
. (31)
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⊳ Подставим f , определяемое из (31), в уравнение Риккати (30), предварительно
подсчитав ft и f2:

ft = zt +
∞∑

1

γi · i
zi

,

f2 =
1

4
+ z + z2 + 2z

∞∑

1

γi
zi

+

∞∑

1

γi
zi

+

∞∑

1

γ2i
z2i

+ 2
∑

i>j

γiγj
zi+j

.

Таким образом,

zt +

∞∑

1

γi · i
zi

+
1

4
+ z + z2 + 2z

∞∑

1

γi
zi

+

∞∑

1

γi
zi

+

∞∑

1

γ2i
z2i

+ 2
∑

i>j

γiγj
zi+j

= β2 + z2.

Приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях, найдем значения γi:

γ1 =
1

2

(
β2 − 1

4

)
, γ2 = −1

2

(
β2 − 1

4

)
, γ3 = −1

4

(
β4 − 7

2
β2 +

13

16

)
, . . . ,

2γi+1 + (i+ 1)γi +
∑

j+j′=i

γjγj′ = 0. ✄
(32)

Отметим, что для последовательности βj, определенной в (29), ряд (31) сходится
и определяет рациональные функции fj из формулы (29). Например, полагая в (31)

β2 = 1
4 , находим f1 = −e−t+ 1

2 , интегрируя уравнение ψ′
1
ψ1

= −e−t+ 1
2 , получим, что ψ1 =

e−ke
−t+ 1

2
t. Можно проверить, что эта функция с точностью до обозначений совпадает с

экспоненциальной производящей функцией полиномов Чебышева [7, § 5.2.1]

Re

[
exp

{
keiθ

}]
=

∞∑

n=0

kn

n!
Tn(x). (33)

Напомним, что многочлены Чебышева определяются следующим уравнением:

Tn(x) = cos(nθ), x = cos θ, (34)

и удовлетворяют следующей рекуррентной формуле:

2xTn(x) = Tn−1(x) + Tn+1(x).

Произведя замену fn = Tn−1

Tn
− x, последнее рекуррентное соотношение можно записать

в следующем виде:
(fn − x)(fn+1 + x) = −1. (35)

Заметим, что уравнения (35) и (19) схожи.

3. Заключение

Теорема 1 и формула (13) сводят задачу о функциях Бесселя к задаче о собственных
функциях операторов Эйлера и своеобразной алгебре многочленов. Представляется ин-
тересным обобщение теоремы 2 на спектральные задачи третьего порядка. Можно пока-
зать также, что формальные ряды из леммы 3 применимы к задаче об асимптотических
разложениях функций Бесселя и их обобщений.
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Abstract. Suppose X is a topological ring. It is known that there are three classes of bounded group
homomorphisms on X whose topological structures make them again topological rings. First, we show that
if X is a Hausdorff topological ring, then so are these classes of bounded group homomorphisms onX. Now,
assume that X is a locally solid lattice ring. In this paper, our aim is to consider lattice structure on these
classes of bounded group homomorphisms; more precisely, we show that, under some mild assumptions,
they are locally solid lattice rings. In fact, we consider bounded order bounded homomorphisms on X.
Then we show that under the assumed topology, they form locally solid lattice rings. For this reason, we
need a version of the remarkable Riesz–Kantorovich formulae for order bounded operators in Riesz spaces
in terms of order bounded homomorphisms on topological lattice groups.
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1. Introduction and Preliminaries

Let us start with some motivation. Topological rings usually appear in many contexts
in functional analysis. The ring of all continuous functions on a topological space; where
the topology is given by pointwise convergence, the integers with discrete topology, the ring
of all of matrices with entries in a topological ring; where the topology is given by pointwise
convergence are all examples of topological rings. Many of these examples have also lattice
structures. So, topological lattice rings come readily to mind as an interesting subject to study
in the category of all rings. Furthermore, when we have topological lattice algebraic structures,
it is a natural and interesting direction to investigate functions (homomorphisms) which
respect topological, lattice and algebraic structures.

The concept of a lattice group (ℓ-group, for short) was firstly investigated in [1, 2].
In addition, topological ℓ-groups as an extension of topological Riesz spaces are appeared
in [3, 4], at first. Although, Riesz spaces are widely investigated in many directions for decades,
lattice groups are rarely considered in the literatures; only recently, a comprehensive reference
announced regarding basic properties of topological ℓ-groups (see [5] for more details).

Nevertheless, the notion of a lattice ring (ℓ-ring) is even considered less than ℓ-groups in
the contexts. To our best knowledge, it is initially investigated in [6, 7]. The situation got
stricter while adding topological notion to them; the earliest special literature is [8].

c© 2019 Zabeti, O.
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Note that since topological ℓ-groups are a generalization of topological Riesz spaces which
contain many known and applicable objects such as Banach lattices and examples therein,
they are investigated in more details at least in the contexts so that topological ℓ-rings seem
to be largely unexplored with respect to topological ℓ-groups. On the other hand, topological
rings arise almost in many directions of topological fields; for example, the completion of a
topological field is always a topological ring. Moreover, the set of all real continuous functions
on a Hausdorff topological space, the set of all matrices defined on a field, are examples of rings
which are widely useful in the literatures. So, it is of independent interest to discover different
directions of rings such as topological and order notions; topological and order aspects are
considered in several contexts, separately (see [7–10], for example) but using both order and
topological ones have been investigated not so much.

In [11], Mirzavaziri and the author considered three non-equivalent classes of bounded
group homomorphisms on a topological ring and endowed them with appropriate topologies
which make them again topological rings. Now, suppose X is a locally solid ℓ-ring. In this
note, our attempt is to consider lattice structures on these classes of bounded homomorphisms.
In fact, we show that under some mild hypotheses, they configure locally solid ℓ-rings.

For recent progress on topological ℓ-groups as well as basic expositions on these notions,
see [5]. Finally, for undefined terminology, general theme about ℓ-rings and the related
subjects, we refer the reader to [7].

Let us first, recall some required notions and terminology. Suppose X is a topological
ring. A set B ⊆ X is called bounded if for each zero neighborhood W ⊆ X, there is a zero
neighborhood V ⊆ X such that V B ⊆W and BV ⊆W . Now, assume that G is a topological
group; a subset B ⊆ G is said to be bounded if for each neighborhood U at the identity, there
is a positive integer n with B ⊆ nU .

By a topological lattice group (ℓ-group), we mean an abelian topological group which is
also a lattice at the same time such that the lattice operations are continuous with respect
to the assumed topology. A topological lattice ring (ℓ-ring) is a topological ring which is
simultaneously an ℓ-group such that the multiplication and order structure are compatible
via the inequality |x · y| 6 |x| · |y|; for more details, we refer the reader to [5].

A Birkhoff and Pierce ring (f -ring) is a lattice ordered ring with this property: a ∧ b = 0
and c > 0 imply that ca∧b = ac∧b = 0. For ample facts regarding this subject, see [7]. It was
initially presented by Birkhoff and Pierce in [6] to illustrate some understandable examples in
lattice ring theory and apparently, it turned out to have many interesting and fruitful tools
among the category of lattice rings.

An ℓ-group G is called Dedekind complete if every non-empty bounded above subset of G
has a supremum. G is Archimedean if nx 6 y for each n ∈ N implies that x 6 0. One
may verify easily that every Dedekind complete ℓ-group is Archimedean. In this note, all
topological groups are considered to be abelian. A subset S ⊆ G is called solid if x ∈ G,
y ∈ S, and |x| 6 |y| imply that x ∈ S. Topological ℓ-group (G, τ) is said to be locally solid
if τ contains a base of neighborhoods at identity consists of solid sets. S is said to be order

bounded if it is contained in an order interval.

Suppose G is a topological ℓ-group. A net (xα) ⊆ G is said to be order convergent to
x ∈ G if there exists a net (zβ) (possibly over a different index set) such that zβ ↓ 0 and for
every β, there is an α0 with |xα − x| 6 zβ for each α > α0. A subset A ⊆ G is called order

closed if it contains limits of all order convergent nets which are lying on A.

Keep in mind that topology τ on a topological ℓ-group (G, τ) is referred to as Fatou if it has
a local basis at the identity consists of solid order closed neighborhoods.
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Suppose G and H are ℓ-groups. A homomorphism T : G → H is said to be positive

if it maps positive elements of G into positive ones in H.
Now, we recall some definition we need in the sequel (see [11] for further notifications about

these facts). It should be mentioned here that in [11], the authors used the notion B(X,Y) for
rings of all bounded group homomorphisms between topological rings; in this note, we replace
it with Hom(X,Y) in compatible with [12] for homomorphisms as well as to show their nature
as a homomorphism not an operator.

Definition 1.Let X and Y be two topological rings. A group homomorphism T : X → Y
is said to be

(1) nr-bounded if there exists a zero neighborhood U ⊆ X such that T (U) is bounded
in Y ;

(2) br-bounded if for every bounded set B ⊆ X, T (B) is bounded in Y .

The set of all nr-bounded (br-bounded) homomorphisms from a topological ring X
to a topological ring Y is denoted by Homnr(X,Y ) (Hombr(X,Y )). We write Hom(X) instead
of Hom(X,X).

Now, assume X is a topological ring. The class of all nr-bounded group homomorphisms
on X equipped with the topology of uniform convergence on some zero neighborhood is
denoted by Homnr(X). Observe that a net (Sα) of nr-bounded homomorphisms converges
uniformly on a neighborhood U to a homomorphism S if for each neighborhood V there
exists an α0 such that for each α > α0, (Sα − S)(U) ⊆ V .

The class of all br-bounded group homomorphisms on X endowed with the topology of
uniform convergence on bounded sets is denoted by Hombr(X). Note that a net (Sα) of br-
bounded homomorphisms uniformly converges to a homomorphism S on a bounded set B ⊆ X
if for each zero neighborhood V there is an α0 with (Sα − S)(B) ⊆ V for each α > α0.

The class of all continuous group homomorphisms on X equipped with the topology of cr-
convergence is denoted by Homcr(X). A net (Sα) of continuous homomorphisms cr-converges
to a homomorphism S if for each zero neighborhood W , there is a neighborhood U such that
for every zero neighborhood V there exists an α0 with (Sα − S)(U) ⊆ V W for each α > α0.

Note that Homnr(X), Hombr(X), and Homcr(X) form subrings of the ring of all group
homomorphisms on X, in which, the multiplication is given by function composition.

In contrast with the case of all bounded homomorphisms between topological groups
(considered in [12]), there are no more relations between these classes of bounded group
homomorphisms between topological rings; see [11, Example 2.1, Example 2.2, Example 3.1]
for some examples which illustrate the situation.

2. Main Results

First, we prove a version of [13, Theorem 1.10] in terms of topological ℓ-groups.

Lemma 1. Suppose G and H are ℓ-groups with H Archimedean. Moreover, assume that
T : G+ → H+ preserves the addition group operations; that is T (x+y) = T (x)+T (y) holds for
positive elements x, y ∈ G. Then T has a unique extension to a positive group homomorphism.
In addition, this extension is determined (denoted by T , again) via T (x) = T (x+)− T (x−).

⊳ Consider the extension S fromG intoH determined by S(x) = T (x+)−T (x−). Using the
basic properties of ℓ-groups [5, Lemma 4.1] and the proof of [13, Theorem 1.10], we conclude
that S is additive. In order to prove that S preserves the inverse operation, note that the
identity 0 = S(x + (−x)) = S(x) + S(−x) = S(x) − S(x), implies that S(−x) = −S(x), as
we wanted. ⊲
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In this step, we need a type of Riesz decomposition property in ℓ-groups; the proof relies
on just addition and modulus in a Riesz space so that it can be converted without any change,
using identities of [5, Lemma 4.1]. For a proof in Riesz spaces, see [13, Theorem 1.13].

Lemma 2. Suppose |x| 6 |y1 + y2| holds in an ℓ-group G. Then there exist x1, x2 ∈ G
such that x = x1 + x2 and |xi| 6 |yi|. If x is positive, x1, x2 can be chosen to be positive.

Now, we consider a version of [13, Theorem 1.14] assuring us under a suitable condition,
the positive part of a group homomorphism can exist.

Lemma 3. Let G and H be topological ℓ-groups with H Archimedean and T : G → H
be a homomorphism between ℓ-groups such that sup{Ty : 0 6 y 6 x} exists for each positive
x ∈ G. Then, T+ = T ∨ 0 exists and is determined via

T+(x) = sup{Ty : 0 6 y 6 x},

for each x ∈ G+.

⊳ Define S : G+ → H+ by S(x) = sup{Ty : 0 6 y 6 x} for each positive x ∈ G. Then,
we show that S is additive. Fix u, v ∈ G+. For every positive y 6 u and z 6 v, we have
T (y) + T (z) = T (y + z) 6 S(u + v) so that S(u) + S(v) 6 S(u + v). On the other hand, if
y 6 u+ v for a positive element y, by Lemma 2, there are y1, y2 ∈ G+ such that y = y1 + y2,
y1 6 u, and y2 6 v. This implies that T (y) = T (y1)+T (y2) 6 S(u)+S(v) asserting that S is
additive. By Lemma 1, S has an extension to a positive homomorphism (denoted by S) from
G into H. Suppose for a positive homomorphism R, we have T 6 R. Fix x ∈ G+. For every
positive y 6 x, we have Ty 6 Ry 6 Rx, resulting in S 6 R. We see that S = T+. ⊲

Recall that a homomorphism T : G → H is said to be order bounded if it maps
order bounded sets into order bounded ones. The set of all order bounded homomorphisms
from G into H is denoted by Hom

b(G,H). One may justify that under group operations
of homomorphisms defined in [12] and invoking [5, Theorem 4.9], Hom

b(G,H) is a group.
Now, we prove a Riesz–Kantorovich formulae for order bounded homomorphisms compatible
with [13, Theorem 1.18]. Observe that according to [14, Remark 1], not every order bounded
homomorphism on a topological ℓ-group is bounded.

Theorem 1. Suppose G and H are ℓ-groups with H Dedekind complete. Then, the group
Hom

b(G,H) of all order bounded homomorphisms is a Dedekind complete ℓ-group. Moreover,
T+ is defined by

T+(x) = sup{Ty : 0 6 y 6 x},
for each x ∈ G+.

⊳ For every order bounded homomorphism T , note that

sup{Ty : 0 6 y 6 x} = supT [0, x].

By Lemma 3, T+ exists. By [5, Lemma 4.1], Homb(G,H) is an ℓ-group. To prove Hom
b(G,H)

is Dedekind complete, we proceed the same line as in the proof of [13, Theorem 1.18]. Suppose
0 6 Tα ↑6 T in Hom

b(G,H). For each x ∈ G+, S(x) = sup{Tα(x)} exists in H. The identity
Tα(x + y) = Tα(x) + Tα(y) implies that S is an additive map between positive parts. So, by
Lemma 1, it has an extension to a positive homomorphism (denoted by S), resulting in Tα ↑ S,
as desired. ⊲

Remark 1. Suppose X is a topological ring so that a topological abelian group in its own
right. Recall that a subset B ⊆ X is said to be bounded (in the sense of a topological group)
if for each neighborhood U of the identity, there is an n ∈ N with B ⊆ nU . Spite to the case
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of topological vector spaces, not every singleton in a topological group is bounded (see [15]).
Nevertheless, in many classical topological groups and also connected ones, they are bounded.
Therefore, from now on, we assume that the corresponding topological groups have this mild
property.

Proposition 1. Suppose X is a topological ring. If X is Hausdorff and every singleton
is bounded in the sense of a topological group, then, so are Homnr(X), Hombr(X), and
Homcr(X).

⊳ First, we prove for Homnr(X). Suppose (Tα) is a net of br-bounded homomorphisms
which converges to homomorphisms T and S uniformly on some zero neighborhood U ⊆ X.
We must show that T = S. Assume that W is an arbitrary zero neighborhood. There is
a zero neighborhood V with V + V ⊆W . There exists an α0 such that (Tα − T )(U) ⊆ V and
(Tα − S)(U) ⊆ V for each α > α0. Thus,

(T − S)(U) ⊆ (Tα − T )(U) + (Tα − S)(U) ⊆ V + V ⊆W.

So, for each x ∈ U , we have (T −S)(x) ∈W . Since X is Hausdorff, we see that T (x) = S(x).
Now, for any x ∈ X, there is a positive integer n with x ∈ nU . This means that there is a
y ∈ U with x = ny. So, by the previous procedure, we conclude that T (x) = S(x), as claimed.

Now, we show that Hombr(X) is also Hausdorff. Observe that every singleton
in a topological ring is bounded. Suppose (Tα) is a net in Hombr(X) which is convergent to
homomorphisms T and S. Fix any x ∈ X. Assume that W is an arbitrary zero neighborhood
and choose zero neighborhood V with V + V ⊆W . There exists an α0 with (Tα − T )(x) ∈ V
and (Tα − S)(x) ∈ V for each α > α0. Thus,

(T − S)(x) = (Tα − T )(x) + (Tα − S)(x) ∈ V + V ⊆W,

as desired.
Finally, we show that Homcr(X) is Hausdorff. Suppose (Tα) is a net in Homcr(X) which is

cr-convergent to homomorphisms T and S. Choose arbitrary zero neighborhood W and find
zero neighborhood V such that V + V ⊆W . Consider zero neighborhood V1 with V1V1 ⊆ V .
There is a zero neighborhood U such that for every zero neighborhood V0 we can find an
index α0 such that (Tα − T )(U) ⊆ V0V1 and (Tα − S)(U) ⊆ V0V1 for any α > α0. Fix any
x ∈ X. There is n ∈ N with x ∈ nU . Choose zero neighborhood V0 with nV0 ⊆ V1. There is
an α0 such that (Tα − T )(U) ⊆ V0V1 and (Tα − S)(U) ⊆ V0V1 for any α > α0. Thus,

(T − S)(U) ⊆ (Tα − T )(U) + (Tα − S)(U) ⊆ V0V1 + V0V1.

Find y ∈ U with x = ny. This implies that

(T − S)(x) = (T − S)(ny) = (Tα − T )(ny) + (Tα − S)(ny)

∈ nV0V1 + nV0V1 ⊆ V1V1 + V1V1 ⊆ V + V ⊆W. ✄

Remark 2. Compatible with homomorphisms on a topological ℓ-group, not every order
bounded group homomorphism between topological ℓ-rings is bounded and vise versa.

SupposeX = RN, the ring of all sequences with product topology, coordinate-wise ordering
and pointwise multiplication. Consider the identity group homomorphism I on X. It is indeed
order bounded but not nr-bounded (see [11, Example 2.1]). Moreover, if we replace pointwise
multiplication in RN with zero one, then the identity group homomorphism is still order
bounded but neither nr- nor br- bounded. Suppose X = ℓ∞ with the usual norm topology
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and Y is ℓ∞ with the product topology inherited from RN; both of them, with coordinate-
wise ordering and pointwise multiplication are topological ℓ-rings. Then the identity group
homomorphism from Y into X is order bounded but not continuous, certainly.

We recall that topology τ on a topological ℓ-ring (X, τ) is Fatou if X has a base of zero
neighborhoods which are order closed. Furthermore, observe that a Birkhoff and Pierce ring
(f -ring) is a lattice ordered ring with this property: a ∧ b = 0 and c > 0 imply that ca ∧ b =
ac ∧ b = 0.

Lemma 4. Suppose X is a Dedekind complete locally solid f -ring with Fatou topology
and Hom

b
nr(X) is the ring of all order bounded nr-bounded group homomorphisms. Then

Hom
b
nr(X) is a topological ℓ-ring.

⊳ It suffices to prove that for a homomorphism T ∈ Hom
b
nr(X), T+ ∈ Hom

b
nr(X).

By Theorem 1, for each positive x ∈ X, we have

T+(x) = sup{T (u) : 0 6 u 6 x}.

Choose a zero neighborhood U ⊆ X such that T (U) is bounded. So, for arbitrary
neighborhood W , there is a zero neighborhood V with V T (U) ⊆ W . Therefore, for each
x ∈ U+ and for each y ∈ V+, yT (x) ∈ W , so that using [7, Theorem 3.15], solidness of zero
neighborhoods U , V , and order closedness of W , yields that T+(U) is also bounded. Now, we
show that the lattice operations are continuous. Suppose (Tα) is a net of order bounded nr-
bounded group homomorphisms that converges uniformly on some zero neighborhood U ⊆ X
to homomorphism T in Hom

b
nr(X). Choose arbitrary neighborhood W ⊆ X. Fix x ∈ U+. Now,

consider the following lattice inequality:

sup
{
Tα(u) : 0 6 u 6 x

}
− sup

{
T (u) : 0 6 u 6 x

}
6 sup

{
(Tα − T )(u) : 0 6 u 6 x

}
.

There exists an α0 such that (Tα − T )(U) ⊆ W for each α > α0. Therefore, using the order
closedness of neighborhood W and solidness of neighborhood U , we have

Tα
+(x)− T+(x) 6 (Tα − T )+(x) ∈W. ✄

Theorem 2. Suppose X is a Dedekind complete locally solid f -ring with Fatou topology.
Then Hom

b
nr(X) is a locally solid ℓ-ring with respect to the uniform convergence topology

on some zero neighborhood.

⊳ In the view of Lemma 4 and [5, Theorem 4.1], it is sufficient to show that the lattice
operation T → T+ is uniformly continuous in Hom

b
nr(X). Let T ∈ Hom

b
nr(X) and x ∈ X+. By

Theorem 1, we have
T+(x) = sup{T (u) : 0 6 u 6 x}.

Now, suppose (Tα) and (Sα) are nets of order bounded nr-bounded group homomorphisms
that (Tα − Sα) converges uniformly on some zero neighborhood U ⊆ X to zero. Choose
arbitrary neighborhood W ⊆ X. Fix x ∈ U+. Now, consider the following lattice inequality:

sup
{
Tα(u) : 0 6 u 6 x

}
− sup

{
Sα(u) : 0 6 u 6 x

}
6 sup

{
(Tα − Sα)(u) : 0 6 u 6 x

}
.

There exists an α0 such that (Tα − Sα)(U) ⊆ W for each α > α0. Therefore, using the order
closedness of neighborhood W and solidness of neighborhood U , we have

Tα
+(x)− Sα

+(x) 6 (Tα − Sα)
+(x) ∈W.

Now, using [5, Theorem 4.1], yields the desired result. ⊲
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The following lemma may be known; to our best knowledge, we could not find any proof
for it; we present a proof for the sake of completeness.

Lemma 5. Suppose X is a locally solid f -ring. Then, the solid hull of a bounded set
is also bounded.

⊳ Suppose B ⊆ X is bounded. Then, by usual definition of a solid hull, we have

Sol(B) =
{
x ∈ X,∃ y ∈ B : |x| 6 |y|

}
.

Let W be an arbitrary zero neighborhood of X. There exists a zero neighborhood V with
V B ⊆W . For each x ∈ Sol(B), there is y ∈ B such that |x| 6 |y| so that for each z ∈ V , the
inequality |zx| = |z||x| 6 |z||y| = |zy| in connection with solidness of zero neighborhood W ,
imply that V Sol(B) ⊆W , as we wanted. ⊲

Lemma 6. Suppose X is a Dedekind complete locally solid f -ring with Fatou topology
and Hom

b

br
(X) is the ring of all order bounded br-bounded group homomorphisms. Then

Homb

br
(X) is a topological ℓ-ring.

⊳ It suffices to prove that for a homomorphism T ∈ Hom
b

br
(X), T+ ∈ Hom

b

br
(X).

By Theorem 1, we have
T+(x) = sup

{
T (u) : 0 6 u 6 x

}
.

Fix a bounded set B ⊆ X. Without loss of generality, we may assume that B is also solid;
otherwise consider the solid hull of B which is by Lemma 5, bounded. So, for arbitrary
neighborhood W , there is a zero neighborhood V with V T (B) ⊆ W . Therefore, for each
x ∈ B+ and for each y ∈ V+, yT (x) ∈ W , so that using [7, Theorem 3.15], solidness of zero
neighborhood V and bounded set B, and order closedness of W , we see that T+(B) is also
bounded.

Now, we show that the lattice operations are continuous. Suppose (Tα) is a net of order
bounded br-bounded group homomorphisms that converges uniformly on bounded sets to the
homomorphism T in Hom

b

br
(X). Fix bounded set B ⊆ X. Choose arbitrary neighborhood

W ⊆ X. Fix x ∈ B+. By Lemma 5, B can be considered solid. Now, observe the following
lattice inequality:

sup{Tα(u) : 0 6 u 6 x} − sup{T (u) : 0 6 u 6 x} 6 sup{(Tα − T )(u) : 0 6 u 6 x}.

There exists an α0 such that (Tα − T )(B) ⊆ W for each α > α0. Therefore, using the order
closedness of neighborhood W and solidness of bounded set B, we have

Tα
+(x)− T+(x) 6 (Tα − T )+(x) ∈W. ✄

Theorem 3. Suppose X is a Dedekind complete locally solid f -ring with Fatou topology.
Then Hom

b

br
(X) is a locally solid ℓ-ring with respect to the uniform convergence topology

on bounded sets.

⊳ In the view of Lemma 6 and [5, Theorem 4.1], it is sufficient to show that the lattice
operation T → T+ is uniformly continuous in Hom

b

br
(X). Let T ∈ Hom

b

br
(X) and x ∈ X+.

By Theorem 1, we have
T+(x) = sup

{
T (u) : 0 6 u 6 x

}
.

Now, suppose (Tα) and (Sα) are nets of order bounded br-bounded group homomorphisms
that (Tα−Sα) converges uniformly on bounded sets to zero. Fix bounded set B ⊆ X. Choose
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arbitrary neighborhood W ⊆ X. Fix x ∈ B+. By Lemma 5, B can be considered solid. Now,
observe the following lattice inequality:

sup
{
Tα(u) : 0 6 u 6 x

}
− sup

{
Sα(u) : 0 6 u 6 x

}
6 sup

{
(Tα − Sα)(u) : 0 6 u 6 x

}
.

There exists an α0 such that (Tα − Sα)(B) ⊆W for each α > α0. Therefore, using the order
closedness of neighborhood W and solidness of bounded set B, we have

Tα
+(x)− Sα

+(x) 6 (Tα − Sα)
+(x) ∈W. ✄

Lemma 7. SupposeX is a Dedekind complete locally solid f -ring with Fatou topology and
Hom

b
cr(X) is the ring of all order bounded continuous group homomorphisms. Then Hom

b
cr(X)

is a topological ℓ-ring.

⊳ It suffices to prove that for a homomorphism T ∈ Hom
b
cr(X), T+ ∈ Hom

b
cr(X).

By Theorem 1, for any x ∈ X+, we have

T+(x) = sup
{
T (u) : 0 6 u 6 x

}
.

Choose arbitrary zero neighborhood W . There exists a zero neighborhood U with T (U) ⊆W .
Therefore, for each x ∈ U+, T (x) ∈ W , so that T+(x) ∈ W using solidness of U and order
closedness of W . Thus, we see that T+(U) ⊆W .

Now, we show that the lattice operations are continuous.
Suppose (Tα) is a net of order bounded continuous group homomorphisms that cr-con-

verges to the homomorphism T in Hom
b
cr(X). Choose arbitrary neighborhood W ⊆ X. There

is a zero neighborhood U ⊆ X such that for each zero neighborhood V ⊆ X there exists an
α0 with (Tα − T )(U) ⊆ VW for each α > α0. Now, consider the following lattice inequality:

sup
{
Tα(u) : 0 6 u 6 x

}
− sup

{
T (u) : 0 6 u 6 x

}
6 sup

{
(Tα − T )(u) : 0 6 u 6 x

}
.

Therefore, using the order closedness of neighborhoods V , W and solidness of zero neigh-
borhood U , we have

Tα
+(x)− T+(x) 6 (Tα − T )+(x) ∈ VW.

This would complete the proof. ⊲

Theorem 4. Suppose X is a Dedekind complete locally solid f -ring with Fatou topology.
Then Hom

b
cr(X) is a locally solid ℓ-ring with respect to the cr-convergence topology.

⊳ In the view of Lemma 7 and [5, Theorem 4.1], it is sufficient to show that the lattice
operation T → T+ is uniformly continuous in Hom

b
cr(X). Let T ∈ Hom

b
cr(X) and x ∈ X+.

By Theorem 1, we have
T+(x) = sup

{
T (u) : 0 6 u 6 x

}
.

Now, suppose (Tα) and (Sα) are nets of order bounded continuous group homomorphisms
that (Tα − Sα) cr-converges to zero. Choose arbitrary neighborhood W ⊆ X. There is a zero
neighborhood U ⊆ X such that for each zero neighborhood V ⊆ X there exists an α0 with
(Tα − Sα)(U) ⊆ V W for each α > α0. Now, consider the following lattice ineqality:

sup
{
Tα(u) : 0 6 u 6 x

}
− sup

{
Sα(u) : 0 6 u 6 x

}
6 sup

{
(Tα − Sα)(u) : 0 6 u 6 x

}
.

Therefore, using the order closedness of neighborhoods V , W and solidness of zero neigh-
borhood U , we have

Tα
+(x)− Sα

+(x) 6 (Tα − Sα)
+(x) ∈ VW.

This would complete the proof. ⊲
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РЕШЕТОЧНАЯ СТРУКТУРА В ПРОСТРАНСТВЕ ОГРАНИЧЕННЫХ
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Аннотация. Предположим, что X топологическое кольцо. Известно, что существует три класса
ограниченных групповых гомоморфизмов на X, топологические структуры которых снова превращают
их в топологические кольца. Сначала покажем, что если X является хаусдорфовым топологическим
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кольцом, то же таковыми будут и упомянутые классы ограниченных групповых гомоморфизмов на X.
Затем предположим, что X является локально солидным решеточно упорядоченным кольцом. Цель
настоящей статьи — рассмотреть решеточную структуру в этих классах ограниченных групповых го-
моморфизмов; точнее, покажем, что при некоторых слабых предположениях они являются локально
солидными решеточно упорядоченными кольцами. Фактически мы покажем, что при предполагаемой
топологии они образуются локально солидные решеточно упорядоченные кольца. Чтобы это сделать,
нам нужны варианты формул Рисса — Канторовича дял порядково ограниченных гомоморфизмов в то-
пологических решеточно упорядоченных группах, хорошо известные в случае порядково ограниченных
линейных операторов в пространствах Рисса.

Ключевые слова: локально солидное ℓ-кольцо, ограниченный групповой гомоморфизм, решеточно
упорядоченная группа.
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Аннотация. Работа связана с изучением элементарных сетей (ковров) σ = (σij) и элементарных
сетевых групп E(σ). А именно, приводится разложение элементарной трансвекции в элементарной
сетевой группе E(σ). Наборы подмножеств (идеалов, аддитивных подгрупп и др.) σ = {σij : 1 6

i, j 6 n} определенного ассоциативного кольца с условиями σirσrj ⊆ σij , 1 6 i, r, j 6 n, возникали
при решении различных задач. Такие наборы назывались коврами или сетями, а связанные с ни-
ми кольца и группы — ковровыми, сетевыми, обобщенными конгруэнц-подгруппами и др. Назовем
элементарную сеть (сеть без диагонали) σ замкнутой (допустимой), если подгруппа E(σ) не содер-
жит новых элементарных трансвекций. Настоящая статья мотивирована вопросом В. М. Левчука
(Коуровская тетрадь, вопрос 15.46) о том, что необходимым и достаточным условием допустимости
(замкнутости) элементарной сети σ является допустимость (замкнутость) всех пар (σij , σji). Други-
ми словами, включение элементарной трансвекции tij(α) в элементарную группу E(σ) эквивалентно
включению tij(α) в подгруппу 〈tij(σij), tji(σji)〉 (для любых i 6= j). Тем самым становится актуаль-
ным разложение элементарной трансвекции tij(α) в элементарной сетевой группе E(σ). Рассматри-
вается элементарная сеть порядка n (элементарный ковер) σ = (σij) аддитивных подгрупп комму-
тативного кольца (сеть без диагонали), связанная с σ производная сеть ω = (ωij), сеть Ω = (Ωij),
ассоциированная с элементарной группой E(σ), причем ω ⊆ σ ⊆ Ω и сеть Ω является наименьшей
(дополняемой) сетью, содержащей элементарную сеть σ. Пусть R — произвольное коммутативное
кольцо с единицей, n — натуральное число, n > 2. Система σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных под-
групп σij кольца R называется сетью (ковром) над кольцом R порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех
значениях индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью
(элементарный ковер). Получено разложение элементарной трансвекции tij(α) из E(σ) в произве-
дение tij(α) = ah двух матриц a и h, где a — элемент группы 〈tij(σij), tji(σji)〉, h — элемент сетевой

группы G(τ ), где τ =

(

τii ωij

ωji τjj

)

, ωii ⊆ τii ⊆ Ωii. В работе получены важные характеристики

матриц a и h, участвующих в разложении элементарной трансвекции tij(α).

Ключевые слова: сеть, ковер, элементарная сеть, сетевая группа, замкнутая сеть, производная
сеть, элементарная сетевая группа, трансвекция.
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1. Введение

Работа связана с изучением элементарных сетей (ковров) σ = (σij) и элементарных
сетевых групп E(σ). Точнее, приводится разложение элементарной трансвекции в эле-
ментарной сетевой группе E(σ). Пусть σ = (σij) — элементарная сеть (элементарный
ковер) аддитивных подгрупп σij кольца R порядка n [1, 2], [3, вопрос 15.46], ω = (ωij) —

c© 2019 Итарова С. Ю., Койбаев В. А.
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производная сеть для σ, Ω = (Ωij) — сеть, ассоциированная с элементарной сетевой
группой E(σ), ω ⊆ σ ⊆ Ω [4, 5]. Получено разложение (теорема) элементарной транс-
векции tij(α) из E(σ) в произведение двух матриц tij(α) = ah, где a — элемент группы

〈tij(σij), tji(σji)〉, а матрица b — элемент сетевой группы G(τ), где τ =

(
τii ωij
ωji τjj

)
, ωii ⊆

τii ⊆ Ωii. Уточняется результат [7], полученный ранее, о разложении элементарной транс-
векции в элементарной сетевой группе.

Наборы подмножеств (идеалов, аддитивных подгрупп и др.) σ = (σij) ассоциативно-
го кольца с условиями σirσrj ⊆ σij, 1 6 i, r, j 6 n, возникали при решении различных
задач. Такие наборы назывались сетями или коврами, а связанные с ними кольца и груп-
пы сетевыми или ковровыми, обобщенными конгруэнц-подгруппами и др. Назовем эле-
ментарную сеть σ замкнутой (допустимой), если подгруппа E(σ) не содержит новых
элементарных трансвекций. Настоящая статья мотивирована вопросом В. М. Левчука
(Коуровская тетрадь, вопрос 15.46) о том, что необходимым и достаточным условием
допустимости (замкнутости) элементарной сети σ является допустимость (замкнутость)
всех пар (σij , σji). Другими словами, включение элементарной трансвекции tij(α) в эле-
ментарную группу E(σ) эквивалентно включению tij(α) в подгруппу 〈tij(σij), tji(σji)〉
(для любых i 6= j). Тем самым становится актуальным представление элементарной
трансвекции tij(α) в элементарной сетевой группе E(σ). В силу сформулированного ре-
зультата одна из матриц разложения tij(α) = ah берется из группы 〈tij(σij), tji(σji)〉.
Поэтому для исследования указанного вопроса В. М. Левчука необходимо получить ис-
черпывающие данные о второй матрице, которая согласно нашей теореме содержится
в сетевой группе G(τ). В работе (теорема) получены важные характеристики матриц a
и h, участвующих в разложении.

Существенную роль в работе сыграло определение производной сети, а именно, цик-
лический способ дополнения диагонали элементарной производной сети до полной сети,
представленный в [6]. Отметим, что настоящая работа продолжает и уточняет исследо-
вания, начатые в [7].

В работе приняты следующие стандартные обозначения: R — произвольное комму-
тативное кольцо с единицей, n — натуральное число, n > 3, σ = (σij) — элементарная
сеть над кольцом R порядка n. Пусть e — единичная матрица порядка n, eij — матрица,
у которой на позиции (i, j) стоит 1, а на остальных местах нули; tij(α) = e + αeij —
элементарная трансвекция. Положим, далее, tij(A) = {tij(α) : α ∈ A}.

Для элементарной сети (ковра) σ мы рассматриваем элементарную сетевую груп-
пу E(σ) и ее подгруппу Eij(σ), i 6= j:

E(σ) = 〈tij(σij) : 1 6 i 6= j 6 n〉, Eij(σ) = 〈tij(σij), tji(σji)〉.

Далее, если σ — (полная) сеть, то через G(σ) обозначается сетевая группа [1].

2. Производная сеть

Основным содержанием раздела является изложение теоремы вложений, полученной
в [6]. Система σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется се-

тью (ковром) [1, 2] над кольцом R порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях
индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью

(элементарный ковер) [1, 2], [3, вопрос 15.46]. Таким образом, элементарная сеть — это
набор σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R, для которых σirσrj ⊆ σij
для любой тройки попарно различных чисел i, r, j.
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Элементарная сеть σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n, называется дополняемой, если для неко-
торых аддитивных подгрупп (точнее, подколец) σii кольца R таблица (с диагональю)
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, является (полной) сетью. Другими словами, элементарная сеть σ
является дополняемой, если ее можно дополнить (диагональю) до (полной) сети. Хоро-
шо известно (см., например, [1]), что элементарная сеть σ = (σij) является дополняемой
тогда и только тогда, когда σijσjiσij ⊆ σij для любых i 6= j. Диагональные подгруппы σii
определяются формулой

σii =
∑

k 6=i

σkiσik, (1)

где суммирование берется по всем k, отличным от i.
Пусть σ = (σij) — элементарная сеть над кольцом R порядка n > 3. Рассмотрим

набор ω = (ωij) аддитивных подгрупп ωij кольца R, определенных для любых i 6= j
следующим образом:

ωij =

n∑

k=1

σikσkj,

где суммирование берется по всем k, отличным от i и j. Ясно, что ωij ⊆ σij , следователь-
но, для любой тройки попарно различных чисел i, r, j, мы имеем ωirωrj ⊆ ωij. Таким
образом, набор ω = (ωij) аддитивных подгрупп ωij кольца R является элементарной
сетью. Элементарная сеть ω является дополняемой [6, предложение 1]. Дополним эле-
ментарную сеть ω до (полной) сети циклическим способом, предложенным в [6], полагая

ωii =
∑

k 6=s

σikσksσsi,

где суммирование ведется по всем 1 6 k 6= s 6 n. Построенную сеть мы называем произ-

водной сетью (для элементарной сети σ).
Пусть σ = (σij) — элементарная сеть над кольцом R порядка n. Для произвольных

i 6= j положим
Ωij = σij + σijγij ,

где

γij = ΩijΩji =
∞∑

m=1

(σjiσij)
m, i 6= j.

Таблица Ω = (Ωij) является элементарной сетью, причем дополняемой, т. е. справед-
ливы включения ΩijΩjiΩij ⊆ Ωij для любых i 6= j [4, предложение 5]. В силу форму-
лы (1) дополним элементарную сеть Ω до (полной) сети стандартным способом, положив
Ωii =

∑
k 6=iΩikΩki, где суммирование берется по k, k 6= i. Нетрудно видеть, что

Ωii =
∑

k 6=i

ΩikΩki =

n∑

k=1,k 6=i

γik.

Сеть Ω называется сетью, ассоциированной с элементарной группой E(σ).

Предложение 1 [6, теорема 1]. Элементарная сеть σ индуцирует производную сеть ω
и сеть Ω, ассоциированную с элементарной группой E(σ), при этом выполняются вклю-
чения ω ⊆ σ ⊆ Ω, причем

ωirΩrj ⊆ ωij , Ωirωrj ⊆ ωij

для любых r, i, j. Далее, для любых попарно различных i, r, j мы имеют место вклю-
чения: ΩirΩrj ⊆ ωij.
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Предложение 2 [7, предложение 2]. Пусть σ — элементарная сеть порядка n над R,
Ω — сеть, асссоциированная элементарной группой E(σ). Если a = (δij + aij) ∈ E(σ),
то aij ∈ Ωij.

3. Теорема о разложении

На протяжении всего дальнейшего изложения мы предполагаем, что n — натуральное
и n > 3. Основным результатом раздела является разложение элементарной трансвекции
tij(α) ∈ E(σ) в элементарной сетевой группе E(σ). Для простоты, не умаляя общности,
мы предполагаем, что i = 2, j = 1.

По данным сетям ω = (ωij) и Ω = (Ωij), определенным для элементарной сети σ, мы
построим новую сеть τ следующим образом. В элементарной сети Ω на позицию (1, 2)
вместо Ω12 поставим ω12, а на позицию (2, 1) вместо Ω21 поставим ω21. Согласно пред-
ложению 1 таблица, полученная таким образом, будет элементарной сетью, причем она
является дополняемой элементарной сетью. Дополним ее до (полной) сети следующим
образом. А именно, положим τii = Ωii, i = 3, . . . , n,

τ11 = ω11 +Ω13Ω31 + . . .+Ω1nΩn1, τ22 = ω22 +Ω23Ω32 + . . . +Ω2nΩn2.

Построенная сеть имеет вид

τ =




τ11 ω12 Ω13 . . . Ω1n

ω21 τ22 Ω23 . . . Ω2n

Ω31 Ω32 Ω33 . . . Ω3n

. . . . . . . . . . . . . . .
Ωn1 Ωn2 Ωn3 . . . Ωnn



.

В силу предложения 1 построенная таблица Ω = (Ωij) является (полной) сетью.

Лемма 1. Имеют место включения

τ11Ω12 ⊆ ω12, Ω12τ22 ⊆ ω12, τ22Ω21 ⊆ ω21, Ω21τ11 ⊆ ω21, (2)

γ12τ11 ⊆ ω11 ∩ ω22, γ12τ22 ⊆ ω11 ∩ ω22. (3)

⊳ Доказательства формул (2) повторяют друг друга, поэтому мы воспроизводим одно
из них. Докажем, например, включение τ22Ω21 ⊆ ω21. Для доказательства последнего
включения достаточно показать, что (ω22)Ω21 ⊆ ω21 и при i > 3 имеет место включение
Ω2iΩi2Ω21 ⊆ ω21. Оба этих включения вытекают непосредственно из предложения 1.

Докажем формулы (3). Докажем, например, включение γ12τ22 ⊆ ω11 ∩ ω22. Согласно
предложению 1 (γ12 = Ω12Ω21) мы имеем Ω21Ω12ω22 ⊆ Ω21ω12 ⊆ ω11 ∩ ω22, далее,

Ω21Ω12Ω2iΩi2 ⊆ Ω21ω1iΩi2 ⊆ Ω21ω12 ⊆ ω11 ∩ ω22, i > 3. ✄

Рассмотрим подгруппу

H =
〈
tij(σij) : 1 6 i 6= j 6 n; {i, j} 6= {1, 2}

〉
,

порожденную подгруппами tij(σij) на всех позициях, за исключением позиций (1, 2)
и (2, 1). Очевидно, что H ⊆ E(τ) ⊆ G(τ).

Следующее предложение доказывается простым «вытаскиванием» элементарных
трансвекций t12(ξ), ξ ∈ σ12, t21(ζ), ζ ∈ σ21.

Предложение 3. Справедливо равенство E(σ) = E12(σ)H, где H ⊆ E(τ) ⊆ G(τ).
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Предложение 4. Пусть t21(α) ∈ E(σ). Тогда t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ),

a = diag

((
1 + a11 a12
a21 1 + a22

)
, en−2

)
, h = diag

((
1 + h11 h12
h21 1 + h22

)
, en−2

)
,

(
1 0
α 1

)
=

(
1 + a11 a12
a21 1 + a22

)(
1 + h11 h12
h21 1 + h22

)
, (4)

a11 = h22, αa12 ∈ ω11 ∩ ω22, a11α ∈ ω21, α− a21 ∈ ω21, (5)

aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12, ω11 ∩ ω22, i, j = 1, 2. (6)

⊳ Согласно предложению 3 нам нужно доказать включения (5) и (6). Заметим в на-
чале, что из h, h−1 ∈ G(τ) следует, что h11, h22 ∈ τ11 ∩ τ22. Из включения a ∈ E12(σ) мы
имеем a11, a22 ∈ γ12, a21 ∈ Ω21. Далее, согласно предложению 2 мы имеем α ∈ Ω21.

Согласно предложению 3 имеем включение E(σ) ⊆ E12(σ)G(τ). Следовательно,
t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ).

Докажем включения (5). Из (4) следует равенство
(
1 + a22 −a12
−a21 1 + a11

)(
1 0
α 1

)
=

(
1 + h11 h12
h21 1 + h22

)
. (7)

Отсюда, в частности, a11 = h22, a12 = −h12. Далее, имеем [2, лемма 1] τ22Ω21 ⊆ ω21,
откуда h22Ω21 ⊆ ω21, а потому (a11 = h22) a11Ω21 ⊆ ω21, следовательно, (α ∈ Ω21)
a11α ∈ ω21. В силу (7) мы имеем −a21 + α + αa11 = h21 ∈ ω21, но согласно доказанному
a11α ∈ ω21, следовательно, α − a21 ∈ ω21. Отметим, наконец, что включение αa12 ∈
ω11 ∩ ω22 вытекает из предложения 1.

Докажем включения (6). Согласно замечанию, сделанному в начале доказательства
теоремы, мы имеем включение a11 = h22 ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12. Далее, из (7) a22 − αa12 = h11,
но согласно доказанному αa12 ∈ ω11 ∩ ω22 ⊆ τ11 ∩ τ22. Согласно замечанию, сделанному
в начале доказательства теоремы, h11 ∈ τ11 ∩ τ22, поэтому a22 ∈ τ11 ∩ τ22, но a22 ∈
γ12, откуда a22 ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12. С другой стороны, αa12 ∈ Ω21ω12 ⊆ Ω21Ω12 ⊆ γ12,
поэтому h11 ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12. Таким образом, мы показали, что aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12,
i = 1, 2. Но теперь из последнего включения и (3) вытекает справедливость включений
aiiajj, aiihjj, hiihjj ∈ ω11 ∩ ω22, i, j = 1, 2. ⊲

Теорема. Пусть n > 3, t21(α) ∈ E(σ). Тогда t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ). Если

a = diag

((
1 + a11 a12
a21 1 + a22

)
, en−2

)
, h = diag

((
1 + h11 h12
h21 1 + h22

)
, en−2

)
,

и выполнено (4), то aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12, i = 1, 2,

α, a21 ∈ Ω21, α− a21 ∈ ω21, a12, h12 ∈ ω12, h21 ∈ ω21, (8)

a22 + a11, a22 − h11, a22 + h22, h11 + h22, h11 + a11 ∈ ω11 ∩ ω22, (9)

⊳ Представление t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ) вытекает из предложения 4. Вклю-
чения aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12, i = 1, 2, и включения (8) следуют также из предложения 4.

Докажем включения (9). Из (7) мы имеем a22 − a12α = h11, откуда a22 − h11 =
a12α ∈ ω11 ∩ ω22 (см. предложение 4, формулу (5)). Далее, из (6) следует, что a11a22 ∈
ω11 ∩ ω22, а из предложения 1 (так как a21 ∈ Ω21, a12 ∈ ω12) следует включение a21a12 ∈
ω11 ∩ ω22. Но так как det(a) = 1, то a22 + a11 ∈ ω11 ∩ ω22. Далее, a11 = h22, поэтому
a22 + h22 ∈ ω11 ∩ ω22. Аналогично, из того, что det(h) = 1 и того, что h11h22 ∈ ω11 ∩ ω22

следует включение h11 + h22 ∈ ω11 ∩ ω22. Наконец, из равенства a11 = h22 мы имеем h11+
a11 ∈ ω11 ∩ ω22. ⊲
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Abstract. The paper deals with the study of elementary nets (carpets) σ = (σij) and elementary net
groups E(σ). Namely, decomposition of an elementary transvection in elementary net group E(σ) is given.
The colections of subsets (ideals, additive subgroups and etc.) σ = {σij : 1 6 i, j 6 n} of an associative ring
with the conditions σirσrj ⊆ σij , 1 6 i, r, j 6 n, arose in a different situations. Such collections are called
carpets or nets and a rings, while the associated groups are called carpet (net, congruence, etc.) subgroups.
An elementary net (a net without diagonal) σ is closed (admissible) if the subgroup E(σ) does not contain
new elementary transvections. The study was motivated by the question of V. M. Levchuk (The Kourovka
notebook, question 15.46) whether or not a necessary and sufficient condition for the admissibility (closure)
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of the elementary net σ is the admissibility (closure) of all pairs (σij , σji). In other words, the inclusion of
an elementary transvection tij(α) in the elementary group E(σ) is equivalent to the inclusion of tij(α) in the
subgroup 〈tij(σij), tji(σji)〉 (for any i 6= j). Thus, the decomposition of elementary transvection tij(α) in the
elementary net group E(σ) becomes relevant. We consider an elementary net σ = (σij) (elementary carpet)
of the additive subgroups of a commutative ring of order n, a derived net ω = (ωij) depending on the net
σ, the net Ω = (Ωij) associated with the elementary group E(σ), where ω ⊆ σ ⊆ Ω and the net Ω is the
least (complemented) net among all the nets which contain the elementary net σ. Let R be a commutative
unital ring and n ∈ N, n > 2. A set σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, of additive subgroups σij of the ring R is said
to be a net or a carpet over the ring R of order n if σirσrj ⊆ σij for all i, r, j. A net without diagonal is
said to be elementary net or elementary carpet. We prove that every elementary transvection tij(α) ∈ E(σ)
can be decomposed tij(α) = ah into a product of two matrices a and h, where a is a member of the group

〈tij(σij), tji(σji)〉, h is a member of the net group G(τ ), where τ =

(

τii ωij

ωji τjj

)

, ωii ⊆ τii ⊆ Ωii. Important

characteristics of matrices a and h involved in the decomposition of elementary transvection tij(α) were also
obtained in the paper.

Key words: nets, carpets, elementary net, net group, closed net, derivative net, elementary net group,
transvections.
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Аннотация. Изучаются спектры краевых задач возникающих при линеаризации уравнений Эйле-
ра идеальной несжимаемой жидкости на стационарных решениях, описывающих течения, в кото-
рых жидкость поступает в область течения и выводится из нее через определенные части границы.
Такие течения естественно называть открытыми. Спектры таких течений относительно мало изу-
чены, по сравнению со случаем полностью непроницаемых границ или условий периодичности. В
этой статье мы указываем класс открытых течений, спектры которых состоят из «нулей» некото-
рой целой операторнозначной функции, представленной операторным интегралом Лапласа. Вопрос
о расположении спектра таких течений сводится, следовательно, к своего рода операторнозначной
проблеме Рауса — Гурвица для этого интеграла. В ряде интересных частных случаев эту опера-
торную функцию удается выразить как мультипликаторное преобразование рядов Фурье, и тогда
проблема Рауса — Гурвица становится скалярной, и более того, ее удается решить с помощью тео-
ремы Пойа о нулях интегралов Лапласа. На этой основе мы доказываем принадлежность открытой
левой полуплоскости спектров ряда конкретных течений, для которых такие доказательства не были
известны.

Ключевые слова: уравнение Эйлера, идеальная несжимаемая жидкость, устойчивость, спектр,
целые функции, проблема Рауса — Гурвица.
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1. Введение

Пусть в некоторой области эвклидова пространства (для начала, конечномерного)
задано векторное поле Q = Q(x), и это векторное поле имеет равновесие y : Q(y) = 0.
Эволюция малых возмущений такого равновесия описывается линейным уравнением
ż = Q′(y)z, где Q′(y) — дифференциал поля Q в равновесии y. Собственным числам
λ оператора Q′(y) соответствуют собственные моды малых возмущений вида z(t) = eλtb,
где b — собственный вектор, отвечающий собственному значению λ: Q′(y)b = λb, b 6= 0;
соответственно, числа eλt будут собственными для оператора exp(tQ′(y)). Классический
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результат ляпуновской теории устойчивости — принцип линеаризации — гласит, что
равновесие y асимптотически устойчиво, если все собственные числа λ принадлежат
полуплоскости Reλ < 0 и неустойчиво, если найдется хотя бы одно собственное чис-
ло λ : Reλ > 0.

В прикладных задачах, как правило, исследуются не изолированные равновесия, а се-
мейства равновесий, зависящие от физических параметров системы. Поскольку собствен-
ные значения линеаризованной системы меняются вместе с равновесием, возможно так
называемое возникновение неустойчивости, т. е. появление экспоненциально растущих
мод вследствие пересечения мнимой оси ветвью (или сразу несколькими ветвями) соб-
ственных значений при плавном изменении параметров семейства. Если такое пересече-
ние происходит в ненулевой точке мнимой оси, говорят о колебательной неустойчивости,
иначе — о монотонной.

Возникновение неустойчивости — прекурсор изменения динамики нелинейной систе-
мы вследствии локальных бифуркаций, т. е. ответвления вторичного режима движения
от семейства равновесий. Если нет дополнительных вырождений, и неустойчивость мо-
нотонная, то ответвляются равновесия, если колебательная — предельные циклы (би-
фуркация Пуанкаре — Андронова — Хопфа) [1]; в случае дополнительного вырождения,
такого, например, как кратность нейтрального спектра, имеют место более сложные би-
фуркации, см. [2].

Эволюционные уравнения с частными производными часто рассматривают как бес-
конечномерные ОДУ. Такой подход широко используется в математической физике,
и, в частности, в механике сплошной среды. Равновесиям бесконечномерных ОДУ
могут соответствовать, например, стационарные течения жидкости или напряженно-
деформированные состояния упругих тел. Спектры малых возмущений таких равновесий
представляют интерес как сами по себе, так и в связи с возникновением неустойчиво-
сти и нелинейными динамическими явлениями, сопровождающими ее. При этом методы
теории устойчивости и бифуркаций часто применяются эвристически, хотя во многих
важных частных случаях их удается обосновать [3–5].

В настоящем сообщении речь идет о спектрах малых возмущений стационарных те-
чений идеальной несжимаемой жидкости. Такие спектры изучались многими авторами,
см. [6, 7] и ссылки в этих работах. Особенность рассматриваемых нами течений в том,
что они открыты, т. е. граница области течения содержит проницаемые части, через
которые жидкость подается в область течения (вход) и выводится из нее (выход). Такие
течения относительно мало изучены. Тем не менее известно, что устройство их спек-
тров может существенно отличаться от того, что наблюдается в случае непроницаемых
границ, или условий пространственной периодичности. Например, в случае непроницае-
мых границ, идеальная жидкость представляет собой гамильтонову систему [8]; соответ-
ственно, спектр стационарных течений, выступающих в роли равновесий, симметричен
относительно мнимой оси, причем имеется как точечный, так и непрерывный спектр
(возможно, неустойчивый!). В случае открытого течения спектр может потерять сим-
метрию относительно мнимой оси, может стать чисто точечным, расположиться в левой
полуплоскости, и даже исчезнуть совсем [9, 10].

В этой статье мы приводим новые примеры конкретных открытых течений, спектры
которых располагаются в открытой левой полуплоскости. Доказательства этого не были
известны, несмотря на элементарность этих течений. (Здесь мы имеем в виду рассмот-
рения качественного характера, не связанные с приближенными вычислениями и т. д.).
Упомянутые примеры мы рассматриваем в контексте более общего результата; именно,
мы указываем класс открытых течений, спектры которых представляют собой «нули»
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некоторой целой операторнозначной функции. Вопрос об устойчивости всех собственных
мод таких течений сводится, следовательно, к своего рода операторнозначной проблеме
Рауса — Гурвица. Во многих важных частных случаях эту операторную функцию уда-
ется выразить как мультипликаторное преобразование рядов Фурье, и тогда проблема
Рауса — Гурвица становится скалярной. Хотя общее решение последней известно [11],
его применение к решению конкретных задач часто затруднительно. В нашем случае, к
счастью, работает более простое достаточное условие: теорема Пойа о нулях интегралов
Лапласа [12].

Исследованные нами классы течений отличаются от открытых течений, рассмотрен-
ных в [9, 10], и топологическим типом рассматриваемых областей течения, и граничными
условиями, которыми снабжаются уравнения движения жидкости. Оба отличия суще-
ственны: во-первых, стационарные течения, которые мы рассматриваем здесь, не всегда
совместны с граничными условиями рассмотренными в [9, 10]; во-вторых, те граничные
условия, которые мы рассматриваем здесь, несовместны с методами работ [9, 10].

2. Постановка начально-краевых задач

Уравнения движения идеальной несжимаемой и однородной жидкости — уравнения
Эйлера — имеют вид

vt + ω × v = −∇H; H = P + v
2/2; rotv = ω; divv = 0. (1)

Здесь векторное поле v (скорость течения) и скалярное поле P (давление) неизвестны,
и должны быть определены в каждый момент времени в каждой точке области, занятой
жидкостью (область течения). Давление, как и функция Бернулли H = P +v

2/2 , опре-
деляются с точностью до постоянной. В наших рассмотрениях область течения D ⊂ R3

(или D ⊂ R2) задана, неизменна, ограничена, и, во всяком случае, кусочно гладкая. Орт
внешней нормали к S = ∂D обозначается n.

Уравнение (1) записано в форме Громеки — Ламба. Эквивалентная форма уравнения
Эйлера

vt + (v,∇)v = −∇P, (2)

где через (v,∇) обозначена ковариантная производная вдоль поля v, индуцированная
стандартной римановой метрикой на R3 или R2. В декартовых координатах, ((v,∇)v)i =
vjvixj (где по повторяющимся индексам i, j производится суммирование, а индексы xj
обозначают частные производные по одноименным координатам). Уравнение в форме (2)
получается из (1) преобразованием

ω × v+∇v
2/2 = (v,∇)v.

При каждом t имеет место разбиение S = S+(t)∪S−(t)∪S0(t) (c точностью до множества
(n − 1)-мерной меры нуль), где S+(t) = {x ∈ S : v(x, t) · n < 0} — вход потока (сквозь
него жидкость втекает), S−(t) = {x ∈ S : v(x, t) · n > 0} — выход, и S0(t) = {x ∈ S :
v(x, t) · n = 0} — непроницаемая стенка. По определению, в открытом течении вход и
выход не пусты.

Если поставлено граничное условие

v · n = γ(x, t), x ∈ S = ∂D;

∫

S

γ ds = 0, t > 0, (3)

где γ — заданная функция, то вход и выход известны. Если γ ≡ 0 так, что S0 = S
для всех t, то достаточно поставить начальное условие, и полученная начально-краевая
задача будет корректна. Ей посвящена обширная литература, см. ссылки в [13].
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Граничное условие (3) с γ 6≡ 0 приводит к открытым течениям. При этом, однако,
корректная постановка начально-краевой задачи для уравнений Эйлера требует допол-
нительного граничного условия. Выбор такого условия не прост. Вероятно, его всегда
следует ставить на входе; по крайней мере, известно несколько способов сделать это.
Можно, например, задать тангенциальный вихрь так, что

n× (ω − ω+) = 0 на S+, (4)

где ω+ — заданное векторное поле на S+. Первоначально это условие предложил
В. И. Юдович для плоской задачи протекания, где D ⊂ R2, v = ue1 + ve2, rotv = ωe3,
где ei, i = 1, 2, 3, — орты декартовой системы координат, причем орт e3 ортогонален
плоскости течения Ox1x2, ω = vx2 − ux1 — скаляр [14]. В таком случае условие (4) при-
нимает вид ω − ω+ = 0 на S+, при заданной скалярной функции ω+. В. И. Юдович
установил, что классическое решение существует, единственно и неограниченно продол-
жаемо по времени при любых данных, удовлетворяющих ряду условий регулярности,
включавших, помимо естественных требований гладкости, предположение о том, что
вход, выход и непроницаемые стенки суть объединения компонент связности границы.
Позже эти условия были ослаблены [15, 16].

А. В. Кажихов распространил граничное условие Юдовича на трехмерный слу-
чай [17], а также показал, что вместо (4) можно поставить условие

n× (v − v
+) = 0 на S+, (5)

где v
+ — заданное векторное поле на S+, т. е. вместо вихря на входе можно задавать тан-

генциальную скорость (см. [18]). Отметим, что для двумерной задачи Кажихова неогра-
ниченная продолжаемость решения не установлена, и примеры коллапса также неиз-
вестны. Для трехмерных задач та же проблема существует при всех типах граничных
условий, включая и полностью непроницаемые стенки, и условия пространственной пе-
риодичности.

Условие Кажихова на входе (5) возникает при рассмотрении открытых течений вяз-
кой несжимаемой жидкости в пределе исчезающей вязкости, если при ненулевой вяз-
кости полный вектор скорости задается как на входе, так и на выходе потока [19, 20].
Такие граничные условия в первом приближении описывают подачу/забор вязкой жид-
кости через пористые стенки [21].

С целью описания движения материальных частиц потока жидкости, рассматривае-
мого в заданной области D при t > 0, поставим задачу Коши

∂sX = v(X, s); X|s=t = x, (6)

где v = v(x, t) — поле скорости течения. Предположим, что v ∈ C1(D × {t > 0}). Най-
дутся τ1 = τ1(x, t) ∈ (0, t) и τ2 = τ2(x, t) > t такие, что решение X = X(s, x, t) определено
для всех s ∈ (τ1(x, t), τ2(x, t)). Отображение X определено для произвольной векторной
функции v. Если известно, что эта функция — решение уравнений гидродинамики (1),
то отображение (6) параметризует путь материальной частицы жидкости, находящейся
в момент времени t > 0 в точке x ∈ D. Этот путь — характеристика уравнений (1).

3. Функционалы Ляпунова

Пусть W : Y → R — функционал на фазовом пространстве Y некоторой динамиче-
ской системы St : Y → Y, t > 0; пусть x ∈ Y, положим wx(t) = W(Stx). Существование



Операторные интегралы Лапласа 35

такого функционала W, что wx монотонна (и не постоянна) для всех x из «достаточно
представительного» множества X ⊂ Y — существенное проявление неконсервативности
системы St. Допуская некоторую вольность речи, будем называть такие W функциона-
лами Ляпунова (классичекую теорию см. в [22]). Приведем примеры задач Кажихова и
Юдовича, допускающих функционалы Ляпунова.

Пусть Ω и U — постоянные векторы, положим V = Ω×x+U . Поле V — поле скорости
твердотельного движения жидкости, т. е. движения без деформации. Рассмотрим задачу
Кажихова (3), (5) с γ = V ·n и v

+ = V , и пусть v = v(·, t) — ее решение. В данном случае
уравнения движения удобно взять в форме (2). Непосредственно проверяется тождество

d

dt

∫

D

(v − V )2 dx = −
∫

S−

γ (v − V )2 dS 6 0.

Таким образом, имеем убывающий положительный функционал Ляпунова

v 7→
∫

D

(v − V )2 dx. (7)

Рассмотрим плоскую задачу Юдовича. Как уже говорилось, в этом случае rotv можно
отождествить со скаляром ω. Пусть γ задана произвольно, но ω+ = Ω ≡ const. Пусть
f = f(r) > 0 при r 6= 0, f(0) = 0. Тогда

d

dt

∫

D

f(ω − Ω) dx = −
∫

S−

f(ω − Ω)γ ds 6 0.

Тождество следует непосредственно из уравнения вихря, которое получается примене-
нием rot к (1). Следовательно, в данном случае есть целое семейство положительных
невозрастающих функционалов Ляпунова

ω 7→
∫

D

f(ω − Ω) dx, ω = rotv, (8)

где функция f играет роль параметра семейства. На самом деле, функционалы Ляпунова
существуют при довольно широких классах граничных условий (4) [9, 10].

Теперь рассмотрим плоскую задачу Юдовича (4), (5) в неодносвязной области.
Пусть γ задана так, что вход содержит замкнутый контур c. Тогда

d

dt

∮

c

v · dx = −
∫

c

ω+γ ds, (9)

где ω+ и γ заданы. Тождество (9) проверяется непосредственным интегрированием урав-
нений (1). Таким образом, вдув завихренной жидкости генерирует, вообще говоря, линей-
ный рост циркуляции вокруг входа, т. е. система имеет линейно растущий функционал
Ляпунова

v 7→
∮

c

v · dx. (10)

В частности, пусть ω+, γ не зависят от времени и придают ненулевое значение правой ча-
сти тождества (9). При таких данных задача Юдовича (4), (5) в неодносвязной области
не имеет стационарных решений. Если при этом ω+ = Ω ≡ const 6= 0, то сосуществу-
ют возрастающий (по абсолютной величине) функционал Ляпунова (10), и убывающий
положительный функционал Ляпунова (8).
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4. Мотивирующий пример

Рассмотрим плоскую задачу Кажихова в полосе D = {(x, y), 0 < x < 1} c условием
2ℓ-периодичности по y и с граничными условиями

v|x=0 = ex, v · ex|x=1 = 1, (11)

где ex — орт оси Ox. Таким образом, S+ = {x = 0}, S+ = {x = 1}, S0 = ∅. При гранич-
ном условии (11) есть стационарное решение V = ex, H = const. Спектр малых возмуще-
ний этого решения определяется задачей на собственные значения для линеаризованных
уравнений (1), причем линеаризация производится на стационарном решении ex:

λu = −hx, λv + ω = −hy, (12)

vx − uy = ω, ux + vy = 0, (13)

u|x=0 = v|x=0 = 0, u|x=1 = 0, (14)

где функции u, v, h неизвестны. Исключаем h из уравнений (12) и приходим к уравнению

λω + ωx = 0.

Его решение ω = ω+(y)e−λx, где функция ω+ произвольна. Подставляем ω во второе
уравнение в (12), полагаем x = 0 и, с учетом граничных условий (14), находим ω+ =
−hy(0, y). Теперь восстановим скорость (u, v) по вихрю и дивергенции. С этой целью
вводим функцию тока ψ = ψ(x, y), полагая u = ψy, v = −ψx. Данная подcтановка
разрешает уравнение неразрывности (второе в (13)), а первое принимает вид

−∆ψ = ω = −eλ ⊗ χy, (15)

где введены обозначения: χ(y) = h(0, y), eλ = e−λx. Решение данного уравнения должно
быть определено в полосе D, 2ℓ-периодично по y и удовлетворять краевым условиям

ψx|x=0 = 0, ψ|x=1 = 0. (16)

Данные граничные условия эквивалентны второму и третьему граничному условию
в (11), c учетом того, что функция тока определена с точностью до аддитивной постоян-
ной. Полагаем ψ = −G(eλ⊗χy), где G : ω 7→ ϕ — оператор Грина смешанной задачи для
уравнения Пуассона −∆ψ = ω в полосе D с условием периодичности ϕ(x, y+2ℓ) = ϕ(x, y)
и с граничными условиями (16). Найденное выражение ψ подставляем в первое из гра-
ничных условий (14) и находим

∂y|x=0G(e
λ ⊗ χy) = 0.

Определяем оператор K(λ) : χ 7→ ∂y|x=0G(e
λ ⊗ χy). Тогда χ ∈ kerK(λ) определяет соб-

ственную моду

u = ∂yG
(
χy ⊗ eλ

)
, v = −∂xG

(
χy ⊗ eλ

)
, h(x, y) = χ(y)− λ

x∫

0

u(y, s)ds.

Выражаем оператор K(λ) явно. Разлагаем χ в ряд Фурье и находим, что искомые реше-
ния — единичные гармоники eiβ , β ∈ αZ \ {0}, где α = π/ℓ, при этом K(λ) действует как
мультипликаторное преобразование: K(λ)eiβ = κ(λ, β)eiβ ,

κ(λ, β) = β2
1∫

0

gβ(0, ξ)e
−λξ dξ, β ∈ αZ \ {0}, α =

π

ℓ
,
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где gβ — функция Грина задачи

−w′′(y) + β2w = f(y), y ∈ (0, 1), w′(0) = w(1) = 0.

Функция gβ имеет вид

gβ(x, ξ) =
1

|β| ch β

{
sh |β|(1 − ξ) ch βx, x < ξ;

sh |β|(1 − x) ch βξ, x > ξ.

Итак, мультипликатор κ(λ, β) имеет вид

|β|e−λ
ch β

1∫

0

sh(|β|τ)eλτ dτ, β ∈ αZ \ {0}, α =
π

ℓ
. (17)

Нули этих интегралов на плоскости λ — искомые cобственные значения. Нетрудно ви-
деть, что применима теорема Пойа о нулях интегралов Лапласа, и она показывает, что
все нули интегралов (17) лежат в левой полуплоскости при всех α 6= 0.

Замечание 1. Вывод о принадлежности собственных значений открытой левой по-
луплоскости согласуется с существованием функционала Ляпунова (7). Однако, суще-
ствование функционала Ляпунова (7) само по себе влечет лишь принадлежность соб-
ственных значений замкнутой левой полуплоскости.

Замечание 2. Оператор K(λ) ограничен, например, в пространстве L̃2, состоящем
из квадратично-суммируемых 2ℓ-периодических функций с нулевым средним.

Замечание 3. Задача Юдовича в полосе D также имеет стационарное решение
V = ex, H = const при граничных условиях

v · ex|x=0 = 1, v · ex|x=1 = 1, rotv|x=0 = 0.

Собственные моды малых колебаний в этом случае — решения спектральной задачи,
состоящей из уравнений (12), (13) и граничных условий

u|x=0 = 0, u|x=1 = 0, ω|x=0 = 0.

Но при таких граничных условиях задача имеет только одно собственное значение: λ = 0,
и ему соответствует собственная мода u = 0, v = const, h = 0.

В дальнейшем мы сосредоточим усилия на граничном условии Кажихова и в опреде-
ленной степени обобщим анализ рассмотренного выше примера на более широкие классы
течений.

5. Гармонические течения

Определение 1. Поле V назовем гармоническим в области D, если rotV = 0 и
divV = 0 в D.

Гармонические поля, определенные в достаточно регулярной области и касательные
к ее границе, образуют конечномерное линейное пространство, размерность которого
равна одномерному числу Бетти данной области. Определение 1 не предполагает, что
гармоническое поле касается границы области.

Любое гармоническое в D поле удовлетворяет уравнениям Эйлера (1) с H = const.
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Определение 2. Область D ⊂ R2 с гладкой границей S назовем кольцевой, если
верно одно из двух: или многообразие с краем D∪S гомеоморфно прямому произведению
единичного отрезка на окружность, или на D∪S действует дискретная подгруппа группы
сдвигов плоскости, изоморфная Z, причем пространство ее орбит гомеоморфно прямому
произведению единичного отрезка на окружность.

Определение 3. Область D ⊂ R3 с гладкой границей S назовем кольцевой, если
верно одно из двух: или многообразие с краем D∪S гомеоморфно прямому произведению
единичного отрезка на двумерное замкнутое ориентируемое мноообразие, или на D ∪ S
действует дискретная подгруппа группы сдвигов пространства R3, изоморфная Z или Z2,
причем пространство ее орбит гомеоморфно прямому произведению единичного отрезка
на 2-тор.

Например, к числу плоских кольцевых областей относятся: собственно кольцо
{x ∈ R2 : 1 < |x| < 2}, а также зазор между прямыми; к числу трехмерных — зазоры
между сферами, торами, цилиндрами и плоскостями.

Если в кольцевой области действует дискретная группа сдвигов (это может быть
зазор между цилиндрами, прямыми или плоскостями), то все рассматриваемые в такой
области поля по умолчанию считаются периодическими.

Пусть D — кольцевая область. Непосредственно из определений 2 и 3 следует, что
∂D = S1∪S2, где S1 и S2 — непересекающиеся связные гладкие поверхности, гомеоморф-
ные друг другу, и любой замкнутый путь вD стягиваем к (гомологичен) некоторому пути
на S1.

Из равенства (9) следует, что задача Юдовича в плоской кольцевой области не имеет
стационарных решений при граничных данных общего положения. В исключительных
случаях стационарное решение все же существует, например, при нулевой завихренно-
сти, заданной на входе (и при произвольно заданной нормальной скорости). Однако,
в этом случае существует бесконечно много гармонических решений. C целью снятия
указанного вырождения обратимся к граничным условиям Кажихова (3), (5). При этом,
по умолчанию, считаем, что на S = ∂D задана нормальная скорость γ, не зависящая от
времени, и такая, что S1 = S+ и S2 = S−. Предполагаем, что тангенциальная скорость v

+

в условии (5) также не зависит от времени и задана так, что задача имеет гармониче-
ское решение V . Это решение единственно в классе гармонических полей. В самом деле,
граничное условие (5) определяет, в частности, циркуляции поля вокруг всех граничных
контуров, принадлежащих входу, и потому — вокруг любого замкнутого пути в D (это
следует из определения кольцевой области).

Пусть V = V (x) ∈ C1(D̄) — векторное поле на области D, X — эволюционное семей-
ство задачи Коши (6), где v = V .

Определение 4. Будем говорить, что векторное поле V = V (x) ∈ C1(D̄) безотрывно
в D∪S, если в D∪S определена положительная и ограниченная функция t+ такая, что
для любого x ∈ D ∪ S

X
(
max(t− t+(x), 0), x,max(t, t+(x))

) def
= a+(x) ∈ S+. (18)

Образ точки x ∈ D ∪ S при отображении x 7→ a+(x) назовем местом рождения матери-
альной частицы (находящейся в момент времени в точке x).

Так как задача Коши (6) в данном случае решается для автономного ОДУXs=V (X),

a+(x) = X
(
max(t− t+(x), 0), x,max(t, t+(x))

)
= X(0, x, t+(x)).
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При этом, независимо от выбора t > t+(x), отображение s 7→ X(s, x, t), s ∈ (t− t+(x), t),
параметризует отрезок ℓx линии тока (т. е. траектории поля V или траектории матери-
альной частицы соответствующего течения), соединяющий точку x со входом. Поэтому
отображение x 7→ a+(x) — не что иное, как проекция D → S+ вдоль линий тока тече-
ния V .

Пример 1. Пусть D = {(x, y) : 0 < y < 1}. Выберем функцию U ∈ C1(R) и определим
векторное поле V : (x, y) 7→ (U(y), 0). Поле V — стационарное решение уравнений (1).
Соответствующее ему течение называют сдвиговым. Рассмотрим такое течение в поло-
се D. Пусть U(y) > 0 для любого y ∈ R. Тогда S− = {x = 0}, S+ = {x = 1}, S0 = ∅,

X(s, x, y, t) =
(
x− (t− s)U(y), y

)
, t+(x, y) = x/U(y), a+(x, y) = (0, y).

Если infR U(y) > 0, то поле V безотрывно, при этом sup t+ = t∗ = supR U
−1(y). Безот-

рывное поле V порождает течение, полностью обновляющее состав материальных ча-
стиц за интервал времени длины t∗; в частности, при t > t∗ поток полностью состоит из
частиц, прошедших через вход.

Пусть D — кольцевая область. Рассмотрим задачу Кажихова в D и предположим, что
данные в ее граничных условиях (3), (5) таковы, что она имеет гармоническое решение V ,
причем S1 = S+ и S2 = S−. Линеаризуем задачу вблизи V . Точечный спектр Λ(V )
оператора линеаризации состоит из собственных значений λ следующей краевой задачи

λv + ω × V = −∇h; rotv = ω; div v = 0, (19)

v × n = 0 на S+, n · v = 0 на S, (20)

где h — возмущение функции Бернулли H = P + V
2/2.

Определение 5. Пусть L̃2(S
+) — пространство квадратично-суммируемых функций

на S+ с нулевым средним, B+ — пространство ограниченных операторов в L̃2(S
+).

Теорема 1. Пусть поле V в кольцевой области D гармоническое и безотрывное.
Тогда найдется целая функция K+ : λ 7→ K+(λ) ∈ B+ такая, что

Λ(V ) = {λ : ker K+(λ) 6= {0}},

причем функцию K+ можно выразить через основное течение явно, с точностью до вос-
становления соленоидального поля в D по его вихрю при граничных условиях u · n = 0
на S−, u× n = 0 на S+.

Лемма 1. В кольцевой области D рассмотрим краевую задачу

rotv = ω, divv = 0 в D; v × n = 0 на S1, v · n = 0 на S2, (21)

где ω — гладкое поле такое, что divω = 0 в D и ω · n = 0 на S1. Тогда имеется ровно
одно гладкое решение v.

⊳ В силу граничного условия на S1, любое решение задачи (21) имеет нулевую цир-
куляцию вокруг любого лежащего на S1 замкнутого пути. Следовательно, решение u

однородной задачи (21) имеет нулевую циркуляцию вокруг любого замкнутого пути в D
(так как D — кольцевая область), и потому потенциально, т. е. u = ∇φ, где φ — од-
нозначная скалярная функция. Тогда ∆φ = 0 в D, dφ/dn = 0 на S2, φ ≡ const на S1;
отсюда φ ≡ const и u ≡ 0 в D. Обратимся к построению решения. Будем, не нарушая
общности, считать, что S1 лежит внутри S2. Продолжим поле ω до поля ω̃ на R3, по-
лагая ω̃ = 0 внутри S1 и ω̃ = ∇ψ во внешности S2, где ∆ψ = 0, dψ/dn = ω · n на S2, и
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ψ(x) = o(1), |x| → ∞. Поле ω̃ имеет тангенциальный разрыв на S2, но остается солено-
идальным на R3 в обобщенном смысле, и хорошо затухает на бесконечности. Положим
G0 = (4π|x|)−1, b = G0 ∗ ω̃, где ∗ — знак свертки. Заметим, что rot rotb = ω̃ в R3, в
частности, rot rotb = ω в D. Так как ω · n = 0 на S1 и D — кольцевая область, найдет-
ся гармоническое и тангенциальное к S поле h такое, что b0 = rotb+ h имеет нулевые
циркуляции вокруг любого замкнутого пути на S1 так, что найдется скалярная функция
φ0 : (b0 −∇φ0)× n = 0 на S1. Наконец, положим v = b0 +∇φ, ∆φ = 0 в D, φ = −φ0 на
S1 и dφ/dn = −b0 · n на S2. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 1. Коммутатор

[a,b] = (b,∇)a− (a,∇)b

векторных полей a, b выражается в виде

[a,b] = rot(a× b)− (divb)a+ (div a)b. (22)

Отсюда, применив rot к (19), выводим уравнение вихря

λω + [ω,V ] = 0. (23)

Данное уравнение интегрируется вдоль характеристик, так что

∂s

(
eλs
(
X ′(s, x, t)

)−1
ω (y)

)
= 0, y = X(s, x, t), s ∈ (t− t+(x), t), (24)

где x ∈ D и t > t+(x) произвольны, X ′(s, x, t) — дифференциал отображения x 7→
X(s, x, t) в точке x. Таким образом, точка x задает линию тока ℓx поля V (т. е. траекто-
рию материальной частицы соответствующего течения жидкости), которая сталкивается
со входом в месте рождения материальной частицы, координата которого a+(x) опреде-
лена в (18). В силу (24)

X ′(s, x, t)ω (x) = eλ(s−t)ω(y), y = X(s, x, t), s ∈ (t− t+(x), t),

а отсюда, устремив s→ t− t+(x), найдем

ω(x) = e−λt
+(x)

X
+(x)ω+(a+(x)), x ∈ D, (25)

где ω+ — след ω на S+, и введено обозначение

X
+(x) = X ′(t+(x), a+(x), 0). (26)

Итак, решение ω уравнения (23) в D определено своим следом ω
+ на S+. Однако, по-

строенное таким образом поле ω не обязано быть представимо в виде ротора какого бы
то ни было поля в D. Чтобы такое представление имело место, достаточно равенства
divω = 0 и равенства нулю потоков поля ω через каждую компоненту границы S. Так
как граница кольцевой области имеет ровно две компоненты, достаточно удостовериться
в равенстве нулю дивергенции и одного из потоков решения ω. С этой целью проектируем
уравнение (19) на касательные плоскости к входу и находим

ω+ = −γ−1
n×∇h, γ = V · n. (27)

Выбираем ω
+ в формуле (25) в соответствии с (27). Тогда ω

+ · n ≡ 0 на S+, и его
поток через S+ равен нулю. Заметим, что равенство ω

+ · n ≡ 0 согласует наш выбор
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ω
+ с граничным условием (20). Действительно, нормальная компонента вихря rotnv

на S не содержит нормальных производных поля v и не зависит от его нормальной
компоненты, а касательная компонента поля v на S+ равна нулю.

Полагаем ρ = divω. Уравнение (23) в силу тождества (22) записываем так

λω + rot(ω × V ) + ρV = 0. (28)

Взяв дивергенцию уравнения (28), находим

λρ+ V · ∇ρ = 0.

Интегрируем это уравнение вдоль характеристик и находим, что ρ ≡ 0 при условии
ρ+ ≡ 0, где ρ+ — след ρ на S+. Проектируем (28) на нормаль к S+, принимаем во вни-
мание (27) и заключаем, что

ρ+ = γ−1rotn((γ
−1

n×∇h)× V )
∣∣
S+ = γ−1rotn(∇h) |S+ ≡ 0. (29)

На самом деле тождество (29) выполняется для произвольной функции h, так как поле

(γ−1
n×∇h)× V −∇h

нормально к S+ даже при произвольной h.
Пусть χ — скалярная функция на S+ с нулевым средним и λ ∈ C. Определим опера-

тор
K+(λ) : χ 7→ n · (GL+(λ)χ)|S+ , (30)

где оператор L+(λ) : χ 7→ ω определен в (25)–(27), где в (27) следует положить h = χ,
а через G обозначен оператор восстановления векторного поля по вихрю, описанный
в лемме 1. Заметим, что образ K+ состоит из функций с нулевым средним, так как
по построению n · (GL+(λ)χ) = 0 на S− и поле GL+(λ)χ имеет нулевую дивергенцию.
Итак, каждому ненулевому χλ ∈ kerK+(λ) соответствует собственное поле vλ = GL+χλ
задачи (19), (20), что и требовалось. ⊲

Замечание 4. Если χλ изменить на постоянную, то поле vλ не изменится. Поэтому
исключение тождественных функций из области определения K+ не приводит к потере
собственных полей.

Замечание 5. Функцию χ можно интерпретировать как след возмущения h функ-
ции Бернулли или давления на входе. Эти возмущения на входе совпадают в силу гра-
ничного условия (20). Поэтому подчинение χ требованию нулевого среднего на входе
согласуется с тем, что функция Бернулли, равно как и давление, определены с точно-
стью до произвольной постоянной. В частности, нулевое среднее χ на входе, с учетом
граничного условия (20), можно трактовать как сохранение среднего давления на входе
при возмущении потока.

Замечание 6. Мы опускаем детальное доказательство ограниченности K(λ).

6. Течения в зазоре между цилиндрами

Пусть D — зазор между круговыми коаксиальными цилиндрами радиусов 1 и a > 1,
r, θ, z — цилиндрические координаты в D, er, eθ, ez — орты координатных направлений.
В D рассмотрим задачу Кажихова со следующими данными:

γ|r=1 = −1; γ|r=a = 1/a, (31)
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так что S+ = {r = 1}, S− = {r = a} и

n× (v − Γeθ)|S+ = 0, (32)

где Γ ∈ R — параметр, определяющий циркуляцию потока вокруг входа (она равна 2πΓ).
Вдоль оси z — условия периодичности с периодом 2ℓ. Данная задача имеет гармоническое
решение

V = r−1(er + Γeθ). (33)

Нетрудно убедиться, что оно безотрывно. Рассмотрим линеаризацию возле поля (33).
Введем гармоники

bnα = exp i(nθ + αz), n ∈ Z, α ∈ α0Z, α0 = π/ℓ, n2 + α2 6= 0.

Ввиду симметрии задачи, K+(λ) представляет собой мультипликаторное преобразование
рядов Фурье, так что

K+(λ) : bnα 7→ κΓ,a(n, α, λ)bnα,

а потому точечный спектр Λ(V ) совпадает с объединением множеств нулей всех муль-
типликаторов κΓ,a(n, α, λ, ), n2 + α2 6= 0, на плоскости комплексной переменной λ.

Вычисляем оператор L+(λ). Полагаем v = bnαv̂(r), ω = bnαω̂(r), где

ω̂ = ξer + ηeθ + ζez, v̂ = uer + veθ + wez;

при этом граничные условия (20) примут вид

u(1) = v(1) = w(1) = 0; u(a) = 0. (34)

В соответствии с (27), ω+ = ibnα(αeθ − nez), так что уравнение (23) (записанное с уче-
том (22)), граничные условия на S+ и условие divω = 0 примут вид

λξ − inr−2(η − Γξ)− iαr−1ζ = 0; ξ|r=1 = 0; (35)

λη − iαΓr−1ζ +
(
r−1(η − Γξ)

)
r
= 0; η|r=1 = iα; (36)

λζ + r−1ζr + iβr−2ζ = 0; ζ|r=1 = −in; (37)

r−1 ((rξ)r + inη) + iαζ = 0. (38)

C помощью (38) исключим η, ζ из (35). Получим

rλξ + ξr + r−1(inΓ + 1)ξ = 0, ξ(1) = 0.

Отсюда следует, что ξ ≡ 0. В таком случае уравнения (36), (37) и (38) зависимы, и легко
интегрируются, так что

ζ = −inE (r); η = iαrE (r); E (r) = E (r, λ, nΓ) = r−inΓe−
λ(r2−1)

2 . (39)

Вычисляем оператор GL+(λ). Восстанавливаем скорость по найденному вихрю, с учетом
граничных условий (34). Получаем

w(r) =

r∫

1

(iαu− η) ds; rv(r) =

r∫

1

(sζ + inu) ds.
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Подставив эти выражения в условие divv = 0 и положив

φ(r) =

r∫

1

u(s) ds,

получим неоднородную краевую задачу для уравнения Бесселя — Макдональда:

r2φrr + rφr − (n2 + α2r2)φ = −r2Fn,α; φ(1) = 0, φr(a) = 0,

где Fn,α(r, λ, nΓ) =
(
(n/r)2 + α2

) r∫

1

E (s, λ, nΓ) s ds.

Теперь κn,α(λ,Γ, a) = u(1) = φr(1). Более явно,

κn,α(λ,Γ, a) = K−1
α,n,a(1)

a∫

1

Kα,n,a(s)Fn,α(s, λ, nΓ) s ds, (40)

где Kα,n,a — решение задачи Коши

r2Krr + rKr − (n2 + r2α2)K = 0; K(a) = 1; Kr(a) = 0. (41)

Введем обозначение
β = nΓ. (42)

Запишем мультипликатор (40) в форме интеграла Лапласа:

κn,α(λ, β, a) = −K−1
α,n,a(1)

a∫

1

r−iβe−λ(r
2−1)/2K ′

α,n,a(r)r
2dr, (43)

где ′ обозначает производную по r. Преобразование (40) в (43) сводится к интегрирова-
нию правой части (40) «по частям» с учетом уравнения и данных задачи Коши (41).

Обозначим через Λn,α,β,a множество нулей интегралов Лапласа (43) на плоскости
комплексного параметра λ. Из сказанного выше вытекает

Лемма 2. Пусть a > 1, D = {(r, θ, z) : 1 < r < a}, ΛΓ,a — точечный спектр зада-
чи (19)–(20) в D, где V — поле (33). Тогда

ΛΓ,a =
⋃

α∈α0Z, β=nΓ,
n∈Z, n2+α2 6=0

Λn,α,β,a.

В силу леммы 2, вопрос о расположении спектра поля (33) относительно мнимой оси
сводится к проблеме Рауса — Гурвица для интегралов Лапласа (43).

Лемма 3.
Λn,α,0,a ⊂ {λ : Re λ < 0} (∀n ∈ Z, α ∈ R).

⊳ Доказательство состоит в применении теоремы Пойа о нулях интегралов Лапласа
(см. [12]) к интегралам вида

a∫

1

e−λ(r
2−1)/2 (−rKr) r dr, K = Kα,n,a.
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С целью сделать это, убедимся, что для любого r ∈ (1, a)

(i) Kr(r) < 0; (ii) (rKr(r))r > 0.

В силу задачи Коши (41),

a∫

s

(α2r + n2/r)K2dr = −K(s)Kr(s)−
a∫

s

K2
r r dr (∀ s : 1 6 s < a).

Следовательно, K(s)Kr(s) 6= 0 при s ∈ [1, a). Отсюда следуют утверждения (i)–(ii),
с учетом уравнения и начальных условий задачи Коши (41). ⊲

Непосредственно из лемм 2 и 3 следует теорема 2.

Теорема 2. Пусть в условиях леммы 2 ΛΓ,a ∩ {λ : Re λ > 0} 6= ∅. Тогда β = nΓ 6= 0.

Таким образом, теорема 2 утверждает, во-первых, что потенциальное течение (Γ = 0,
поток радиален) не имеет ни нейтральных, ни неустойчивых мод вида v̂ (r)e(tλ+i(αz+θn)),
Re λ > 0, α2 + n2 6= 0, и, во-вторых, вращательно-симметричные моды (n = 0) не могут
быть ни нейтральными, ни неустойчивыми.

Утверждение теоремы 2 верно и в том случае, если в основном течении источник
заменить на сток, т. е. положить

V = r−1(−er + Γeθ).

В таком случае вход и выход потока меняются местами: S− = {r = 1} и S+ = {r = a}.
Соответствующая линеаризованная задача будет состоять из уравнения (19) и граничных
условий

u(a) = v(a) = w(a) = 0; u(1) = 0.

Если λ ∈ Λn,α,β,a, то малое возмущение давления на входе имеет вид exp(λt+ inθ + iαz)
(это вытекает из сказанного на стр. 41). Однако, течение (33) в зазоре между цилин-
драми допускает малые возмущения, сохраняющие давление на входе. Такие возму-
щения обращаются в нуль за конечное время. В самом деле, линеаризуем уравнение
Эйлера на потоке (33) и будем разыскивать малые возмущения, представимые в виде
v = v(r, t)eθ + w(r, t)ez , p = p(r, t) (p — возмущение давления). Придем к системе

2Γv
r2

= pr, (rv)t +
(rv)r
r = 0, wt +

wr
r = 0, t > 0, r ∈ (1, a), (44)

v|r=1 = 0, w|r=1 = 0, p|r=1 = 0, (45)

где основное течение — источник. В случае стока граничные условия нужно перенести
в точку a. Граничное условие для p вытекает из сохранения среднего давления на входе.
В любом случае система (44)–(45) интегрируется явно и любое ее решение обращается
в нуль для всех r ∈ (1, a) при любом t > (a2 − 1)/2. Отсюда, в частности, следует непол-
нота системы спектральных проекторов, соответствующих дискретному спектру Λa,Γ.

7. Течения в зазоре между сферами

Рассмотрим начально-краевую задачу для уравнений Эйлера (1) в сферическом слое
D = {1 < |x| < a}, a > 1, с граничными условиями Кажихова (3), (5), где γ = ∓1 при
r = 1 и γ = ±a−2 при r = a, и v

+ = 0. Данная задача вращательно-инвариантна, и при
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каждом выборе знаков имеем вращательно-инвариантные решения

V = ±er/r
2, H = 0. (46)

Если в (46) выбран знак «+», то S+ = {x ∈ S : r = 1}, иначе S+ = {x ∈ S : r = a}.
Пусть S+ — сфера меньшего радиуса. Вычисляем оператор L+(λ). С этой целью

переходим к сферическим координатам

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ,

и пусть er, eθ, eφ — соответствующие орты. Полагаем

ω = ξer + ηeθ + ζeφ

и приходим к задаче Коши

λξ − 1

r3 sin θ

{
(η sin θ)θ + ζφ

}
= 0, ξ|S+ = 0, (47)

λη +
1

r3
{rηr − η} = 0, η|S+ =

χφ
sin θ

, (48)

λζ +
1

r3
{rζr − ζ} = 0, ζ|S+ = −χθ. (49)

Решив задачу (47)–(49), с учетом граничных условий, найдем

ξ = 0, η =
E (λ, r)χφ

sin θ
, ζ = −E (λ, r)χθ, E (λ, r) = re−

λ(r3−1)
3 . (50)

Вычисляем оператор GL+(λ). Имеем

(w sin θ)θ = vφ,
uφ
sin θ

− (rw)r =
rEχφ
sin θ

, (rv)r − uθ = −rEχθ. (51)

Интегрируем второе равенство в (51) с учетом граничных условий. Находим

w =
Φφ−E1χφ

r sin θ , v = 1
r (Φθ − E1χθ), (52)

Φ(r, θ, φ) =
r∫
1

u dr, E1(λ, r) =
r∫
1

E (λ, s)s ds. (53)

Заметим, что первое уравнение в (51) следует из выражений (52). Подставляем эти вы-
ражения в уравнение divv = 0 и находим

∆Φ+ E1(λ, r)r
−2∆+χ = 0, (54)

где ∆+f = − 1
sin θ (fθ sin θ)θ − 1

sin2 θ
fφφ — оператор Бельтрами на сфере. Полагаем χ = bm,

Φ = Φ̂(r)bm, где bm — собственная функция оператора Бельтрами, соответствующая
собственному значению µm = m(m+ 1), m ∈ N, и приходим к краевой задаче

(
r2Φ̂′

m

)′
− µm (Φ̂m − E1(λ, r)) = 0, (55)

Φ̂′
m(1) = 0, Φ̂m(1) = 0, Φ̂′

m(a) = 0. (56)

Итак,
K+(λ)bm = u|r=1 = Φ̂′

m(1)bm (∀ bm ∈ Hm),
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где Hm — cобственное подпространство оператора Бельтрами на сфере, соответствую-
щее собственному числу µm = m(m + 1), m ∈ N. Таким образом, мультипликатором
служит κm(λ, a) = Φ̂′

m(1), где Φ̂m — решение задачи (55)–(56). Записываем это решение
с помощью функции Грина и находим

κm(λ, a) =
µm

Km,a(1)

a∫

1

Km,a(r)E1(λ, r) dr, (57)

где Km,a — решение однородного уравнения (55), удовлетворяющее условиям Km,a(a)=
1, K ′

m,a(a)=0. Выражаем µmKm,a из указанного уравнения, интегрируем по частям и
получаем интеграл

κm(λ, a) = − 1

Km,a(1)

a∫

1

K ′
m,a(r)E (λ, r)r3dr = 0. (58)

Данный интеграл приводим к интегралу Лапласа, к которому применяем теорему Пойа,
и устанавливаем, что все его нули — в открытой левой полуплоскости. Точно также
разбираем случай, когда вход потока расположен на сфере радиуса a.

Подведем итог.

Теорема 3. Пусть D = {x : 1< |x|<a}⊂R3 и Λa — точечный спектр задачи (19)–(20)
в D, где V = ±|x|−3x. Тогда Re(λ) < 0 для любых λ ∈ Λa и a ∈ (1,∞).
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Abstract. We study the spectra of boundary value problems arising upon the linearization of the Euler
equations of an ideal incompressible fluid near stationary solutions, describing the flows in which the fluid is
entering the flow region and leaving it through some parts of the boundary. It is natural to refer to such flows
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as the open ones. The spectra of open flows have been explored in less details than in the case of completely
impermeable boundaries or conditions of periodicity. In this paper, we discover a class of open flows the
spectra of which consists of ‘zeros’ of an entire operator-valued function represented by kind of Laplace’s
integral. The localizing of the spectra of such flows reduces, therefore, to an operator-valued Routh–Hurwitz’s
problem for this integral. In a number of interesting special cases, this operator function can be expressed as
a multiplier transformation of Fourier series, and then the above Routh–Hurwitz’s problem turns to be scalar,
and moreover, it can be solved with the help of Polias’ theorem on zeros of the Laplace integrals. On this base,
we proved the localization of the spectra inside the open left complex half-plane for a number of specific flows
for which such proofs have not been known earlier.

Key words: Euler equations, inviscid incompressible fluid, stability, spectra, entire functions, Routh-
Gurwitz’s problem.
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Аннотация. В пространстве гладких на единичной окружности вектор-функций рассматрива-
ется матричный оператор линейного сопряжения, порождаемый краевой задачей Римана. Пред-
полагается, что коэффициенты краевой задачи являются гладкими матрицами-функциями. Вво-
дится и изучается понятие гладкой вырожденной факторизации типов «плюс» и «минус» глад-
кой матрицы-функции. В терминах вырожденных факторизаций даются необходимые и достаточ-
ные условия нетеровости рассматриваемого матричного оператора Римана в пространстве гладких
вектор-функций. Для гладкой на окружности функции, имеющей не более чем конечное число ну-
лей конечных порядков, вводится и изучается понятие сингулярного индекса, обобщающее понятие
индекса невырожденной непрерывной функции. Для нетерового матричного оператора Римана полу-
чена формула для вычисления индекса этого оператора, совпадающая с общеизвестной аналогичной
формулой в случае, когда коэффициенты оператора Римана невырождены.

Ключевые слова: оператор, Риман, нетеровость, гладкий, индекс, формула.

Mathematical Subject Classification (2010): 47B35.

Образец цитирования: Пасенчук А. Э., Серегина В. В. О матричном операторе Римана в про-
странстве гладких вектор-функций // Владикавк. мат. журн.—2019.—Т. 21, вып. 3.—С. 50–61. DOI:
10.23671/VNC.2019.3.36461.

1. Введение

Будем пользоваться стандартными обозначениями N, Z, R, C для множеств нату-
ральных, целых, вещественных, комплексных чисел соответственно. Положим также

Z+ = {j ∈ Z : j > 0}, Z− = Z\Z+, Γ = {z ∈ C : |z| = 1},

D+ = {z ∈ C : |z| < 1}, D− = {z ∈ C : |z| > 1}.
Пусть n ∈ N, будем рассматривать декартову степень Cn как банахово пространство
относительно покоординатных линейных операций и евклидовой нормы. Пусть A — ком-
мутативная банахова алгебра. Через Mn(A) обозначим банахову алгебру матриц порядка
n со стандартными операциями и некоторой матричной нормой. В частности, рассмат-
ривая Mn(C), будем считать, что введена операторная норма.

c© 2019 Пасенчук А. Э., Серегина В. В.
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Для банахова пространства B введем следующие линейные многообразия B-значных
функций, определенных на Γ:

Cm(Γ, B) =

{
A(ξ) =

∑

j∈Z

ajξ
j, aj ∈ B :

∑

j∈Z

(|j| + 1)m‖aj‖ <∞, ξ ∈ Γ

}
, m ∈ Z+;

C∞(Γ, B) =
⋂

m∈Z+

Cm(Γ, B),

считая, что в этих множествах линейные операции определены поточечно. Хорошо из-
вестно, что C∞(Γ, B) является счетно-нормированным пространством с определяющей
системой полунорм

‖A(ξ)‖m =
∑

j∈Z

(|j| + 1)m‖aj‖, m ∈ Z+.

Введем в пространстве C∞(Γ, B) операторы проектирования

P± : P±

(
∑

j∈Z

ajξ
j

)
=
∑

j∈Z±

ajξ
j

и положим

C∞
+ (Γ, B) = P+(C∞(Γ, B)), C̃∞

− (Γ, B) = P−(C∞(Γ, B)), C∞
− (Γ, B) = B ⊕ C̃∞

− (Γ, B).

В этой работе рассматривается оператор линейного сопряжения

RA,B : C∞(Γ, Cn) → C∞(Γ, Cn), RA,B = A(ξ)P+ +B(ξ)P−,

в предположении, что A(ξ), B(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)). Уравнение RA,Bϕ = f принято назы-
вать задачей Римана в связи с тем, что впервые уравнение такого рода было приведено
Б. Риманом (см. [1]). Задаче Римана и оператору RA,B посвящено большое число работ
(см. [1–9, 12] и цитируемые там работы). Наиболее полные результаты относительно за-
дачи Римана и соответствующего оператора были получены в банаховых пространствах
гёльдеровых и суммируемых вектор-функций. В этих случаях для широкого класса ко-
эффициентов A(ξ), B(ξ) была построена полная теория Нётера. Именно, показано, что
необходимым и достаточным условием нётеровости оператора RA,B является невырож-
денность коэффициентов для всех ξ ∈ Γ. В терминах правой канонической факториза-
ции матрицы-функции A(ξ)B−1(ξ) эффективно описаны ядро, коядро оператора RA,B,
построен обобщенный обратный оператор, найдена формула для индекса

indRA,B = −indξ∈Γ detA(ξ) + indξ∈Γ detB(ξ).

В пространстве гладких вектор-функций C∞(Γ,Cn) оператор Римана также рассматри-
вался (см. [7, 10, 11] и цитируемые там работы). В результате был получен критерий
нётеровости этого оператора. Оказалось, что нётеровы в пространствах гладких вектор-
функций операторы Римана могут иметь коэффициенты с вырождениями на Γ специ-
ального типа. Точнее, оператор RA,B нётеров в пространстве C∞(Γ,Cn) тогда и только
тогда, когда каждая из функций detA(ξ), detB(ξ) имеет на Γ разве лишь конечное число
нулей конечных порядков. Однако удобной формулы для подсчета индекса, аналогичной
приведенной выше, найдено не было. В предлагаемой работе получена такая формула
для индекса оператора RA,B : C∞(Γ,Cn) → C∞(Γ,Cn).
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2. Вспомогательные результаты

Некоторые из приводимых ниже результатов известны или могут быть легко получе-
ны так же, как и в случаях пространств гёльдеровых или суммируемых вектор-функций.
В связи с этим ниже мы приводим лишь доказательства нестандартных утверждений.

Вместе с оператором RA,B будем рассматривать пару операторов Тёплица

T+
A : C∞

+ (Γ,Cn) → C∞
+ (Γ,Cn), T+

A = P+A(ξ)I,

T−
B : C∞

− (Γ,Cn) → C∞
− (Γ,Cn), T−

B = P−B(ξ)I.

Лемма 1. Пусть A(ξ), B(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)). Оператор RA,B нётеров тогда и только
тогда, когда нетеров каждый из операторов T+

A и T−
B . При выполнении этих условий

indRA,B = indT+
A + indT−

B .

⊳ Утверждение леммы является следствием того факта, что каждый из операторов
P−A(ξ)P+, P+B(ξ)P− компактен в пространстве C∞(Γ,Cn) (см., например [7]), а опе-
ратор P+A(ξ)P+ + P−B(ξ)P− есть прямая сумма операторов T+

A , T−
B . ⊲

Следующее утверждение носит, по-существу, алгебраический характер. Мы форму-
лируем его для оператора Теплица с гладким матричным символом, рассматриваемого
в одном из пространств C∞

± (Γ,Cn).

Теорема 1. Пусть A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)). Оператор T±
A нётеров тогда и только тогда,

когда в пространстве C∞
± (Γ,C) нётеров оператор T±

detA.

⊳ Рассмотрим квадратную матрицу порядка n, составленную из линейных ограни-
ченных операторов, действующих в некотором топологическом пространстве. Будем счи-
тать, что элементы этой операторной матрицы коммутируют с точностью до компактных
слагаемых. Тогда с точностью до компактных слагаемых для этой матрицы определены
алгебраические дополнения, определитель, присоединенная матрица. Для операторной
матрицы U через U∇ обозначим определенную с точностью до компактного слагаемо-
го присоединенную матрицу. Условимся писать A = B(modK), если оператор A − B
компактен. Нетрудно видеть, что

(I + k)∇ = I(modK), U∇U=UU∇ = EndetU(modK),

где k — компактный оператор, а En — единичная матрица порядка n. Отметим также, что
если элементы операторных матриц U , V попарно коммутируют по модулю компактных
операторов, то (UV )∇ = V ∇U∇(modK).

Будем рассматривать оператор T+
A как операторную матрицу, элементами которой

являются одномерные операторы Теплица с гладкими символами. Поскольку такие опе-
раторы коммутируют с точностью до компактного оператора, то ввиду сделанных заме-
чаний имеем

(T+
A )∇T+

A = T+
A (T+

A )∇ = EnT
+
detA(ξ)(modK).

Если предположить теперь, что оператор T+
detA(ξ) нётеров, а R — его регуляризатор,

то, очевидно, операторы (REn)(T
+
A )∇, (T+

A )∇(REn) являются левым, правым регуляри-
заторами, соответственно, оператора T+

A . Обратно, если оператор T+
A нетеров и Ω его

регуляризатор, то ΩT+
A = T+

AΩ = I(modK). Нетрудно убедиться в том, что элементы
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операторной матрицы Ω с точностью до компактного оператора попарно коммутируют и
коммутируют в том же смысле с элементами T+

A . Но, тогда в силу сделанных замечаний

(ΩT+
A )∇ = (T+

AΩ)∇ = I(modK) или (T+
A )∇Ω∇ = Ω∇(T+

A )∇ = I(modK).

Последнее означает, что оператор (T+
A )∇ нётеров и регуляризатором для него

является оператор Ω∇. Ввиду справедливости равенства (T+
A )∇T+

A=T+
A (T+

A )∇ =
EnT

+
detA(ξ)(modK) оператор EnT

+
detA(ξ) является нетеровым как композиция нетеровых

операторов. Последнее эквивалентно нётеровости оператора T±
detA. ⊲

Определение 1. Будем говорить, что матрица-функция A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) до-
пускает гладкую правую (левую) вырожденную факторизацию типа минус, если

A(ξ) = A−(ξ)D(ξ)A+(ξ) (A(ξ) = A+(ξ)D(ξ)A−(ξ)),

где
1)A+(ξ) ∈ GC∞

+ (Γ,Mn(C));
2) A−(ξ) ∈ C∞

− (Γ,Mn(C)), для любого ξ0 ∈ D− матрица A−(ξ0) обратима, и если
(A−(ξ))−1 =

∑
j∈Z+

Bjξ
−j , ξ → ∞, то найдутся c > 0 иm0 ∈ Z+ так, что ‖Bj‖ 6 c(j+1)m0 ;

3) D(ξ) =
∑n

j=1 ξ
κjPj , причем Pj = diag(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), κj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n.

Числа κj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, называются частными индексами соответствующей
факторизации.

Тот факт, что матрица-функция A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) допускает гладкую правую вы-
рожденную факторизацию типа минус будем обозначать A(ξ) ∈ Fact−r (κ̄, C

∞(Γ,Mn(C))),
κ̄ = (κ1, κ2, . . . , κn). Число κ−r (A) =

∑n
j=1 κj называть суммарным индексом правой

вырожденной факторизации типа минус. Обозначения A(ξ) ∈ Fact−l (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))),

κ−l (A) будем применять в случае гладкой левой вырожденной факторизации типа минус.

Определение 2. Будем говорить, что матрица-функция A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) до-
пускает гладкую правую (левую) вырожденную факторизацию типа плюс, если

A(ξ) = A−(ξ)D(ξ)A+(ξ) (A(ξ) = A+(ξ)D(ξ)A−(ξ)),

где
1)A−(ξ) ∈ GC∞

− (Γ,Mn(C));
2) A+(ξ) ∈ C∞

+ (Γ,Mn(C)), для любого ξ0 ∈ D+ матрица A+(ξ0) обратима, и если
(A+(ξ))−1 =

∑
j∈Z+

Bjξ
j , ξ → 0, то найдутся c > 0 и m0 ∈ Z+ так, что ‖Bj‖ 6 c(j + 1)m0 ;

3) D(ξ) =
∑n

j=1 ξ
κjPj , причем Pj = diag(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), κj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n.

Числа κj ∈ Z, j = 1, 2, . . . , n, называются частными индексами соответствующей
факторизации.

Тот факт, что матрица-функция A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) допускает гладкую пра-
вую вырожденную факторизацию типа плюс будем записывать следующим образом:
A(ξ) ∈ Fact+r (κ̄, C

∞(Γ,Mn(C))), κ̄ = (κ1, κ2, . . . , κn). Число κ+r (A) =
∑n

j=1 κj называется
суммарным индексом правой вырожденной факторизации типа плюс.

При n = 1 левые и правые гладкие вырожденные факторизации совпадают, поэтому
в этом случае будем пользоваться обозначением A(ξ) ∈ Fact±(κ,C∞(Γ,C)).

Из данных выше определений следует, что A(ξ) ∈ Fact−r (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))) тогда и

только тогда, когда (A(ξ))τ∈Fact−l (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))) и A(ξ−1)∈Fact+l (−κ̄, C∞(Γ,Mn(C))).
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Лемма 2. Оператор T+
D : C∞

+ (Γ,Cn) → C∞
+ (Γ,Cn) (T−

D : C∞
− (Γ,Cn) → C∞

− (Γ,Cn)),
где D(ξ) =

∑n
j=1 ξ

κjPj , нётеров и при этом имеют место равенства

1) dimker T+
D = −

∑

κj<0

κj

(
dimker T−

D =
∑

κj>0

κj

)
,

2) dimcoker T+
D =

∑

κj>0

κj

(
dimcoker T−

D = −
∑

κj<0

κj

)
,

3) indT+
D = −

n∑

j=1

κj = −κ(D)

(
indT−

D =
n∑

j=1

κj = κ(D)

)
.

Лемма 3. Если A+(ξ) ∈ GC∞
+ (Γ,Mn(C)) (B−(ξ) ∈ GC∞

− (Γ,Mn(C))), то оператор
T+
A+(T

−
B−) обратим и при этом

(
T+
A+

)−1
= T+

(A+)−1

(
(T−
B−)

−1 = T−
(B−)−1

)
.

Лемма 4. Пусть A−(ξ) ∈ C∞
− (Γ,Mn(C)), для любого ξ0 ∈ D− матрица A−(ξ0) об-

ратима и если (A−(ξ))−1 =
∑

j∈Z+
Bjξ

−j, ξ → ∞ и при этом ‖Bj‖ 6 c(j + 1)m0 для

некоторых c > 0 и m0 ∈ Z+, тогда оператор T+
A− обратим.

⊳ Поскольку для любого φ ∈ Cn, k ∈ Z+, имеет место равенство

P+(A−(ξ))−1φξk = P+

(
∑

j∈Z+

Bjφξ
j−k

)
=

k∑

j=0

Bjφξ
j−k,

то оператор P+(A−(ξ))−1P+ в силу линейности определен на всех многочленах с коэф-
фициентами из Cn. Кроме того, для каждого такого многочлена φ(ξ) справедливы легко
проверяемые равенства

T+
A−P

+(A−(ξ))−1φ(ξ) = P+(A−(ξ))−1T+
A−φ(ξ) = φ(ξ).

Таким образом, ввиду того, что множество многочленов с коэффициентами из Cn всюду
плотно в C∞

+ (Γ,Cn), достаточно доказать, что оператор P+(A−(ξ))−1P+ : C∞
+ (Γ,Cn) →

C∞
+ (Γ,Cn) ограничен в пространстве C∞

+ (Γ,Cn).
Пусть ϕ(ξ) =

∑
k∈Z+

ϕkξ
k ∈ C∞

+ (Γ,Cn), тогда

P+(A−(ξ))−1ϕ(ξ) = P+
∑

j∈Z+

Bjξ
−j
∑

k∈Z+

ϕkξ
k =

∑

j∈Z+

(
∞∑

k=j

Bk−jϕk

)
ξj.

Отсюда получаем

∥∥P+(A−(ξ))−1ϕ(ξ)
∥∥
m

=
∑

j∈Z+

(j + 1)m

∥∥∥∥∥

∞∑

k=j

Bk−jϕk

∥∥∥∥∥ 6
∑

j∈Z+

(j + 1)m
∞∑

k=j

‖Bk−j‖ ‖ϕk‖

=
∑

k∈Z+

‖ϕk‖
k∑

j=0

(j + 1)m‖Bk−j‖ 6 c
∑

k∈Z+

‖ϕk‖
k∑

j=0

(j + 1)m(k − j + 1)m0

6 c
∑

k∈Z+

(k + 1)m+m0+1‖ϕk‖ = ‖ϕ(ξ)‖m+m0+1. ⊲
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Лемма 5. Пусть A+(ξ) ∈ C∞
+ (Γ,Mn(C)), для любого ξ0 ∈ D+ матрица A+(ξ0) обра-

тима и если (B+(ξ))−1 =
∑

j∈Z+
Bjξ

j, ξ → 0 и при этом ‖Bj‖ 6 c(j+1)m0 для некоторых

c > 0 и m0 ∈ Z+, тогда оператор T−
A+ обратим.

Лемма 6. Если A(ξ) ∈ Fact±r (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))) (Fact±l (κ̄, C

∞(Γ,Mn(C)))), то

detA(ξ) ∈ Fact±
(
κ±r (A), C

∞(Γ,C)
) (

Fact±
(
κ±l (A), C

∞(Γ,C)
))
.

⊳ Предположим, для определенности, что A(ξ) ∈ Fact+r (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))). Тогда

detA(ξ) = detA−(ξ) detD(ξ) detA+(ξ). При этом detA−(ξ) 6= 0, ξ ∈ D− ввиду обратимо-
сти в C∞

− (Γ,Mn(C)) матрицы-функции A−(ξ). Ясно, что тогда detA−(ξ) ∈ GC∞
− (Γ,C).

Кроме того, очевидно,

detD(ξ) =

n∑

j=1

κj = κ+r (A).

В силу условия 2) определения вырожденной факторизации типа плюс A+(ξ) ∈
C∞
+ (Γ,Mn(C)), для любого ξ0 ∈ D+ матрица A+(ξ0) обратима, и если

(A+(ξ))−1 =
∑

j∈Z+

Bjξ
j , ξ → 0,

то ‖Bj‖ 6 c(j + 1)m0 для некоторых c > 0 и m0 ∈ Z+. Из обратимости матрицы A+(ξ0),
ξ0 ∈ D+, следует, что detA+(ξ) 6= 0, ξ ∈ D+. Кроме того, очевидно,

(detA+(ξ))−1 = det(A+(ξ))−1 = det

(
∑

j∈Z+

Bjξ
j

)
, ξ → 0.

Тогда по определению определителя

(detA+(ξ))−1 =
n!∑

k=1

(−1)s(σk)
n∏

k=1

∑

l∈Z+

(Bl)kσkξ
l,

где через (B)km обозначены элементы матрицы B с номерами k, m, а через s(σk) —
четность перестановки k 7→ s(σk). Из последнего равенства следует, что

(detA+(ξ))−1 =
∑

j∈Z+

djξ
j, где dj =

∑

s1+s2+...+sn=j

n!∑

k=1

(−1)s(σk)
n∏

k=1

(Bsj )kσk .

Какова бы ни была матричная операторная норма из неравенства ‖Bj‖ 6 c(j + 1)m0

следует, что |(Bj)km| 6 c(j + 1)m0 для любых k, m. Но тогда

|dj | =
∣∣∣∣∣

∑

s1+s2+...+sn=j

n!∑

k=1

(−1)s(σk)
n∏

k=1

(Bsj )kσk

∣∣∣∣∣

6
∑

s1+s2+...+sn=j

n!∑

k=1

n∏

k=1

|(Bsj )kσk | 6 cn(n! + 1)(j + 1)nm0 .

По определению это означает, что detA(ξ) ∈ Fact+(κr(A), C
∞(Γ,C)). ⊲
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Лемма 7. Если A(ξ) = A−(ξ)D(ξ)A+(ξ)(A(ξ) = A+(ξ)D(ξ)A−(ξ)), где A±(ξ) ∈
C∞
± (Γ,Cn), то

T+
A = T+

A−T
+
DT

+
A+ (T−

A = T−
A+T

−
DT

−
A−).

Следствие 1. Если A(ξ)∈Fact−r (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))) (B(ξ)∈Fact+l (κ̄, C

∞(Γ,Mn(C)))),
то оператор T+

A (T−
B ) нётеров и при этом

indT+
A = −κ−r (A) = −κ−(detA)

(
indT−

B = κ+l (B) = κ+(detB)
)
.

3. Гладкие факторизации, нётеровость, индекс

Теорема 2. Матрица-функция A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) допускает одну из гладких вы-
рожденных факторизаций тогда и только тогда, когда функция detA(ξ) имеет на Γ не
более чем конечное число нулей конечных порядков.

⊳ Будем, для определенности рассматривать случай правой вырожденной фактори-
зации типа плюс.

Необходимость. Если A(ξ) ∈ Fact+r (κ̄, C
∞(Γ,Mn(C))), κ̄ = (κ1, κ2, . . . , κn), то из ра-

венства A(ξ) = A−(ξ)D(ξ)A+(ξ) в силу свойств определителя следует, что

detA(ξ) = detA−(ξ)ξκ detA+(ξ), где κ =

n∑

j=1

κj = κ+r (A).

Согласно лемме 7 полученное равенство является гладкой вырожденной факторизаци-
ей типа плюс функции detA(ξ) с индексом факторизации κ+r (A). Покажем, что из по-
следнего условия вытекает, что detA(ξ) имеет на Γ не более чем конечное число нулей
конечных порядков. Предположим противное, т. е. что detA(ξ) ∈ Fact+(κ,C∞(Γ,C)),
но имеет более чем конечное число нулей конечных порядков. Это означает, что либо
A(ξ) имеет нуль бесконечного порядка в некоторой точке ξ0 ∈ Γ, либо — бесконечное
число нулей. Поскольку в последнем случае точка сгущения нулей является нулем бес-
конечного порядка, то достаточно предполагать, что A(ξ) имеет нуль бесконечного по-
рядка в некоторой точке ξ0 ∈ Γ. По определению вырожденной факторизации типа плюс
detA−(ξ) ∈ GC∞

− (Γ,C). Но тогда функция detA+(ξ) обязана иметь в точке ξ0 ∈ Γ нуль
бесконечного порядка. По определению нуля бесконечного порядка

(
dl(detA+(ξ))

dξl

)∣∣∣∣
ξ=ξ0

= 0, l = 0, 1, 2, . . .

Тогда detA+(ξ) = (ξ − ξ0)
lA+

l (ξ), где A+
l (ξ) ∈ C∞

+ (Γ,C), каково бы ни было l ∈ Z+. По
определению вырожденной факторизации типа плюс

(detA+(ξ))−1 =
∑

j∈Z+

Bjξ
j, ξ → 0,

и при этом |Bj | < c(j + 1)m0 для некоторых c > 0 и m0 ∈ Z+. Очевидно, имеет место
равенство

A+
l (ξ)(detA

+(ξ))−1 = (ξ − ξ0)
−l, ξ → 0.
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Поскольку A+
l (ξ) ∈ C∞

+ (Γ,C), а коэффициенты Фурье (detA+(ξ))−1 растут не быстрее,
чем (j + 1)m0 , где j — номер коэффициента, то и коэффициенты ряда Фурье функции
A+
l (ξ)(detA

+(ξ))−1 также растут не быстрее, чем (j + 1)m0 . С другой стороны,

(ξ − ξ0)
−l = (−ξ0)−l

(
1− ξ−1

0 ξ
)−l

= (−ξ0)−l
∞∑

j=0

Cjl+j−1ξ
−j
0 ξj,

и, следовательно,

A+
l (ξ)(A

+(ξ))−1 = (−ξ0)−l
∞∑

j=0

Cjl+j−1ξ
−j
0 ξj .

Таким образом, если

A+
l (ξ)(detA

+(ξ))−1 =

∞∑

j=0

cjξ
j,

то
cj = Cjl+j−1ξ

−j
0 (−ξ0)−l.

Воспользовавшись формулой Стирлинга, будем иметь

|cj | ≈
exp(l − 1)

(l − 1)l−1
√

2π(l − 1)
jl−1.

Отметим, что в произведенных выкладках l ∈ Z+ — произвольно. Выбрав l = m0 + 2,
получим

|cj | ≈ σm0j
m0+1, σm0 =

exp(m0 + 1)

(m0 + 1)m0+1
√

2π(m0 + 1)
.

Но последняя эквивалентность противоречит тому, что коэффициенты cj должны расти
не быстрее, чем (j + 1)m0 . Полученное противоречие доказывает необходимость.

Достаточность. Пусть detA(ξ) имеет на Γ не более чем конечное число нулей
конечных порядков. Пользуясь методом отщепления нулей (см. [1, 2, 7]), предста-
вим матрицу-функцию A(ξ) в виде A(ξ) = A0(ξ)Ω

+(ξ), где A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)),
Ω+(ξ) ∈ C∞

+ (Γ,Mn(C)). При этом detA0(ξ) 6= 0, ξ ∈ Γ, а detΩ+(ξ) =
∏
k(ξ − zk)

nk ,
где {zk} — множество всех нулей функции detA(ξ) на окружности Γ. Хорошо известно,
что матрица-функция A0(ξ) допускает стандартную (невырожденную) правую фактори-
зацию A0(ξ) = B−(ξ)D(ξ)B+(ξ). Полагая A−(ξ) = B−(ξ), A+(ξ) = B+(ξ)Ω+(ξ), получим
правую вырожденную факторизацию типа плюс матрицы-функции A(ξ). ⊲

Следствие 2. Суммарные индексы правой и левой вырожденных гладких фактори-
заций матрицы-функции A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) одного типа совпадают и равны индексу
факторизации того же типа функции detA(ξ).

Теорема 3. Пусть A(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)). Оператор T+
A (T−

A ) нётеров в простран-
стве C∞

+ (Γ,Cn) (C∞
− (Γ,Cn)) тогда и только тогда, когда матрица-функция A(ξ) допуска-

ет правую (левую) гладкую вырожденную факторизацию типа минус (плюс) в алгебре
C∞(Γ,Mn(C)). При выполнении последнего условия

indT+
A = −κ−r (A) (indT−

A = κ+l (A)).

⊳ Достаточность теоремы вытекает из лемм 3–8. Необходимость является следствием
теоремы Б. Зильбермана [12] и теоремы 1. ⊲
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Следствие 3. Пусть A(ξ), B(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)) и каждая из функций detA(ξ),
detB(ξ) имеет на Γ не более чем конечное число нулей конечных порядков. Тогда

indRA,B = −κ−(detA) + κ+(detB).

Замечание 1. Достаточность теоремы 3 может быть доказана независимо от резуль-
тата Б. Зильбермана, но более громоздко (см. [12]).

Определение 3. Сингулярным индексом функции A(ξ) ∈ C∞(Γ,C), имеющей ко-
нечное число нулей конечных кратностей, будем называть число

κc(A) =
1

πi
v.p.

∫

Γ

A′(ξ)

A(ξ)
dξ.

Пусть A(ξ) ∈ C∞(Γ,C) и имеет на Γ конечное число нулей zk порядков nk,
k = 1, 2, . . . , s, соответственно. Назовем число n(A) =

∑s
k=1 nk суммарным числом ну-

лей этой функции.

Лемма 8. Пусть A(ξ) ∈ C∞(Γ,C) и n(A) <∞, а

A0(ξ) = A(ξ)
s∏

k=1

(ξ − zk)
−nk ∈ C∞(Γ,C)

(
A1(ξ) = A(ξ)

s∏

k=1

(
1− zkξ

−1
)−nk ∈ C∞(Γ,C)

)

и не обращается в нуль на Γ. Тогда имеет место равенство

κc(A) = n(A) + 2 ind
ξ∈Γ

A0(ξ)
(
κc(A) = −n(A) + 2 ind

ξ∈Γ
A1(ξ)

)
.

⊳ Воспользуемся тем, что для невырождающейся, дифференцируемой на Γ функции

v.p.
1

πi

∫

Γ

A′
0(ξ)dξ

A0(ξ)
= 2 ind

ξ∈Γ
A0(ξ)

и тем, что для фиксированного zk ∈ Γ справедливо равенство

v.p.

∫

Γ

dξ

ξ − zk
= πi.

Тогда

κc(A) =
1

πi
v.p.

∫

Γ

A′(ξ)dξ

A(ξ)
=

1

πi
v.p.

∫

Γ

A′
0(ξ)dξ

A0(ξ)
+

1

πi

s∑

k=1

v.p.

∫

Γ

nkdξ

ξ − zk
= 2 ind

ξ∈Γ
A0(ξ) + n(A).

Доказательство второй формулы аналогично приведенному. ⊲

Нетрудно заметить, что если функция A(ξ) ∈ C∞(Γ,C) имеет конечное число нулей
конечных кратностей, то A(ξ) ∈ Fact±(κ±, C∞(Γ,C)) и при этом,

κ+ = indξA0(ξ), A0(ξ) = A(ξ)

s∏

k=1

(ξ − ξk)
−nk ,

κ− = indξA1(ξ), A1(ξ) = A(ξ)

s∏

k=1

(1− ξkξ
−1)−nk .
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Принимая во внимание лемму 8, последним формулам можно придать следующий вид:
κc(A) = n(A) + 2κ+, κc(A) = −n(A) + 2κ−. Таким образом, индексы вырожденной фак-
торизации функции A(ξ) ∈ C∞(Γ,C), в случае ее существования, могут быть найдены
следующим образом: κ± = 1

2(κc(A)∓ n(A)).
Таким образом, доказано следующее утверждение.

Лемма 9. Функция A(ξ) ∈ Fact±(κ±, C∞(Γ,C)) тогда и только тогда, когда эта
функция имеет на Γ не более чем конечное число нулей конечных порядков. При выпол-
нении последнего условия индексы вырожденных факторизаций могут быть найдены по
формулам

κ± =
1

2

(
κc(A)∓ n(A)

)
.

Теорема 4. Пусть A(ξ), B(ξ) ∈ C∞(Γ,Mn(C)). Оператор RA,B : C∞(Γ,Cn) →
C∞(Γ,Cn) нётеров тогда и только тогда, когда каждая из функций detA(ξ), detB(ξ)
имеет на Γ не более чем конечное число нулей конечных порядков. При выполнении
этих условий индекс оператора может быть найден по формуле

indRA,B = −1

2

(
κc(detA) + n(detA)

)
+

1

2

(
κc(detB)− n(detB)

)
.

Литература

1. Gahov F. D. Boundary Value Problems.—N. Y.: Dover, 1990.—561 p.
2. Мусхелишвили Н. И. Сингулярные интегральные уравнения.—М.: Наука, 1968.—599 с.
3. Векуа Н. П. Системы сингулярных интегральных уравнений.—М.: Наука, 1970.—252 с.
4. Гохберг И. Ц., Фельдман И. А. Уравнения в свертках и проекционные методы их решения.—М.:

Наука, 1971.—352 с.
5. Гохберг И. Ц., Крупник Н. Я. Введение в теорию одномерных сингулярных интегральных опера-

торов.—Кишинев: Штиинца, 1973.—426 с.
6. Симоненко И. Б. Некоторые общие вопросы краевой задачи Римана // Изв. АН СССР.—1968.—

Т. 32, № 5.—C. 1138–1146.
7. Пресдорф З. Некоторые классы сингулярных уравнений.—М.: Мир, 1979.—493 с.
8. Солдатов А. П. Одномерные сингулярные операторы и краевые задачи теории функций.—M.:

Высш. шк., 1991.—210 c.
9. Волевич Л. З., Гиндикин С. Г. Обобщенные функции и уравнения в свертках.—М.: Наука, 1994.—

336 с.
10. Дыбин В. Б., Карапетянц Н. К. Применение метода нормализации к одному классу бесконечных

систем линейных алгебраических уравнений // Изв. вузов. Математика.—1967.—№ 10.—C. 39–49.
11. Зильберман Б. О сингулярных операторах в пространствах бесконечно дифференцируемых и

обобщенных функций // Мат. исследования.—Кишинев: Штиинца, 1971.—Т. 6, № 3.— C. 168–179.
12. Пасенчук А. Э. Дискретные операторы типа свертки в классах последовательностей со степенным

характером поведения на бесконечности.—Ростов н/Д.: Изд-во ЮФУ, 2013.—279 с.

Статья поступила 26 ноября 2018 г.

Пасенчук Александр Эдуардович

Южный федеральный университет,
профессор кафедры алгебры и дискретной математики
РОССИЯ, 344006, Ростов-на-Дону, ул. Б. Садовая, 105
E-mail: pasenchuk@mail.ru

Серегина Виктория Викторовна

Азово-черноморский инженерный институт,
доцент кафедры математики и механики
РОССИЯ, 347740, Зерноград, ул. Ленина, 21
E-mail: vic.victora@yandex.ru



60 Пасенчук А. Э., Серегина В. В.

Vladikavkaz Mathematical Journal
2019, Volume 21, Issue 3, P. 50–61

ABOUT RIEMANN MATRIX OPERATOR IN THE SPACE
OF SMOOTH VECTOR FUNCTIONS

Pasenchuk, A. E.1 and Seregina, V. V.2
1 Southern Federal University,

105 Bolshaya Sadovaya Str., Rostov-on-Don, 344006, Russia;
2 Azov-Black Sea Engineering Institute,

21 Lenina Str., Zernograd, 347740, Russia
E-mail: pasenchuk@mail.ru, vic.victora@yandex.ru

Abstract. In the space of vector functions smooth on the unit circle, we consider the matrix operator
of linear conjugation generated by the Riemann boundary-value problem. It is assumed that the coefficients
of the boundary value problem are smooth matrix functions. The concept of smooth degenerate factorization
of the plus and minus types of a smooth matrix function is introduced and studied. In terms of degenerate
factorizations, we give necessary and sufficient conditions for the noethericity of the considered Riemann matrix
operator in the space of smooth vector functions. For a function smooth on a circle having at most finitely
many zeros of finite orders, the concept of a singular index is introduced and studied, generalizing the concept
of the index of a non-degenerate continuous function. For the Noetherian matrix Riemann operator, a formula
is obtained for calculating the index of this operator, which coincides with the well-known similar formula
in the case where the coefficients of the Riemann operator are non-degenerate.

Key words: operator, Riemann, Noetherian, smooth, index, formula.

Mathematical Subject Classification (2010): 47B35.

For citation: Pasenchuk, A. E. and Seregina, V. V. About Riemann Matrix Operator in the Space
of Smooth Vector Functions, Vladikavkaz Math. J., 2019, vol. 21, no. 3, pp. 50–61 (in Russian). DOI:
10.23671/VNC.2019.3.36461.

References

1. Gahov, F. D. Boundary Value Problems, New York, Dover, 1990, 561 p.
2. Muskhelishvili, N. I. Singuljarnye integral’nye uravneniya [Singular Integral Equations], Moscow,

Nauka, 1968, 599 p. (in Russian).
3. Vekua, N. P. Sistemy singuljarnykh integral’nykh uravnenii [Systems of Singular Integral Equations],

Moscow, Nauka, 1970, 252 p. (in Russian).
4. Gohberg, I. C. and Fel’dman, I. A. Uravneniya v svertkakh i proektsionnye metody ikh resheniya [Convo-

lution Equations and Projection Methods for their Solution], Мoscow, Nauka, 1971, 352 p. (in Russian).
5. Gohberg, I. С. and Krupnik, N. Ya. Vvedenie v teoriyu odnomernykh singulyarnykh integral’nykh opera-

torov [Introduction to the Theory of One-Dimentional Singular Integral Operators], Kishinev, Shtiintsa,
1973, 426 p. (in Russian).

6. Simonenko, I. B. Some General Questions in the Theory of the Riemann Boundary Problem,
Mathematics of the USSR-Izvestiya, 1968, vol. 2, no. 5, p. 1091–1099. DOI: 10.1070/IM1968v002n05
ABEH000706.

7. Presdorf, Z. Nekotorye klassy singulyarnykh uravneniy [Some Classes of Singular Equations], Moscow,
Mir, 1979, 493 p. (in Russian).

8. Soldatov, A. P. Odnomernye singulyarnye operatory i kraevye zadachi teorii funktsii [One-Dimensional
Singular operators and Boundary Value Problems of the Theory of Functions], Moscow, Vysshaya
shkola, 1991, 210 p. (in Russian).

9. Volevich, L. Z. and Gindikin, S. G. Obobshhennye funktsii i uravneniya v svertkakh [Generalized Con-
volution Functions and Equations], Moscow, Nauka, 1994, 336 p. (in Russian).

10. Dybin, V. B. and Karapetyants, N. K. Application of the Normalization Method to a Class of Infinite
Systems of Linear Algebraic Equations, Izv. Vyssh. Uchebn. Zaved. Mat., 1967, no. 10, p. 39–49.
(in Russian).



О матричном операторе Римана в пространстве гладких вектор-функций 61

11. Zilberman, B. On Singular Operators in Spaces of Infinitely Differentiable and Generalized Functions,
Matematicheskiye Issledovaniya, Kishinev, Shtiinca, 1971, vol. 6, no. 3, p. 168–179. (in Russian).

12. Pasenchuk, A. E. Diskretnye operatory tipa svertki v klassakh posledovatel’nostei so stepennym kharak-
terom povedeniya na beskonechnosti [Discrete Operators of Convolution Type in Classes of Sequences
with Power-Law Behavior at Infinity], Rostov-on-Don, SFU, 2013, 279 p. (in Russian).

Received 26 November, 2018

Alexandr E. Pasenchuk

Southern Federal University,
105 Bolshaya Sadovaya Str., Rostov-on-Don, 344006, Russia,
Professor
E-mail: pasenchuk@mail.ru

Victoria V. Seregina

Azov-Black Sea Engineering Institute,
21 Lenina Str., Zernograd, 347740, Russia,
Associate Professor
E-mail: vic.victora@yandex.ru



Владикавказский математический журнал
2019, Том 21, Выпуск 3, С. 62–86

УДК 517.518.82+519.117
DOI 10.23671/VNC.2019.3.36462

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ЗАПИСЬ ПОЛИНОМОВ БЕРНШТЕЙНА
НА СИММЕТРИЧНОМ ОТРЕЗКЕ И СВЯЗАННЫЕ С НЕЙ

КОМБИНАТОРНЫЕ СООТНОШЕНИЯ#

М. А. Петросова1, И. В. Тихонов2, В. Б. Шерстюков3

1 Московский педагогический государственный университет,
Россия, 107140, Москва, ул. Краснопрудная, 14;

2 Московский государственный университет имени М. В. Ломоносова,
Россия, 119991, Москва, ГСП-1, Ленинские горы, 1;

3 Национальный исследовательский ядерный университет «МИФИ»,
Россия, 115409, Москва, Каширское шоссе, 31

E-mail: petrosova05@mail.ru, ivtikh@mail.ru, shervb73@gmail.com

Аннотация. Ставится вопрос о явной алгебраической записи полиномов Бернштейна по степеням
независимой переменной. Кратко обсуждается общая постановка задачи на произвольном отрезке
[a, b]. Для полноты картины напоминаются формулы Вигерта, действующие для коэффициентов
полиномов Бернштейна на стандартном отрезке [0, 1]. В центре внимания сейчас другой случай —
симметричного отрезка [−1, 1], что представляет несомненный интерес для теории аппроксимации.
В работе найдены выражения, регулирующие образование коэффициентов полиномов Бернштейна
на [−1, 1]. Для интерпретации ответа потребовалось ввести новые числовые объекты — специальные
«трапеции Паскаля». Они строятся аналогично классическому треугольнику по своим «начальным»
и «краевым» условиям. С трапециями Паскаля связаны разнообразные соотношения, во многом
обобщающие привычные комбинаторные тождества. В работе проведено систематическое исследо-
вание подобных свойств; составлена сводка основных формул. Полученные результаты находят при-
менение при изучении поведения коэффициентов полиномов Бернштейна на [−1, 1]. Так, например,
оказывается, что есть универсальная связь двух коэффициентов a2m,m(f) и am,m(f), действующая
при всех m ∈ N для любой функции f ∈ C[−1, 1]. В итоге установлено существенное отличие карти-
ны на [−1, 1] от случая стандартного отрезка [0, 1]. Намечен ряд перспективных тем для дальнейших
исследований, часть из которых активно проводится в последнее время.

Ключевые слова: полиномы Бернштейна, симметричный отрезок, трапеции Паскаля, комбина-
торные соотношения.
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1. Введение

Полиномы Бернштейна — известный объект анализа, играющий значимую роль в за-
дачах аппроксимации. Базовые сведения по теории классических полиномов Бернштейна
см. в [1–7]. Дополнительная информация, связанная с недавними исследованиями авто-
ров, представлена в обзоре [8]. Традиционно полиномы Бернштейна рассматривают на
стандартном отрезке [0, 1]. Считается, что переход к другому отрезку не несет ничего
существенно нового. С точки зрения характера аппроксимации это действительно так:

#Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований, проект № 18-01-00236.

c© 2019 Петросова М. А., Тихонов И. В., Шерстюков В. Б.
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основные закономерности, регулирующие сходимость полиномов Бернштейна к порожда-
ющей их непрерывной функции, сохраняются на любом отрезке [a, b] ⊂ R с соответству-
ющими техническими поправками. Однако, алгебраическая и комбинаторная информа-
ция, обильно заложенная в полиномах Бернштейна, может неожиданно трансформиро-
ваться при формальном переходе на другой отрезок. Помимо стандартного случая [0, 1]
естественно выделить симметричный отрезок [−1, 1], на котором полиномы Бернштейна
ранее почти не изучались. Ясно, что симметричный отрезок тесно связан с соображе-
ниями «четности» и «нечетности», принципиально важными для анализа, но не очень
органичными на стандартном отрезке [0, 1]. В работе [9] авторы показали, какие измене-
ния претерпевает формулировка так называемого «правила склеивания» при переходе
к симметричному отрезку [−1, 1].

Займемся теперь другим вопросом — о том, что произойдет с развернутой алгебраи-
ческой записью полиномов по степеням переменной x, если рассматривать конструкцию
Бернштейна на [−1, 1]. Оказывается, технические отличия от [0, 1] будут весьма зна-
чительными — возникнут принципиально новые комбинаторные объекты в виде серии
специальных «трапеций Паскаля», своеобразно обобщающих привычный треугольник.

Для традиционных биномиальных коэффициентов используем обозначение

Ckn =
n!

k!(n − k)!
, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n; C0

0 = 1. (1)

Основное тождество
Ck−1
n + Ckn = Ckn+1, (2)

выполненное при всех n ∈ N и k = 1, . . . , n, будем называть правилом Паскаля.
Для того чтобы более отчетливо проследить связь новых результатов с тем, что из-

вестно для стандартного случая, целесообразно начать с общих положений и изложить
фактуру с единой точки зрения.

2. Общее определение полиномов Бернштейна

Для функции f : [a, b] → C, непрерывной на отрезке [a, b] ⊂ R, полиномы Бернштейна

вводят формулой

Bn(f, x) =
1

(b− a)n

n∑

k=0

f

(
a+

(b− a)k

n

)
Ckn(x− a)k(b− x)n−k, n ∈ N, (3)

с независимой переменной x и биномиальными коэффициентами (1). Формула (3) для
полиномов Bn(f, x) = Bn(f ; a, b;x) «привязана» к выбранному отрезку [a, b]. Для упро-
щения записей не будем отмечать зависимость от отрезка в последующих обозначениях,
ограничиваясь четким указанием на обсуждаемый случай.

Ясно, что любой полином Bn(f, x) имеет степень, не большую собственного номера:

degBn(f, x) 6 n, n ∈ N.

Поэтому полиномы (3) допускают алгебраическую запись

Bn(f, x) =
n∑

m=0

an,m(f)x
m, n ∈ N. (4)
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Числовые коэффициенты

an,m(f), n ∈ N, m = 0, 1, . . . , n, (5)

являются линейными комбинациями, составленными из значений функции f в точках
соответствующей равномерной сетки на [a, b], в том смысле, что

an,m(f) =

n∑

k=0

Akn,m f

(
a+

(b− a)k

n

)
, n ∈ N, m = 0, 1, . . . , n. (6)

Конкретные значения множителей Akn,m ∈ R зависят от выбора отрезка [a, b] ⊂ R, но не
зависят от взятой функции f ∈ C[a, b].

Если для некоторой функции f ∈ C[a, b] каждое выражение (6) дает значение нуль,
то все полиномы (4) тождественно равны нулю, и по аппроксимационной теореме Берн-
штейна функция f(x) будет тождественно равна нулю на [a, b], как предельная функция
последовательности полиномов Bn(f, x).

Другими словами, совокупность всех коэффициентов (5), возникающих на [a, b] при
алгебраической записи полиномов Бернштейна (3), образует тотальную систему линей-
ных непрерывных функционалов в пространстве C[a, b]. Эта система является избыточ-
ной — в зависимости от выбора отрезка [a, b] некоторые функционалы (5) могут линейно
выражаться через другие. Например, на отрезке [−1, 1] возникает особая последователь-
ность коэффициентов am,m(f) и a2m,m(f), связанных друг с другом пропорциональным
образом (см. теорему 5 ниже).

Как уже сказано, конструкцию Бернштейна обычно рассматривают на стандартном
отрезке [0, 1]. Напомним, как выглядит запись (4) и какие выражения получаются для
коэффициентов (5) в этом каноническом случае.

3. Случай стандартного отрезка

Согласно общему определению (3) для функции f ∈ C[0, 1] полиномы Бернштейна
имеют вид

Bn(f, x) =

n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ckn x

k(1− x)n−k, n ∈ N. (7)

Непосредственно из (7) нетрудно получить несколько первых явных формул:

B1(f, x) = f(0) + (f(1)− f(0)) x,

B2(f, x) = f(0) + 2

(
f

(
1

2

)
− f(0)

)
x+

(
f(1)− 2f

(
1

2

)
+ f(0)

)
x2,

B3(f, x) = f(0) + 3

(
f

(
1

3

)
− f(0)

)
x+ 3

(
f

(
2

3

)
− 2f

(
1

3

)
+ f(0)

)
x2

+

(
f(1)− 3f

(
2

3

)
+ 3f

(
1

3

)
− f(0)

)
x3,

B4(f, x) = f(0) + 4

(
f

(
1

4

)
− f(0)

)
x+ 6

(
f

(
1

2

)
− 2f

(
1

4

)
+ f(0)

)
x2

+4

(
f

(
3

4

)
− 3f

(
1

2

)
+ 3f

(
1

4

)
− f(0)

)
x3

+

(
f(1)− 4f

(
3

4

)
+ 6f

(
1

2

)
− 4f

(
1

4

)
+ f(0)

)
x4.
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Вопрос об общей алгебраической записи (4) для стандартных полиномов (7) поставил и
решил Вигерт [10]. Он показал, что коэффициенты (5) в этом случае выглядят так:

an,m(f) = Cmn

m∑

j=0

(−1)j Cjm f

(
m− j

n

)
= Cmn ∆m

1/n f(0). (8)

Здесь

∆m
1/n f(0) =

m∑

j=0

(−1)j Cjm f

(
m− j

n

)

есть конечная разность порядка m с шагом 1/n, взятая от функции f ∈ C[0, 1] в вы-
деленной точке x = 0. (Про конечные разности см. [11, с. 157–160].) Для сравнения
с последующим напомним вывод результата (8) (см. также [5, с. 108–109], [7, с. 249–251]).

Определим стандартные первичные полиномы Бернштейна

Pn,k(x) = Cknx
k(1− x)n−k, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n. (9)

По формуле бинома запишем

Pn,k(x) = Cknx
k
n−k∑

j=0

(−1)j Cjn−k x
j =

n−k∑

j=0

(−1)j CknC
j
n−k x

k+j.

Но

CknC
j
n−k =

n!

k!(n − k)!

(n − k)!

j!(n − k − j)!
=

n!

(k + j)!(n − k − j)!

(k + j)!

k! j!
= Ck+jn Ckk+j.

Поэтому

Pn,k(x) =

n−k∑

j=0

(−1)j Ck+jn Ckk+j x
k+j = {m = k + j} =

n∑

m=k

(−1)m−kCmn C
k
m x

m.

Итак, для первичных полиномов (9) получено представление

Pn,k(x) =
n∑

m=k

(−1)m−k Cmn C
k
m x

m. (10)

После подстановки (10) в формулу (7) имеем

Bn(f, x) =

n∑

k=0

f

(
k

n

) n∑

m=k

(−1)m−kCmn C
k
m x

m

=

n∑

m=0

xmCmn

m∑

k=0

(−1)m−k Ckm f

(
k

n

)
=

n∑

m=0

an,m(f)x
m,

где

an,m(f) = Cmn

m∑

k=0

(−1)m−kCkm f

(
k

n

)
= {j = m− k} = Cmn

m∑

j=0

(−1)jCjm f

(
m− j

n

)
,

что и совпадает с указанным выше выражением (8).
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Особо отметим «локальный» характер коэффициентов an,m(f) на стандартном от-
резке [0, 1]. Действительно, в выражении (8) для конкретного коэффициента an,m(f)
участвуют значения функции f только из отрезка [0,m/n]. Но такие отрезки стягива-
ются к нулю, если зафиксировать m ∈ N и положить n → ∞. Попросту говоря, ко-
эффициенты an,m(f) при любой выбранной степени xm, начиная с соответствующего
(достаточно большого) номера n, «чувствуют» значения функции лишь вблизи нуля —
в малой окрестности [0, δ] и «нечувствительны» к изменениям f(x) вне отрезка [0, δ].

Точнее, справедлив принцип локализации: если f, g ∈ C[0, 1], и f(x) ≡ g(x) на проме-
жутке 0 6 x 6 δ с некоторым δ ∈ (0, 1), то для коэффициентов (8) имеем совпадение

an,m(f) = an,m(g), ∀n > ⌈m/δ⌉, (11)

где ⌈m/δ⌉ — потолок числа m/δ по терминологии [12], т. е. наименьшее целое число,
большее или равное m/δ.

Дополнительную информацию о поведении коэффициентов an,m(f) в полиномах
Бернштейна на стандартном отрезке [0, 1] см. в [10, 13].

4. Полиномы Бернштейна на симметричном отрезке

Изучим теперь правила, регулирующие алгебраическую запись (4) для полиномов
Бернштейна на симметричном отрезке [−1, 1]. Краткое изложение полученных резуль-
татов дано нами в заметке [14]. Некоторые дополнительные сведения о полиномах Берн-
штейна на симметричном отрезке можно найти в [9, 15].

Согласно общему определению (3) для функции f ∈ C[−1, 1] полиномы Бернштейна
принимают вид

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
−1 +

2k

n

)
Ckn(1 + x)k(1− x)n−k, n ∈ N. (12)

Наряду с исходным определением (12) удобно использовать эквивалентную запись

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
1− 2k

n

)
Ckn(1− x)k(1 + x)n−k, n ∈ N, (13)

с суммированием от правой границы отрезка [−1, 1], а не от левой, как в формуле (12).
Элементарный переход от (12) к (13) происходит с учетом равенства Cn−kn = Ckn.

Прямые вычисления по формуле (12) (или (13)) дают следующие результаты:

B1(f, x) =
1

2

(
f(1) + f(−1)

)
+

1

2

(
f(1)− f(−1)

)
x,

B2(f, x) =
1

4

(
f(1) + 2f(0) + f(−1)

)
+

2

4

(
f(1)− f(−1)

)
x+

1

4

(
f(1)− 2f(0) + f(−1)

)
x2,

B3(f, x) =
1

8

(
f(1) + 3f

(
1

3

)
+ 3f

(
−1

3

)
+ f(−1)

)

+
3

8

(
f(1) + f

(
1

3

)
− f

(
−1

3

)
− f(−1)

)
x+

3

8

(
f(1)− f

(
1

3

)
− f

(
−1

3

)
+ f(−1)

)
x2

+
1

8

(
f(1)− 3f

(
1

3

)
+ 3f

(
−1

3

)
− f(−1)

)
x3,
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B4(f, x) =
1

16

(
f(1) + 4f

(
1

2

)
+ 6f(0) + 4f

(
−1

2

)
+ f(−1)

)

+
4

16

(
f(1) + 2f

(
1

2

)
− 2f

(
−1

2

)
− f(−1)

)
x

+
6

16
(f(1)− 2f(0) + f(−1)) x2 +

4

16

(
f(1)− 2f

(
1

2

)
+ 2f

(
−1

2

)
− f(−1)

)
x3

+
1

16

(
f(1)− 4f

(
1

2

)
+ 6f(0)− 4f

(
−1

2

)
+ f(−1)

)
x4.

Некоторые дроби специально оставлены не сокращенными для лучшего наблюдения за
действующими закономерностями.

Требуется найти общие правила, регулирующие образование коэффициентов в подоб-
ных формулах. Понятно, что комбинаторная природа возникающих соотношений здесь
более сложная, чем в аналогичных примерах на [0, 1]. Сразу обратим внимание на одну
особенность первых полиномов Bn(f, x), записанных для [−1, 1]. Все суммы в скобках
перед степенями x удобно начинать с f(1), поскольку именно f(1) всегда присутствует
со знаком «плюс». Как выяснилось в процессе исследований, при выводе соответствую-
щей общей формулы целесообразно исходить из представления (13), где суммирование
также начинается с f(1). Именно на (13) и будем основываться.

5. Первичные полиномы в симметричном случае

Согласно (13) первичные полиномы Бернштейна на [−1, 1] определим формулой

Tn,k(x) =
1

2n
Ckn(1− x)k(1 + x)n−k, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n. (14)

Для разложения полинома Tn,k(x) по степеням x надо перемножить два бинома, каждый
из которых раскрывается со своим числом слагаемых. Перемножение упростится, если
раскрывать биномы в виде бесконечных «рядов Лорана», стандартно расширив опре-
деление биномиальных коэффициентов (1) так, чтобы верхний индекс мог принимать
любые целые значения.

При n ∈ N ∪ {0} положим

Ckn =
n!

k!(n − k)!
= 0, k ∈ {. . . ,−3,−2,−1} ∪ {n+ 1, n + 2, n + 3, . . .}. (15)

Это согласуется с известным свойством факториала

1

(−m)!
= 0, m ∈ N,

и с общим подходом к биномиальным коэффициентам [12, с. 178–180]. Понятно, что
правило Паскаля (2) сохранится при всех n ∈ N ∪ {0} и k ∈ Z.

Приняв соглашение (15), в формулах биномов можно перейти к бесконечным суммам:

(1− x)k =

k∑

j=0

(−1)jCjk x
j =

∞∑

j=−∞

(−1)jCjk x
j,

(1 + x)n−k =

n−k∑

l=0

C ln−k x
l =

∞∑

l=−∞

C ln−k x
l.
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Формально перемножим получившиеся ряды Лорана:

(1− x)k(1 + x)n−k =

(
∞∑

j=−∞

(−1)jCjk x
j

)(
∞∑

l=−∞

C ln−k x
l

)

=

∞∑

m=−∞

(
∑

j+l=m

(−1)jCjkC
l
n−k

)
xm =

∞∑

m=−∞

(
∞∑

j=−∞

(−1)jCjkC
m−j
n−k

)
xm.

Отдельно рассмотрим возникшие свертки биномиальных коэффициентов

∞∑

j=−∞

(−1)jCjkC
m−j
n−k ≡

∑

j

(−1)jCjkC
m−j
n−k . (16)

Как обычно, суммирование без указания пределов означает, что сумма вычисляется
по всем возможным ненулевым слагаемым. Для того чтобы j-е слагаемое в формуле (16)
было отличным от нуля, должны выполняться соотношения

{
0 6 j 6 k,

0 6 m− j 6 n− k,

из которых следует, что 0 6 m 6 n. Поэтому при m < 0 и при m > n все слагаемые
в свертке (16) обращаются в нуль, и сама свертка тоже равна нулю. Оставляя лишь
ненулевые свертки, приходим к формуле перемножения биномов

(1− x)k(1 + x)n−k =

n∑

m=0

(
∑

j

(−1)jCjkC
m−j
n−k

)
xm. (17)

Подставим (17) в формулу (14). Получим

Tn,k(x) =
1

2n
Ckn

n∑

m=0

(
∑

j

(−1)jCjkC
m−j
n−k

)
xm =

1

2n

n∑

m=0

(
∑

j

(−1)jCknC
j
kC

m−j
n−k

)
xm.

Заметим, что
CknC

j
kC

m−j
n−k = Cmn C

j
mC

k−j
n−m, (18)

ибо

CknC
j
kC

m−j
n−k =

n!

k!(n − k)!

k!

j!(k − j)!

(n− k)!

(m− j)!(n − k −m+ j)!

=
n!

m!(n−m)!

m!

j!(m− j)!

(n−m)!

(k − j)!(n −m− k + j)!
= Cmn C

j
mC

k−j
n−m.

Итак, для первичных полиномов (14) справедливы разложения

Tn,k(x) =
1

2n

n∑

m=0

Cmn

(
∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m

)
xm, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n. (19)

С помощью формулы (19) легко вывести явное алгебраическое представление по степе-
ням переменной x для полиномов Бернштейна на симметричном отрезке.
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6. Алгебраическая запись полиномов Бернштейна
на симметричном отрезке

Основное утверждение состоит в следующем.

Теорема 1. Пусть f ∈ C[−1, 1] с полиномами Бернштейна Bn(f, x), определенными
по формуле (13). Тогда коэффициенты полиномов Bn(f, x) в алгебраической записи (4)
выражаются в виде

an,m(f) =
1

2n
Cmn

n∑

k=0

Dk
n,m f

(
1− 2k

n

)
, n ∈ N, m = 0, 1, . . . , n, (20)

со значениями
Dk
n,m =

∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m. (21)

⊳ Согласно (13) имеем

Bn(f, x) =
n∑

k=0

f

(
1− 2k

n

)
Tn,k(x), n ∈ N,

с первичными полиномами Tn,k(x) из формулы (14). Воспользуемся разложениями (19)
и получим

Bn(f, x) =
1

2n

n∑

k=0

f

(
1− 2k

n

) n∑

m=0

Cmn

(
∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m

)
xm

=
1

2n

n∑

m=0

Cmn x
m

n∑

k=0

(
∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m

)
f

(
1− 2k

n

)
=

n∑

m=0

an,m(f)x
m,

где

an,m(f) =
1

2n
Cmn

n∑

k=0

(
∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m

)
f

(
1− 2k

n

)
.

Но это и есть запись (20) с числами Dk
n,m из формулы (21). ⊲

Установленные формулы содержат богатую комбинаторную информацию. Раскроем
арифметическую природу чисел Dk

n,m и покажем, что их можно находить через весьма
регулярные процедуры.

Наиболее простая ситуация со значениями Dk
n,0, отвечающими выбору m = 0. Эти

числа фигурируют в записи свободного коэффициента an,0(f) полинома Bn(f, x). Со-
гласно (21) имеем

Dk
n,0 =

∑

j

(−1)jCj0C
k−j
n = C0

0C
k
n = Ckn, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n.

Поэтому формула (20) дает выражение

an,0(f) =
1

2n

n∑

k=0

Ckn f

(
1− 2k

n

)
, n ∈ N.

Последнее полностью согласовано с равенством an,0(f) = Bn(f, 0), если вычислять зна-
чение Bn(f, 0), исходя из представления (13).
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Итак, поскольку
Dk
n,0 = Ckn, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n, (22)

то числа Dk
n,0 находятся из обычного треугольника Паскаля, правда, со «срезанной» вер-

шиной (ибо значение D0
0,0 просто не нужно). Следующее утверждение показывает, что

при любом другом фиксированном m ∈ N числа Dk
n,m с переменными n,k тоже обра-

зуют своеобразные «трапеции Паскаля», построенные по своим начальным и краевым
условиям.

Теорема 2. При любом фиксированном m ∈ N числа Dk
n,m, определенные по фор-

муле (21), обладают свойствами:

Dk
m,m = (−1)kCkm, k ∈ {0, 1, . . . ,m}, (23)

D0
n,m = 1, Dn

n,m = (−1)m, n ∈ {m,m+ 1, . . .}, (24)

Dk−1
n,m +Dk

n,m = Dk
n+1,m, n ∈ {m,m+ 1, . . .}, k ∈ {1, . . . , n}. (25)

⊳ Согласно (21) при n = m имеем

Dk
m,m =

∑

j

(−1)jCjmC
k−j
0 = (−1)kCkm,

так как единственное ненулевое слагаемое будет при j = k. Соотношение (23) доказано.
Оба соотношения в (24) следуют из схожих соображений:

D0
n,m =

∑

j

(−1)jCjmC
−j
n−m = C0

mC
0
n−m = 1,

Dn
n,m =

∑

j

(−1)jCjmC
n−j
n−m = (−1)mCmmC

n−m
n−m = (−1)m,

поскольку в первом случае единственное ненулевое слагаемое встретится при j = 0, а во
втором — при j = m.

Осталось доказать (25). Используя определение (21), запишем

Dk−1
n,m +Dk

n,m =
∑

j

(−1)jCjmC
k−1−j
n−m +

∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m

=
∑

j

(−1)jCjm
(
Ck−j−1
n−m + Ck−jn−m

)
=
∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m+1 = Dk

n+1,m.

Все заявленные факты установлены. ⊲

Свойства, отмеченные в теореме 2, позволяют организовать регулярный процесс вы-
числения значений Dk

n,m при фиксированном m ∈ N. Формулу (23) надо трактовать как
начальное условие, а соотношения (24) — как краевые условия. Ключевое свойство (25)
естественно считать правилом Паскаля, действующим при последовательном увеличении
номера n. Вместо дальнейших объяснений проще перейти к наглядным иллюстрациям.
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7. Трапеции Паскаля

Итак, при фиксированном m ∈ N рассматриваем числа Dk
n,m, введенные в теореме 1.

Они возникают в формуле (20), выражающей коэффициенты an,m(f) перед выбранной
степенью xm в явной алгебраической записи (4) для полиномов Бернштейна (13). Исполь-
зуя свойства (23)–(25), будем записывать элементы Dk

n,m в строки, каждая из которых
соответствует своему номеру n в нумерации n = m, n = m+1, n = m+2 и так далее. Эле-
менты фиксированной строки c номером n отвечают разным значениям k, взятым от 0
до n. Из-за сходства идеи с классической конструкцией будем называть возникающие
таблицы трапециями Паскаля.

Напомним, что согласно (22) числам Dk
n,0 со значением m = 0 отвечает обычный

набор биномиальных коэффициентов:

1 1
1 2 1

1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

Приведены первые восемь строк, начиная с n = 1 и до n = 8. Ясно, что такую таблицу
(как и все последующие) можно продолжать до бесконечности.

При m = 1 для чисел Dk
n,1 получаем трапецию вида

1 −1
1 0 −1

1 1 −1 −1
1 2 0 −2 −1

1 3 2 −2 −3 −1
1 4 5 0 −5 −4 −1

1 5 9 5 −5 −9 −5 −1
1 6 14 14 0 −14 −14 −6 −1

Приведены строки, начиная с n = 1 до n = 8.
При m = 2 для чисел Dk

n,2 получаем трапецию вида

1 −2 1
1 −1 −1 1

1 0 −2 0 1
1 1 −2 −2 1 1

1 2 −1 −4 −1 2 1
1 3 1 −5 −5 1 3 1

1 4 4 −4 −10 −4 4 4 1

Приведены строки, начиная с n = 2 до n = 8.
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При m = 3 для чисел Dk
n,3 получаем трапецию вида

1 −3 3 −1
1 −2 0 2 −1

1 −1 −2 2 1 −1
1 0 −3 0 3 0 −1

1 1 −3 −3 3 3 −1 −1
1 2 −2 −6 0 6 2 −2 −1

Приведены строки, начиная с n = 3 до n = 8.
При m = 4 для чисел Dk

n,4 получаем трапецию вида

1 −4 6 −4 1
1 −3 2 2 −3 1

1 −2 −1 4 −1 −2 1
1 −1 −3 3 3 −3 −1 1

1 0 −4 0 6 0 −4 0 1

Приведены строки, начиная с n = 4 до n = 8.
При m = 5 для чисел Dk

n,5 получаем трапецию вида

1 −5 10 −10 5 −1
1 −4 5 0 −5 4 −1

1 −3 1 5 −5 −1 3 −1
1 −2 −2 6 0 −6 2 2 −1

Приведены строки, начиная с n = 5 до n = 8.
При m = 6 для чисел Dk

n,6 получаем трапецию вида

1 −6 15 −20 15 −6 1
1 −5 9 −5 −5 9 −5 1

1 −4 4 4 −10 4 4 −4 1

Приведены строки, начиная с n = 6 до n = 8.
Дальнейший процесс понятен. Используя такие таблицы и формулу (20) из теоремы 1,

легко получить развернутую алгебраическую запись для любого полинома Bn(f, x), по
крайней мере, при не слишком больших значениях n ∈ N (ср. с примерами из п. 4 выше).

Разумеется, возникающие линейные комбинации (20) могут весьма нетривиально вы-
числяться даже для простых функций f(x), когда требуется привести ответ (алгебраиче-
скую запись полиномов Бернштейна) к упрощенному «завершенному» виду. Но с теоре-
тической точки зрения полезно иметь в распоряжении общие формулы, раскрывающие
внутренний закон образования коэффициентов.

Заметим, между прочим, что большинство элементов в трапециях Паскаля заведомо
отлично от нуля, хотя отдельные нули все же встречаются. Но тогда по формуле (20) при
увеличении номера n вычисление коэффициентов an,m(f) неизбежно «размазывается»
по всему отрезку [−1, 1], не локализуясь в меньшие промежутки. Другими словами, в от-
личие от стандартного случая, на симметричном отрезке [−1, 1] не действует принцип
локализации: если вычислять коэффициенты полиномов Бернштейна по формуле (20),
фиксируя m ∈ N∪{0}, то из совпадения двух функций f и g на каком-нибудь отдельном



Алгебраическая запись полиномов Бернштейна на симметричном отрезке 73

промежутке [δ1, δ2] $ [−1, 1] не следует совпадение значений an,m(f) и an,m(g) при всех
достаточно больших номерах n (ср. с правилом (11) для коэффициентов (8)).

Систематическое изучение трапеций Паскаля обнаруживает множество закономерно-
стей. Некоторые базовые факты полезно отметить сразу для применения в последующих
исследованиях. Начнем с простых соображений «четности» и «нечетности».

8. По поводу четности и нечетности

Непосредственно из приведенных выше трапеций видно, что в распределении чи-
сел Dk

n,m есть естественная симметрия при четных m и антисимметрия при нечетных m.
Точное правило в зависимости от m ∈ N можно сформулировать так:

Dn−k
n,m = (−1)mDk

n,m, n > m, k = 0, 1, . . . , n. (26)

Действительно, по определению (21) имеем

Dn−k
n,m =

∑

j

(−1)jCjmC
n−k−j
n−m = (−1)m

∑

j

(−1)m−jCm−j
m C

k−(m−j)
n−m

= (−1)m
∑

l

(−1)lC lmC
k−l
n−m = (−1)mDk

n,m,

что и требовалось показать. Понятно, что общее правило (26) распадается на два случая.
При m = 2q, где q ∈ N, получаем соотношение симметрии

Dn−k
n,2q = Dk

n,2q, n > 2q, k = 0, 1, . . . , n. (27)

При m = 2q − 1, где q ∈ N, получаем соотношение антисимметрии

Dn−k
n,2q−1 = −Dk

n,2q−1, n > 2q − 1, k = 0, 1, . . . , n. (28)

Как обычно, из (28) следует равенство

Dj
2j,2q−1 = 0, j = q, q + 1, q + 2, . . . , (29)

что также непосредственно наблюдается в трапециях с нечетными номерами.
Используя соотношения (27)–(29), можно отдельно упростить выражения для поли-

номов Бернштейна от четных и нечетных функций. Опустим элементарные обоснования
и сразу приведем окончательный результат.

Итак, рассматриваем четную или нечетную функцию f ∈ C[−1, 1] и ее полиномы
Бернштейна (13), для которых ставится вопрос о явной алгебраической записи (4). В за-
висимости от характера функции f имеем один из следующих ответов.

Если функция f является четной на [−1, 1], то B1(f, x) ≡ f(1) (константа), а затем

B2p(f, x) =

p∑

q=0

a2p,2q(f)x
2q, p ∈ N, (30)

где

a2p,2q(f) =
1

22p
C2q
2p

[
Dp

2p,2q f(0) + 2

p∑

k=1

Dp−k
2p,2q f

(
k

p

)]
, (31)
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и

B2p+1(f, x) =

p∑

q=0

a2p+1,2q(f)x
2q, p ∈ N, (32)

где

a2p+1,2q(f) =
1

22p
C2q
2p+1

p∑

k=0

Dp−k
2p+1,2q f

(
2k + 1

2p + 1

)
. (33)

Числа Dk
n,m в формулах (31) и (33) определены по правилу (21).

Если функция f является нечетной на [−1, 1], то B1(f, x) = f(1)x, а затем

B2p(f, x) =

p∑

q=1

a2p,2q−1(f)x
2q−1, p ∈ N, (34)

где

a2p,2q−1(f) =
1

22p−1
C2q−1
2p

p∑

k=1

Dp−k
2p,2q−1 f

(
k

p

)
, (35)

и

B2p+1(f, x) =

p∑

q=0

a2p+1,2q+1(f)x
2q+1, p ∈ N, (36)

где

a2p+1,2q+1(f) =
1

22p
C2q+1
2p+1

p∑

k=0

Dp−k
2p+1,2q+1 f

(
2k + 1

2p + 1

)
. (37)

Числа Dk
n,m в формулах (35) и (37) также определены по правилу (21).

По формулам (30), (32) и (34), (36) полиномы Бернштейна имеют ту же четность,
что и порождающая их функция f ∈ C[−1, 1]. Этот элементарный факт очевидно связан
с соотношениями симметрии и антисимметрии в трапециях Паскаля, но может быть
легко доказан и другим, совсем простым способом (см., например, [9]).

Обсудим теперь закономерности иного характера. Краткое изложение последующих
результатов дано нами в заметке [16].

9. Алгебраические тождества в трапециях Паскаля

Сравнивая определение (21) для чисел Dk
n,m с формулой перемножения биномов (17),

замечаем связь этих соотношений. После элементарных переобозначений в (17) получим
тождество

(1− x)m(1 + x)n−m =

n∑

k=0

Dk
n,m x

k, m, n ∈ N, n > m, (38)

с числами Dk
n,m из формулы (21). Отсюда делаем вывод: каждая трапеция Паскаля

с выбранным номером m совпадает с таблицей коэффициентов для выражений

Rn,m(x) = (1− x)m(1 + x)n−m, (39)

раскрываемых при фиксированном m и последовательном увеличении значения n > m.
Всюду в данном пункте полагаем, что m,n ∈ N и n > m. Разумеется, формула (38)

и ряд последующих соотношений (но не все!) будут справедливы также при m = 0 со
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значениями Dk
n,0 = Ckn (см. (22)). Но поскольку свойства биномиальных коэффициентов

хорошо изучены, исключим из рассмотрения этот случай, считая везде, что m > 1.
Выражение Rn,m(x) вида (39) будем называть двойным биномом или бибиномом,

а формулу разложения (38) — формулой бибинома. Фактически бибином (39), взятый
при фиксированных n, m, можно рассматривать как производящую функцию для n-й
строки в m-й трапеции Паскаля. Подробнее про производящие функции для числовых
последовательностей см. [12, гл. 5 и 7].

Из формулы бибинома (38) элементарно следуют все соотношения для чисел Dk
n,m,

отмеченные в теореме 2 выше. Действительно, ввиду (38) свойства (23), (24) очевидны,
а правило Паскаля (25) получается естественной индукцией по n, проводимой при по-
следовательном умножении (1−x)m на (1+x), затем снова на (1+x), и снова на (1+x),
и т. д.

Как всегда, при наличии хороших производящих функций можно установить много
полезных фактов про коэффициенты, возникающие в разложениях. Отметим наиболее
простые, базовые соотношения.

Теорема 3. Числа Dk
n,m, определенные по формуле (21), обладают свойствами:

n∑

k=0

Dk
n,m = 0, n > m > 1, (40)

m∑

k=0

(−1)kDk
m,m = 2m, m > 1, (41)

n∑

k=0

(−1)kDk
n,m = 0, n > m > 1, (42)

[n/2]∑

j=0

D2j
n,m = 0,

[(n−1)/2]∑

j=0

D2j+1
n,m = 0, n > m > 1, (43)

n∑

k=0

2kDk
n,m = (−1)m3n−m, n > m > 1, (44)

n∑

k=0

(−1)k2kDk
n,m = (−1)n−m3m, n > m > 1, (45)

[n/2]∑

j=0

22jD2j
n,m =

(−1)m3n−m + (−1)n−m3m

2
, n > m > 1, (46)

[(n−1)/2]∑

j=0

22j+1D2j+1
n,m =

(−1)m3n−m − (−1)n−m3m

2
, n > m > 1. (47)

⊳ Используем формулу бибинома (38) и краткое обозначение Rn,m(x), введенное
в (39). При подстановке в (38) значения x = 1 получаем тождество (40), ибо Rn,m(1) = 0.
Если n = m, то при подстановке в (38) значения x = −1 получим тождество (41), ибо
Rm,m(−1) = 2m. Если же n > m, то при подстановке в (38) значения x = −1 получим
тождество (42), ибо тогда Rn,m(−1) = 0. Соотношения (43) получаются как сумма и раз-
ность тождеств (40) и (42). Соотношения (44) и (45) возникают при подстановке в (38)
значений x = 2 и x = −2. Сумма и разность соотношений (44) и (45) дают соответствен-
но (46) и (47). Доказательство завершено. ⊲
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Другие полезные формулы можно установить при последовательном дифференциро-
вании базового тождества (38).

Теорема 4. Числа Dk
n,m, определенные по формуле (21), обладают свойствами:

n∑

k=1

kDk
n,1 = −2n−1, n > 1, (48)

n∑

k=1

kDk
n,m = 0, n > m > 2. (49)

n∑

k=2

k(k − 1)Dk
n,1 = −(n− 1)2n−1, n > 2, (50)

n∑

k=2

k(k − 1)Dk
n,2 = 2n−1, n > 2, (51)

n∑

k=2

k(k − 1)Dk
n,m = 0, n > m > 3. (52)

Общая формула, верная при любом фиксированном p ∈ N, выглядит так:

n∑

k=p

(k)pD
k
n,m =

{
(−1)m(p)m(n −m)p−m 2n−p, n > p > m,

0, n > m > p+ 1,
(53)

где (α)j — символ Похгаммера (убывающий факториал), определенный для любого α ∈ C
по правилу: (α)0 = 1, (α)1 = α, (α)2 = α(α− 1), (α)j = α(α− 1) . . . (α− j + 1) при j ∈ N,
j > 3. В частности, в дополнение к (48) и (50) имеем

n∑

k=p

k(k − 1) . . . (k − p+ 1)Dk
n,1 = −p(n− 1) . . . (n− p+ 1) 2n−p, n > p, (54)

для любого p > 3.

⊳ Нетрудно убедиться, что все соотношения (48)–(52) и (54) являются частными слу-
чаями общей формулы (53). Сама же формула (53) получается p-кратным дифферен-
цированием базового тождества (38) с последующей подстановкой в результат значения
x = 1. Так как бибином Rn,m(x) в (38) имеет степень n, то требование n > p нужно для
содержательности задачи. Затем, поскольку x = 1 является для Rn,m(x) корнем кратно-

сти m, то R(p)
n,m(1) = 0 всякий раз, когда m > p, т. е. когда m > p + 1. Отсюда следует

второе (нижнее) соотношение в (53) при n > m > p + 1. Для доказательства первого
тождества при n > p > m воспользуемся правилом Лейбница, согласно которому

n∑

k=p

(k)pD
k
n,m = R(p)

n,m(1) =
(
(1− x)m(1 + x)n−m

)(p)
∣∣∣∣
x=1

=

p∑

j=0

Cjp
(
(1− x)m

)(j) (
(1 + x)n−m

)(p−j)
∣∣∣∣
x=1

= Cmp
(
(1− x)m

)(m) (
(1 + x)n−m

)(p−m)
∣∣∣
x=1

= Cmp m! (−1)m (n−m)(n−m− 1) . . . (n− p+ 1) 2n−p = (−1)m(p)m(n−m)p−m 2n−p,

что и утверждается в (53). Теорема доказана. ⊲
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Установленные соотношения позволяют получить такие тождества

n∑

k=1

k2Dk
n,1 = −n2n−1, n > 1, (55)

n∑

k=1

k2Dk
n,2 = 2n−1, n > 2, (56)

n∑

k=1

k2Dk
n,m = 0, n > m > 3, (57)

n∑

k=1

k3Dk
n,1 = −(3n2 + 3n− 2)2n−3, n > 1, (58)

n∑

k=1

k3Dk
n,2 = 3n · 2n−2, n > 2, (59)

n∑

k=1

k3Dk
n,3 = −3 · 2n−2, n > 3, (60)

n∑

k=1

k3Dk
n,m = 0, n > m > 4, (61)

и так далее. Подобные соотношения получаются как линейные комбинации соответству-
ющих тождеств из теоремы 4. Например, для доказательства (55) воспользуемся тожде-
ствами (48) и (50), рассуждая по схеме

n∑

k=1

k2Dk
n,1 =

n∑

k=1

(k(k − 1) + k)Dk
n,1 =

n∑

k=2

k(k − 1)Dk
n,1 +

n∑

k=1

kDk
n,1

= −(n− 1)2n−1 − 2n−1 = −n2n−1.

Аналогичный прием действует в остальных примерах (56)–(61).
Еще одна любопытная формула обнаруживается при интегрировании бибинома. Речь

идет о соотношении

[n/2]∑

j=0

1

2j + 1
D2j
n,m =

2n

(n+ 1)Cmn
, n > m > 1. (62)

Действительно, согласно (38) имеем

1∫

−1

(1− x)m(1 + x)n−m dx =
n∑

k=0

Dk
n,m

1∫

−1

xk dx =

[n/2]∑

j=0

2

2j + 1
D2j
n,m

при m,n ∈ N и n > m. Интеграл в левой части с помощью подстановки x = 2t − 1
сводится к эйлеровой бета-функции:

1∫

−1

(1− x)m(1 + x)n−m dx = 2n+1

1∫

0

tn−m (1− t)m dt =
2n+1

(n+ 1)Cmn
,
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что верно, поскольку

1∫

0

tp(1− t)q dt =
p! q!

(p+ q + 1)!
=

1

(p+ q + 1)Cqp+q
, p, q ∈ N ∪ {0}.

Из полученных выражений следует нужное тождество (62).
Формула (62) при m = 0 переходит в известную сумму

[n/2]∑

j=0

1

2j + 1
C2j
n =

2n

n+ 1
, n > 1.

Отметим, что внешне «более простые» суммы

n∑

k=1

1

k
Dk
n,m,

n∑

k=1

1

k
Ckn,

по-видимому, не имеют универсальных замкнутых выражений.

10. Комбинации с элементами из разных трапеций

Все перечисленные до сих пор соотношения «не перемешивали» элементы из разных
трапеций Паскаля: в каждом отдельно взятом тождестве фигурировали числа Dk

n,m, вы-
бранные из одной трапеции с фиксированным значением m ∈ N. Впрочем, не подлежит
сомнению, что разные трапеции сочетаются друг с другом многими связями.

Для примера отметим, что

Cmn D
k
n,m = CknD

m
n,k, n ∈ N, k,m ∈ {0, 1, . . . , n}. (63)

Действительно, используя определение (21) и тождество (18), имеем

Cmn D
k
n,m =

∑

j

(−1)jCmn C
j
mC

k−j
n−m =

∑

j

(−1)jCknC
j
kC

m−j
n−k = CknD

m
n,k,

что и требовалось показать.
Полезно сравнить (63) с выражениями (20) для коэффициентов в алгебраической за-

писи (4) полиномов Бернштейна (13). Полученное означает, что при любом фиксирован-
ном n ∈ N вклад от значения f

(
1− 2k

n

)
в коэффициент an,m(f) при xm будет ровно тот

же, что и вклад от значения f
(
1− 2m

n

)
в коэффициент an,k(f) при xk (под «вкладом» мы

понимаем множитель, стоящий в коэффициентах an,m(f) и an,k(f) при указанных выше
значениях). Это своеобразное правило баланса действует для коэффициентов полиномов
Бернштейна именно на [−1, 1].

Отметим также формулу

Dk
n,m = (−1)kDk

n,n−m, n ∈ N, k,m ∈ {0, 1, . . . , n}, (64)

связывающую n-е строки в двух трапециях с номерами m и n−m (эти номера очевидно
различны при n 6= 2m). Соотношение (64) следует напрямую из (21), поскольку

Dk
n,m =

∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m =

∑

l

(−1)k−lCk−lm C ln−m =
∑

l

(−1)k−lC ln−mC
k−l
m

= (−1)k
∑

l

(−1)lC ln−mC
k−l
n−(n−m) = (−1)kDk

n,n−m.
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В частности, при n = m из (64) получаем Dk
m,m = (−1)kDk

m,0 = (−1)kCkm, что совпадает
с прежней формулой (23).

Приведем еще одно соотношение

Dk+1
n+1,m+1 = Dk+1

n,m −Dk
n,m, n ∈ N, k,m ∈ {0, 1, . . . , n}, (65)

связывающее элементы из «соседних» трапеций Паскаля. Действительно, выкладка

Dk+1
n,m −Dk

n,m =
∑

j

(−1)jCjmC
k+1−j
n−m −

∑

j

(−1)jCjmC
k−j
n−m

=
∑

j

(−1)jCjmC
k+1−j
n−m −

∑

j

(−1)j−1Cj−1
m Ck+1−j

n−m

=
∑

j

(−1)j
(
Cjm + Cj−1

m

)
Ck+1−j
n−m =

∑

j

(−1)jCjm+1C
k+1−j
n−m = Dk+1

n+1,m+1

сразу дает нужный результат. При k = n в формуле (65) принято соглашение Dn+1
n,m = 0.

С учетом него Dn+1
n+1,m+1 = −Dn

n,m, что согласуется со вторым условием в (24).
Обсудим теперь другое специальное свойство трапеций Паскаля, которое влечет весь-

ма неожиданное следствие для коэффициентов полиномов Бернштейна.

11. Универсальная связь двух коэффициентов

Непосредственно изучая трапеции Паскаля, можно заметить одну закономерность:
в m-й по счету трапеции с фиксированным m ∈ N строка с номером n = 2m выглядит
так же, как строка с номером n = m, только «прореженная» нулями. Аналитически этот
факт выражается в виде

D2j
2m,m = (−1)jCjm = Dj

m,m, m ∈ N, j = 0, . . . ,m, (66)

D2j−1
2m,m = 0, m ∈ N, j = 1, . . . ,m. (67)

Для обоснования соотношений (66), (67) подставим n = 2m в формулу (38). Получим

(1− x)m(1 + x)m =
2m∑

k=0

Dk
2m,mx

k, m ∈ N. (68)

С другой стороны, по традиционной формуле бинома

(1− x)m(1 + x)m = (1− x2)m =

m∑

j=0

(−1)jCjmx
2j , m ∈ N. (69)

Сравнивая (68) и (69), а затем учитывая (23), приходим к соотношениям (66), (67). От-
метим, что (67) следует также из (64), если подставить туда n = 2m и k = 2j − 1.

Обнаруженная закономерность позволяет установить следующее правило, связываю-
щее коэффициенты am,m(f) и a2m,m(f) в алгебраической записи полиномов Бернштейна
на [−1, 1].

Теорема 5. Пусть f ∈ C[−1, 1] с полиномами Бернштейна Bn(f, x), определенны-
ми по формуле (13). Тогда в алгебраической записи (4) для этих полиномов действует
правило

a2m,m(f) = 2−mCm2m am,m(f), m ∈ N. (70)
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⊳ По формуле (20) имеем выражения

am,m(f) =
1

2m

m∑

j=0

Dj
m,m f

(
1− 2j

m

)
, (71)

a2m,m(f) =
1

22m
Cm2m

2m∑

k=0

Dk
2m,m f

(
1− k

m

)
. (72)

Используем в (72) соотношения (66), (67). Получим

a2m,m(f) =
1

22m
Cm2m

m∑

j=0

D2j
2m,m f

(
1− 2j

m

)
=

1

22m
Cm2m

m∑

j=0

Dj
m,m f

(
1− 2j

m

)
.

Сравнивая результат с (71), приходим к равенству (70). ⊲

Подчеркнем, что правило (70) носит универсальный характер: оно связывает цен-
тральный коэффициент a2m,m(f) полинома B2m(f, x) со старшим коэффициентом
am,m(f) полинома Bm(f, x) для любой функции f ∈ C[−1, 1] при любом выборе m ∈ N.
Отмеченное свойство не имеет аналогов на стандартном отрезке [0, 1].

Обратим также внимание на то, что множитель 2−mCm2m в формуле (70) быстро уве-
личивается с ростом m. По формуле Стирлинга имеем

2−mCm2m ∼ 2m√
πm

, m→ ∞. (73)

Используя асимптотику (73) и связь (70) между коэффициентами am,m(f) и a2m,m(f),
нетрудно обосновать экспоненциальный рост при m → ∞ коэффициента a2m,m(f) на
единичном шаре в пространстве C[−1, 1]. Данный факт представляет интерес не только
«сам по себе», но и в связи с вопросом о скорости роста коэффициентов в равномерных
полиномиальных аппроксимациях (см. [17–19]).

12. Заключительные замечания

Итак, трапеции Паскаля полезны для теории полиномов Бернштейна и, кроме того,
обладают богатым внутренним математическим содержанием. В связи с этим укажем
несколько перспективных тем для дальнейших исследований.

1) Распределение нулей в трапециях Паскаля при различных m ∈ N. Частотность
и регулярность встречающихся нулей. Группы «очевидных» регулярных нулей описаны
правилами (29) и (67). Есть ли какие-то содержательные дополнения к этим случаям?

2) Потенциальная скорость роста элементов в трапециях Паскаля при том или ином
значении m ∈ N. Требуется дать оценки для величин

µn,m ≡ max
06k6n

∣∣Dk
n,m

∣∣, ηn,m ≡
n∑

k=0

∣∣Dk
n,m

∣∣ (74)

при увеличении номера n > m с фиксированным m ∈ N.
3) Рекуррентные соотношения, связывающие элементы из разных трапеций Паскаля.

Типичным примером такого соотношения служит формула (65) выше.
4) Простые выражения для элементов Dk

n,m при фиксированном m ∈ N (наподобие
известной формулы биномиальных коэффициентов). Возможно, что эта проблема имеет
лишь частные решения, полезные при малых значениях m.
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Так, для элементов первой трапеции имеем представление

Dk
n,1 = Ckn−1 − Ck−1

n−1 = Ckn − 2Ck−1
n−1 =

n− 2k

n
Ckn, n > 1, k = 0, 1, . . . , n,

легко выводимое из определения (21). Последующая серия выглядит так:

Dk
n,2 = Ckn − 4Ck−1

n−2, n > 2,

Dk
n,3 = Ckn − 6Ck−1

n−3 − 2Ck−3
n−3, n > 3,

Dk
n,4 = Ckn − 8Ck−1

n−4 − 8Ck−3
n−4, n > 4,

Dk
n,5 = Ckn − 10Ck−1

n−5 − 20Ck−3
n−5 − 2Ck−5

n−5, n > 5,

при k = 0, 1, . . . , n с учетом соглашения (15). Перечисленные формулы проще исходного
определения (21). Они являются частными проявлениями универсального правила

Dk
n,m = Ckn − 2

[(m−1)/2]∑

j=0

C2j+1
m Ck−2j−1

n−m , m, n ∈ N, n > m, (75)

верного при k = 0, 1, . . . , n. Для вывода (75) надо вспомнить (см. [12, с. 195–196]) извест-
ную свертку Вандермонда

Ckn =
∑

l

C lmC
k−l
n−m, n ∈ N, k = 0, 1, . . . , n,

и применить ее в исходном определении (21) по схеме

Dk
n,m =

∑

l

(−1)lC lmC
k−l
n−m =

∑

l

C lmC
k−l
n−m +

∑

l

((−1)l − 1)C lmC
k−l
n−m

= Ckn − 2

[(m−1)/2]∑

j=0

C2j+1
m Ck−2j−1

n−m .

Использованный прием сократил количество слагаемых примерно в два раза.
И, наконец, последнее. Весьма перспективным представляется операторный анализ

формул (20), (21), полученных на отрезке [−1, 1] для коэффициентов an,m(f). Напом-
ним (см. п. 3 выше), что в случае стандартного отрезка [0, 1] ответ записывается через
оператор конечной разности. В случае симметричного отрезка [−1, 1] картина оказыва-
ется более сложной — помимо оператора разности приходится привлекать еще оператор
суммы.

Действительно, следуя классическому трактату Нёрлунда [20] (но видоизменяя его
обозначения), введем парные операторы разности и суммы

δhf(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
, σhf(x) =

f(x+ h) + f(x)

2
, (76)

вычисляемые от функции f в допустимой точке x ∈ R с фиксированным шагом h > 0.
Нетрудно убедиться (эти соображения отсутствуют в [20]), что последовательные ком-
позиции операторов (76) записываются через элементы трапеций Паскаля.
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Точнее, при каждом фиксированном m ∈ N ∪ {0} и последовательном увеличении
значения n (n = m, n = m+ 1, n = m+ 2, . . .) получаются формулы

σn−mh δmh f(x) =
1

2n−mhm

n∑

k=0

Dk
n,m f(x+ (n− k)h) (77)

с числами Dk
n,m, взятыми из m-й трапеции Паскаля. Сравнивая (77) с основной форму-

лой (20), устанавливаем операторное представление

an,m(f) =
1

nm
Cmn σn−m2/n δm2/nf(−1), n ∈ N, m = 0, 1, . . . , n. (78)

Аккуратное обоснование (78) и разбор возникающих следствий лучше провести отдельно.
Авторы признательны Д. Г. Цветкович за техническую помощь и проверку многих

полученных соотношений.

Добавление к заключению. Почти весь предыдущий текст был подготовлен и сдан
в печать в 2016 г., но его издание несколько затянулось. В связи с этим полезно отметить
следующее. В недавней работе авторов [21] дано применение изложенной выше теории
к задаче о скорости роста коэффициентов полиномов Бернштейна на симметричном от-
резке. Некоторые из результатов [21] оказались весьма неожиданными (см., в частности,
явные выражения и асимптотики для величины ηn,m из формулы (74), указанные в [21]
при малых значениях m ∈ N).

Кроме того, в самое последнее время мы обнаружили, что объекты, родственные
числам Dk

n,m, активно используются в теории вероятностей, криптографии и теории ко-
дирования как значения некоторых специальных полиномов Кравчука (см. [22–24]). Ма-
тематический контекст и принятые там обозначения существенно отличаются от наших,
но многие имеющиеся параллели могут обогащать как теорию полиномов Бернштейна,
так и теорию полиномов Кравчука.
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2005, pp. 115–141.

23. Ivchenko, G. I., Medvedev, Yu. I. and Mironova, V. A. Analysis of the Spectrum of Random
Symmetric Boolean Functions, Mat. Vopr. Kriptogr., 2013, vol. 4, no. 1, pp. 59–76 (in Russian). DOI:
10.4213/mvk73.

24. Ivchenko, G. I., Medvedev, Yu. I. and Mironova, V. A. Krawtchouk Polynomials and their Applications
in Cryptography and Coding Theory, Mat. Vopr. Kriptogr., 2015, vol. 6, no. 1, pp. 33–56 (in Russian).
DOI: 10.4213/mvk150.

Received 21 June, 2016
Supplemented 22 Jule, 2019

Margarita A. Petrosova

Moscow State Pedagogical University,
14 Krasnoprudnaya Str., Moscow 107140, Russia,
Graduate Student of the Department of Math. Analysis
E-mail: petrosova05@mail.ru



86 Петросова М. А., Тихонов И. В., Шерстюков В. Б.

Ivan V. Tikhonov

Lomonosov Moscow State University,
1 Leninskie gory, Moscow 119991, Russia,
Professor of the Department of Math. Physics
E-mail: ivtikh@mail.ru

Vladimir B. Sherstyukov

National Research Nuclear University MEPhI,
31 Kashirskoe shosse, Moscow 115409, Russia,
Associate Professor of Higher Mathematics Department
E-mail: shervb73@gmail.com



Владикавказский математический журнал
2019, Том 21, Выпуск 3, С. 87–88

МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

ЮРИЮ ГРИГОРЬЕВИЧУ РЕШЕТНЯКУ 90 ЛЕТ

26 сентября 2019 г. — день 90-летия выдающе-
гося российского ученого академика Российской
академии наук Юрия Григорьевича Решетняка.

Решетняку принадлежат фундаментальные
результаты в геометрии, теории функций, вариа-
ционном исчислении и родственных разделах на-
уки. Он является основоположником ряда новых
направлений в математике, занимающих погра-
ничное место между анализом и геометрией. Од-
но из них — теория пространственных отображе-
ний с ограниченным искажением. Эти отображе-
ния представляют собой многомерный веществен-
ный аналог аналитических функций и «неодно-
листное» обобщение пространственных квазикон-
формных отображений.

В работах Решетняка заложены основы нели-
нейной теории потенциала, в рамках которой до-
стигнуты существенные продвижения в теории
функций с обобщенными производными. Идеи
Решетняка стали основой исследований создан-
ной им научной школы, насчитывающей несколь-
ко десятков докторов и кандидатов наук.

Мировую известность приобрело полученное Решетняком окончательное решение
проблемы М. А. Лаврентьева об устойчивости конформных отображений. Классиче-
скими стали теоремы Решетняка о слабой сходимости якобианов, о полунепрерывности
снизу функционалов вариационного исчисления и о дифференцируемости почти всюду
функций с обобщенными производными в смысле С. Л. Соболева.

Исследования в области квазиконформного анализа и нелинейной теории потенциа-
ла интенсивно ведутся во всем мире. Становится все более ясной значения развиваемых
Решетняком подходов для приложений в теории пространств Соболева, для анализа гра-
ничного поведения функций многих комплексных переменных и решений квазилинейных
эллиптических уравнений, для теории многооборазий ограниченной кривизны, теории
пространственных кривых и в ряде других математических направлений.

Решетняк вложил много сил в создание, становление и формирование научного об-
лика «Сибирского математического журнала», в котором он активно работаете с первых
дней организации журнала.



88 Математическая жизнь

Решетняк — ученик А. Д. Александрова и учитель тысяч математиков, выпускни-
ков НГУ, которых он знакомил с началами математического анализа. Все они с благо-
дарностью вспоминают блестящие лекции, монографии и учебные пособия Решетняка.
Ученый по убеждениям всегда стремится привести своих учеников к границам непознан-
ного. Курс Решетняка уже более полувека знаменует переход от классики преподавания
дифференциального и интегрального исчисления в стиле Г. М. Фихтенгольца к совре-
менному анализу на основе теории множеств, метрических и банаховых пространств,
внешних форм и теории меры.

Ученый по убеждениям шире узких рамок специализации, противник любых нару-
шений академических принципов свободы и непредвзятости, непримиримый враг лже-
науки, борец с околоучеными. Решетняк всегда защищает своих учеников и сотрудников
от преследований, дает отпор клеветникам на предшественников невзирая ни на какие
внешние обстоятельства. Качества совсем нечастые в научной среде. Нельзя не отме-
тить доброжелательность и отзывчивость Решетняка, к каждому, кто нуждается в его
помощи.

Все, кто знаком с Юрием Григорьевичем, желают ему и его близким счастья и ра-
дости.

А. Г. Кусраев, C. С. Кутателадзе



ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ

Общие положения

1. Периодическое издание «Владикавказский математический журнал» публикует
оригинальные научные статьи отечественных и зарубежных авторов, содержащие но-
вые математические результаты по функциональному и комплексному анализу, алгебре,
геометрии, дифференциальным уравнениям и математической физике. По заказу редак-
ционной коллегии журнал также публикует обзорные статьи. Журнал предназначен для
научных работников, преподавателей, аспирантов и студентов старших курсов. Перио-
дичность — четыре выпуска в год. «Владикавказский математический журнал» публи-
кует статьи на русском и английском языках, объемом, как правило, не более 2 усл.п.л.
(17 страниц формата A4). Работы, превышающие 2 усл.п.л., принимаются к публикации
по специальному решению Редколлегии журнала. Срок рассмотрения статей обычно не
превышает 8 месяцев. При подготовке статей для ускорения их рассмотрения и публи-
кации следует соблюдать правила для авторов.

2. К публикации в ВМЖ принимаются статьи, содержащие новые результаты в обла-
сти математики и статьи обзорного характера. Статьи, ранее опубликованные, а также
принятые к опубликованию в других журналах, редколлегией не рассматриваются. Ре-
зультаты иных авторов, использованные в статье, следует должным образом отразить
в ссылках. Направляя статью в журнал, авторы тем самым подтверждают, что для нее
выполнены указанные требования.

3. Направляя статью в журнал, каждый из авторов подтверждает, что статья соответ-
ствует наивысшим стандартам публикационной этики для авторов и соавторов, разрабо-
танным COPE (Committee on Publication Ethics), см. http://publicationethics.org/about.

4. Все материалы, поступившие для публикации в журнале, подлежат регистрации
с указанием даты поступления рукописи в редакцию журнала. Решение о публикации,
отказе в публикации или направлении рукописи автору для доработки должно быть
принято главным редактором и сообщено автору не позднее 4 месяцев со дня поступления
рукописи в редакцию журнала. Подробнее см. в разделе Рецензирование.

5. Принятые к публикации в ВМЖ статьи проходят редакционную подготовку, после
чего окончательный макет статьи в формате PDF направляется автору на корректуру.

6. Условием публикации статей, принятых к печати, является подписанием авторами
договора о передаче авторских прав. Бланк договора можно скачать по ссылке.

7. Полнотекстовые версии статей, публикуемых в журнале, размещаются в Интерне-
те в свободном доступе на официальном сайте журнала http://www.vlmj.ru, а также на
сайтах Научной электронной библиотеки eLIBRARY.RU, Общероссийского математиче-
ского портала Math-Net.Ru и Научной электронной библиотеки «КиберЛенинка».

8. Публикации в журнале для авторов бесплатны.

Подготовка и представление рукописи статьи

1. Все материалы предоставляются в редакцию в электронном виде. Рукопись должна
быть тщательно выверена. Все страницы рукописи, включая рисунки, таблицы и список
литературы, следует пронумеровать.

2. Работа должна быть подготовлена на компьютере в издательской системе LaTeX.
Машинописные рукописи и рукописи, набранные на компьютере в системах, отличных
от TeX, не рассматриваются. Файлы статьи *.tex и *.ps (*.pdf) высылаются в адрес
редакции по электронной почте rio@smath.ru.
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3. В тексте статьи указывается индекс УДК, название работы, затем следуют иници-
алы и фамилии авторов, приводятся аннотации на русском и английском языках (объе-
мом не менее 200 слов, достаточную для понимания содержания статьи), даются списки
ключевых слов на русском и английском языках, а также коды согласно Mathematics
Subjects Classifications (2010). Далее в файле приводятся полностью Фамилия, Имя, От-
чество каждого автора, должность, полное название научного учреждения, почтовый
адрес с индексом почтового отделения, номер телефона с кодом города или номер мо-
бильного телефона, адрес электронной почты и ORCID.

4. Датой поступления статьи считается дата поступления электронной копии статьи
на официальный e-mail журнала. Текст электронного сообщения должен быть оформлен
как сопроводительное письмо, из текста которого ясно следует, что авторы направляют
свою статью во Владикавказский математический журнал. Необходимо указать автора,
ответственного за переписку с редакцией.

5. В аннотации не допускается использование громоздких формул, ссылок на текст
работы или список литературы.

6. При подготовке файла статьи особое внимание следует обратить на нежелатель-
ность использования новых (вводимых автором при наборе) командных последователь-
ностей, особенно с параметрами. Следует использовать в основном стандартные средства
макропакета LaTeX. Также крайне нежелательно использовать без необходимости знаки
пробела.

7. Статьи, содержащие рисунки, рассматриваются только после согласования с ре-
дакцией технических вопросов подготовки рисунков. Черно-белые рисунки должны быть
подготовлены в формате EPS (Encapsulated PostScript) таким образом, чтобы обеспечи-
вать адекватное восприятие их при последующем оптическом уменьшении в два раза.
При использовании рисунков необходимо подключить пакет epsfig. Подпись к рисунку
должна быть центрирована под рисунком и состоять из слова «Рис. » с последующим
номером. Номера рисунков должны иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояс-
нения к рисунку следует приводить в тексте статьи. Таблицы сопровождаются отформа-
тированной слева надписью «Таблица» с последующим номером. Номера таблиц должны
иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояснения к таблице приводятся в тексте
статьи. Графики выполняются в виде рисунков.

8. Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются
ссылки в тексте работы, расположенные в порядке цитирования. Ссылки на неопублико-
ванные работы, результаты которых используются в доказательствах, не допускаются.
Список литературы печатается в конце текста статьи, оформленные в соответствии с пра-
вилами издания, на основании требований, предусмотренных действующими ГОСТами.
В нем должны быть указаны: для статьей — автор, полное название статьи, журнал,
год издания, том, номер (выпуск), страницы начала и конца статьи; для книг — автор,
полное название, город, издательство, год издания, общее количество страниц. Ссылки
на литературу в тексте даются в квадратных скобках.

9. Список литературы полностью дублируется на английском языке, приводится пол-
ностью отдельным блоком в конце статьи, повторяя список литературы к русскоязыч-
ной части, независимо от того, имеются или нет в нем иностранные источники. Если
в списке есть ссылки на иностранные публикации, они полностью повторяются в списке,
готовящемся в романском алфавите. Список References используется международными
библиографическими базами (Scopus, WoS и др.) для учета цитирования авторов.

Примечание: более подробную информацию можно найти на официальном сайте
журнала http://www.vlmj.ru.
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