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ТРИ ТЕОРЕМЫ О МАТРИЦАХ ВАНДЕРМОНДА

А. Е. Aртисевич1, А. Б. Шабат2
1 Адыгейский государственный университет,

Россия, 385000, Майкоп, ул. Первомайская, 20;
2 Институт теоретической Физики им. Ландау РАН,
Россия, 142432, Черноголовка, пр. Ак. Семенова, 1а

E-mail: cokolovangela@rambler.ru, shabatab@mail.ru

Аннотация. Рассматриваются алгебраические вопросы, связанные с дискретным преобразовани-
ем Фурье, определенным при помощи симметричной матрицы Вандермонда Λ. Основное внимание
в первых двух теоремах уделяется выработке формулировок, независящих от размера N×N матри-
цы Λ и явных формул для элементов матрицы Λ через корни уравнения λN = 1. В третьей теореме
рассматриваются рациональные функции f(λ), λ ∈ C, удовлетворяющие условию «вещественности»
f(λ) = f

�

1
λ

�

на всей комплексной плоскости и связанные с известной задачей о коммутировании
симметричных матриц Вандермонда Λ с (симметричными) трехдиагональными матрицами T . По-
казано, что уже несколько первых уравнений коммутирования и указанное выше условие веществен-
ности определяют вид рассматриваемых рациональных функций f(λ), а найденные уравнения для
элементов трехдиагональных матриц T не зависят от порядка N коммутирующих матриц. Полу-
ченные уравнения и приведенные примеры позволяют высказать гипотезу о том, что рассматривае-
мые рациональные функции являются обобщением многочленов Чебышева. В определенном смысле
аналогичная гипотеза была высказана в недавно опубликованной в журнале «Теоретическая и ма-
тематическая физика» работе В. М. Бухштабера с соавторами, где обсуждаются приложения этих
обобщений в современной математической физике.

Ключевые слова: матрица Вандермонда, дискретное преобразование Фурье, условия коммутиро-
вания, многочлены Лорана.

Mathematical Subject Classification (2010): 42A38.

Образец цитирования: AðòŁæåâŁ÷ À. ¯., ØàÆàò À. `. Три теоремы о матрицах Вандермонда //
Владикавк. мат. журн.—2020.—Т. 22, вып. 1.—С. 5–12. DOI: 10.23671/VNC.2020.1.57532.

1. Симметричные матрицы Вандермонда

Мы называем матрицу Вандермонда A общего вида с комплексными элементами xj
i :

A =




1 x1 x21 : : : xN−1
1

1 x2 x22 : : : xN−1
2

...
...

...
. . .

...
1 xN x2N : : : xN−1

N


 ; xj ∈ C; (1)

c© 2020 Aртисевич А. Е., Шабат А. Б.
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симметричной, если AT = A. В этом случае x1 = 1; а все остальные xj являются сте-
пенями одного и того же комплексного числа �. Этот частный случай матрицы Вандер-
монда (1) имеет следующий вид:

Λ =




1 1 1 : : : 1
1 � �2 : : : �N−1

: : : : : : : : : : : : : : :

1 �N−1 �2(N−1) : : : �(N−1)(N−1)


 ; � ∈ C: (2)

Известное свойство унитарности матриц дискретного преобразования Фурье (см. [1]),
приводит нас к следующему уравнению для матриц Вандермонда (1):

AA∗ = A∗A = N ·E; (3)

где ∗ обозначает эрмитово сопряжение A∗ = ĀT ; а E = diag(1; : : : ; 1) — единичную
матрицу.

Теорема 1. Матрица Вандермонда (1) удовлетворяет уравнению (3) в том и только

в том случае, если xj для j = 1; 2; : : : ; N являются N различными корнями уравнения

xN = eiN
 , 
 ∈ R. При этом матрица (1) записывается в виде произведения симметричной

матрицы Вандермонда (2) с �N = 1 и диагональной A = Λ · diag(1; ei
 ; ei2
 ; : : : ).

Последнюю формулу в теореме поясним следующим примером.

Пример 1.1. Выбор x1 = ei
 находится в нашем распоряжении и, выбрав при N = 3

x1 =
1

2
(
√
3 + i) ⇒ x21 =

1

2
(1 + i

√
3); x31 = i; � = e

2
3

i�; (4)

мы получаем «унитарную» матрицу (1), удовлетворяющую уравнению (3):

A =



1 x1 x21
1 x2 x22
1 x3 x23


 =



1 1 1
1 � �2

1 �2 �





1 0 0
0 x1 0
0 0 x21


 ; �3 = 1:

Для доказательства теоремы 1 рассмотрим диагональные элементы с номерами 22
и 33 произведения A∗A. Уравнение (3) дает для разностей yj = |xj |2 − 1

y1 + y2 + · · · + yN = y21 + y22 + · · · + y2N = 0 ⇒ yj = 0 (∀ j ∈ [N ]):

Поэтому справедливо утверждение

Лемма 1. В условиях теоремы 1 выполняется |xj | = 1 для любого j:

Таким образом независимо от размера матрицы Вандермонда доказательство теоре-
мы 1 сводится в силу формул Виета к проверке импликации





x1 + : : :+ xN = 0;

x21 + : : :+ x2N = 0;

: : : : : : : : : : : :

xN−1
1 + : : :+ xN−1

N = 0

⇒ xN
j = a (∀ j ∈ [N ]):

Остается заметить, что |a| = 1 в силу леммы 1 и что уравнение zN = a сводится к
уравнению �N = 1 заменой z = ei
 при a = eiN
 . Доказательство обратного утверждения,
т. е. � = e

2iπ
N ⇒ (3), можно извлечь из цитированной выше монографии [1].
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Пример 1.2. Пусть N = 3. Тогда восемь уравнений матричного равенства A∗A = 3E
можно представить в виде трех систем

{
x1 + x2 + x3 = 0;

x21 + x21 + x23 = 0;

{
y1 + y2 + y3 = 3;

y21 + y22 + y23 = 3;

{
y1x1 + y2x2 + y3x3 = 0;

y1x̄1 + y2x̄2 + y3x̄3 = 0;

где мы сменили обозначения леммы 1 и yj
def
= xj x̄j. В силу леммы yj = 1 ⇔ xjx̄j = 1 для

любого j = 1; 2; 3: При этом последняя система уравнений совпадает с первой, а вторая
превращается в тождества вида 3 = 3. Аналогично в случае N = 4

A =




1 x1 x21 x31
1 x2 x22 x32
1 x3 x23 x33
1 x4 x24 x34




и 16 уравнений матричного равенства A∗A = 4E, при условии что yj = xjx̄j = 1,




x1 + : : :+ x4 = 0;

x21 + : : :+ x24 = 0;

x31 + : : :+ x34 = 0;





y1 + : : :+ y4 = 4;

y21 + : : :+ y24 = 4;

y31 + : : :+ y34 = 4;





y1x1 + : : : + y4x4 = 0;

y1x
2
1 + : : : + y4x

2
4 = 0;

y21x1 + : : :+ y24x4 = 0

сводятся к трем уравнениям первой из этих систем.

Замечание 1. Множество корней из единицы при N = 3 состоит из трех элементов,
образующих циклическую группу. При этом любой из элементов �1 = e

2πi
3 , �2 = e

4πi
3

можно использовать в качестве образующей циклической группы. Если решать рассмат-
риваемую полиномиальную систему из 8 уравнений при помощи вычислительной тех-
ники, то решения записываются в виде, аналогичном (4), но со свободным параметром.
Компьютер выдает два таких решения (с учетом перестановок). Следует заметить, что
уже для случая N = 5 вычислительная техника испытывает затруднения и не доводит
решение до конца.

Следующая теорема показывает, что для симметричных матриц Вандермонда Λ ви-
да (2) условие AA∗ = N ·E из теоремы 1 можно заменить условием Λ2 = N ·Q, где Q —
матрица перестановок, состоящая из нулей и единиц:

Q =




1 0
... 0 0

0 0
... 0 1

...
...

...
. . .

...

0 1
... : : : 0



: (5)

Теорема 2. Симметричная N × N матрица Вандермонда (2) является матрицей

дискретного преобразования Фурье и удовлетворяет условию �N = 1 тогда и только

тогда, когда Λ2 = N ·Q, где Q — симметричная матрица перестановок (5).

C Доказательство этой теоремы приведено в монографии [1], и мы ограничимся за-
мечанием, что для вывода основного уравнения �N = 1 достаточно приравнять к нулю
элемент с номером 12 в матрице Λ2, так как при � 6= 0

1 + �+ �2 + · · · + �N−1 = 0 ⇒ �N = 1: �
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2. Канонические многочлены Лорана

Следуя работам [2, 3], рассмотрим теперь связанное с матрицами Вандермонда (1)
коммутационное уравнение TA = AT , где T — трехдиагональная матрица общего вида:

T
def
=




a1 b1 0 : : : 0 0

b̃1 a2 b2 : : : 0 0
: : : : : : : : : : : : : : :

0 0 : : : : : : b̃N−1 aN


 ; (6)

элементы которой можно выразить через элементы матрицы (1). В дополнение к рабо-
те [2] мы покажем, что в условиях теоремы 2, т. е. для симметричных матриц Вандер-
монда вида (2), диагональные элементы aj матрицы (6) записываются в виде «канони-
ческих» многочленов Лорана:

Pn(�) =

n∏

j=1

(
�+ 
j +

1

�

)
: (7)

Отметим, что коэффициенты этих «многочленов» степени 2n определяются только их
номером n (см. ниже) и не зависят от размера N рассматриваемой симметричной мат-
рицы (2).

2.1. Необходимые условия коммутирования. Схема вывода формул, выража-
ющих элементы треугольной матрицы через элементы матрицы Вандермонда (1), мало
зависит от предположения симметричности AT = A, и мы ограничимся ниже имен-
но этим случаем, предполагая для простоты искомую матрицу (6) также симметричной.
Коммутатор симметрических матриц кососимметричен и его первая строка с элементами
12 ; 13 ; : : : позволяют выразить разности диагональных элементов a2 − a1; a3− a1; : : :
через недиагональные. В результате получаем





12 : a1 + b1� = b1 + a2 + b2; a2 − a1 = �b1 − b1 − b2;

13 : a1 + b1�
2 = b2 + a3 + b3; a3 − a1 = �2b1 − b2 − b3;

14 : a1 + b1�
3 = b3 + a4 + b4; a4 − a1 = �3b1 − b3 − b4; : : :

(8)

Вторая строка коммутатора с элементами 23 , 24 , 25 : : : дает





23 : b1 + a2�
2 + b2�

4 = b2�+ a3�
2 + b3�

3;

24 : b1 + a2�
3 + b2�

6 = b3�
2 + a4�

3 + b4�
4;

25 : b1 + a2�
4 + b2�

8 = b4�
3 + a5�

4 + b5�
5

(9)

и, подставив сюда найденные из предыдущих уравнений разности диагональных элемен-
тов, находим уравнения для выражения bj , j > 2, через b1 и b2. В частности,

b3(�) =

(
�+

1

�
+ 1

)
b2(�)−

(
�+

1

�
+

1

�2

)
b1(�);

b4(�) =

(
�2 + �+ 2 +

1

�
+

1

�2

)
b2(�)−

(
�2 + �+ 1 +

1

�
+

2

�2
+

2

�3

)
b1(�):

(10)

Итак, можно считать доказанной следующую теорему 3.
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Теорема 3. Первые две строки уравнений коммутативности (8) и (9) позволяют

найти вид коэффициентов трехдиагональной матрицы T в форме многочленов Лорана

от независимой переменной � и выразить их через b1(�), b2(�).

Сравнив полученные выражения с уравнением, полученным из элемента 34 комму-
татора

b2�
3 + a3�

6 + b3�
9 = �4b3 + �6a4 + �9b4; (11)

приходим к выводу (ср. [2]), что условие b1 = 0 является необходимым условием для
выполнения коммутационных соотношений TA = AT в симметричном случае (2).

2.2. Формулы Виета. Рассматривая условия разрешимости коммутационных со-
отношений в кольце многочленов Лорана

∑
cj�

j от формальной переменной �, будем
использовать следующие обозначения:

∑
cj�

j =
[∑

cj�
j
]
−
+
[∑

cj�
j
]
+
;

[∑
cj�

j
]
+

def
=
∑

j>0

cj�
j ;

где квадратные скобки [: : :]+ и [: : :]− обозначают сумму соответственно членов с отрица-
тельными и положительными степенями �.

Лемма 2. Пусть b1 = 0; b2 = 1: Тогда все многочлены Лорана bm(�) и am(�), най-

денные из уравнений (8) и (9), инвариантны относительно замены �↔ �−1, и для мно-

гочлена aN+2(�) при любом N > 0 имеем

−[aN+2]+ = �N + 2�N−1 + 3�N−2 + · · ·+N�+N;

[�aN+2]− = [aN+1]−; N > 0:∗∗
(12)

C Уравнения первой строчки при b1 = 0; b2 = 1 и a1 = 1 дают

a2 = 0; a3 + b3 = 0; am = 1− bm − bm−1; m > 3: (13)

Учитывая формулы (8), (9), получаем теперь (ср. [2]), что при m > 0

bm+1 =
1

�
bm + 1 + �+ · · ·+ �m−1; b1 = 0; b2 = 1:

Найденные по этим формулам многочлены Лорана bm(�) инвариантны относительно
замены � ↔ �−1 и для доказательства уравнений (12) остается применить индукцию
к bm + bm−1 − 1. B

Следствием полученных выше формул является

Лемма 3. При m > 3 комплексные корни �m = 1 из единицы являются комплекс-

ными нулями многочленов Лорана am(�), m > 3, из леммы 3.

C Заменив при помощи уравнения �m = 1, m = N + 2, отрицательные степени �
в формуле (12) на положительные

PN (�) = �N + 2�N−1 + 3�N−2 + · · ·+N�+N +
N

�
+ · · · + 1

�N
;

�N+2 = 1 ⇒ 1

�N
= �2;

1

�N−1
= �3; : : : ;

1

�
= �N+1;

после приведения подобных членов получаем

PN (�) ≡ N
(
�N+1 + �N + · · ·+ 1

)
= 0; mod �N+2 = 1: � (14)

�� В статье [4] получены аналогичные формулы.
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Очевидно, общее число 2n комплексных корней многочленов Лорана Pn(�) из фор-
мулы (7) превосходит при n > 2 число n + 2 соответствующих комплексных корней из
единицы. Дополнительные корни уравнения Pn(�) = 0 можно найти, используя обоб-
щенные формулы Виета, приспособленные к произведениям вида (7):

(
�+ 
1 +

1

�

)(
�+ 
2 +

1

�

)
= �2 +

1

�2
+ (
1 + 
2)

(
�+

1

�

)
+ 
1
2 + 2;

Pn(�) =

n∏

j=1

(
�+ 
j +

1

�

)
= �n +

1

�n
+ �̃1

(
�n−1 +

1

�n−1

)
+ �̃2

(
�n−2 +

1

�n−2

)
+ · · ·+ �̃n:

Здесь коэффициенты �̃j выражаются через элементарные симметрические многочле-
ны �i, i 6 j,

�̃1 = �1 =
∑


i; �̃2 = �2 + n = n+
∑

i<j


i
j ; n > 2;

и определяются при j > 2 следующей рекуррентной формулой:

�̃j(n+ 1) = �̃j(n) + 
n+1�̃j−1(n) + �̃j−2(n); �̃0 = 1: (15)

Пример 3. При n = 3 комплексные корни уравнения �5 = 1 дают 4 из 6 корней
рассматриваемого уравнения:

P3(�) = �3 +
1

�3
+ 2

(
�2 +

1

�2

)
+ 3

(
�+

1

�

)
+ 3 =

3∏

j=1

(
�+ 
j +

1

�

)
= 0:

Формулы Виета приводят в этом случае к следующей системе уравнений для 
j:


1 + 
2 + 
3 = 2; 
1
2 + 
1
3 + 
3
2 = 0; 
1
2
3 = −1:

Можно проверить независимо, что рассматриваемый многочлен P3(�) является приво-
димым и факторизуется следующим образом:

P3(�) =

(
�+ 1 +

1

�

)(
�2 +

1

�2
+ �+

1

�
+ 1

)
:

3. Заключение

Свойство унитарности матриц дискретного преобразования Фурье AA∗ = NE до-
пускает, как следует из теоремы 1, дополнительные возможности (см. пример 1), кото-
рые могут использоваться при дискретном преобразовании Фурье квази-периодических
функций. Имея в виду полный отказ от условий периодичности преобразуемых функций,
представляется интересным исследовать возможности, предоставляемые коммутацион-
ными соотношениями вида

[T;A] = TA−AT = 0; (16)

где A — матрица Вандермонда (1) и T — трехдиагональная матрица (6) общего вида. До-
полнительный интерес в этой задаче связан с алгебраическими обобщениями уравнения
�N = 1, рассмотренными в заключительном разделе данной работы и с многочленами
Чебышева.
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Аннотация. В работе изучается задача Коши для широкого класса квазилнейных параболиче-
ских уравнений второго порядка с неоднородной плотностью и абсорбцией. Хорошо известно, что
для рассматриваемого класса задач без абсорбции и при условии, что плотность стремится к нулю
не слишком быстро, имеет место закон сохранения тотальной массы. Однако этот факт не всегда
имеет место при наличии абсорбции. В данной работе найдены точные условия на характер нели-
нейности и поведения неоднородной плотности на бесконечности, которые гарантируют стремление
к нулю тотальной массы решения при неограниченном возрастании времени. Другими словами, най-
ден критерий стабилизации к нулю тотальной массы решения в терминах критических показателей.
С помощью полученных результатов и локальных оценок типа Нэша — Мозера выводятся точные
оценки решения в равномерной метрике.

Ключевые слова: задача Коши, вырождающиеся параболические уравнения, неоднородная плот-
ность, абсорбция, критические показатели.
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1. Введение

В данной работе рассматривается задачи Коши для решения квазилинейных вырож-
дающихся параболических уравнений вида

�(|x|)ut − div ~A(x; t; u;∇u) + g(x; t; u) = 0; (1:1)

(x; t) ∈ s : RN × (0;∞), удовлетворяющих начальному условию

u(x; 0) = u0(x); x ∈ R
N ; �(s) > 0; 0 < s <∞; u0(x) > 0; �u0(x) ∈ L1

(
R

N
)
: (1:2)

На протяжении всей работы предполагается выполнение следующих условий. Вектор-
функция ~A(x; t; u; �) = (A1(x; t; u; �); : : : ; AN (x; t; u; �)): RN×R+×R×R

N → R
N и g(x; t; u):

c© 2020 Бесаева З. В., Тедеев А. Ф.
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R
N × R+ × R → R удовлетворяют условию Каратеодори, т. е. измеримы по переменным

(x; t) ∈ R
N+1
+ и непрерывны соответственно по переменным u ∈ R, � ∈ R

N . Функция �(s):
R
1
+ → R

1
+ непрерывна монотонно убывающая функция по s ∈ [0;∞]. Кроме того, пред-

полагается выполнение следующих структурных условий: существуют положительные
постоянные �1 и �2 такие, что

~A(x; t; u; �)� > �1|�|p |u|m−1; (1:3)

∣∣ ~A(x; t; u; �)
∣∣ 6 �2|�|p−1 |u|m−1; (1:4)

�2|u|q > sign u; g(x; t; u) > �1|u|q: (1:5)

Кроме того, выполнено условия монотонности: для любых двух векторов � = (�1; : : : ; �N )
и � = (�1; : : : ; �N ), для любого u ∈ R, т. е. для (x; t) ∈ R

N × R+ выполнены неравенства

(
~A(x; t; u; �) − ~A(x; t; u; �)

)(
� − �

)
> 0; (1:6)

[
g(x; t; u1)− g(x; t; u2)

][
u1 − u2

]
> 0 (1:7)

для всех �1 и �2 из R
N : Постоянные p, m, q удовлетворяют следующим условиям:

1 < p+m− 2; q > 1; p > 1: (1:8)

Предположим также, что функция �(s) для всех s > 0 удовлетворяет условию H:
Существуют такие положительные постоянные l1 и l2, причем l1 < p, что функция �(s)sl1

монотонно убывает, а функция �(s)sl2 монотонно растет.

Примером уравнения (1.1) является

�(|x|)ut = ∆m;pu− |u|q−1u; (1:9)

где
∆m;pu := div

(
|u|m−1|∇u|p−2∇u

)

и �(s) ∼ s−l, s > 1, 0 < l < p: Здесь символ ∼ — наличие двусторонней оценки

c1s
−l

6 �(s) 6 c2s
−l (∀ s > 1; c1; c2 > 0): (1:10)

Для уравнения
�(|x|)ut = ∆m;pu (1:11)

с конечным интегралом ‖�u0‖1 :≡
∫
RN �u0 dx, который принято называть тоталь-

ной массой или просто массой начальной функции, при выполнении, например, усло-
вия (1.10), справедлив закон сохранения «массы» (см. [1]):

‖�u0‖1 = ‖�u(t)‖1 (∀ t > 0):

В работе [1] для задачи (1.1), (1.2) с �(x) = (1 + |x|)−l, l < p, g(x; t; u) ≡ 0 установлена
равномерная оценка решения

‖u(t)‖∞ := ‖u(x; t)‖L1(RN ) 6 C
∥∥�u0

∥∥
p�l
hl
1 t

−N�l
hl (1:12)

для любых t > 0. Кроме того, из [1] следует, что если

suppu0(x) ⊂ BR0(0) :=
{
x ∈ R

N=|x| < R0

}
; R0 <∞;
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то suppu(x; t) принадлежит шару BR(t)(0), где

R(t) = 4R0 + 

∥∥u0�

∥∥
p+m�3

hl
1 t

1
hl : (1:13)

Однако наличие абсорбирующего слагаемого в уравнении (1.1) может существенно из-
менить качественные свойства решений. В частности, тотальная масса ‖u�‖1 решения
может стремиться к нулю при t → ∞. Указанный феномен имеет место при �(s) ≡ 1.
В этом случае (1.9) допускает «плоское» решение вида

U(t) ≡ C(p)(t+ T )
− 1

q�1 :

Кроме того, для (1.9) справедлива также оценка (1.12) с l = 0. Таким образом, по теореме
сравнения для решения задачи Коши (1.9), (1.2) имеет место оценка

‖u(t)‖∞ 6 Cmin
{
‖u0‖

p
β

1 t
−N

β ; t−
1

q�1

}
(1:14)

при t > 1. Здесь � = N(p+m− 3) + p:
Очевидно, что в (1.14) при достаточно больших t

‖u(t)‖∞ 6 Ct
− 1

q�1 (1:15)

и условии, что N
� < 1

q−1 , т. е.

q < q∗ = p+m− 2 +
p

N
:

Оказывается, что в этом случае ‖u(t)‖1 → 0 при t→ ∞ и можно указать точную оценку
массы решения. Подойдем теперь к этой же проблеме шире. Из оценки L1 − L∞ типа
Нэша — Мозера (см., например, [2]), имеем

‖u(t)‖∞ 6 C
∥∥∥u
( t
2

)∥∥∥
p
β

1
t−

N
β : (1:16)

Теперь, если иметь точную по порядку оценку массы при достаточно больших t, то
можно снова прийти к тому же результату (1.14). Однако такой подход может быть
применен к более широкому классу уравнений, а оценка массы решения, как это будет
видно ниже, сводится к локальным энергетическим оценкам, имеющим в определенном
смысле универсальный характер. В данной работе используются подходы работ [2–5] при
изучении точного поведения тотальной массы решения задачи (1.1), (1.2) при t→ ∞.

Отметим, что исследование уравнения (1.11), представляет независимый интерес. Из-
вестно, что [6–8] в зависимости от скорости стремления к нулю на бесконечности �(x)
решение задачи (1.1), (1.2) обладает рядом нестандартных свойств. Укажем здесь на
работы [9–17]. Оценкам массы решения для различных классов вырождающихся пара-
болических уравнений были посвящены также работы [9, 10] (см. также имеющуюся
там литературу). Прежде чем перейти к формулировкам основных результатов работы
введем понятие решения (обобщенного) задачи (1.1), (1.2).

Решением задачи (1.1), (1.2) в S = R
N × (0;∞) будем называть функцию u(x; t), ко-

торая для любых t > 0, T > t, � = p−1
p+m−2 удовлетворяет условиям u

1
σ (x; t), принадлежит

классу

Lp(t; T )×W 1
p

(
R

N
)
∩C

(
[t; T ] : L1+�;�(|x|)

(
R

N
))

∩ Lq+ 1
σ

(
(t; T ); Lq+ 1

σ

)
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и удовлетворяет интегральному тождеству

T∫

t

∫

RN

((
− u(x; �)�� (x; �)�(|x|)

)
+

N∑

i=1

Ai(x; t; u;∇u)�xi + g(x; t; u)�(x; �)
)
dxd� (1:17)

для любой �(x; �) = 0 при � = t и � = T , �
1
σ (x; t); �

1
σ
� ∈ L1+�(�(|x|)(t; T ) : L1+ 1

σ
; �(|x|)),

�
1
σ (x; t) ∈ Lp((t; T )×W 1

p (R
N )) ∩ Lq+ 1

σ
((t; T ); Lq+ 1

σ
):

Кроме того, u(x; t) удовлетворяет начальному условию

lim
t→0

∫

RN

u(x; t)�(|x|)�(x) dx =

∫

RN

u0(x)�(x)�(x) dx:

Существование решения (1.1), (1.2) доказывается точно также, как в работе [1]. Един-
ственность энергетического решения в случае �(s) = const и начально-краевой задачи
Коши — Дирихле хорошо известно. Таким образом, если suppu0 ⊂ BR0 , т. е. для началь-
ной функции с компактным носителем единственность решения (1.1), (1,2) гарантирова-
на.

Основные результаты работы содержаться в теоремах 1.1–1.5.

Обозначим Φ(R) := R
N− p

q�(p+m�2) �(R).

Теорема 1.1. Пусть u(x; t) — решение задачи (1:1), (1:2) в R
N × (0;∞) и выпол-

нены условия (1:3)–(1:7) и условие H. Предположим, что Φ(R) для всех R > 0 строго

монотонно убывает и

Φ(R) → 0; R→ ∞: (1:18)

Тогда

E(t) :=

∫

RN

�(|x|)u(x; t) dx 6 


∫

RN\BγR(t)

�(|x|)u0(x) dx + 
Φ
(
R(t)

)
; (1:19)

где R(t) — функция, определяемая из соотношения �(R)R
p(q�1)

q�(p+m�2) для любого t > 0.

Теорема 1.2. Пусть u(x; t) — решение задачи (1:1); (1:2) в R
N × (0;∞) и выпол-

нены условия (1:3)–(1:7) и условие H. Предположим, что существуют положительные

постоянные C1; C2 такие, что для всех R > 0

C1 6 Φ(R) 6 C2: (1:20)

Тогда при достаточно больших значениях t выполняется оценка

E(t) 6 
[ln t]
− 1

q�1 : (1:21)

Теорема 1.3. Пусть u(x; t) — решение задачи (1:1), (1:2) в R
N × (0;∞) и выполнены

условия (1:3)–(1:8); q > q∗l ; suppu0 ⊂ BR0 ; �(|x|) = const(1 + |x|)−l; 0 6 l < p: Тогда для

достаточно больших значениий времени t существует Y = 
(‖u0�‖1; �1; �2) такое, что

E(t) > 
E(0): (1:22)
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Теорема 1.4. Пусть u(x; t) — решение задачи (1:1), (1:2) в R
N ×(0;∞), suppu0 ⊂ BR0

и выполнены условия (1:3)–(1:7); условие H, q = p+m− 2: Тогда для достаточно боль-

ших t имеет место оценка

E(t) 6 

[
�(ln t)

] p+m�2
p+m�3 (ln t)N t−

1
p+m�3 : (1:23)

Теорема 1.5. Пусть u(x; t) — решение задачи (1:1); (1:2) в R
N×(0;∞), suppu0 ⊂ BR0 ,

‖u0�‖1+� < ∞ для некоторого � > 0, 1 < q < p + m − 2. Пусть еще выполнены усло-

вия (1:3)–(1:7) и условие H. Тогда существует постоянная C, не зависящая от t, такая,

что

E(t) 6 Ct−
1

p+m�3 : (1:24)

Рассмотрим частные случаи результатов теорем 1.1–1.3. Если �(s) = (1 + s)−l, s > 0,
0 6 l < p, то согласно результатам теорем 1.1–1.3

q < p+m+ 2 +
p

N − l
:= q∗l : (1:25)

Тогда Φ(R) ∼ R
− (q�

�q)(N�l)
q�(p+m�2) , E(t) 6 
R(t)

− (q�
�q)(N�l)

q�(p+m�2) , где R(t) ∼ t
q�(p+m�2)

(p�l)(q�(p+m�2))+p+m�3 , при

q = q∗l : E(t) 6 
(ln t)
− 1

q��1 ; t > 1. Если же q > q∗l , то E(t) > 
, t > 1.
Таким образом, q∗l в (1.25) играет роль критического показателя для задачи (1.1),

(1.2). Всюду в дальнейшем параметрами 
, C, c, будем обозначать различные постоян-
ные, которые зависят лишь от параметров задачи �1, �2, N , p, m, q и не зависят от
размеров области решения задачи.

Работа организована следующим образом: в § 2 даются вспомогательные утвержде-
ния, §§ 3–7 посвящены доказательствам теорем 1.1–1.5 соответственно.

2. Вспомогательные утверждения

В дальнейшем нам потребуются следующие леммы (см. [17]).

Лемма 2.1. Пусть последовательность yh, h = 0; 1; 2; : : : ; неотрицательных чисел

удовлетворяет рекуррентному соотношению

yh+1 6 Cbhy1+"
h ; h = 0; 1; : : : ;

с какими-либо положительными постоянными C, " и b > 1. Тогда yh → 0, h → ∞ при

условии, что y0 6 C− 1
ε b

1
ε2 .

Лемма 2.2. Пусть yn; n = 0; 1; 2; : : : ; — последовательность равномерно ограничен-

ных положительных чисел, удовлетворяющих рекуррентным неравенствам

yn 6 Cbny1−�
n+1 ;

где C; b > 1 и � ∈ (0; 1) — заданные постоянные. Тогда y0 6
(

2C

b1�
1
α

) 1
α
.

Пусть  (R) := RN(p+m−3)+p�(R)p+m−2:

Лемма 2.3. Пусть suppu0 ⊂ BR0 и выполнены условия теоремы 1:1: Тогда для

любого t > 0 имеет место оценка

�(t) := inf
{
r : u(·; t) = 0; |x| > r

}
6 4R0 + 
 (−1)

(
t‖u0�‖p+m−3

1

)
:
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C Обозначим

r′i =
R

2
− �2R+

R

2i
(�2 − �1); r′′i = R+ �2R− R

2i
(�2 − �1);

где i = 0; 1; : : : , R > 4R0, 1
4 > �2 > �1 > 0: Пусть Ai = r′i < |x| < r′′i ⊂ Ai+1:

Рассмотрим срезающую функцию �i такую, что �i ≡ 1, x ∈ Ai, �i ≡ 0 вне Ai+1,
|∇�i| 6 
(2−iR(�2 − �1))

−1. Возьмем в интегральном тождестве в роли тестирующей
функции �

p

i−1u
�, где � > 0: Тогда, рассуждая также как в [18], получим неравенство

sup
0<T <t

∫

RN

�u1+��p
i dx+

t∫

0

∫

RN

um+�−2|∇u|p�p
i dxd� +

t∫

0

∫

RN

uq+��p
i dxdt

6 
(2−iR(�2 − �1))
−p

t∫

0

∫

RN∩ supp �i

up+m+�−2 dxd�:

(2:1)

Обозначим u
p+m+θ�2

p �s
i = vi, s > 0, т. е. u�

sp
p+m+θ�2

i = v
p

p+m+θ�2

i . Значит, u1+��
sp(1+θ)

p+m+θ�2

i =

v
p(1+θ)

p+m+θ�2

i при условии, что s выбрано удовлетворяющим неравенству s(1+�)
p+m+�−2 > 1. Кроме

того, ∣∣∣∇
(
u

p+m+θ�2
p �s

i−1

)∣∣∣
p
= |∇vi|p

6 2p−1

[(
p+m+ � − 2

p

)p

um+�−2 |∇u|p�sp
i + up+m+�−2sp |∇�i|p�s−p

i

]

6 
um+�−2 |∇u|p�p
i + 


[
2−iR(�2 − �1)

]−p
up+m+�−2�sp

i :

Таким образом, из неравенства (2.1) получаем, что

Ji := sup
0<�<t

∫

RN

�va
i dx+

t∫

0

∫

RN

|∇vi|p dxd� +
t∫

0

∫

RN

�p
i u

p+� dxd�

6 

2ip

(�2 − �1)pRp

t∫

0

∫

RN

vp
i+1 dxd�;

(2:2)

где a = (1+�)p
p+m+�−2 : Применяя неравенство Ниренберга — Гальярдо, получаем



∫

RN

vp
i+1 dx




1
p

6 




∫

RN

|∇vi+1|p dx




α
p


∫

RN

v�
i+1 dx




1�α
µ

; (2:3)

где � определяется из условия N
p = (N−p)�

p + N(1−�)
� ; � = p

p+m+�−2 , т. е. � = N(p+m+�−3)
N(p+m+�−3)+p :

Возводя (2.3) в степень p и применяя неравенство Юнга, получаем

1

Rp

∫

RN

vp
i+1 dx 6 "

∫

RN

|∇vi+1|p dx+ 
R− p
1�α

1
1+θ "−

α
1�α



∫

RN

vi+1�dx




p
µ

:
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Интегрируя по времени обе части этого неравенства и замечая, что в силу условия H
∫

Ai+1

v�
i+1 dx =

∫

Ai+1

�(|x|)�(|x|)−1v�
i+1 dx 6 
�(R)−1

∫

Ai+1

�v�
i+1 dx;

приходим к неравенству

1

Rp

t∫

0

∫

RN

v�
i+1dxd� 6 "

t∫

0

∫

RN

|∇vi+1|p dxd�

+ 
"−
α

1�α R− p
1�α t

[
�(R)

]− p
µ

(
sup

0<�<t

∫

RN

�v�
i+1 dx

) p
µ

:

(2:4)

Следовательно, объединяя (2.2) и (2.4), имеем

Ji 6 "Ji+1 + 
"−
α

1�αR− α
1�α t�(R)−

p
µ

(
sup

0<�<t

∫

RN

�v�
∞ dx

) p
µ

:

Итерируя это неравенство, получим

J0 6 
R− p
1�α t�(R)

− p
µ

[
sup

0<�<t

∫

RN

(�v�
∞ dx)

p
µ

]
: (2:5)

Далее, применяя неравенство Гёльдера, с учетом H получаем

[
sup

0<�<t

∫

A0

�u dx

]
6

[
sup

0<�<t

∫

A0

�u1+� dx

] 1
1+θ



∫

A0

� dx




θ
1+θ

6 J
1

1+θ

0



∫

A0

� dx




θ
1+θ

6 
R
− p

(1+θ)(1�α) t
1

1+θ �(R)
− p

µ
1

1+θ
+ θ

1+θR
Nθ
1+θ

[
sup

0<�<t

∫

A1

�u dx

] p
µ(1+θ)

:

(2:6)

Заметим, что

A0 = R

(
1

2

)
− �1 < |x| < R(1 + �1); A∞ = R

(
2−1 − �2

)
< |x| < R(1 + �2):

Выберем: �2 = �2−n, �1 = �2−n−1, n = 0; 1; : : : , 0 < � < 1
4 . Тогда после элементарных

упрощений и подсчета постоянных находим из (2.6), что

Mn := sup
0<�<1

∫

Bn

�u dx 6 
bnt
1

1+θR−N(p+m�3)+p
1+θ �(R)−

p+m�2
1+θ M

1+ p+m�3
1+θ

n−1 ;

где Bn = R(12)− �2−n−1 < |x| < R(1 + �2−n−1). В силу итератированой леммы 2.1 выво-
дим, что Mn → 0, n→ ∞, если


t
1

1+θR−N(p+m�3)+p
1+θ �(R)−

p+m�2
1+θ M

p+m�3
1+θ

0 < "1;
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где "1 — достаточно малая постоянная, зависящая лишь от данных задачи. Этого можно
добиться подходящим выбором R. Выберем R из следующего равенства:

 (R) = 2
1+�tM̃p+m−3
0 "

−(1+�)
1 ;

или отсюда
R = R̃(t) =  (−1)

(
ΓtM̃p+m−3

0

)
;

где M̃0 =
∫
RN �u0dx: B

Обозначим

Yn+1 := sup

∫

An+1

�va
n+1 dx+

t∫

0

∫

An+1

|∇vn+1|p dxd�

+

t∫

0

∫

An+1

�p
nu

q+� dxd� 6 

2np

�pRp

t∫

0

∫

RN

vp
n dxd�;

(2:7)

An = R′
n < |x| < R′′

n; R′
n =

R

2
− �

R

2n
; R′′

n = R+ �2−nR; ∀� : 0 < � <
1

4
;

где � > 0, b1 > 2, vn = u
p+m+θ�2

p �s
n и �n — срезающая функция An. Справедлива

Лемма 2.4. В условиях предыдущей леммы имеет место неравенство

Yn+1 6 

2np

�Rp

t
(1+θ)p
β+θp

�(R)
p(p+m+θ�2)

β+θp

Y
1+

p(p+m�3)
β+θp

n ; где � = N(p +m− 3) + p: (2:8)

C В силу неравенства Соболева — Ниренберга — Гальярдо



∫

RN

vp
n dx




1
p

6 




∫

RN

|∇vn|p dx




b
p


∫

RN

va
n dx




1�b
a

:

Здесь 0 < b < 1 определяется из соотношения N
p = (N−p)b

p + (1−b)N
a . Значит,

a = (1+�)p
p+m+�−2 , b =

N(p+m−3)
N(p+m−3)+(1+�)p . Далее, рассуждая как в лемме 2.3, получим

t∫

0

∫

RN

vp
n dxd� 6 





t∫

0

∫

RN

|∇vn|p dxd�




b



t∫

0



∫

RN

va
n dx




p
a

d�




1−b

6 





t∫

0

∫

RN

|∇vn|p dxd�




b

t1−b

[
sup

0<�<t

∫

RN

�va
n dx

] p
a
(1−b)

�(R)−
p
a
(1−b)

6 
t1−b�(R)−
p
a
(1−b)Y

b+ p
a
(1−b)

n :

Теперь, если воспользоваться аналогичным (2.1) неравенством, придем к требуемому
утверждению. B
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3. Доказательство теоремы 1.1

Имеем

E(t) :=

∫

RN

�(|x|)u(x; t) dx =

∫

BR

�(|x|)u(x; t) dx+
∫

|x|>R

�(|x|)u(x; t) dx := I1(R)+I2(R): (3:1)

Применяя неравенство Гёльдера, получим

I1(R) 6

( ∫

BR

u(x; t)q dx

) 1
q
( ∫

BR

�(x)
q

q�1 dx

) q�1
q

: (3:2)

В силу леммы 2.4 и неравенства (1.6) имеем
∫

BR

u(x; t)q dx 6 �−1
1

∫

BR

g(x; t; u) dx 6 �−1
1

∫

RN

g(x; t; u) dx = −�−1
1

dE

dt
: (3:3)

Следовательно, из (3.1)–(3.3) выводим

E(t) 6 �
− 1

q

1

(
− dE

dt

) 1
q

’1(R)
q�1
1 I2(R); (3:4)

где ’1(R) :=
∫

BR
�(|x|)

q
q�1 dx: В силу условия H ’1(R) ∼ RN�(R)

q
q�1 . Для оценки I2(R)

поступим следующим образом. Пусть Ri = R(1+2−i), i = 0; 1; 2; : : : Пусть �(x) — гладкая
функция на (0;∞) и такая, что �(x) = 1 для |x| > Ri, �(x) = 0 для |x| 6 Ri+1, 0 6 �(x) 6 1
для Ri+1 < |x| < Ri. Обозначим Ui = |x| > Ri. Умножим теперь обе части (1.1) на �s(x)
и результат проинтегрируем по R

N × [0; t). Это даст

∫

RN

�s(x)�(|x|)u(x; t) dx +

t∫

0

∫

RN

g(x; t; u)�s(x) dxd�

= −
t∫

0

∫

RN

s�s−1
N∑

i=1

ai(x; t; u;∇u)�xi dxd� +

∫

RN

�s(x)�(|x|)u0(x) dx:

В силу (1.4), (1.5) отсюда получаем, что

∫

RN

�s�u dx+ �1

t∫

0

∫

RN

uq�s dxd� 6 s�2

t∫

0

∫

RN

um−1|∇u|p−1|∇�|�s−1 dxd� +

∫

RN

�s�u0 dx: (3:5)

Обозначив первый интеграл справа через "(R; t); оценим его по неравенству Гёльдера

"(R; t) 6




t∫

0

∫

RN∩ supp∇�

��um−1−�|∇u|p�s dxd�




p�1
p

×




t∫

0

∫

RN

�−�(p−1)�s−p|∇�|pu(x; t) dxd�




1
p

≡ I
p�1
p

3 I
1
p

4 ; (3.6)
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где 0 < � < 1
p−1 , � =

2−m
p−1 . Заметим, что в силу условия H имеет место неравенство

I4 6 sup
x∈B2R\BR

1

�(|x|)

t∫

0

∫

RN

�−�(p−1)�s−p|∇�|p�u

6 ct1−�(p−1) 1

�(R)Rp
sup

0<�<t

∫

Ui+1

�u(x; �) dx: (3.7)

Далее, для оценки I3 умножим обе части (1.1) на ��u1−��s и результат проинтегрируем
по частям по R

N × (0; t): С учетом (1.3)–(1.5) и неравенства Юнга, это даст

�1
2

t∫

0

∫

RN

��um−1−��sdxd� + �1

t∫

0

∫

RN

��uq+1−�|∇u|p�sdxd�

6
1

2− �

t∫

0

∫

RN

��−1�u2−��sdxd� +



Rp
2ip

t∫

0

∫

RN

��um−1+p−��s−p dxd� =: I5 + I6:

(3:8)

В силу неравенства Юнга имеем

I5 6 "1

t∫

0

∫

RN

��uq+1−��s dxd� + C("1)

t∫

0

∫

RN

��− q�θ
q�1 �

q�θ
q�1 (|x|)u�s dxd�:

Заметим, что второй интеграл в правой части (п. ч.) этого неравенства оценится следу-
ющим образом:

п. ч. 6 Ct1+�− q�θ
q�1 �(R)

1�θ
q�1 sup

0<�<t

∫

RN

u��sdx: (3:9)

Далее имеем по неравенству Юнга

I6 6 "1

t∫

0

∫

RN

��uq+1−��sdxd� + C("1)2
ip(a+1�θ)
q�(p+m�2) t1+�RNR

− p(q+1�θ)
q�(p+m�2) : (3:10)

Таким образом, из (3.8)–(3.10) выводим при достаточно малом "1 > 0

t∫

0

∫

RN

��um−1−�|∇u|p�sdxd� +

t∫

0

∫

RN

��uq+1−��sdxd�

6 Ct
1+�− q�θ

q�1 �(R)
1�θ
q�1 sup

0<�<t

∫

RN

�su� dx+ cbiR
N− p(q+1�θ)

q�(p+m�2) t1+�;

(3:11)

где b > 1. Обозначив

sup
0<�<t

∫

Ui+1

�u dx = Ii+1;

t
1−β(p�1)

p R−1�(R)
− 1

p = B1(R; t);
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t

(
1+�− q�θ

q�1

)(
p�1
p

)
�(R)

1�θ
q�1

p�1
p = B2(R; t);

R
− (p�1)(q+1�θ)

q�(p+m�2) t
1+β
p R

N(p�1)
p = B3(R; t)

и объеденив (3.6)–(3.11), получим

"(R; t) 6 
B1(R; t)

{
B2(R; t)

[
sup

0<�<t

∫

RN

�su� dx

] p�1
p

+ biB3(R; t)

}
I

1
p

i+1: (3:12)

Оценим (3.12) по неравенству Юнга следующим образом:

"(R; t) 6 "2 sup
0<�<t

∫

Ui+1

�u dx+ 
R− p
p�1�

− q�(p+m�2)
(p�1)(q�1) sup

0<�<t

∫

RN

�s�u dx

+ bi
1t

p
p�1R

N− p
p�1

qp�1
q�(p+m�2) �(R)−

1
p�1 = "2�i+1(t) + 


[
t

�(R)R
p(q�1)

q�(p+m�2)

] q�(p+m�2)
(p�1)(q�1)

× sup
0<�<t

∫

RN

�su� dx+ 
bi
1

t

�(R)R
p(q�1)

q�(p+m�2)

�(R)RN

R
p

q�(p+m�2)

:

(3:13)

Имеем

"(R; t) 6 
B1(R; t)B
p�1
p

2 (R; t)

[
sup

0<�<t

∫

RN

�su� dx

] p�1
p

I
1
p

i+1 + 
biB1(R; t)B3(R; t)I
1
p

i+1

6 "
p

p�1

1

p− 1

p

[
sup

0<�<t

∫

RN

�su� dx

]
+ "−p

1

1

p

[
B1(R; t)B

p�1
p

2 (R; t)
]p
Ii+1

+ "p
2

1

p
Ii+1 + "p

2

1

p
Ii+1 + "

− p
p�1

2

p− 1

p
b

i p
p�1
[
B1(R; t)B2(R; t)

] p
p�1 :

Вычисляя
[
B1(R; t)B

p�1
p

2 (R; t)
]p
"−p
1

1
p = �,

п.ч. 6 �Ii+1 + "2(�)
p− 1

p
b

i p
p�1
[
B1(R; t)B2(R; t)

] p
p�1 ;

Ii 6 �Ii+1 + bi
1

[
B1(R; t)B2(R; t)

] p
p�1 ;

выбирая � настолько малым, что �b1 < 1. Здесь �i := sup0<�<t

∫
Ui
�u(x; �)dx. Выберем

теперь R = R(t) = ΓΦ(−1)(t), где Γ достаточно большое число. Тогда t
Φ(R) 6 �(Γ), где

для сколь угодно малого �(Γ) выполняется 
�
q�(p+m�2)
(p�1)(q�1) < 1

4 : Наконец, из (3.4) и (3.13)
выводим

�i(t) dx 6 


∫

|x|>R(t)

u0� dx+ ��i+1(t) + 
bj
2

�(R)R
N

R(t)
p

q�(p+m�2)

:

Итерируя это неравенство при достаточно малом "2 > 0, получим оценку

�0(t) 6 
1

∫

|x|>R(t)

u0� dx+ 
2
�(R)R

N

R(t)
p

q�(p+m�2)

:= E2(t):
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Таким образом, I2(R) 6 E2(t): Значит, из (3.4) имеем для 0 < � < t

F (�) = E(�) −E2(t) 6 �−1
i

(
− dF (�)

d�

) 1
q

RN (t)�
(
R(t)

) q
q�1 :

Интегрируя это неравенство от 0 до t, приходим к требуемому утверждению. Теорема 1.1
доказана.

4. Доказательство теоремы 1.2

Из (1.1) имеем
d

dt

∫

RN

�u(x; t) dx = −
∫

RN

g(x; t; u) dx: (4:1)

Применяя неравенство Гёльдера и (4.1), получаем

∫

BR

�u(x; t) dx 6

( ∫

BR

uq dx

) 1
q
( ∫

BR

�
q

q�1 dx

) q�1
q

6

(
�1

∫

BR

g(x; t; u) dx

) 1
q
( ∫

BR

�
q

q�1 dx

) q�1
q

6

(
− �−1

1

d

dt

∫

BR

�u(x; t) dx

) 1
q
( ∫

BR

�
q

q�1 dx

) q�1
q

: (4.2)

Так как носитель начальной функции содержится в шаре BR0 , то согласно лемме 2.3
носитель u(x; t) также содержится в шаре радиуса R(t) = 4R0 + 
 (t). Следовательно,

( ∫

BR

�
q

q�1 dx

)q−1

6 CNR(t)
N(q−1)�

(
R(t)

)q
: (4:3)

Поскольку по условию теоремы C1 6 �(R)R
N− q

q�(p+m�2) 6 C2 для всех достаточ-
но больших R > R1, то по определению R(t) получим, что при достаточно больших
t > t1(R0; ‖u0�‖1)

R
N(q−1)

�
(
R
)q ∼ t: (4:4)

Таким образом, из (4.2), (4.3), (4.4) находим

− d

dt

∫
�u(x; t) dx > 
t−1

(∫
�u(x; t) dx

)q

:

Интегрируя это неравенство в промежутке [t1; t]; приходим к требуемому утверждению.
Теорема 1.2 доказана.

5. Доказательство теоремы 1.3

Прежде всего отметим, что если �(|x|) ∼ |x|−l, 0 6 l < p, и suppu0 ⊂ BR0(0), R0 <∞,
то для всех t > 0 имеют место оценки [1]

‖u(t)‖∞ 6 C‖�u0‖
p
hl
1 t

−N�l
hl ; (5:1)
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suppu(x; t) ∈ B eR(t)(0); (5:2)

где �(t) = 4R0 + 
‖�u0‖
p+m�3

hl t
1
hl , hl = (N − l)(p + m − 3) + p − l > 0. Следовательно,

интегрируя (1.1) по Q(t1; t2) = RN ×(t1; t2), t1 < t2, получаем

E(t1) :=

∫

RN

�u(x; t1) dx =

∫

RN

�u(x; t2) +

t2∫

t1

∫

RN

g(x; t; u) dxd�

6 E(t2) + �2

t2∫

t1

∫

RN

uq(x; �) dxd�: (5.3)

Учитывая оценки (5.1), (5.2), отсюда имеем

t2∫

t1

∫

RN

uq(x; �) dxd� 6 


t2∫

t1

∥∥u(�)
∥∥q−1

∞ R̃(�)l d� × E(�) d�

6 


t2∫

t1

E(0)
p(q�1)

hl

(
4R0 + 
E(0)

p+m�3
hl �

1
hl

)
E(�) d�

6 
E(t1)E(0)
p(q�1)

hl
+ (p+m�3)l

hl

t2∫

t1

�
− (N�l)(q�1)

hl �
l
hl d� (5.4)

при условии, что t1 выбрано настолько большим, что 2R0 6 
E(0)
(p+m�3)l

hl t
l
hl
1 . Тогда в

силу того, что q > q∗l ∞∫

t1

�
− (N�l)(q�1)�l

hl d� <∞:

Следовательно, из (5.4) получаем, что

t2∫

t1

∫

RN

uq(x; �) dxd� 6 
t
− (N�l)(q�q�

l )

hl
1 E(0)

p(q�1)+(p+m�3)l
hl E(t1): (5:5)

Окончательно из (5.3) и (5.5) находим

E(t1) 6 E(t2) + 
t
− (N�l)(q�q�

l )

hl
1 E(0)

p(q�1)+(p+m�3)l
hl E(t1): (5:6)

Теперь, выбирая t1 достаточно большим, имеем


t
− (N�l)(q�q�

l )

hl
1 E(0)

p(q�1)+(p+m�3)l
hl =

1

2
;

а из (5.6) поучаем, что
E(t2) > 
E(t∗): (5:7)

Осталось показать, что E(t∗) > 0.
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Лемма 5.1. Решение (1:1) не может удовлетворять условию u(x; t0) ≡ 0, ∀x ∈ R
N и

∀ t0 > 0:

C Доказывается точно также как в работах [2, 4]. B
Теорема 1.3 доказана.

6. Доказательство теоремы 1.4

Итак, пусть q = p+m− 2. Нам потребуется следующая лемма Стампаккия.

Лемма 6.1. Пусть ’(s) — неубывающая неотрицательная функция, определяемая

на [k0;∞], и такая, что для всех l > k > k0 выполняется

’(l) 6
C

(l − k)r
’(k); (6:1)

где C и � — положительные постоянные. Тогда для любого k > k0 имеет место оценка

’(k) 6 ’(k0) exp
[
1− (Ce)−

1
τ (k − k0)

]
: (6:2)

В силу леммы 2.4

Yn+1 := sup
0<�<t

∫

An+1

�u1+�dx+

t∫

0

∫

An+1

u�+m−2 |∇u|p dxd�

+

t∫

0

∫

An+1

u�+m−2dxd� 6 

bn t

(1+θ)p
β+θp Y

1+ (p+m�3)p
β+pθ

n

Rp�(R)
p(p+m+θ�2)

β+θp

; (6.3)

и, следовательно, Yn → 0 при условии, что

Y
(p+m�3)p

β+pθ

1 t
(1+θ)p
β+θp R−p�(R)−

p(p+m+θ�2)
β+θp 6 ";

где " — достаточно малое положительное число, зависящее лишь от параметров задачи.
Предыдущее неравенство эквивалентно неравенству

Y p+m−3
1 t1+�R−(�+p�)�(R)−(p+m+�−2)

6 "
β+pθ

p : (6:4)

Пусть

’(R) :=

t∫

0

∫

|x|>R
4

up+m−2+�dxd�:

Тогда легко получаем неравенство ’(R) 6 
R−p’
(

R
2

)
. Взяв теперь в лемме l = R, k = R

2 ,
� = p, C = 
, получаем, что

’

(
3R

4

)
6 





t∫

0

∫

RN

up+m+�−2dxd�


 exp(−
R):
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Далее заметив, что �u0 ∈ L1+�, имеем

1

1+�

∫

RN

�u1+�dx+ �1

t∫

0

∫

RN

um+�−2 |∇u|pdxd� + �1

t∫

0

∫

RN

up+m+�−2dxd� 6
1

1+�

∫

RN

�u1+�
0 dx:

Следовательно,

’

(
3R

4

)
6 




∫

RN

�u1+�
0 dx


 exp(−
R):

Таким образом, (6.4) удовлетворится, если

t1+�



∫

RN

�u1+�
0 dx




p+m−3

exp
(
− 
(p+m− 3)R

)
R−(�+p�)�(R)−(p+m+�−2)

6 "1; (6:5)

где "1 достаточно мало. Очевидно, что (6.5) будет выполнено, если для достаточно боль-
ших t > 0 выбрать R следующим образом: R > R(t) := Γ log t, где Γ = Γ(‖u0�‖1+�; "1) —
достаточно большая константа. Тогда мы приходим к замечанию, что u = 0 вне ша-
ра BΓ log t: Для доказательства теоремы осталось оценить массу решения для достаточно
больших t. В силу неравенства Гёльдера

∫

RN

�u dx 6



∫

RN

�u1+�dx




1
1+θ




∫

BΓ log t

� dx




θ
1+θ

: (6:6)

Следовательно, оценка массы сводится к оценке интеграла

E1+�(t) :=

∫

RN

�u1+�dx:

Интегрируя (1.1) по R
N легко получить неравенство

d

dt

∫

RN

�u1+�dx 6 −

∫

RN

up+m+�−2dx: (6:7)

Применяя неравенство Гёльдера, получаем

∫

RN

�u1+�dx 6



∫

RN

up+m+�−2dx




1+θ
p+m+θ�2



∫

RN

�
p+m+θ�2
p+m�3 dx




p+m�3
p+m+θ�2

; (6:8)

d

dt
E1+�(t) 6 −
D(T )−

D+m�3
1+θ E

p+m+θ�2
1+θ

1+� (t); 0 < t < T; (6:9)

где D(T ) =
∫

BΓ log T
�

p+m+θ�2
p+m�3 (x)dx. Интегрируя (6.9) в пределах от 0 до T , получаем, что

E1+�(T ) 6 
T
− 1+θ

p+m�3D(T ):
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Наконец, объединяя это неравенство с (6.6), получаем

∫

RN

�u(x; T ) dx 6 


( ∫

BΓ log T

� dx

) θ
1+θ

T
− 1

p+m�3

( ∫

BΓ logT

�
p+m+θ�2
p+m�3 (x) dx

) 1
1+θ

= 
�
p+m�2
p+m�3 (log T )(log T )NT

− 1
p+m�3 :

Теорема 1.4 доказана.

7. Доказательство теоремы 1.5

Из неравенства (2.7) следует, что

Yn+1 := sup
0<�<t

∫

An+1

�va
n+1dx+

t∫

0

∫

An+1

|∇vn+1|pdxd� +
t∫

0

∫

An+1

v�
n+1dxd�

6 

2np

�pRp

t∫

0

∫

RN

vp
n dxd�;

(7:1)

где a = (1+�)p
p+m+�−2 , � = (q+�)p

p+m+�−2 .

Далее, условие q < p+m− 2 позволяет применить тройное мультипликативное нера-
венство типа Соболева — Ниренберга — Гальярдо. Для получения этого неравенства
поступим следующим образом:

∫

RN

vp
ndx 6 




∫

RN

|∇vn|pdx




B 

∫

RN

vb
ndx




(1�B)p
b

; (7:2)

где B определяется из соображения размерности

N

p
=

(N − p)B

p
+
N(1−B)

b
; a < b < �; a =

(1 + �)p

p+m+ � − 2
; � =

p(q + �)

p+m+ � − 2
:

Применяя неравенство Гёльдера, имеем

∫

RN

vb
ndx 6



∫

RN

v�
ndx




ν�b
ν�a



∫

RN

va
ndx




b�a
ν�a

: (7:3)

Соединяя неравенства (7.2) и (7.3), получаем

∫

RN

vp
ndx 6 




∫

RN

|∇vn|pdx




B





∫

RN

v�
ndx




ν�b
ν�a



∫

RN

va
ndx




ν�b
ν�a




(1�B)p
b

: (7:4)

Теперь подберем параметр b так, что

B +
(1−B)p

b

(� − b)

� − a
= 1: (7:5)
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Вычисления дают

B =
N(p− b)

N(p− b) + bp
; b =

p�

p− a+ �
:

Замечая, что ∫

RN

va
ndx 6 
�(R)−1

∫

RN

�va
ndx

и интегрируя по времени (7.4) с учетом (7.5), получаем

t∫

0

∫

RN

vp
ndxd� 6 





t∫

0

∫

RN

|∇vn|pdxd�t
t∫

0

∫

RN

v�
ndxd�




×
(

sup
0<�<t

∫

RN

�va
ndx

) ν�b
ν�a

(1�B)p
b

�(R)−
ν�b
ν�a

(1�B)p
b : (7.6)

Следовательно, из (7.1) и (7.6) вытекает

Yn+1 6

2np

(�R)p
�(R)−

b�a
ν�a

(1�B)p
b Y

1+ ν�b
ν�a

n ; Yn → 0 при n→ ∞:

Вычисления дают

Y1 = sup
0<�<t

∫

A1

�u1+�dx+

t∫

0

∫

A1

∣∣∣∇u
p+m+θ�2

p

∣∣∣
p
dxd� +

t∫

0

∫

A1

uq+�dxd� 6 


∫

RN

�u1+�
0 dx;

Rp�−
b�a
ν�a

1�B
b

p



∫

RN

�u1+�
0 dx




ν�b
ν�a

6 "1: (7:7)

Пользуясь условиями H, легко проверить, что

R−p�−
b�a
ν�a

1�B
b

p(R) 6 
R−p�(R) 6 
R−(p−�); � < p:

Следовательно, (7.7) выполнено, если

R̃−(p−�)



∫

RN

�u1+�
0 dx




ν�b
ν�a

=
"1
2
;

т. е.

R̃ =





2
∗
"1



∫

RN

�u1+�
0 dx




ν�b
ν�a





1
p�σ

;

u(x; t) = 0 вне шара радиуса R = 4R0 + R̃

∫

RN

�u dx 6



∫

RN

uqdx




1
q


∫

RN

�
q

q�1




q�1
q

6 




∫

RN

uqdx




1
q

;
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∫

RN

uqdx > 




∫

RN

�u dx




q

:

Интегрируя уравнение (1.1) по R
N и учитывая (1.5), получаем

d

dt

∫

RN

�u dx 6 −�1
∫

RN

uqdx 6 −�1




∫

RN

�u dx




q

:

Интегрируя это неравенство, имеем

dE

Eq
6 −�1
 dt;

1

1− q

(
E1−q(t)− E1−q(0)

)
6 −�1
t:

Отсюда следует, что при t > 0

E(t) 6 
t−
1

q�1 ;

что и требовалось доказать. Теорема 1.5 доказана.
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Аннотация. В работе рассматриваются свойства локально полных подобно однородных неодно-
родных R-деревьев. Геодезические пространства называются R-деревьями, если любые две точки
можно соединить единственной дугой. Рассмотрена общая проблема А. Д. Александрова характери-
зации метрических пространств. Построены отображения некоторых классов R-деревьев, сохраня-
ющие расстояние один. Для этого используется конструкция, с помощью которой на произвольном
метрическом пространстве вводится новая специальная метрика. В терминах этой новой сформули-
рован признак, необходимый для того, чтобы отображение, сохраняющее расстояние один, было бы
изометрией. В рассмотренном случае характеризация А. Д. Александрова не выполняется. Кроме
того, в работе исследованa граница строго вертикального R-дерева. Доказано, что любая орисфера
в строго вертикальном R-дереве является ультраметрическим пространством. Если число ветвления
строго вертикального R-дерева не больше континуума, то любая сфера и любая орисфера в R-дереве
имеют мощность континуума, а если число ветвления R-дерева больше континуума, то всякая сфера
или орисфера будут иметь мощность, равную числу ветвления.

Ключевые слова: подобно однородное пространство, вертикальное R-дерево, метрика, орисфера.
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Введение

В работе изучаются некоторые свойства подобно однородных неоднородных метриче-
ских пространств с внутренней метрикой, в частности R-деревьев. Подобно однородные
пространства являются естественным обобщением однородных римановых пространств,
геометрия которых хорошо изучена с различных точек зрения, см., например, [1].

Понятие R-дерева, введеное Жаком Титсом в 1977 г. (real-tree, см. [2]), является
обобщением понятия симплициального дерева и включается в более общее семейство
так называемых Λ-деревьев [3]. При этом правильно будет отметить, что А. Д. Алексан-
дров привел две характеризации R-деревьев еще в 1955 г. [4]. Всякое R-дерево является
CAT (�)-пространством при любом � ∈ R [5].

Роль R-деревьев в метрической геометрии и топологии чрезвычайно велика. Они
возникают при изучении метрических и топологических пространств в целом ряде си-
туаций. М. Громов доказал, что асимптотическим конусом пространства Лобачевского

c© 2020 Булыгин А. И.
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размерности n > 2 является R-дерево, каждая точка которого является точкой ветв-
ления кратности 2ℵ0 . Конструктивное описание этого R-дерева выполнено А. Дюбиной
и И. Полтеровичем в статье [6]. В работах В. Н. Берестовского и К. Плаута (см. [7]),
посвященных изучению фундаментальной группы равномерных пространств, вводится
понятие универсального R-дерева, которое является аналогом универсального накрыва-
ющего пространства, например, для равномерного пространства, не являющегося полу-
локально односвязным. Показано, что в ряде естественных случаев такое универсальное
R-дерево изометрично R-дереву Дюбиной — Полтеровича. Полезный критерий R-дерева
в терминах метрических полурешеток получен в статье П. Д. Андреева [8].

Цель настоящей работы состоит в том, чтобы более подробно рассмотреть некоторые
свойства симплициальных и вертикальных R-деревьев. Полученные результаты являют-
ся продолжением исследований по геометрии подобно однородных R-деревьев, представ-
ленных в [9].

Статья организована следующим образом. В первом параграфе приводятся необхо-
димые определения и факты. Отображения R-деревьев, сохраняющие расстояние один,
изучаются во втором параграфе. Некоторые свойства строго вертикального R-дерева и
возможности их применения приведены в третьем параграфе.

1. Предварительные сведения

Пусть (X; d) — метрическое пространство. Для числа " > 0 точка m ∈ X называется
"-серединой между точками x; y ∈ X, если выполнены неравенства

d(x;m); d(y;m) <
1

2
d(x; y) + ":

Определение 1. Метрика d называется внутренней, если для любых точек x; y ∈ X
и любого " > 0 существует "-середина m между x и y, и строго внутренней, если для
любых x; y ∈ X между ними имеется середина m:

d(x;m) = d(y;m) =
1

2
d(x; y):

Под отрезком в X с концами x; y ∈ X понимается образ в X числового отрезка
[a; b] ⊂ R при изометрическом вложении i : [a; b] → X, при котором i(a) = x и i(b) = y.
Пространство X называется геодезическим, если любые две точки x; y ∈ X можно со-
единить отрезком. В частности, всякое полное метрическое пространство со строго внут-
ренней метрикой является геодезическим пространством.

Подобием пространства (X; d) с коэффициентом k>0 называется биекция ’ : X → X ,
при которой для любых x; y ∈ X выполнено

d(’(x); ’(y)) = k · d(x; y):
В частности, подобие ’ с коэффициентом k = 1 является изометрией X.

Определение 2. Пространство X называется подобно однородным, если для любых
точек x; y ∈ X существует подобие ’, переводящее x в ’(x) = y. Если для любых x; y ∈ X
существует изометрия ’, переводящая x в y, пространство X называется однородным.
Другими словами, пространство X однородно (соответственно, подобно однородно), если
его группа изометрий Isom(X) (соответственно, группа подобий Sim(X)) действует на X
транзитивно.

Определение 3. Пространство X называется локально полным, если для любой
точки x ∈ X определено число r > 0, для которого замкнутый шар B(x; r) полон в мет-
рике d.
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Понятно, что в этом случае полными будут и шары B(x; r′) при всех положительных
r′ 6 r. Точная верхняя грань радиусов r, для которых шар B(x; r) полон, называется
радиусом полноты в точке x. Для радиуса полноты в статье [10] принято обозначение
c(x). Если c(x0) = +∞ хотя бы в одной точке x0 ∈ X, то пространство X полное и
c(x) = +∞ во всех точках x ∈ X.

Теорема 1 (Берестовский В. Н., [10]). Локально полное подобно однородное про-

странство X однородно тогда и только тогда, когда оно полно.

В статье рассматриваются исключительно подобно однородные пространства, не яв-
ляющиеся однородными, поэтому функция c(x) всюду конечна. В этом случае легко
доказать, что для любых точек x; y ∈ X выполнено неравенство

|c(x) − c(y)| 6 d(x; y):

Если ’ : X → X — подобие с коэффициентом k > 0, то для любой точки x ∈ X выполнено
c(’(x)) = k · c(x):

Определение 4. Нетривиальное (содержащее более одной точки) геодезическое про-
странство (X; d) называется R-деревом, если объединение любых двух отрезков [xy] и [yz]
в X, пересечение которых есть их общий конец y, является вновь отрезком [xz]. Иначе
говоря, X является R-деревом, если любая сторона произвольного треугольника 4xyz
в X содержится в объединении двух других сторон: [xz] ⊂ [xy] ∪ [yz]:

Еще одно эквивалентное определение R-дерева дано в работе [11] и основано на по-
нятии дуги.

Определение 5. Дугой в пространстве (X; d) с концами x; y ∈ X называется образ
числового отрезка [a; b] при вложении (не обязательно изометрическом) 
 : [a; b] → X,
при котором 
(a) = x и 
(b) = y. Геодезическое пространство X называется R-деревом,
если в нем любые две точки x; y ∈ X соединяются единственной дугой. В этом случае
всякая дуга автоматически является отрезком.

Определение 6. Непрерывная функция f : [a; b] → R называется пилообразной,
если:

1. f не является постоянной ни на каком интервале (c; d) ⊂ [a; b];
2. из того, что f монотонна на интервале (c; d) ⊂ [a; b] следует, что f |(c;d) — линейная

функция с угловым коэффициентом ±1.

Определение 7. Пусть (Y; d) — локально полное подобно однородное неоднородное
R-дерево. Оно называется вертикальным, если на каждом отрезке [xy], параметризован-
ном натуральной параметризацией 
 : [a; b] → Y так, что 
(a) = x и 
(b) = y, функция
радиуса полноты c(
(t)) является пилообразной. Вертикальное R-дерево (Y; d) называет-
ся строго вертикальным, если на любом отрезке функция c(
(t)) имеет не более одной
внутренней точки локального экстремума.

Определение 8. Числом ветвления R-дерева X в точке x ∈ X называется карди-
нальное число B(X) − 1, где B(X) — кардинальное число компонент связности множе-
ства X \{x}. Если B(X) = 1, точка x называется терминальной. В этом случае ее число
ветвления равно нулю. В случае, когда R-дерево X является однородным или подобно
однородным, его число ветвления во всех точках совпадает. В этом случае оно не со-
держит терминальных точек. Числом ветвления однородного или подобно однородного
R-дерева будем называть число ветвления в произвольной его точке.

Пример 1. Примером тривиального строго вертикального R-дерева является про-
странство R+ = (0;+∞) со стандартной метрикой d(s; t) = |s − t|. Число ветвления при
этом равно единице, а радиус полноты в любой точке t ∈ R+ определяется c(t) = t.
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Определение 9. Пусть (X; d) — строго вертикальное R-дерево, отличное от R+.
Будем говорить, что X имеет ветвление кверху (соответственно, ветвление книзу), если
всякая точка экстремума радиуса полноты является точкой минимума (соответственно,
максимума).

Определение 10. Пусть на метрическом пространстве (X; d) задано отношение ча-
стичного порядка �, по отношению к которому множество X является ∧-полурешеткой.
Это значит, что для любых двух точек u; v ∈ X определен их инфимум z = u ∧ v, т. е.
такая точка z, что z � u, z � v, и для произвольной точки w ∈ X из w � u; v следует
w � z. Из антисимметричности отношения � следует, что для любых u; v ∈ X инфимум
z = u ∧ v определен однозначно. Полурешетка (X;�) называется нижне полулинейной,
если для любой точки x ∈ X ее нижний конус

Kx = {y ∈ x | y � x}

линейно упорядочен относительно порядка �. Тройка (X; d;�) называется метрической
∧-полурешеткой, если (X;�) является ∧-полурешеткой, и для любых точек u; v ∈ X
выполняется равенство

d(u; v) = d(u; u ∧ v) + d(u ∧ v; v):

2. Отображения R-деревьев, сохраняющие расстояние один

В 1960-х гг. А. Д. Александров сформулировал общую проблему характеризации мет-
рических пространств:

Найти условия, достаточные для того, чтобы в метрическом пространстве (M;d) вы-

полнялась следующая характеризация изометрий. Всякая биекция F : M → M , со-

храняющая вместе с обратным к ней отображением фиксированное расстояние r, есть

изометрия.

В этом параграфе показано, что для многих R-деревьев существуют биективные
отображения на себя, сохраняющие расстояние один, но не являющиеся изометриями
(см. предложение 2 и предложение 3). Для этого используется конструкция, с помощью
которой на произвольном метрическом пространстве вводится новая специальная метри-
ка. В терминах этой новой метрики можно сформулировать признак, необходимый для
того, чтобы отображение, сохраняющее расстояние один, было бы изометрией.

Пусть (M;d) — произвольное метрическое пространство. Введем на множестве M
новую метрику dJ , которая может принимать конечные значения или значение ∞.

Определение 11. Для точек x; y ∈M прыжковый путь длины n между ними опре-
деляется как отображение


 : {0; 1; : : : ; n} →M;

при котором 
(0) = x, 
(n) = y и d(
(i − 1); 
(i)) = 1 при всех i ∈ {1; : : : ; n}. Число n
называется длиной прыжкового пути 
.

Прыжковым расстоянием dJ между точками x; y ∈M называется минимальная дли-
на прыжкового пути между ними. В частности, считаем dJ (x; x) = 0 для любой точки
x ∈ M . Если между точками x и y не существует никакого прыжкового пути, мы пола-
гаем dJ(x; y) = ∞.

Очевидно, что прыжковое расстояние на M задает метрику, которая может прини-
мать бесконечные значения.
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Определение 12. Пространство M называется прыжково связным, если
dJ(x; y)<∞ для всех x; y ∈M . Компонентой прыжковой связности называется макси-
мальное по включению прыжково связное подмножество A ⊂M . Для произвольной точ-
ки x ∈ M однозначно определена содержащая ее компонента прыжковой связности Ax.
Всякое множество, представимое в виде объединения компонент прыжковой связности,
называется прыжково инвариантным.

Ключевую роль для следующих построений в этом параграфе играет легко доказы-
ваемое

Предложение 1. Пусть множество M допускает разбиение в виде объединения

M = A ∪ B двух непустых непересекающихся прыжково инвариантных множеств A

и B. Предположим, что метрическое пространство (A ; dJ) допускает нетривиальную

изометрию f на себя, причем найдутся точки x ∈ A и y ∈ B, для которых d(x; y) 6=
d(f(x); y). Тогда метрическое пространство (M;d) допускает биективное отображение

F :M →M , сохраняющее расстояние один, но не являющееся изометрией:

F (x) =

{
f(x); x ∈ A ;

x; x ∈ B:

Определение 13. R-дерево называется симплициальным деревом, если оно облада-
ет структурой одномерного симплициального комплекса. Нульмерные симплексы такого
комплекса называются вершинами, а одномерные — ребрами симплициального дерева.
Каждому ребру e = [xy] сопоставляется некоторое положительное число ‘(e) — его дли-

на. Метрика симплициального дерева X является внутренней метрикой, при которой
расстояния между вершинами x; y ∈ X равно сумме длин ребер, составляющих метри-
ческий отрезок [xy].

Предложение 2. Пусть X — полное симплициальное дерево, для которого все рас-

стояния между вершинами являются рациональными числами и представляются дробя-

ми, знаменатели которых равномерно ограничены. Тогда X допускает биективное отоб-

ражение на себя, сохраняющее расстояние один, не являющееся изометрией.

C Пусть n — наименьший общий знаменатель всех дробей, задающих расстояния
между вершинами в X. Для построения нижеприводимой конструкции, мы можем счи-
тать, что все ребра дерева X имеют длину 1=n (ребра большей длины можно разбить на
отрезки длины 1=n). Выберем произвольно такие числа �; �, что 0 < � < � < 1

2n . Пусть
A� ⊂ X (соответственно, A�) — множество точек, удаленных от вершин дерева X на
расстояние � (соответственно, �). Тогда множества A�, A� и

A = A� ∪ A�

прыжково инвариантны, причем метрическое пространство (A�; dJ) изометрично метри-
ческому пространству (A�; dJ ). Прыжковая изометрия �J : A� → A� устанавливается по
следующему правилу. Для произвольной точки x ∈ A� однозначно определена ближай-
шая к ней вершина z ∈ X. Для нее d(x; z) = �. На отрезке [xz] существует единственная
точка y ∈ A�. Положим �J(x) = y. Покажем, что отображение �J является прыжковой
изометрией.

Действительно, всякая точка y ∈ A� является внутренней точкой некоторого ребра
[zw], и на этом ребре однозначно определена точка x, для которой d(z; x) = �. Она и
является прообразом �−1

J (y).
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Пусть теперь задан прыжковый путь x = x0; x1; : : : ; xn = p из точки x в точку p ∈ A� .
Покажем, что путь y = �J(x0); �J(x1); : : : ; �J (xn) = q есть также прыжковый путь из
точки y = �J(x) в точку q = �J (p). Для этого достаточно убедиться, что все расстояния
dJ(�J (xi−1); �J(xi)) равны 1=n:

dJ(�J (xi−1); �J(xi)) = 1=n: (1)

Действительно, пусть zi−1 — ближайшая вершина к точке xi−1, а zi — к точке xi.
Тогда ровно одна из двух точек zi−1 или zi принадлежит отрезку [xi−1xi]. Значит и из
точек �J(xi−1) и �J (xi) отрезку [xi−1xi] принадлежит ровно одна. Легко видеть, что во
всех возможных ситуациях равенство (1) выполнено. Следовательно,

dJ(p; q) 6 dJ(x; y):

Аналогично доказывается обратное неравенство.
Множество A = A� ∪ A� прыжково инвариантно, а X представляется в виде объ-

единения A ∪ (X \A ) двух непустых прыжково инвариантных множеств. Отображение
�J действует на множестве A , как нетривиальная изометрия. Основываясь на предло-
жении 1, получаем требуемое отображение F : X → X:

F (x) =

{
�J(x); если x ∈ A ;

x; если x ∈ (X \ A ):
�

Можно указать и другую конструкцию отображения, не являющегося изометрией и
сохраняющего единичные расстояния.

Пример 2. Рассмотрим произвольное симплициальное дерево X, все ребра которого
имеют длину 1=n.

Отметим теперь ряд свойств вспомогательной функции ’ : [0; 1=n] → R, ’(t) =

t + sin(2�nt)
2�n . Она возрастает, ’(t) = t при t ∈

{
0; 1

2n ;
1
n

}
, ’(t) > (<) t при t ∈

(
0; 1

2n

)

(соответственно, при t ∈
(

1
2n ;

1
n

)
), ’

(
1
n − t

)
= 1

n − ’(t), см. рисунок 1.

1/2n 1/n

1/n

1/2n

0 t

�(t)

Рис. 1. График функции t 7→ ϕ(t).

Рассмотрим непрерывное биективное отображение F : X → X, которое на каждом
ребре симплициального дерева действует по правилу

F (
(t)) = 
(’(t)) = 


(
t+

sin(2�nt)

2�n

)
;

где 
 : [0; 1n ] → X — натуральная параметризация соответствующего ребра. Нетрудно
проверить, что данное отображение сохраняет заданное расстояние и не является изо-
метрией.
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Предложение 3. Пусть R-дерево X допускает нетривиальную изометрию, а множе-

ство попарных расстояний между его точками ветвления не более чем счетно. Тогда X
допускает биективное отображение на себя, сохраняющее расстояние один и не являю-

щееся изометрией.

C Пусть f : X → X — нетривиальная изометрия и P ⊂ R+ — счетное множе-
ство попарных расстояний между точками ветвления в X. Выберем произвольную точку
ветвления x ∈ X. Пусть A — компонента прыжковой связности, содержащая точку x.
Покажем, что A не совпадает с X.

Действительно, A представляется как объединение

A =

∞⋃

k=0

Ak;

где
Ak =

{
y ∈ X : dJ(x; y) 6 k

}
:

Определим отображение Dx : X → R+ равенством Dx(y) = d(x; y). Тогда множество
значений Dx|A не более чем счетно. Действительно, Dx(A0) = {0}, Dx(A1) = {1}, и
для каждого k > 1 множество значений Dx(Ak+1) получается из Dx(Ak) добавлением
некоторого подмножества из множества

∆k = {k + 1} ∪
{
|1 + 2a− b| : a ∈ P; a 6 k; b ∈ Dx(Ak)

}
:

Поскольку ∆k не более чем счетно при всех натуральных k, по индукции получаем,
что каждое Dx(Ak) не более чем счетно. Следовательно, Dx(A ) представляется как
счетное объединение не более чем счетных множеств, т. е. Dx(A ) само не более чем
счетно. Поэтому оно не может содержать никакого интервала из R+, а в X есть точки,
не принадлежащие A .

Множество A прыжково инвариантно, а X представляется в виде объединения
A ∪ (X \ A ) двух непустых прыжково инвариантных множеств. Отображение f дей-
ствует хотя бы на одном из этих множеств как нетривиальная изометрия, поскольку
f — нетривиальная изометрия на всем X. В итоге получаем требуемое отображение
F : X → X. B

Следует отметить, что F — биекция, сохраняющая расстояние один, причем этим
же свойством обладает обратное отображение F−1. Характеризация А. Д. Александро-
ва для метрических пространств в рассмотренном случае не выполняется. Полученный
результат согласуется с работами других авторов (см. [12–14]).

3. Граница строго вертикального R-дерева

Определение 14. Пусть (X; d) — строго вертикальное R-дерево, имеющее ветвление
кверху. Для точек x; y ∈ X будем говорить, что x предшествует y, если на отрезке [xy]
минимум радиуса полноты достигается в x. В этом случае примем обозначение x ↗ y.
Аналогично, пусть (X; d) — строго вертикальное R-дерево с ветвлением книзу. Для точек
x; y ∈ X мы говорим, что x предшествует y, если в x достигается максимум радиуса
полноты на [xy]. В этом случае мы принимаем обозначение x↘ y.

Определение 15. Пусть (X; d) — строго вертикальное R-дерево с ветвлением книзу.
Определим метрику d на множестве X следующим образом:

а) если x↗ y или y ↗ x, то d(x; y) =
∣∣∣ 1

c(x) −
1

c(y)

∣∣∣ ;
б) если x и y несравнимы в смысле порядка ↗, то d(x; y) = d(x; x ∧ y) + d(x ∧ y; y):
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Теорема 2 (Андреев П. Д., [8]). Пусть (X; d) — геодезическое пространство. Оно

является R-деревом тогда и только тогда, когда на X существует частичный порядок �,

по отношению к которому тройка (X; d;�) является нижне полулинейной метрической

∧-полурешеткой.

Определение 16. Метрика называется ультраметрикой, если она удовлетворяет
усиленному неравенству треугольника d(x; z) 6 max{d(x; y); d(y; z)}: Пространство (X; d)
является ультраметрическим, если метрика d, определенная на нем, удовлетворяет дан-
ному условию.

В любом строго вертикальном R-дереве (X; d) всякая сфера по отношению к метри-
ке d является ультраметрическим пространством. Если зафиксировать точку y, принад-
лежащую сфере S(x; d(x; y)), а центр x устремить к бесконечности по некоторому фикси-
рованному лучу пространства X, то сферы S(x; d(x; y)) будут сходиться по Хаусдорфу
в категории пространств с отмеченной точкой к некоторому множеству. В геометрии
Лобачевского предел сфер, полученный таким способом, называется орисферой. В общей
геометрии метрических пространств используется аналогия с геометрией Лобачевского,
и также предельные множества называются орисферами. Из того, что в R-дереве (X; d)
все сферы — это ультраметрические пространства следует, что и все орисферы также
являются ультраметрическими пространствами.

Если число ветвления строго вертикального R-дерева не больше континуума, то лю-
бая сфера и любая орисфера в R-дереве имеют мощность континуума, а если число
ветвления R-дерева больше континуума, то всякая сфера или орисфера будут иметь
мощность, равную числу ветвления.

Рассмотрим в строго вертикальном R-дереве с ветвлением книзу сферу S, она будет
являться ультраметрическим пространством.

Теорема 3. Пусть (X; d) — строго вертикальное R-дерево с ветвлением вниз. Тогда:

1: все множества уровней функции радиуса полноты являются оришарами с центром

в единственной бесконечно удаленной точке;

2: обратно, все оришары являются множествами уровня функции c(x);
3: все множества уровня функции c(x) изометричны. Пусть также X пополнение

пространства X, тогда его граница dX = X\X изометрична произвольному оришару.

C Доказательство теоремы основано на том, что всякое строго вертикальное R-дерево
изометрично модельному R-деревуX−(G) для некоторой группы G [9]. Для строго верти-
кальных R-деревьев с ветвлением вниз модельное R-дерево T представляется как множе-
ство кусочно-постоянных слева функций вида f : (a;+∞) → G, где a > 0, G — некоторая
группа, причем f |(b;+∞) = e при некотором b > a, где e — единица в G. В таком представ-
лении число a равно радиусу полноты функции f , как элемента модельного R-дерева.
Изометрия множества уровня c(−1)(s) на c(−1)(t) при t > s осуществляется сдвигом вида
f → g, где функция g : (t; +∞) → G определяется равенством g(p) = f(p + s − t) для
всех p > t. B

Применение конструкций ультраметрического анализа и пространств данного типа,
в приложениях к теории спиновых стекол, динамике макромолекул и генетике, подробно
изложены в книге [15].
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Abstract. The objective of this paper is to obtain an upper bound (not sharp) to the third order Hankel
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normalized multivalent analytic functions belongng to this subclass. But, using the technique adopted by
Zaprawa [1], i. e., grouping the suitable terms in order to apply Lemmas due to Hayami [2], Livingston [3]
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refined than using upon applying the Toeplitz determinants.
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1. Introduction

Let Ap (p is a fixed integer > 1) denotes the class of functions f of the form

f(z) = zp
∞∑

n=0

ap+nz
n; (1.1)

in the open unit disc E = {z : |z| < 1} with p ∈ N = {1; 2; 3; : : :}: Let S be the subclass of
A1 = A, consisting of univalent functions. In 1985, Louis de Branges de Bourcia proved the
Bieberbach conjecture also called as Coefficient conjecture, which states that for a univalent
function its nth-Taylor’s coefficient is bounded by n (see [5]). The bounds for the coefficients
of these functions give information about their geometric properties. In particular, the growth
and distortion properties of a normalized univalent function are determined by the bound of
its second coefficient. The Hankel determinant of f given in (1.1) (when p = 1), for q; n ∈ N

was defined by Pommerenke [6] as follows and has been extensively studied by many authors:

Hq(n) =

an an+1 · · · an+q−1

an+1 an+2 · · · an+q

· · · · · · · · · · · ·
an+q−1 an+q · · · an+2q−2

: (1.2)

c© 2020 Vamshee Krishna, D. and Shalini, D.
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One can easily observe that the Fekete–Szegö functional is H2(1). In recent years, the research
on Hankel determinants has focused on the estimation of |H2(2)|; where

H2(2) =
a2 a3
a3 a4

= a2a4 − a23;

known as the second Hankel determinant obtained for q = 2 and n = 2 in (1.2). Many authors
obtained upper bound to the functional |a2a4 − a23| for various subclasses of univalent and
multivalent analytic functions. The exact (sharp) estimates of |H2(2)| for the subclasses
of S namely, bounded turning, starlike and convex functions denoted by R; S∗ and K

respectively in the open unit disc E; that is, functions satisfying the conditions Re f ′(z) > 0;

Re
{

zf 0(z)
f(z)

}
> 0 and Re

{
1 + zf 00(z)

f 0(z)

}
> 0 were proved by Janteng et al. [7, 8] and obtained

the bounds as 4/9, 1, and 1/8 respectively. For the class S∗( ) of Ma-Minda starlike functions,
the exact bound of the second Hankel determinant was obtained by Lee et al. [9]. Choosing
q = 2 and n = p + 1 in (1.2), we obtain the second Hankel determinant for the p-valent
function (see [10]), namely

H2(p+ 1) =
ap+1 ap+2

ap+2 ap+3
= ap+1ap+3 − a2p+2:

The case q = 3 appears to be much more difficult than the case q = 2: Very few papers
have been devoted to the third Hankel determinant denoted by H3(1); obtained by choosing
q = 3 and n = 1 in (1.2). Babalola [11] is the first one, who tried to estimate an upper
bound to |H3(1)| for the classes R; S∗ and K : Following this paper, Raza and Malik [12]
obtained an upper bound for the third Hankel determinant for a class of analytic functions
related with lemniscate of Bernoulli. Sudharsan et al. [13] derived an upper bound to H3(1)
for a subclass of analytic functions. Bansal et al. [14] modified the upper bound for |H3(1)| for
some of the classes estimated by Babalola [11] to some extent. Recently, Zaprawa [1] improved
the results obtained by Babalola [11]. Further, Orhan and Zaprawa [15] obtained an upper
bound for third Hankel determinant for the classes S∗ and K functions of order alpha. Very
recently, Kowalczyk et al. [16] estimated sharp upper bound to |H3(1)| for the class of convex
functions K and showed as |H3(1)| 6 4

135 ; which is far better than the bound obtained by
Zaprawa [1]. Lecko et al. [17] calculated sharp bound for Hankel determinant of the third kind
for starlike functions of order 1=2. For our discussion in this paper, we consider H3(p) for the
values q = 3 and n = p in (1.2), called as Hankel determinant of third order for the p-valent
function given in (1.1), namely

H3(p) =
ap ap+1 ap+2

ap+1 ap+2 ap+3

ap+2 ap+3 ap+4

(ap = 1):

Expanding the determinant, we have

H3(p) =
[
ap(ap+2ap+4 − a2p+3)

+ ap+1(ap+2ap+3 − ap+1ap+4) + ap+2(ap+1ap+3 − a2p+2)
]
; (1.3)

equivalently
H3(p) = H2(p + 2) + ap+1Jp+1 + ap+2H2(p+ 1);

where Jp+1 = (ap+2ap+3 − ap+1ap+4) and H2(p+ 2) = (ap+2ap+4 − a2p+3):
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Motivated by the results obtained by different authors mentioned above and who are
working in this direction (see [18, 19]), in particular the result obtained by Zaprawa [1]
in finding an upper bound to the Hankel determinant of third kind for the subclass R

of S; consisting of functions whose derivative has a positive real part (also called as bounded
turning functions), introduced by Alexander in 1915 and a systematic study of properties
of these functions was conducted by MacGregor [20], who indeed referred to numerous earlier
investigations involving functions whose derivative has a positive real part. In the present
paper, we are making an attempt to obtain an upper bound to |H3(p)|; for the function f
given in (1.1), when it belongs to certain subclass of analytic functions, defined as follows.

Definition 1.1. A function f ∈ Ap is said to be in the class Ip(�) (� is real) (see [21]),
if it satisfies the condition

Re

{
(1− �)

f(z)

zp
+ �

f ′(z)
pzp−1

}
> 0; z ∈ E − {0} : (1.4)

1. Choosing � = 1 and p = 1, we obtain I1(1) = R:
2. Selecting � = 1; we get Ip(1) = Rp; denotes the class of multivalent bounded turning

functions.
In proving our result, we require a few sharp estimates in the form of Lemmas valid for

functions with positive real part.
Let P denote the class of functions consisting of g, such that

g(z) = 1 + c1z + c2z
2 + c3z

3 + : : : = 1 +
∞∑

n=1

cnz
n; (1.5)

which are analytic in E and Reg(z) > 0 for z ∈ E. Here g is called the Caratheodòry
function [22].

Lemma 1.1 [2]. If g ∈ P, then the sharp estimate |ck −�ckcn−k| 6 2; holds for n; k ∈ N,

with n > k and � ∈ [0; 1]:

Lemma 1.2 [3]. If g ∈ P; then the sharp estimate |ck − ckcn−k| 6 2; holds for n; k ∈ N,

where n > k:

Lemma 1.3 [4]. If g ∈ P then |ck| 6 2; for each k > 1 and the inequality is sharp for

the function g(z) = 1+z
1−z ; z ∈ E:

In order to obtain our result, we referred to the classical method devised by Libera and
Zlotkiewicz [23, 24], used by several authors in the literature.

2. Main Result

Theorem 2.1. If f ∈ Ip(�) (� > 1 is real ) with p ∈ N, then

|H3(p)| 6
[
4p2
(
6p6 + 60p5� + 227p4�2 + 426p3�3 + 437p2�4 + 252p�5 + 68�6

)

(p+ �)2(p + 2�)3(p+ 3�)2(p+ 4�)

]
:

C For the function f(z) = zp +
∑∞

n=p+1 anz
n ∈ Ip(�); by virtue of Definition 1.1, there

exists an analytic function g ∈ P in the open unit disc E with g(0) = 1 and Re g(z) > 0 such
that

(1− �)
f(z)

zp
+ �

f ′(z)
pzp−1

= g(z) ⇔
[
(1− �)pf(z) + �f ′(z) = pzpg(z)

]
: (2.1)
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Replacing f ′ and g with their series expressions in (2.1), upon simplification, we obtain

ap+n =
pcn

p+ n�
; n; p ∈ N: (2.2)

Substituting the values of ap+1, ap+2, ap+3 and ap+4 from (2.2) in the functional given in (1.3),
it simplifies to

∣∣H3(p)
∣∣ = p2

[
c2c4

(p+ 2�)(p + 4�)
− pc32

(p+ 2�)3
− c23

(p+ 3�)2

− pc21c4
(p + �)2(p+ 4�)

+
2pc1c2c3

(p+ �)(p + 2�)(p + 3�)

]
: (2.3)

On grouping the terms in (2.3), in order to apply Lemmas, we have

∣∣H3(p)
∣∣ = p2

[
pc4(c2 − c21)

(p+ �)2(p + 4�)
− 1

(p + 3�)2
c3

{
c3 −

6pc1c2
(p+ �)(p + 2�)

}

+
pc2(c4 − c22)

(p+ 2�)3
− 2p2c2(c4 − c1c3)

(p+ �)(p + 2�)(p + 3�)2

+
(p6 + 6p5� + 3p4�2 − 30p3�3 − 36p2�4 + 24p�5 + 36�6)c2c4

(p+ �)2(p+ 2�)3(p + 3�)2(p+ 4�)

]
: (2.4)

Applying the triangle inequality in (2.4), we obtain

∣∣H3(p)
∣∣ 6 p2

[
p|c4|

∣∣c2 − c21
∣∣

(p+ �)2(p + 4�)
+

1

(p+ 3�)2
|c3|

∣∣∣∣c3 −
6pc1c2

(p+ �)(p + 2�)

∣∣∣∣

+
p|c2||c4 − c22|
(p+ 2�)3

+
2p2|c2||c4 − c1c3|

(p + �)(p + 2�)(p + 3�)2

+
(p6 + 6p5� + 3p4�2 − 30p3�3 − 36p2�4 + 24p�5 + 36�6)|c2||c4|

(p+ �)2(p+ 2�)3(p+ 3�)2(p + 4�)

]
: (2.5)

Upon using the Lemmas given in 1.2, 1.3 and 1.4 in the inequality (2.5), it reduces to

∣∣∣H3(p)
∣∣∣ 6 4p2

[
p

(p+ �)2(p + 4�)

+
1

(p+ 3�)2
+

p

(p+ 2�)3
+

2p2

(p + �)(p+ 2�)(p + 3�)2

+
(p6 + 6p5� + 3p4�2 − 30p3�3 − 36p2�4 + 24p�5 + 36�6)c2c4

(p+ �)2(p+ 2�)3(p+ 3�)2(p + 4�)

]
: (2.6)

Further simplification, we obtain

|H3(p)| 6
[
4p2(6p6 + 60p5� + 227p4�2 + 426p3�3 + 437p2�4 + 252p�5 + 68�6)

(p+ �)2(p + 2�)3(p+ 3�)2(p+ 4�)

]
: (2.7)

This completes the proof of our Theorem. B
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Remark 2.1. Choosing p = 1 and � = 1 in the inequality (2.7), it coincides with the result
obtained by Zaprawa [1].
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Аннотация. Целью данной статьи является получение (не точной) верхней границы для опреде-
лителя Ганкеля третьего порядка для некоторого подкласса многовалентных (p-валентных) аналитиче-
ских функций, определенных на открытом единичном диске E. Используя определители Теплица, мы
можем оценить определитель Ганкеля третьего рода для нормированных многовалентных аналитиче-
ских функций, принадлежащих этому подклассу. Однако, используя технику, принятую Саправой [1],
т. е. группируя подходящие члены для применения лемм Хаями [2], Ливингстона [3] и Померенке [4], мы
видим, что оценка методом Саправы точнее, чем при применении определителей Теплица.

Ключевые слова: p-валентная аналитическая функция, верхняя граница, третий определитель
Ганкеля, положительная вещественная функция.
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Аннотация. Исследуются вопросы 2p-устойчивости (1 6 p < ∞) систем двух линейных дифферен-
циальных уравнений Ито с запаздываниями и с импульсными воздействиями по одной компоненте
решений на основе теории положительно обратимых матриц. Для этого применяются идеи и мето-
ды, разработанные Н. В. Азбелевым и его учениками для исследования вопросов устойчивости де-
терминированных функционально-дифференциальных уравнений. Приводятся достаточные условия
2p-устойчивости и экспоненциальной 2p-устойчивости (1 6 p < ∞) систем двух линейных дифферен-
циальных уравнений Ито с запаздываниями и с импульсными воздействиями по одной компоненте
решений в терминах положительной обратимости матриц, построенных по параметрам исходных си-
стем. Проверяется выполнимость этих условий для конкретных уравнений. Получены достаточные
условия экспоненциальной моментной устойчивости системы двух детерминированных линейных
дифференциальных уравнений с постоянными запаздываниями и коэффициентами с импульсными
воздействиями по одной компоненте решений в терминах параметров этой системы. Показано, что
в этом случае из общих утверждений можно получить новые результаты для исследуемой системы.

Ключевые слова: уравнения Ито, устойчивость решений, импульсные воздействия, положитель-
ная обратимость матрицы.
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Образец цитирования: ˚àäŁåâ —. ¨. Устойчивость импульсных систем двух линейных дифферен-
циальных уравнений Ито с запаздываниями // Владикавк. мат. журн.—2020.—Т. 22, вып. 1.—С. 49–
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1. Введение

Стохастические дифференциальные уравнения описывают многие реальные, прак-
тически важные задачи современной физики, биологии, экономики, кибернетики и т. д.
Импульсные дифференциальные уравнения Ито с последействием являются хорошей
математической моделью для финансовых процессов. Среди различных вопросов, воз-
никающих при решении таких задач, один из важнейших — вопрос об устойчивости
решений стохастических функционально-дифференциальных уравнений с импульсными
воздействиями.

c© 2020 Кадиев Р. И.
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Исследования устойчивости систем со случайными параметрами приобрели широкий
размах после появления в 1960 г. работы И. Я. Каца и Н. Н. Красовского, в которой да-
ны основополагающие определения стохастической устойчивости и впервые применены
функции Ляпунова в исследованиях вопросов устойчивости для таких систем. Исследо-
ванию вопросов устойчивости для уравнений Ито с последействием методом функциона-
лов Ляпунова — Красовского — Разумихина посвящено большое количество работ как
отечественных, так и зарубежных математиков. Достаточно полный их список приве-
ден в монографиях [1–4]. Однако применение этих методов во многих случаях встреча-
ло серьезные трудности. Поэтому эффективные признаки устойчивости обычно удава-
лось доказывать лишь для сравнительно узких классов стохастических функционально-
дифференциальных уравнений. В детерминированном случае при исследовании вопро-
сов устойчивости высокую эффективность показал метод вспомогательных или «модель-
ных» уравнений — «W -метод» Н. В. Азбелева. Этот метод применительно к стохасти-
ческим функционально-дифференциальным уравнениям развит автором данной статьи.
Он является, в принципе, универсальным методом. Это не означает, конечно, что он все-
гда дает наилучшие результаты. Однако, по крайней мере, этот метод может помочь во
многих «безнадежных» ситуациях, где трудно использовать более традиционный «ин-
струментарий». Этот метод позволяет обойти некоторые трудности традиционных схем,
возникающие при изучении вопросов устойчивости для уравнений с неограниченными
запаздываниями, со случайными коэффициентами и запаздываниями, а также с им-
пульсными воздействиями. Устойчивость решений по Ляпунову относительно начальной
функции для детерминированных импульсных дифференциальных уравнений исследо-
валась в работах [5–8]. Для импульсных дифференциальных уравнений Ито с после-
действием вопросы устойчивости решений по начальной функции ранее, по-видимому,
другими авторами не рассматривались. Некоторым вопросам устойчивости решений для
систем линейных дифференциальных уравнений Ито с последействием и с импульсными
воздействиями по всем компонентам решений посвящены работы [9–12]. В этих работах
исследование проведено по аналогии с работой [8], т. е. методом вспомогательных или
«модельных» уравнений, который подробно изложен в работах [13–15].

В настоящей работе изучаются вопросы 2p-устойчивости и экспоненциальной 2p-ус-
тойчивости (1 6 p < ∞) для систем двух линейных дифференциальных уравнений Ито
с запаздываниями и с импульсными воздействиями по одной компоненте решений. При
этом применяются принципы метода вспомогательных уравнений и теория положитель-
но обратимых матриц. Отличие от классического метода вспомогательных уравнений
состоит в том, что каждое уравнение системы преобразуется независимо от остальных, а
каждая компонента решения оценивается отдельно. Такой подход, в сочетании с теорией
положительно обратимых матриц, позволяет получить новые результаты, в том числе и
в детерминированном случае, а также эффективно исследовать вопросы устойчивости
для уравнений с импульсными воздействиями.

2. Предварительные сведения и объект исследования

Пусть (Ω;F ; (F )t>0 ; P ) — стохастический базис; k2 — линейное пространство 2-мер-
ных F0-измеримых случайных величина; Bi, i = 2; : : : ;m, — независимые стандартные
винеровские процессы согласованные с потоком (F )t>0; 1 6 p <∞; cp — положительное
число, зависящее от p [16, с. 65] и используемое в оценке (3); E — символ математического
ожидания; E — единичная 2×2-матрица; | · | — норма в R2; ‖ · ‖ — норма 2×2-матрицы,
согласованная с нормой в R2; ‖·‖X — норма в нормированном пространстве X; � — мера
Лебега на [0;+∞).
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Пусть B = (bij)
2
i;j=1 — 2×2-матрица. Матрица B называется неотрицательной, если

bij > 0, i; j = 1; 2, и положительной, если bij > 0, i; j = 1; 2.
Очевидно, что матрица B = (bij)

2
i;j=1 с b12 6 0, b21 6 0 положительно обратима, ес-

ли главные диагональные миноры матрицы B положительны. В рамках этой статьи мы
будем пользоваться этим признаком положительной обратимости 2×2-матрицы с непо-
ложительными внедиаганальными элементами. Более общие признаки положительной
обратимости матриц можно найти в [17].

В данной работе исследуются вопросы устойчивости для системы двух линейных
дифференциальных уравнений Ито с запаздываниями и с импульсными воздействиями
по одной компоненте решений вида

dx(t) = −
m1∑

j=1

A1j(t)x(h1j(t)) dt +

m∑

i=2

mi∑

j=1

Aij(t)x(hij(t)) dBi(t) (t > 0);

x2(�j) = Bjx2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ; почти наверно (п. н.);

(1)

относительно начальных данных

x(t) = ’(t) (t < 0); (1a)

x(0) = b; (1b)

где
1) x = col(x1; x2) — 2-мерный неизвестный случайный процесс;
2) Aij = (aij

sk)
2
s;k=1 — 2× 2-матрица при i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi, элементами

матриц A1j , j = 1; : : : ;m1, являются прогрессивно измеримые скалярные случайные
процессы, траектории которых п. н. локально суммируемы, а элементами матриц Aij ,
i = 2; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi, являются прогрессивно измеримые скалярные случайные
процессы, траектории которых п. н. локально суммируемы с квадратом;

3) hij , i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi, — измеримые по Борелю функции, заданные
на [0;∞) такие, что hij(t) 6 t (t ∈ [0;∞)) �-почти всюду, i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi;

4) �j , j = 1; 2; 3; : : : , — действительные числа такие, что 0 = �0 < �1 < �2 < : : : ,
limj→∞ �j = ∞;

5) Bj, j = 1; 2; 3; : : : , — отличные от нуля действительные числа;
6) ’ = col(’1; ’2) — F0-измеримый 2-мерный случайный процесс;
7) b = col(b1; b2) — F0-измеримая 2-мерная случайная величина, т. е. b ∈ k2.
Пусть в дальнейшем: D2 — линейное пространство 2-мерных прогрессивно измери-

мых случайных процессов на [0;+∞), траектории которых п. н. непрерывно справа и
имеют пределы слева; L2 — линейное пространство 2-мерных случайных процессов на
(−∞; 0), которые не зависят от винеровских процессов Bi, i = 2; : : : ;m, и имеет п. н. огра-
ниченные в существенном траектории; 
 : [0;+∞) → R1 — положительная непрерывная
функция.

Решение задачи (1), (1a), (1b) это 2-мерный случайный процесс x = col(x1; x2) из
пространства D2 такой, что x2(�j) = Bjx2(�j − 0), j = 1; 2; 3; : : : , п. н. и

x(t) = x(�j)−
m1∑

j=1

t∫

�j

A1j(s)x(h1j(s))ds+

m∑

i=2

mi∑

j=1

t∫

�j

Aij(s)x(hij(s))dBi(s)

(t ∈ [�j ; �j+1)); j = 0; 1; 2; 3; : : : ;

x(0) = b; x(t) = ’(t) (t < 0);

где интегралы понимаются в смысле Лебега и Ито соответственно.
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Отметим, что при сделанных предположениях задача (1), (1a), (1b) имеет един-
ственное решение [18]. Обозначим через x(t; b; ’) решение системы (1), удовлетворяю-
щее условиям (1a) и (1b), т. е. x(t; b; ’) = ’(t) при t < 0 и x(0; b; ’) = b. Очевидно, что
x(·; b; ’) ∈ D2.

Введем следующие обозначения линейных нормированных подпространств про-
странств D2, k2, L2:

M

p =

{
x : x ∈ D2; ‖x‖Mγ

p

def
= sup

t>0

(
E |
(t)x(t)|p

)1=p
<∞

} (
M1

p =Mp

)
;

k2p =
{
� : � ∈ k2; ‖�‖k2

p

def
=
(
E|�|p

)1=p
<∞

}
;

L2
p =

{
’ : ’ ∈ L2; ‖’‖L2

p

def
= vrai sup

�<0

(
E|’(�)|p

)1=p
<∞

}
:

Определение 1. Систему (1) называют:
– p-устойчивой относительно начальных данных, если для любого � > 0 найдется

такое �(�) > 0, что при любых b ∈ k2p, ’ ∈ L2
p и ‖b‖k2

p
+ ‖’‖L2

p
< �(�) будет выполнено

неравенство (E|x(t; b; ’)|p)1=p 6 � для любого t > 0;
– асимптотически p-устойчивой относительно начальных данных, если оно p-ус-

тойчиво, и, кроме того, для любых b ∈ k2p , ’ ∈ L2
p и ‖b‖k2

p
+ ‖’‖L2

p
< �(�) будет

limt→+∞(E|x(t; b; ’)|p)1=p = 0;
– экспоненциально p-устойчивой относительно начальных данных, если существу-

ют положительные числа K, � такие, что для решений x(t; b; ’) задачи (1), (1a), (1b)
выполнено неравенство (E|x(t; b; ’)|p)1=p 6 K exp{−�t}(‖b‖k2

p
+ ‖’‖L2

p
) (t > 0).

Заметим, что в предыдущих определениях величина b — случайная величина, ’ —
случайный процесс. В известных определениях их считают детерминированными.

Определение 2. Систему (1) назовем M

p -устойчивым, если для любых b ∈ k2p ,

’ ∈ L2
p для решения задача (1), (1a), (1b) x(·; b; ’) имеем x(·; b; ’) ∈ M


p и выполнено
неравенство ∥∥x(·; b; ’)

∥∥
Mγ

p
6 c
(
‖b‖k2

p
+ ‖’‖L2

p

)
(2)

для некоторого положительного числа c.
Очевидно, что
– из Mp-устойчивости системы (1) следует p-устойчивость этой же системы относи-

тельно начальных данных;
– из M


p -устойчивости сиситемы (1) (где 
(t) > � > 0 (t > 0) и limt→+∞ 
(t) =
+∞) следует асимптотическая p-устойчивость этой же системы относительно начальных
данных;

– из M

p -устойчивости ситемы (1) (где 
(t) = exp{�}, � — некоторое положительное

число) следует экспоненциальная p-устойчивость этой же системы относительно началь-
ных данных.

Лемма 1. Пусть f(s) — скалярный случайный процесс, интегрируемый по винеров-

скому процессу B(s) на отрезке [0; t]. Тогда справедливо неравенство

(
E

∣∣∣∣∣

t∫

0

f(s) dB(s)

∣∣∣∣∣

2p)1=2p

6 cp

(
E

( t∫

0

|f(s)|2 d(s)
)p)1=2p

; (3)

где cp — некоторое число, зависящее от p.
Справедливость неравенства (3) следует из неравенства 4 работы [16, с. 65], где при-

ведено и конкретное выражение для cp.
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Лемма 2. Пусть g(s) — скалярная функция на [0;∞), квадрат которой локально

суммируем, f(s) — скалярный случайный процесс такой, что sups>0(E|f(s)|2p)1=2p < ∞.

Тогда справедливы следующие неравенства

sup
t>0

(
E

∣∣∣∣∣

t∫

0

g(s)f(s) ds

∣∣∣∣∣

2p)1=2p

6 sup
t>0

( t∫

0

|g(s)| ds
)
sup
s>0

(
E |f(s)|2p

)1=2p
; (4)

sup
t>0

(
E

∣∣∣∣∣

t∫

0

(g(s))2(f(s))2 ds

∣∣∣∣∣

p)1=2p

6 sup
t>0

( t∫

0

(g(s))2 ds

)1=2

sup
s>0

(
E |f(s)|2p

)1=2p
: (5)

Справедливость леммы доказана в работе [19].

3. Метод исследования

Как было отмечено во введении, устойчивость системы (1) будем проверять преобра-
зованием системы (1), с помощью вспомогательного (модельного) уравнения, в другое,
более простое, уравнение, для которого непосредственно можно проверить условия, обес-
печивающие устойчивость систем (1).

Наряду с системой (1) рассмотрим систему двух линейных обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений с импульсными воздействиями по одной компоненте решений
вида

dx(t) =
[
B(t)x(t) + f(t)

]
dt (t > 0);

x2(�j) = Bjx2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ;
(6)

где B(t) — 2×2-матрица, элементы которой измеримые по Лебегу функция и f(t) —
2-мерная измеримая по Лебегу функция, Bj , �j , j = 1; 2; 3; : : : , — те же самые величины,
что и для системы (1).

Для системы (6) рассмотрим соответствующую линейную однородную систему вида

dx(t) = B(t)x(t) (t > 0)

x2(�j) = Bjx2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : :
(7)

Определение 3. 2×2-матрица X(t) (t > 0), столбцы которой являются решениями
системы (7) и X(0) = E, назовем фундаментальной матрицей для системы (6).

В силу того, что через любое x0 ∈ R
n проходит единственное решение системы (7),

имеем detX(t) 6= 0 при t > 0.
Непосредственно, методом вариации постоянных, можно убедится в справедливости

следующей леммы.

Лемма 3. Для решения системы (6), проходящего через x0, имеет место представ-

ление

x(t) = X(t)x0 +

t∫

0

X(t)X(s)−1f(s) ds (t > 0):

Используя систему (6) и лемму 3, задачу (1), (1a), (1b) можно записать в следующем
эквивалентном виде:

x(t) = X(t)b + (Θx)(t) + (C’)(t) (t > 0); (8)
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где

(Θx)(t) =

t∫

0

X(t)X(s)−1

[
B(s)−

m1∑

j=1

A1j(s) x̄(h1j(s))

]
ds

+

t∫

0

X(t)X(s)−1
m∑

i=2

mi∑

j=1

Aij(s) x̄(hij(s)) dBi(s);

(C’)(t) =

t∫

0

X(t)X(s)−1

[
−

m1∑

j=1

A1j(s) ’̄(h1j(s))

]
ds

+

t∫

0

X(t)X(s)−1
m∑

i=2

mi∑

j=1

Aij(s) ’̄(hij(s)) dBi(s);

где x̄(t) — неизвестный 2-мерный случайный процесс на (−∞;∞) такой, что x̄(t) = 0 при
t < 0, и ’̄(t) — известный 2-мерный случайный процесс на (−∞;∞) такой, что ’̄(t) = ’(t)
при t ∈ (−∞; 0) и ’̄(t) = 0 при t ∈ [0;+∞).

Приведем следующую теорему, которая следует из результатов работы [9], а также в
справедливости которой можно убедиться и непосредственно.

Теорема 1. Пусть при любых b ∈ k2p, ’ ∈ L2
p для системы (8) имеем

‖Xb‖Mγ
p
6 c1‖b‖kn

p
; ‖Θx‖Mγ

p
6 c2‖x‖Mγ

p
; ‖C’‖Mγ

p
6 c3‖’‖L2

p
;

где c1, c2, c3 — некоторые положительнее числа и c2 < 1. Тогда система (1)M

p -устойчиво.

На основе этой теоремы в работе [9] получены достаточные условия p-устойчивости
относительно начальных данных систем вида (1) в терминах параметров этих систем.

Для x(t) = col(x1(t); x2(t)) (t > 0) обозначим x̄

i = supt>0(E|
(t)xi(t)|p)1=p, i = 1; 2,

x̄
 = col(x̄

1 ; x̄



2).

Пусть для некоторого 
(t), t ∈ [0;∞), переходя к оценкам в каждом уравнении си-
стемы (8), нам удалось получить матричное неравенство следующего вида:

E x̄

6 Cx̄
 + c̄ ‖b‖kn

p
Ê + ĉ ‖’‖L2

p
Ê; (9)

где C — некоторая 2×2-матрица, c̄, ĉ — некоторые положительные числа, Ê — 2-мерный
вектор, все элементы которой равны единице. Тогда справедлива следующая теорема.

Теорема 2. Если матрица E −C положительно обратима, то система (1) M

p -устой-

чива.

C В предположениях теоремы мы имеем: матрица E − C положительно обратима.
Следовательно, неравенство (9) можно переписать в следующем виде:

E x̄

6
(
E − C

)−1(
c̄ ‖b‖kn

p
Ê + ĉ ‖’‖L2

p
Ê
)
:

Тогда из предыдущего неравенства получаем
∣∣x̄

∣∣ 6 K

(
‖b‖kn

p
+ ‖’‖L2

p

)
; (10)

где K = ‖(Ē − C)−1‖ |Ê|max{c̄; ĉ}. Поскольку x(t; b; ’) = x(t) и ‖x(·; b; ’)‖Mγ
p
6 |x̄
 |, то

из неравенства (10) следует, что для любых b ∈ k2p, ’ ∈ L2
p имеем

∥∥x(·; b; ’)
∥∥

Mγ
p
6 c
(
‖b‖kn

p
+ ‖’‖L2

p

)
;

где c — некоторое положительное число. Следовательно, система (1) M

p -устойчиво. B
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В следующем параграфе на основе теоремы 2 будут получены достаточные условия
M


2p-устойчивости системы (1) в терминах параметров этой системы.

4. Экспоненциальная устойчивость

В дальнейшем предположим, что 
(t) = exp{�t} (t ∈ [0;∞)), где � — некоторое
положительное число, 0 6 t − hij(t) 6 �ij (t ∈ [0;∞)) �-почти всюду при i = 1; : : : ;m,
j = 1; : : : ;mi, для некоторых положительных чисел �ij , i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi,
существуют индексы Is ∈ {1; : : : ;m1}, s = 1; 2, и положительные числа �, �, B, ās, ā

ij
sk,

i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi, s; k = 1; 2, такие, что для системы (1) имеют место следующие
неравенства:

|Bj | 6 B; j = 1; 2; : : : ; � 6 �j+1 − �j 6 � при j = 1; 2; : : : ;
∣∣aij

sk(t)
∣∣ 6 āij

sk; t ∈ [0;+∞); i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ;mi; s; k = 1; 2; P×�-почти всюду;
∑

k∈Is

a1k
ss (t) > ās; t ∈ [0;+∞); s = 1; 2; P×�-почти всюду;

и для некоторого положительного числа D выполнено неравенство

exp{−ā2t}
∏

0<�j6t

|Bj| < D при t ∈ [0;+∞):

Пусть C — 2×2-матрица, элементы которой определены следующим образом:

c11 = 1− 1

ā1

[
∑

k∈I1

m1∑

j=1

ā1k
11�1k ā

1j
11 +

m1∑

j=1; j =∈I1

ā1j
11

]

− cp

(
1

2ā1

)1=2
[
∑

k∈I1

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā1k
11

√
�1k ā

ij
11 +

m∑

i=2

mi∑

j=1

āij
11

]
;

c12 = − 1

ā1

[
∑

k∈I1

m1∑

�=1

ā1k
11�1k ā

1�
12 +

m1∑

�=1

ā1�
12

]

− cp

(
1

2ā1

)1=2
[
∑

k∈I1

m∑

i=2

mi∑

�=1

ā1k
11

√
�1k ā

i�
12 +

m∑

i=2

mi∑

�=1

āi�
12

]
;

c22 = 1− max{1; B}(1 − exp{−ā2�})
ā2(1− exp{−ā2�}B)

[
∑

k∈I2

m1∑

j=1

ā1k
22�1k ā

1j
22 +

m1∑

j=1; j =∈I2

ā1j
22

]

− cp

(
max{1; B2}(1 − exp{−2ā2�})

2ā2(1− exp{−2ā2�}B2)

)1=2
[
∑

k∈I2

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā1k
22

√
�1k ā

ij
22 +

m∑

i=2

mi∑

j=1

āij
22

]
;

c21 = −max{1; B}(1 − exp{−ā2�})
ā2(1− exp{−ā2�}B)

[
∑

k∈I2

m1∑

�=1

ā1k
22�1k ā

1�
21 +

m1∑

�=1

ā1�
21

]

− cp

(
max{1; B2}(1 − exp{−2ā2�})

2ā2(1− exp{−2ā2�}B2)

)1=2
[
∑

k∈I2

m∑

i=2

mi∑

�=1

ā1k
22

√
�1k ā

i�
21 +

m∑

i=2

mi∑

�=1

āi�
21

]
:



56 Кадиев Р. И.

Теорема 3. Если c11 > 0, c11c22 − c12c21 > 0, то система (1) M

2p-устойчива для

некоторого положительного числа �.

C Систему (1) с условиями (1a) запишем в следующем виде:

dx̄s(t) = −
m1∑

j=1

2∑

k=1

a1j
sk(t)

[
x̄k(h1j(t)) + ’̄k(h1j(t))

]
dt

−
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

aij
sk(t)

[
x̄k(hij(t)) + ’̄k(hij(t))

]
dBi(t) (t > 0); s = 1; 2;

x̄2(�j) = Bj x̄2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ; п. н.;

(11)

где x̄s(t) — неизвестный скалярный случайный процесс на (−∞;∞) такой, что x̄s(t) = 0
при t < 0, и ’̄s(t) — известный скалярный случайный процесс на (−∞;∞) такой, что
’̄s(t) = ’s(t) при t ∈ [−�̂; 0) и ’̄s(t) = 0 при t ∈ (−∞;−�̂) ∪ [0;+∞) для s = 1; 2
и �̂ = max{�ij ; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ;mi}. Обозначим через x̄(t; b; ’̄) решение систе-
мы (11), удовлетворяющее условию (1b). Очевидно, что решение задачи (11), (1b) при
t > 0 совпадает с решением задачи (1), (1a), (1b), т. е. x(t; b; ’) = x̄(t; b; ’̄) при t > 0.

Если в системе (11) сделать замену x̄s(t) = exp{−�t}ys(t), где ys(t) — неизвестный
скалярный случайный процесс на (−∞;∞) такой, что ys(t) = 0 при t < 0, 0 < � <
min{ās; s = 1; 2} для s = 1; 2, то получим систему

dys(t)=

[
�ys(t)−

m1∑

j=1

2∑

k=1

a1j
sk(t)

[
exp{�(t− h1j(t))} yk(h1j(t)) + exp{�t}’̄k(h1j(t))

]]
dt

+

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

aij
sk(t)

[
exp{�(t− hij(t))} yk(hij(t)) + exp{�t}’̄k(hij(t))

]
dBi(t)

(t > 0); s = 1; 2;

y2(�j) = Bjy2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ; п. н.

(12)

Положив �s(t) =
∑

k∈Is
a1k

ss (t) exp{�(t − h1k(t))} − � при s = 1; 2 и учитывая, что∫ t
h1k(t)

dys(�) = ys(t) − ys(h1k(t)), k ∈ Is, систему (12) можно переписать в следующем
виде:

dys(t) =

[
− �s(t)ys(t) +

∑

k∈Is

a1k
ss (t) exp{�(t− h1k(t))}

×
t∫

h1k(t)

dys(�) +
∑

k∈Is

a1k
ss (t) exp{�t}’̄s(h1k(t))

+

m1∑

j=1

2∑

k=1; k 6=s при j∈Is

a1j
sk(t)

[
exp{�(t− h1j(t))} yk(h1j(t)) + exp{�t}’̄k(h1j(t))

]]
dt

+
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

aij
sk(t)

[
exp{�(t− hij(t))} yk(hij(t)) + exp{�t}’̄k(hij(t))

]
dBi(t)

(t > 0); s = 1; 2;

y2(�j) = Bjy2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ; п. н.

(13)
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Подставляя выражение для dys(t) из правой части s-го уравнения системы (12) в s-е
уравнение системы (13) при s = 1; 2, получим

dys(t) =

[
− �s(t)ys(t) +

∑

k∈Is

a1k
ss (t) exp{�(t− h1k(t))}

×
t∫

h1k(t)

{[
�ys(�) +

m1∑

j=1

2∑

k=1

a1j
sk(�)

[
exp{�(� − h1j(�))} yk(h1j(�))

+ exp{��}’̄k(h1j(�))
]]
d� +

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

aij
sk(�)

[
exp{�(� − hij(�))} yk(hij(�))

+ exp{��}’̄k(hij(�))
]
dBi(�)

}
+
∑

k∈Is

a1k
ss (t) exp{�t}’̄s(h1k(t))

+

m1∑

j=1

2∑

k=1;
k 6=s при j∈Is

a1j
sk(t)

[
exp{�(t− h1j(t))} yk(h1j(t)) + exp{�t}’̄k(h1j(t))

]]
dt

+
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

aij
sk(t)

[
exp{�(t− hij(t))} yk(hij(t)) + exp{�t}’̄k(hij(t))

]
dBi(t)

(t > 0); s = 1; 2; y2(�j) = Bjy2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ;п. н.

(14)

Из системы (14) с учетом условия (1b), обозначая

m1(t; &) = exp

{
−

t∫

&

�1(�)d�

}
; m2(t; &) = exp

{
−

t∫

&

�1(�)d�

}
u

&<�j6t
Bj ;

представлением для решений скалярных линейных дифференциальных уравнений Ито
с импульсными воздействиями [9] получим систему

ys(t) = ms(t; 0)bs +
∑

k∈Is

t∫

0

ms(t; &)a
1k
ss (&) exp{�(& − h1k(&))}

&∫

h1k(&)

�ys(�) d�d&

+
∑

k∈Is

m1∑

j=1

2∑

�=1

t∫

0

ms(t; &)a
1k
ss (&) exp{�(&−h1k(&))}

&∫

h1k(&)

a1j
s�(�)

[
exp{�(�−h1j(�))}y�(h1j(�))

+ exp{��}’̄�(h1j(�))
]
d�d& =

∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

�=1

t∫

0

ms(t; &)a
1k
ss (&) exp{�(& − h1k(&))}

×
&∫

h1k(&)

aij
s�(�) [exp{�(� − hij(�))}y�(hij(�)) + exp{��}’̄�(hij(�))] dBi(�)d&

+
∑

k∈Is

t∫

0

ms(t; &)a
1k
ss (&) exp{�&}’̄s(h1k(&)) d& +

m1∑

j=1

2∑

k=1; k 6=s при j∈Is

t∫

0

ms(t; &)a
1j
sk(&)
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×
[
exp{�(& − h1j(&))} yk(h1j(&)) + exp{�&}’̄k(h1j(&))

]
d&

+

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

t∫

0

ms(t; &)a
ij
sk(&)

[
exp{�(&−hij(&))}yk(hij(&))+exp{�&}’̄k(hij(&))

]
dBi(&)

(t > 0); s = 1; 2:

(15)

В дальнейшем будем пользоваться обозначениями

ŷs = sup
t>0

(
E|ys(t)|2p

)1=2p
; ’̂s = vrai sup

t<0

(
E|’s(t)|2p

)1=2p
; s = 1; 2;

и следующими очевидными неравенствами:

vrai sup
t>0

(
E | exp{�t}’̄s(hij(t))|2p

)1=2p
6 exp{��ij}’̂s;

s = 1; 2; i = 1; : : : ;m; j = 1; : : : ;mi;

|m1(t; &)| 6 exp{−(ā1 − �)(t− &)}; t ∈ [0;+∞); & ∈ [0; t] ; P×�-почти всюду;

|m2(t; &)| 6 exp{−(ā2 − �)(t− &)}
∏

&<�j6t

|Bj|; t ∈ [0;+∞); & ∈ [0; t]; P×�-почти всюду;

а также неравенством

t∫

0

exp{−(ā2 − �)(t− &)}
∏

&<�j6t

|Bj | d& 6
max{1; B}(1 − exp{−(ā2 − �)�})
(ā2 − �)(1− exp{−(ā2 − �)�}B)

;

доказанными в [8], и неравенством

( t∫

0

exp{−2(ā2 − �)(t− &)}
∏

&<�j6t

(Bj)
2d&

)1=2

6

(
max{1; B2}(1 − exp{−2(ā2 − �)�})
2(ā2 − �)(1− exp{−2(ā2 − �)�}B2)

)1=2

;

справедливость которого следует из предыдущего неравенства.
Из уравнения (15) с учетом предыдущих обозначений и неравенств, а также нера-

венств (3)–(5) получаем оценки

ŷs 6 D̂‖bs‖k1
2p

+ �L1s

[
∑

k∈Is

ā1k
ss exp{��1k}�1k

]
ŷs

+L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

j=1

2∑

�=1

ā1k
ss exp{��1k}�1kā

1j
s� exp{��1j}(ŷ� + ’̂�)

]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

�=1

ā1k
ss exp{��1k}

√
�1k ā

ij
s� exp{��ij}(ŷ� + ’̂�)

]

+L1s

[
∑

k∈Is

ā1k
ss exp{��1k}’̂s

]
+ L1s

[
m1∑

j=1

2∑

k=1; k 6=s при j∈Is

ā1j
sk exp{��1j}(ŷk + ’̂k)

]

+ cpL2s

[
m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

k=1

āij
sk exp{��ij}(ŷk + ’̂k)

]
; s = 1; 2;

(16)
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где D̂ = max{1;D},

L11 :=
1

(ā1 − �)
; L21 =

(
1

2(ā1 − �)

)1=2

;

L12 :=
max{1; B}(1 − exp{−(ā2 − �)�})
(ā2 − �)(1− exp{−(ā2 − �)�}B)

;

L22 :=

(
max{1; B2}(1 − exp{−2(ā2 − �)�})
2(ā2 − �)(1 − exp{−2(ā2 − �)�}B2)

)1=2

:

Из оценок (16) и с учетом того, что норма в R2 выбрана так, чтобы ’̂j 6 ‖’‖L2
2p

при
j = 1; 2, получаем

ŷs 6 D̂ ‖bs‖k1
2p

+
2∑

j=1

Nsj(�)ŷj +Ms(�)‖’‖L2
2p
; s = 1; 2; (17)

где

Nss(�) := �L1s

[
∑

k∈Is

ā1k
ss exp{��1k}�1k

]

+L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

j=1

ā1k
ss exp{��1k}�1kā

1j
ss exp{��1j}+

m1∑

j=0; j =∈Is

ā1j
ss exp{��1j}

]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

ā1k
ss exp{��1k}

√
�1k ā

ij
ss exp{��ij}+

m∑

i=2

mi∑

j=1

āij
ss exp{��ij}

]
;

s = 1; 2;

Nsj(�) := L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

�=0

ā1k
ss exp{��1k}�1kā

1�
sj exp{��1�}+

m1∑

�=1

ā1�
sj exp{��1�}

]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

�=1

ā1k
ss exp{��1k}

√
�1k ā

i�
sj exp{��i�}+

m∑

i=2

mi∑

�=1

āi�
sj exp{��i�}

]
;

s; j = 1; 2; s 6= j;

Ms(�) := L1s

[
∑

k∈Is

m1∑

j=1

2∑

�=1

ā1k
ss exp{��1k}�1kā

1j
s� exp{��1j}

+
∑

k∈Is

ā1k
ss exp{��1k}+

m1∑

j=1

2∑

k=1; k 6=s при j∈Is

ā1j
sk exp{��1j}

]

+ cpL2s

[
∑

k∈Is

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

�=1

ā1k
ss exp{��1k}

√
�1k ā

ij
s� exp{��ij}+

m∑

i=2

mi∑

j=1

2∑

�=1

āij
s� exp{��ij}

]
:

Обозначим теперь y(t) = col(y1(t); y2(t)), ȳ = col(ȳ1; ȳ2), M(�) = col(M1(�);M2(�))
и пусть C(�) = (cij(�))

2
i;j=1 — 2×2-матрица, элементы которой определены следующим

образом:

css(�) = 1−Nss(�); s = 1; 2; csj(�) = −Nsj(�); s; j = 1; 2; s 6= j:
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Тогда из оценок (17) получаем

C(�)ȳ 6 D̂ ‖b‖k2
2p
Ê +M(�)‖’‖L2

2p
; (18)

где Ê — 2-мерный вектор, элементы которой равны единице. Очевидно также, что
C(0) = C. В силу условий теоремы матрица C положительно обратима, а тогда при
достаточно малых � матрица C(�) также является положительно обратимой, т. е. су-
ществует � = �0 такое, что C(�0) положительно обратима. Тогда из неравенства (18)
получаем

|ȳ| 6 K
(
‖b‖k2

2p
+ ‖’‖L2

2p

)
; (19)

где K = ‖(C(�0)
−1‖|Ê|max{D̂; |M(�0)|}.

Поскольку x(t; b; ’) = exp{−�t}y(t) и supt>0(E|y(t)|2p)1=2p 6 |ȳ|, то из нера-
венства (19) следует, что существуют положительные числа � = �0, K =
‖(C(�0)

−1‖|Ê|max{D̂; |M(�0)|} такие, что для решения x(t; b; ’) задачи (1), (1a), (1b)
выполнено неравенство

(
E|x(t; b; ’)|2p

)1=2p
6 K exp{−�t}

(
‖b‖kn

2p
+ ‖’‖L2

2p

)
(t > 0):

Следовательно, система (1) M

2p-устойчива при некотором положительном �. B

5. Примеры

Рассмотрим систему двух детерминированных линейных дифференциальных уравне-
ний с постоянными запаздываниями и коэффициентами с импульсными воздействиями
по одной компоненте решений вида

dx(t) = −
m∑

j=1

Ajx(t− hj)dt (t > 0);

x2(�j) = Bjx2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ;

(20)

где Aj = (aj
sk)

2
s;k=1, j = 1; : : : ;m, — 2× 2-матрицы, элементами которых являются

действительные числа, hj , j = 1; : : : ;m, — неотрицательные действительные числа,
�j , j = 1; 2; 3; : : : , — действительные числа такие, что 0 = �0 < �1 < �2 < : : : ,
limj→∞ �j = ∞, Bj, j = 1; 2; 3; : : : , — действительные числа.

Утверждение 1. Пусть для системы (20)
∑m

j=1 a
j
ss = as > 0, s = 1; 2, существуют

положительные числа B, �, � такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6 B,

j = 1; 2; : : : , � 6 �j+1 − �j 6 � при j = 1; 2; : : : , для некоторого положительного числа D
выполнено неравенство exp{−a2t}

∏
0<�j6t |Bj | < D при t ∈ [0;+∞), c11 > 0, c11c22 −

c12c21 > 0, где

c11 = 1− 1

a1

m∑

k=1

m∑

j=1

∣∣ak
11

∣∣hk

∣∣aj
11

∣∣;

c12 = − 1

a1

[
m∑

k=1

m∑

�=1

∣∣ak
11

∣∣hk

∣∣a�
12

∣∣+
m∑

�=1

∣∣a�
12

∣∣
]
;

c22 = 1− max{1; B}(1 − exp{−a2�})
a2(1− exp{−a2�}B)

m∑

k=1

m∑

j=1

∣∣ak
22

∣∣hk

∣∣aj
22

∣∣;
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c21 = −max{1; B}(1 − exp{−a2�})
a2(1− exp{−a2�}B)

[
m∑

k=1

m∑

�=1

∣∣ak
22

∣∣hk

∣∣a�
21

∣∣+
m∑

�=1

|a�
21

]
:

Тогда система (20) экспоненциально устойчива относительно начальных данных.

Справедливость утверждения вытекает непосредственно из теоремы 3.
Пусть для системы (20) h1 = 0, a1ss > 0, s = 1; 2. В этом случае из теоремы 3 вытекает

справедливость следующего утверждения.

Утверждение 2. Пусть для системы (20) существуют положительные числа B, �, �
такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6 B, j = 1; 2; : : : , � 6 �j+1 − �j 6 �
при j = 1; 2; : : : , для некоторого положительного числа D выполнено неравенство

exp{−a122t}
∏

0<�j6t |Bj| < D при t ∈ [0;+∞), c11 > 0, c11c22 − c12c21 > 0, где

c11 = 1− 1

a111

m∑

j=2

∣∣aj
11

∣∣; c12 = − 1

a111

m∑

�=1

∣∣a�
sj

∣∣;

c22 = 1− max{1; B}
(
1− exp

{
− a122�

})

a122
(
1− exp

{
− a122�

}
B
)

m∑

j=2

∣∣aj
22

∣∣;

c21 = −max{1; B}
(
1− exp

{
− a122�

})

a122
(
1− exp

{
− a122�

}
B
)

m∑

�=1

∣∣a�
21

∣∣:

(21)

Тогда система (20) экспоненциально устойчива относительно начальных данных.

Рассмотрим систему двух линейных дифференциальных уравнений Ито с постоян-
ными запаздываниями и коэффициентами с импульсными воздействиями по одной ком-
поненте решений вида

dx(t) = −
m1∑

j=1

A1jx(t− h1j) dt+
m∑

i=2

mi∑

j=1

Aijx(t− hij) dBi(t) (t > 0);

x2(�j) = Bjx2(�j − 0); j = 1; 2; 3; : : : ; п. н.;

(22)

где Aij = (aij
sk)

2
s;k=1, i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi, — 2×2-матрицы, элементы которых

являются действительными числами, hij , i = 1; : : : ;m, j = 1; : : : ;mi, — неотрицательные
действительные числа, �j, j = 1; 2; 3; : : : , — действительные числа такие, что 0 = �0 <
�1 < �2 < : : : , limj→∞ �j = ∞, Bj, j = 1; 2; 3; : : : , — действительные числа.

Утверждение 3. Пусть для системы (22)
∑m1

j=1 a
1j
ss = as > 0, s = 1; 2, существуют

положительные числа B, �, � такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6
B, j = 1; 2; : : : , � 6 �j+1 − �j 6 � при j = 1; 2; : : : , для некоторого положительного

числа D выполнено неравенство exp{−a2t}
∏

0<�j6t |Bj | < D при t ∈ [0;+∞), c11 > 0,
c11c22 − c12c21 > 0, где

c11 = 1− 1

a1

m1∑

k=1

m1∑

j=1

∣∣a1k
11

∣∣h1k

∣∣a1j
11

∣∣

− cp

(
1

2a1

)1=2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣a1k
11

∣∣√h1k

∣∣aij
11

∣∣+
m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij
11

∣∣
]
;
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c12 = − 1

a1

[
m1∑

k=1

m1∑

�=1

∣∣a1k
11

∣∣h1k

∣∣a1�
12

∣∣+
m1∑

�=1

∣∣a1�
12

∣∣
]

− cp

(
1

2a1

)1=2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

�=1

∣∣a1k
11

∣∣√h1k

∣∣ai�
12

∣∣+
m∑

i=2

mi∑

�=1

∣∣ai�
12

∣∣
]
;

c22 = 1− max{1; B}(1 − exp{−a2�})
a2(1 − exp{−a2�}B)

m1∑

k=1

m1∑

j=1

∣∣a1k
22

∣∣h1k

∣∣a1j
22

∣∣

− cp

(
max{1; B2}(1− exp{−2a2�})

2a2(1− exp{−2as�}B2)

)1=2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣a1k
22

∣∣√h1k

∣∣aij
22

∣∣+
m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij
22

∣∣
]
;

c21 = −max{1; B}(1 − exp{−a2�})
a2(1− exp{−a2�}B)

[
m1∑

k=1

m1∑

�=1

∣∣a1k
22

∣∣h1k

∣∣a1�
21

∣∣+
m1∑

�=1

∣∣a1�
21

∣∣
]

−cp

(
max{1; B2}(1− exp{−2a2�})

2a2(1− exp{−2as�}B2)

)1=2
[

m1∑

k=1

m∑

i=2

mi∑

�=1

∣∣a1k
22

∣∣√h1k

∣∣ai�
21

∣∣+
m∑

i=2

mi∑

�=1

∣∣ai�
21

∣∣
]
:

Тогда система (22) экспоненциально 2p-устойчива относительно начальных данных.

Справедливость утверждения следует из теоремы 3.
Пусть в дальнейшем для системы (22) m1 = 1, h11 = 0, a11ss > 0, s = 1; : : : ; n. Из тео-

ремы 3 вытекает справедливость следующего утверждения.

Утверждение 4. Пусть для системы (22) существуют положительные числа B, �, �
такие, что имеют место следующие неравенства: |Bj | 6 B, j = 1; 2; : : : , � 6 �j+1 − �j 6

� при j = 1; 2; : : : , для некоторого положительного числа D выполнено неравенство

exp{−a1122)t}
∏

0<�j6t |Bj | < D при t ∈ [0;+∞), c11 > 0, c11c22 − c12c21 > 0, где

c11 = 1− cp

(
1

2a1111

)1=2 m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij
11

∣∣;

c12 = −
∣∣a1112

∣∣ 1

a1111
− cp

(
1

2a1111

)1=2 m∑

i=2

mi∑

�=1

∣∣ai�
12

∣∣;

c22 = 1− cp

(
max

{
1; B2

}(
1− exp

{
− 2a1122�

})

2a1122
(
1− exp

{
− 2a1122�

}
B2
)

)1=2 m∑

i=2

mi∑

j=1

∣∣aij
22

∣∣;

c21 = −
∣∣a1121

∣∣max
{
1; B

}(
1− exp

{
− a1122�

})

a1122
(
1− exp

{
− a1122�

}
B
)

−cp

(
max

{
1; B2

}(
1− exp

{
− 2a1122�

})

2a1122
(
1− exp

{
− 2a1122�

}
B2
)

)1=2 m∑

i=2

mi∑

�=1

∣∣ai�
21

∣∣:

Тогда система (22) экспоненциально 2p-устойчива относительно начальных данных.
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for specific equations. Sufficient conditions for exponential moment stability of a system of two deterministic
linear differential equations with constant delay and coefficients with pulse influences on one component of
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Abstract. Topological graph indices have been used in a lot of areas to study required properties
of different objects such as atoms and molecules. Such indices have been described and studied by many
mathematicians and chemists since most graphs are generated from molecules by replacing each atom
with a vertex and each chemical bond with an edge. These indices are also topological graph invariants
measuring several chemical, physical, biological, pharmacological, pharmaceutical, etc. properties of graphs
corresponding to real life situations. The degree-based topological indices are used to correlate the physical
and chemical properties of a molecule with its chemical structure. Boron nanotubular structures are high-
interest materials due to the presence of multicenter bonds and have novel electronic properties. These
materials have some important issues in nanodevice applications like mechanical and thermal stability.
Therefore, they require theoretical studies on the other properties. In this paper, we compute the third
Zagreb index, harmonic index, forgotten index, inverse sum index, modified Zagreb index and symmetric
division deg index by applying subdivision and semi total point graph for boron triangular and boron-α
nanotubes.

Key words: topological indices, Zagreb indices, harmonic index, forgotten index, inverse sum index and
symmetric division deg index, boron triangular and boron-α nanotubes.
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1. Introduction and Preliminaries

A systematic study of topological indices is one of the most striking aspects in many
branches of Mathematics with its applications and various other fields of science and
technology. Several different topological indices have been investigated so far, most of them
useful topological indices are distance based or degree based. This indices may be used to
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derive the quantitative structure property relationship (QSPR) or quantitative structure
activity relationship (QSAR). Topological index to correlated the physico-chemical properties
of chemical compounds with their molecular structure. Topological indices are the numerical
value associated with chemical constitution for correlation of chemical structure with various
physical properties, chemical reactivity or biological activity.

The third Zagreb index

M3(G) =
∑

uv∈E(G)

|dG(u)− dG(v)| (1:1)

was introduced by Fath-Tabar in [1].
The harmonic index H(G) is introduced in [2] and is defined as:

H(G) =
∑

uv∈E(G)

2

du + dv
: (1:2)

Unfortunately, another degree based graph invariant has not attracted any attention in the
literature of Mathematical Chemistry for more than forty years. In view of this fact, Furtula
et al. [3] named it as forgotten topological index and is defined as:

F (G) =
∑

uv∈E(G)

[dG(u)
2 + dG(v)

2]: (1:3)

The inverse sum index [4] is given by

I(G) =
∑

uv∈E(G)

dudv

du + dv
: (1:4)

For more details on this important topological indices, we refer to [5, 6]. According to the
article in [7], both first and second Zagreb indices give greater weights to the inner vertices
and edges, and smaller weights to outer vertices and edges which oppose intuitive reasoning.
The second modified Zagreb index is:

mM2(G) =
∑

uv∈E(G)

1

du:dv
: (1:5)

Among 148 discrete Adriatic indices [8, 9], we considered symmetric division deg discrete
adriatic index. The symmetric division deg index is defined as (see [10]):

SDD(G) =
∑

uv∈E(G)

d2u + d2v
du:dv

: (1:6)

The subdivision graph S(G) is the graph obtained by replacing each of its edge by a path
of length 2 or equivalently, by inserting an additional vertex into each edge of G.

The semi total point R(G) graph is obtained from G by adding a new vertex corresponding
to every edge of G and by joining each new vertex to the end vertices of the edge corresponding
to it.

Boron nanotubes: In last 20 years, various type of boron containing nanomaterials.
Boron nanomaterials have been considered as excellent material for enhancing the
characteristics of optoelectronic nano devices because of their broad elastic modulus,
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high melting point, excessive conductivity. These materials can carry excessive emission
current, which recommends that they may have great prospective applications in field
emission area [11]. Boron nanomaterials some best properties such as excessive resistance
to oxidation at high temperatures, great chemical stability and are stable broad band-gap
semiconductor [12, 13]. Moreover, the extensive range of boron nanomaterials themselves
could be the building blocks for combining with other existing nanomaterial to designe and
create materials with new properties. The boron triangular nanotube was created in 2004 [11]
and obtained from a carbon hexagonal nanotube by adding an extra atom to the centre of each
hexagon. Also, a special boron nanotube was fabricated from a carbon hexagonal nanotube
in 2008, by adding an extra atom to the centre of certain hexagons [14, 15]. This nanotube
is designed by generating a mixture of hexagons and triangles called boron-� nanotube.
These nanotubes are important materials for optical, electronic, bio and chemical sensing
applications. The comparison study about some computational aspects of boron triangular
and boron-� nanotubes has been investigated in [16]. The 3D perceptions of boron triangular
and boron-� nanotube are presented in the Fig. 1.

Fig. 1 (a) 3D-perception of boron triangular nanotube, (b) 3D-perception of boron-α nanotube.

Fig. 2 (a) 2D-sheet of boron triangular nanotube BT [p, q], (b) 2D-sheet of boron-α nanotube BA[p, q].

Recently Jia-Bao, Hani Shaker and et al. [17] worked on topological aspects of boron
nanotubes. Motivated from these works, we compute the third Zagreb index, harmonic index,
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forgotten index, inverse sum index, modified Zagreb index and symmetric division deg index by
applying subdivision and semi total point graph for boron triangular and boron-� nanotubes.

This paper is organized as follows: In Section 2, we get topological indices of boron
triangular nanotube, subdivision and semi total point graph of boron triangular nanotube.
In Section 3, the topological indices of boron-� nanotube, subdivision and semi total point
graph of boron-� nanotube BA(X)[p; q] are obtained. Finally, in Section 4, we presented the
topological indices of boron-� nanotube, subdivision and semi total point graph of boron-�
nanotube BA(Y )[p; q].

2. Boron triangular nanotube, subdivision
and semi total point graph of boron triangular nanotube

We denote the molecular graphs of boron triangular and boron-� nanotubes by BT [p; q]
and BA[p; q] respectively, where p is the number of rows and q be the number of columns
in 2D sheet of BT [p; q] and BA[p; q] as shown in the Fig. 2. Then boron-� nanotubes can
be categorized into two classes with respect to p, denoted these classes as BA(X)[p; q] and
BA(Y )[p; q].

Table 1. The order and size of triangular boron nanotubes

Molecular graph BT [p, q] S = BT [p, q] R = BT [p, q]

Order 3pq
2

3q(2p− 1) 3q(2p − 1)

Size 3q(3p�2)
2

3q(3p− 2) 9q(3p�2)
2

Theorem 2.1. Consider the boron triangular nanotube BT [p; q], where p > 3 and q is

even, then

• M3(BT [p; q]) = 12q;

• H(BT [p; q]) =
3

4
pq +

3

4
q +

6

5
q − 2q;

• F (BT [p; q]) = 324pq − 864q + 96q + 312q;

• I(BT [p; q]) =
27

2
pq − 36q + 6q +

72

5
q;

• mM2(BT [p; q]) =
1

8
pq − 1

3
q +

3

16
q +

1

4
q;

• SDD(BT [p; q]) = 9pq − 24q + 6q + 13q:

C Consider the boron triangular nanotube G = BT [p; q]. There are three edge partitions
corresponding to the degree of end vertices which are presented as E4;4 = {uv ∈ EG | du =
4; dv = 4}, E4;6 = {uv ∈ EG | du = 4; dv = 6} and E6;6 = {uv ∈ EG | du = 6; dv = 6}:

Therefore, we have |E4;4| = 3q; |E4;6| = 6q and |E6;6| = 3q(3p−8)
2 : The respective edge

partitions are shown in Fig. 3 in which edges belong to E4;4; E4;6 and E6;6 respectively. Hence
applying the topological indices definitions (Equation (1.1) to (1.6)) we get required results. B

Theorem 2.2. Consider the subdivision graph of boron triangular nanotube BT [p; q],
then

• M3(BT [p; q]) = 36pq + 24q − 72q;

• H(BT [p; q]) =
9

4
pq + 4q − 9

2
q;

• F (BT [p; q]) = 360pq + 240q − 720q;

• I(BT [p; q]) =
27

2
pq + 16q − 27q;
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• mM2(BT [p; q]) =
3

4
pq +

3

2
q − 3

2
q;

• SDD(BT [p; q]) = 30pq + 30q − 60q:

C Consider the subdivision graph of boron triangular nanotube S = BT [p; q]. There
are two edge partitions corresponding to the degree of end vertices which are presented as
E2;4 = {uv ∈ ES | du = 2; dv = 4} and E2;6 = {uv ∈ ES | du = 2; dv = 6}:

Therefore, we have |E2;4| = 12q; and |E2;6| = 9q(p − 2). Applying the subdivision graph
operator to the Fig. 3, then respective edge partitions which edges belong to E2;4 and E2;6

respectively.Hence applying the topological indices definitions (Equation (1.1) to (1.6)), we
get required results. B

Theorem 2.3. Consider the semi total point graph of boron triangular nanotube R =
BT [p; q], then

• M3(BT [p; q]) = 72q + 90pq − 180q + 24q;

• H(BT [p; q]) =
12

5
q +

9

7
pq − 18

7
q +

3

8
q +

3

5
q +

3

8
pq − q;

• F (BT [p; q] = 816q + 1332pq − 2664q + 384q + 1248q + 1296pq − 3456q;

• I(BT [p; q]) =
96

5
q +

108

7
q − 216

7
q + 12q +

144

5
q + 27pq − 72q;

• mM2(BT [p; q]) =
3

4
q +

3

8
pq − 3

4
q +

3

64
q +

1

16
q +

1

32
pq − 1

12
q;

• SDD(BT [p; q]) = 51q +
111

2
pq − 111q + 6q + 13q + 9pq − 24q:

C Consider the semi total point boron triangular nanotube R = BT [p; q]. There are five
edge partitions corresponding to the degree of end vertices which are presented as E2;8 = {uv ∈
ER | du = 2; dv = 8}; E2;12 = {uv ∈ ER | du = 2; dv = 12}; E8;8 = {uv ∈ ER | du = 8; dv = 8};
E8;12 = {uv ∈ ER | du = 8; dv = 12} and E12;12 = {uv ∈ ER | du = 12; dv = 12}:

Therefore, we have |E2;8| = 12q; |E2;12| = 9q(q − 2), |E8;8| = 3q; |E8;12| = 6q; and

|E12;12| = 3q(3p−8)
2 : Applying the semi total point graph operator to the Fig. 3, then respective

edge partitions which edges belongs to E2;8; E2;12; E8;8; E8;12; and E12;12 respectively. Hence
applying the topological indices definitions (Equation (1.1) to (1.6)), we get required results. B

3. Boron-� nanotube, subdivision and semi total point graph
of boron-� nanotube BA(X)[p; q]

In this segment, we concentrated basic result on boron-� nanotube, subdivision and semi
total point graph of boron-� nanotube BA(X)[p; q].

Table 2. The order and size of boron-α BA(X)[p, q] nanotubes

Molecular graph BA(X)[p, q] S1 = BA(X)[p, q] R1 = BA(X)[p, q]

Order q
3
(4p+ 1) q

6
(29p− 4) q

6
(29p− 4)

Size q
2
(7p− 2) q(7p− 2) 3q(7p�2)

2

Theorem 3.1. Consider the boron-� nanotube BA(X)[p; q], then

• M3{BA(X)[p; q]} = 2pq + 4q − 6q + 4q;

• H{BA(X)[p; q]} =
3

4
q +

8

9
q +

2

5
q +

3

10
pq − 4

5
q +

4

11
pq − 12

11
q;

• F{BA(X)[p; q]} = 96q + 164q + 104q + 75pq − 200q + 122pq − 366q;
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• I{BA(X)[p; q]} = 6q +
80

9
q +

24

5
q +

15

4
pq − 10q +

60

11
pq − 180

11
q;

• mM2{BA(X)[p; q]} =
3

16
q +

1

5
q +

1

12
q +

3

50
pq − 4

25
q +

1

15
pq − 1

5
q;

• SDD{BA(X)[p; q]} = 6q +
41

5
q +

13

3
q + 3pq − 8q +

61

15
pq − 61

5
q:

C Consider the boron-� nanotube H = BA(X)[p; q]. There are five edge partitions
corresponding to the degree of end vertices which are presented as E4;4 = {uv ∈ EH | du =
4; dv = 4}; E4;5 = {uv ∈ EH | du = 4; dv = 5}; E4;6 = {uv ∈ EH | du = 4; dv = 6};
E5;5 = {uv ∈ EH | du = 5; dv = 5} and E5;6 = {uv ∈ EH | du = 5; dv = 6}:

Therefore, we have |E4;4| = 3q; |E4;5| = 4q; |E4;6| = 2q; |E5;5| = q(3p−8)
2 ; and |E6;6| =

2q(p−3): The respective edge partitions are shown in Fig. 4 in which edges belong to E4;4; E4;5;
E4;6; E5;5 and E5;6 respectively. Hence applying the topological indices definitions (Equation
(1.1) to (1.6)), we get required results. B

Theorem 3.2. Consider the subdivision graph of boron-� nanotube S1 = BA(X)[p; q],

• M3{BA(X)[p; q]} = 24q + 15pq − 30q + 8pq − 16q;

• H{BA(X)[p; q]} = 4q +
10

7
pq − 20

7
q +

1

2
pq − q;

• F{BA(X)[p; q]} = 240q + 145pq − 290q + 80pq − 160q;

• I{BA(X)[p; q]} = 16q +
50

7
pq − 100

7
q + 3pq − 6q;

• mM2{BA(X)[p; q]} =
3

2
pq +

1

2
q − q +

1

6
pq − 1

3
q;

• SDD{BA(X)[p; q]} = 30q +
29

2
pq − 29q +

20

3
pq − 40

3
q:

C Consider the subdivision graph of boron-� nanotube S1 = BA(X)[p; q]. There are
three edge partitions corresponding to the degree of end vertices which are presented as
E2;4 = {uv ∈ ES1 | du = 2; dv = 4}; E2;5 = {uv ∈ ES1 | du = 2; dv = 5} and E2;6 = {uv ∈
ES1 | du = 2; dv = 6}:

Therefore, we have |E2;4| = 12q; |E2;5| = 5q(p − 2) and |E2;6| = 2q(p − 2). Applying
the subdivision graph operator to the Fig. 4, then respective edge partitions which edges
belongs to E2;4; E2;5 and E2;6 respectively. Hence applying the topological indices definitions
(Equation (1.1) to (1.6)), we get required results. B

Theorem 3.3. Consider the semi total point graph of boron-� nanotube R1 =
BA(X)[p; q],

• M3{BA(X)[p; q]} = 72q + 40pq − 80q + 20pq − 40q + 8q + 8q + 4pq − 12q;

• H{BA(X)[p; q]} =
3

2
q +

1

2
pq − q +

1

6
pq − 1

3
q +

3

32
q +

1

10
q +

1

24
q +

3

100
pq

− 2

25
q +

1

30
pq +

1

10
q;

• F{BA(X)[p; q]} = 816q + 520pq − 1040q + 296pq − 592q + 384q + 656q

+416q + 300pq − 800q + 488pq − 1464q;

• I{BA(X)[p; q]} =
96

5
q +

25

3
pq − 50

3
q +

24

7
pq − 48

7
q + 12q +

160

9
q +

48

5
q

+
15

2
pq − 20q +

120

11
pq − 360

11
q;
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• mM2{BA(X)[p; q]} =
3

4
q +

1

4
pq − 1

2
q +

1

12
pq − 1

6
q +

3

64
q +

1

20
q +

1

48
q

+
3

200
pq − 1

25
q +

120

11
pq − 360

11
q;

• SDD{BA(X)[p; q]} = 51q + 26pq − 52q +
37

3
pq − 74

3
q + 6q +

41

5
q +

13

2
q + 3pq

−8q +
61

15
pq − 61

5
q:

C Consider the semi total point graph of boron-� nanotube R1 = BA(X)[p; q]. There
are eight edge partitions corresponding to the degree of end vertices which are presented as
E2;8 = {uv ∈ ER1 | du = 2; dv = 8}; E2;10 = {uv ∈ ER1 | du = 2; dv = 10}; E2;12 = {uv ∈
ER1 | du = 2; dv = 12}; E8;8 = {uv ∈ ER1 | du = 8; dv = 8}; E8;10 = {uv ∈ ER1 | du = 8; dv =
10}; E8;12 = {uv ∈ ER1 | du = 8; dv = 12}; E10;10 = {uv ∈ ER1 | du = 10; dv = 10} and
E10;12 = {uv ∈ ER1 | du = 10; dv = 12}:

Therefore, we have |E2;8| = 12q; |E2;10| = 5q(p − 2); |E2;12| = 2q(p − 2); |E8;8| = 3q;

|E8;10| = 4q; |E8;12| = 2q; |E10;10| = q(3p−8)
2 ; and |E10;12| = 2q(p − 3). Applying the semi

total point graph operator to the Fig. 4 and then applying the topological indices definitions
(Equation (1.1) to (1.6)), we get required results. B

4. Boron-�, subdivision and semi total point graph
of boron-� nanotube nanotube BA(Y )[p; q]

In this section we demonstrated the results on boron-�, subdivision and semi total point
graph of boron-� nanotube nanotube BA(Y )[p; q].

Table 3. The order and size of boron-α nanotubes of BA(Y )[p, q]

Molecular graph BA(Y )[p, q] S2 = BA(Y )[p, q] R2 = BA(Y )[p, q]

Order 4
3
pq q

6
(29p− 12) q

6
(29p− 12)

Size q
2
(7p− 4) q(7p− 4) 3q(7p�4)

2

Theorem 4.1. Consider the boron-� nanotube BA(Y )[p; q], then

• M3{BA(Y )[p; q]} = 2q + 3q + 2q + 2q + 2pq − 5q;

• H{BA(Y )[p; q]} =
1

6
q +

1

4
q +

2

9
q +

3

8
q +

4

9
q +

1

5
q +

3

10
pq − 4

5
q +

4

11
pq − 10

11
q;

• F{BA(Y )[p; q]} = 9q + 34q + 45q + 48q + 82q + 52q + 75pq − 200q + 122pq − 305q;

• I{BA(Y )[p; q]} =
3

4
q +

15

8
q + 2q + 3q +

40

9
q +

12

5
q +

15

4
pq − 10q +

60

11
pq − 150

11
q;

• mM2{BA(Y )[p; q]} =
1

18
q +

1

15
q +

1

18
q +

3

32
q +

1

10
q +

1

24
q +

3

50
pq − 4

25
q +

1

15
pq − 1

6
q;

• SDD{BA(Y )[p; q]} = q +
34

15
q +

5

2
q + 3q +

41

10
q +

13

6
q + 3pq − 8q +

61

15
pq − 61

6
q:

C Consider the boron-� nanotube K = BA(Y )[p; q]. There are eight edge partitions
corresponding to the degree of end vertices which are presented as E3;3 = {uv ∈ EK | du =
3; dv = 3}; E3;5 = {uv ∈ EK | du = 3; dv = 5}; E3;6 = {uv ∈ EK | du = 3; dv = 6}; E4;4 =
{uv ∈ EK | du = 4; dv = 4}; E4;5 = {uv ∈ EK | du = 4; dv = 5}; E4;6 = {uv ∈ EK | du =
4; dv = 6}; E5;5 = {uv ∈ EK | du = 5; dv = 5} and E5;6 = {uv ∈ EK | du = 5; dv = 6}:
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Therefore, we have |E3;3| = q
2 ; |E3;5| = q; |E3;6| = q; |E4;4| = 3q

2 ; |E4;5| = 2q; |E4;6| = q;

|E5;5| = q(3p−8)
2 ; and |E5;6| = q(2p − 5). Hence applying the topological indices definitions

(Equation (1.1) to (1.6)), we get required results. B

Theorem 4.2. Consider the subdivision graph of boron-� nanotube S2 = BA(Y )[p; q],

• M3{BA(Y )[p; q]} = 3q + 12q + 15pq − 30q + 8pq − 12q;

• H{BA(Y )[p; q]} =
6

5
q + 2q +

10

7
pq − 20

7
q +

1

2
pq − 3

4
q;

• F{BA(Y )[p; q]} = 39q + 120q + 145pq − 290q + 80pq − 120q;

• I{BA(Y )[p; q]} =
18

5
q + 8q +

50

7
pq − 100

7
q + 3pq − 9

2
q;

• mM2{BA(Y )[p; q]} =
1

2
q +

3

4
q +

1

2
pq − q +

1

6
pq − 1

4
q;

• SDD{BA(Y )[p; q]} =
13

2
q + 15q +

29

2
pq − 29q +

20

3
pq − 10q:

C Consider the subdivision graph of boron-� nanotube S2 = {BA(Y )[p; q]}. There are four
edge partitions corresponding to the degree of end vertices which are presented as E2;3 = {uv ∈
ES2 | du = 2; dv = 3}; E2;4 = {uv ∈ ES2 | du = 2; dv = 4}; E2;5 = {uv ∈ ES2 | du = 2; dv = 5}
and E2;6 = {uv ∈ ES2 | du = 2; dv = 6}:

Therefore, we have |E2;3| = 3q; |E2;4| = 6q; |E2;5| = 5q(p − 2) and |E2;6| = q(2p − 3).
Applying the subdivision graph operator to the Fig. 5, then respective edge partitions which
edges belongs to E2;3; E2;4; E2;5 and E2;6 respectively. Hence applying the topological indices
definitions (Equation (1.1) to (1.6)), we get required results. B

Theorem 4.3. Consider the semi total point graph of boron-� nanotube R2 =
BA(Y )[p; q],

• M3{BA(Y )[p; q]} = 12q + 36q + 40pq − 80q + 20pq − 30q + 4q + 6q + 4q + 4q

+4pq − 10q;

• H{BA(Y )[p; q]} =
3

4
q +

6

5
q +

5

6
pq − 5

3
q +

2

7
pq − 3

7
q +

1

12
q +

1

8
q

+
1

9
q +

3

16
q +

2

9
q +

1

10
q +

3

20
pq − 2

5
q +

2

11
pq − 5

11
q;

• F{BA(Y )[p; q]} = 120q + 408q + 520pq − 1040q + 296q − 444q + 36q

+136q + 180q + 192q + 328q + 208q + 300pq − 800q + 488pq − 1220q;

• I{BA(Y )[p; q]} =
9

2
q +

48

5
q +

25

3
pq − 50

3
q +

24

7
pq − 36

7
q +

3

2
q +

15

4
q

+4q + 6q +
80

9
q +

24

5
q +

15

2
pq − 20q +

120

11
pq − 300

11
q;

• mM2{BA(Y )[p; q]} =
1

4
q +

3

8
q +

1

4
pq − 1

2
q +

1

12
pq − 1

8
q +

1

72
q +

1

60
q

+
1

72
q +

3

128
q +

1

40
q +

1

16
q +

3

200
pq − 1

25
q +

1

60
pq − 1

24
q;

• SDD{BA(Y )[p; q]} = 10q +
51

2
q + 26pq − 52q +

37

3
pq − 37

2
q + q +

34

15
q

+
5

2
q + 3q +

41

10
q +

13

6
q + 3pq − 8q +

61

15
pq − 61

6
q:

C Consider the semi total point graph of boron-� nanotube R2 = BA(Y )[p; q]. There
are twelve edge partitions corresponding to the degree of end vertices which are presented
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as E2;6 = {uv ∈ ER2 | du = 2; dv = 6}; E2;8 = {uv ∈ ER2 | du = 2; dv = 8}; E2;10 = {uv ∈
ER2 | du = 2; dv = 10}; E2;12 = {uv ∈ ER2 | du = 2; dv = 12}; E6;6 = {uv ∈ ER2 | du = 6; dv =
6}; E6;10 = {uv ∈ ER2 | du = 6; dv = 10}; E6;12 = {uv ∈ ER2 | du = 6; dv = 12}; E8;8 = {uv ∈
ER2 | du = 8; dv = 8}; E8;10 = {uv ∈ ER2 | du = 8; dv = 10}; E8;12 = {uv ∈ ER2 | du = 8; dv =
12}; E10;10 = {uv ∈ ER2 | du = 10; dv = 10} and E10;12 = {uv ∈ ER2 | du = 10; dv = 12}:

Therefore, we have |E2;6| = 3q; |E2;8| = 6q; |E2;10| = 5q(p − 2); |E2;12| = q(2p − 3);

|E6;6| = q
2 ; |E6;10| = q; |E6;12| = q; |E8;8| = 3q

2 ; |E8;10| = 2q; |E8;12| = q; |E10;10| = q(3p−8)
2 ;

and |E10;12| = q(2p − 5). Applying the semi total point graph operator to the Fig. 5 and
then applying the topological indices definitions (Equation (1.1) to (1.6)), we get required
results. B

Table 4. The order and size of boron-α nanotubes of BA(Y )[p, q]

Index G = BT [p, q] H = BA(X)[p, q] K = BA(Y )[p, q]

M3 12q [2p+2]q [2p+4]q
H [0.75p-0.05]q [0.66364p+0.14798]q [0.66364p-0.05076]q
F [324p-456]q [197p-202]q [197p-235]q

Table 5. Degree based topological indices of boron nanotubes

I [13.5p-15.6]q [9.20455p-6.67475]q [9.20455p-9.16692]q
mM2 [0.125p+0.10417]q [0.12667p+0.11083]q [0.12667p+0.08653]q
SDD [9p-5]q [7.06667p-1.66667]q [7.06667p-3.13333]q

Table 6. Subdivision graph of degree based topological indices of boron nanotubes

Index S = BT [p, q] S1 = BA(X)[p, q] S2 = BA(Y )[p, q]

M3 [36p-48]q [23p-22]q [23p-27]q
H [2.25p-0.5]q [1.92857p+0.14286]q [1.92857p-0.40741]q
F [360p-480]q [225p-210]q [225p-251]q
I [13.5p-11]q [10.14286p-4.28571]q [10.14286p-7.18571]q

mM2 0.75pq [0.66667p+0.16667]q 0.66667pq
SDD [30p-30]q [21.16667p-12.33333]q [21.16667p-17.5]q

Table 7. Semi total point graph of degree based topological indices of boron nanotubes

Index R = BT [p, q] R1 = BA(X)[p, q] R2 = BA(Y )[p, q]

M3 [90p-84]q [64p-44]q [64p-54]q
H [1.66071p-0.19643]q [0.73p+0.422083]q [1.45087p-0.17062]q
F [2628p-3672]q [1604p-1624]q [1604p-1896]q
I [42.42857p-42.85714]q [30.17099p-17.67330]q [30.17099p-26.04336]q

mM2 [0.40625p+0.02604]q [11.25742p-32.65998]q [0.365p+0.02163]q
SDD [64.5p-65]q [45.4p-25.16667]q [45.4p-38.13333]q

Conclusion: In this paper, we study important classes of boron nanotubes and formulated
M3, H, I; mM2, SDD indices of their molecular graphs by using edge partition technique.
The simplified of these indices for boron triangular nanotube, subdivision and semi total
point graph of boron triangular nanotube, boron-�, subdivision and semi total point graph
of boron-� nanotube BA(X)[p; q] and boron-�, subdivision and semi total point graph of
boron-� nanotube BA(Y )[p; q] are given in Table 1, Table 2 and Table 3. These results can
be used in detecting some physical and chemical properties of these boron nanotubes.
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Fig. 3 The edge partitions of BT [7, 4] nanotube with respect to degree of end vertices.

Fig. 4 The edge partitions of BA(X)[8, 6] nanotube with respect to degree of end vertices.

Fig. 5 The edge partitions of BT (Y )[9, 6] nanotube with respect to degree of end vertices.
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Аннотация. Индексы топологических графов использовались во многих областях для изучения
требуемых свойств различных объектов, таких как атомы и молекулы. Такие индексы были описаны
и изучены многими математиками и химиками, поскольку большинство графиков генерируются из мо-
лекул путем замены каждого атома вершиной, а каждой химической связи — ребром. Эти индексы
также являются топологическими инвариантами графа, измеряющими некоторые химические, физиче-
ские, биологические, фармакологические, фармацевтические и т. д. свойства графов, соответствующие
реальным жизненным ситуациям. Основанные на степени топологические индексы используются для
корреляции физических и химических свойств молекулы с ее химической структурой. Нанотрубные
структуры из бора являются интересными материалами благодаря наличию многоцентровых связей и
обладают новыми электронными свойствами. Применение этих материалов в области наноустройств ста-
вит ряд важных вопросов, таких как механическая и термическая стабильность. Поэтому они требуют
теоретических исследований по разным свойствам. Статья посвящена подсчету третьего Загребского
индекс, гармонического индекса, индекса обратной суммы, модифицированного индекса Загреба и ин-
декс степени симметричного деления с применением к борным нанотрубкам триангулярного типа и
альфа-борным нанотрубкам.

Ключевые слова: топологический индекс, индекс Загреба, гармонический индекс, индекс обрат-
ной суммы, индекс степени симметричного деления, триангулярные борные нанотрубки, альфа-борные
нанотрубки.
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Аннотация. Данная работа посвящена изучению подгрупп групп Шевалле, определяемых ковра-
ми — наборами аддитивных подгрупп основного кольца определения. Такие подгруппы называются
ковровыми и они порождаются корневыми элементами с коэффициентами из соответствующих ад-
дитивных подгрупп. По определению ковер замкнут, если определяемая им ковровая подгруппа не
содержит новых корневых элементов. Одним из принципиально важных вопросов при изучении
ковровых подгрупп является вопрос о замкнутости исходного ковра. Известно, что этот вопрос сво-
дится к неприводимым коврам, т. е. к коврам, все аддитивные подгруппы которых ненулевые [1, 2].
В статье описаны неприводимые ковры типа G2 над полем K характеристики p > 0, хотя бы одна ад-
дитивная подгруппа которых является R-модулем, в случае когда K — алгебраическое расширение
поля R.

Ключевые слова: группа Шевалле, ковер аддитивных подгрупп, ковровая подгруппа.
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1. Введение

Основным результатом статьи является следующая теорема:

Теорема 1. Пусть A = {Ar : r ∈ Φ} — неприводимый ковер типа G2 над полем K
характеристики p > 0. Предположим, что хотя бы одна из аддитивных подгрупп Ar

является R-модулем, где K — алгебраическое расширение поля R. Тогда с точностью

до сопряжения диагональным элементом из группы Шевалле G2(K) при p 6= 3 все Ar

совпадают с некоторым подполем P поля K, а при p = 3

Ar =

{
P; если r — короткий корень;

Q; если r — длинный корень

#Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследований, проект
№19-01-00566.

c© 2020 Франчук С. К.
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для некоторых полей P и Q, удовлетворяющих следующим включениям:

R ⊆ P;Q ⊆ K; (1)

P 3 ⊆ Q ⊆ P: (2)

Для ковра A из вышеизложенной теоремы его ковровая подгруппа G2(A) является
промежуточной между G2(Q) и G2(P ), и в силу [3] (см. также [4, теорема 8.1]) ковер A

является замкнутым. Примеры незамкнутых неприводимых ковров любых типов над
кольцами указаны в [5, 6]. Различные факторизации ковровых подгрупп, сомножите-
ли которых замкнутые ковровые подгруппы и подгруппы ранга 1, приведены в [7, 8].
Отметим также, что над локально конечным полем любой неприводимый ковер ранга
больше 1 замкнут [9].

Ранее автором был получен аналогичный результат при более сильном ограничении,
когда все аддитивные подгруппы являлись R-модулями [10]. Там же указаны примеры,
когда ковер Ar параметризуется двумя различными полями P и Q характеристики 3.

2. Обозначения и определения

Далее Φ — приведенная неразложимая система корней ранга n, E(Φ;K) — элемен-
тарная группа Шевалле типа Φ над полем K. Группа E(Φ;K) порождается своими кор-
невыми подгруппами

xr(K) = {xr(t) : t ∈ K}; r ∈ Φ:

Подгруппы xr(K) абелевы, и для каждого r ∈ Φ и любых t; u ∈ K справедливы соотно-
шения

xr(t)xr(u) = xr(t+ u):

Назовем (элементарным) ковром типа Φ ранга n над K всякий набор аддитивных
подгрупп A = {Ar : r ∈ Φ} кольца K с условием

Cij;rsA
i
rA

j
s ⊆ Air+js; r; s; ir + js ∈ Φ; i; j > 0;

где
A

i
r =

{
ai : a ∈ Ar

}
;

а константы Cij;rs = ±1;±2;±3 определяются коммутаторной формулой Шевалле

[
xs(u); xr(t)

]
=
∏

i;j>0

xir+js

(
Cij;rs(−t)iuj

)
; r; s; ir + js ∈ Φ:

Данное определение ковра принадлежит В. М. Левчуку [11]. Всякий ковер A типа Φ
над K определяет ковровую подгруппу

E(Φ;A) =
〈
xr(Ar) : r ∈ Φ

〉

группы Шевалле E(Φ;K), где 〈M〉 — подгруппа, порожденная подмножеством M группы
E(Φ;K). Ковер A типа Φ над кольцом K называется замкнутым, если его ковровая
подгруппа E(Φ;A) не имеет новых корневых элементов, т. е.

E(Φ;A) ∩ xr(K) =
〈
xr(Ar); r ∈ Φ

〉
:
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Известно, что вопрос о замкнутости ковров редуцируется к неприводимым коврам, т. е.
к коврам, все аддитивные подгруппы которых ненулевые [1, 2].

Следующая лемма является частным случаем следствия 3.2 из [1].

Лемма 1. Пусть {a; b} — фундаментальная система системы корней Φ типа A2,

A = {Ar : r ∈ Φ} — неприводимый ковер над полем K, причем хотя бы одна аддитивная

подгруппа As является R-модулем, где K — алгебраическое расширение поля R и 1 ∈
A−a ∩ A−b. Тогда Ar = P , r ∈ Φ, для некоторого подполя P поля K.

Заметим, что в лемме 1 ограничение на характеристику поля отсутствует.

Наряду с элементарной группой Шевалле E(Φ;K) рассматривают расширенную
группу Шевалле Φ(K), которая является расширением группы E(Φ;K) при помощи
всех диагональных элементов h(�), где � — K-характер целочисленной решетки корней
ZΦ, т. е. гомоморфизм аддитивной группы ZΦ в мультипликативную группу K∗ коль-
ца K [12] (см. также [13]). Любой K-характер � однозначно задается значениями на
фундаментальных корнях, и для любых r ∈ Φ и t ∈ K

h(�)xr(t)h(�)
−1 = xr(�(r)t):

Отметим, что в нашем случае, при Φ = G2, элементарная группа Шевалле E(Φ;K)
совпадает с расширенной группой Шевалле Φ(K).

Лемма 2 [9, лемма 1]. Сопрягая диагональным элементом h(�) ковровую подгруппу

E(Φ;A), получим ковровую подгруппу

h(�)E(Φ;A)h(�)−1 = E(Φ;A′);

определяемую ковром

A
′ = {A′

r | r ∈ Φ}; A
′
r = �(r)Ar:

Следующая лемма хорошо известна (см., например, [14]).

Лемма 3. Пусть K — алгебраическое расширение поля R и подкольцо A поля K
является R-модулем. Тогда A — поле, причем R ⊆ A ⊆ K.

3. Доказательство теоремы 1

В [1, следствие 3.2] при charK > 3 доказано, что аддитивные подгруппы Ar совпадают
с некоторым подполем P поля K. Поэтому теорему нужно доказывать только в следую-
щих двух случаях, которые в [1] не рассматривались: 1) charK = 2; 2) charK = 3.

Рис. 1. Система корней типа G2.
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Система корней типа G2 представлена на рис. 1. Нам потребуются четыре типа ком-
мутаторных формул:

[
xa(t); xb(u)

]
= xa+b(±tu)x2a+b(±t2u)x3a+b(±t3u)x3a+2b(±t3u2); (3)

[
xa(t); xa+b(u)

]
= x2a+b(±2tu)x3a+b(±3t2u)x3a+2b(±3tu2); (4)

[
xa(t); x2a+b(u)

]
= x(3a+b)(±3tu); (5)

[
xb(t); x3a+b(u)

]
= x(3a+2b)(±tu): (6)

Условия ковровости, возникающие из формул (3) и (4), дают соответственно следу-
ющие серии включений

AaAb ⊆ Aa+b; (7)

A
2
aAb ⊆ A2a+b; (8)

A
3
aAb ⊆ A3a+b; (9)

A
3
aA

2
b ⊆ A3a+2b; (10)

2AaAa+b ⊆ A2a+b; (11)

3A2
aAa+b ⊆ A3a+b; (12)

3AaA
2
a+b ⊆ A3a+2b: (13)

Аналогично формулы (5) и (6) дают соответственно включения

3AaA2a+b ⊆ A3a+b; (14)

AbA3a+b ⊆ A3a+2b: (15)

В силу леммы 2 с точностью до сопряжения диагональным элементом из G2(K)
можно считать, что 1 ∈ A−a ∩A−b. По условию теоремы существует такой корень s, что
аддитивная подгруппа As является R-модулем. Зафиксируем этот корень.

Далее доказательство теоремы разбивается на два случая:
1) s — длинный корень,
2) s — короткий корень.

1) Пусть s — длинный корень. Длинные корни из Φ составляют подсистему корней
типа A2 с фундаментальной системой {b; 3a + b}, 1 ∈ A−b, а включение 1 ∈ A−3a−b

следует из A
3
aAb ⊆ A3a+b только для отрицательных корней. По лемме 1 независимо

от характеристики поля K все аддитивные подгруппы Ar, индексированные длинными
корнями, совпадают с некоторым подполем Q поля K. В частности, отсюда и из условия
ковровости следует, что 1 ∈ Ar для всех r ∈ Φ. Поэтому из включений типа AaAb ⊆ Aa+b

следует совпадение всех аддитивных подгрупп Ar, соответствующих коротким корням,
а затем и включения Q ⊆ Ar для всех r ∈ Φ. Пусть Aa = P . Из включений (9), (11) и
(12) получаем соответственно включения

P 3 ⊆ Q; 2PP ⊆ P; 3P ⊆ Q:

Поэтому, если p = 2, то все Ar совпадают с полем Q. Если p = 3, то P 3 ⊆ Q ⊆ P и P —
кольцо, являющееся R-модулем, а в силу леммы 3 аддитивная подгруппа P становится
полем.

2) Пусть s — короткий корень. Так как 1 ∈ A−a ∩ A−b, то из условия ковровости
следует, что 1 ∈ Ar, r ∈ −Φ+.
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Пусть charK = 3. В этом случае в силу формулы (4) подгруппа, порожденная корот-
кими корневыми подгруппами, изоморфна группе Шевалле типа A2. Поэтому по лемме 1
все Ar для коротких корней r совпадают с некоторым полем P . Сейчас из условия ков-
ровости следует, что 1 ∈ Ar для всех r ∈ Φ. В силу включений типа (15) получаем, что
все аддитивные подгруппы Ar, индексированные длинными корнями, совпадают с неко-
торой аддитивной подгруппой Q поля K. Снова в силу (15) справедливо включение
QQ ⊆ Q. Отсюда следует, что Q — кольцо с единицей. Из (7) и (9) получаются вклю-
чения P 3 ⊆ Q ⊆ P . Далее, множество P 3 является полем, и P — его алгебраическое
расширение, а в силу (9) кольцо Q будет P 3-модулем. Поэтому по лемме 3 кольцо Q —
поле.

Пусть charK = 2. Не теряя общности, можно считать, что именно Aa+b является
R-модулем. Тогда в силу условия ковровости типа (7) и (14) соответственно справедливы
следующие включения:

A−bAa+b ⊆ Aa;

3A−aAa+b ⊆ Ab:

Сейчас, используя включение 1 ∈ A−a ∩A−b, получаем Aa+b ⊆ Aa ∩Ab. Теперь в силу
условия ковровости (7) получаем Aa+bAa+b ⊆ Aa+b. Таким образом, Aa+b — кольцо, а
в силу леммы 3 — поле. Положим Aa+b = P . Так как 1 ∈ Aa+b и 1 ∈ Ar, r ∈ −Φ+,
то из коммутаторных формул типа (3) и условий ковровости получаем, что 1 ∈ Ar для
всех r ∈ Φ. Покажем сейчас, что Ar = P для всех r ∈ Φ. Включение 1 ∈ Ar для
длинных корней влечет совпадение всех Ar. Далее, используя включение (7), получаем
Aa;Ab ⊆ P , а в силу (12) P ⊆ A3a+b. Таким образом, Ar = P , если r — длинный корень.
Так как Aa ⊆ P и Aa+bA−b ⊆ Aa; то P ⊆ Aa. Итак, получаем совпадение Aa с полем P .
Аналогично показывается равенство Ar = P для всех других коротких корней. B

Àâòîð âßðàæàåò Æºàªîäàðíîæòü ïðîôåææîðó ß. ˝. ˝óæŁíó çà ïîæòàíîâŒó çàäà÷Ł Ł ïîìîøü
â âßïîºíåíŁŁ íàæòîÿøåØ ðàÆîòß.
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Аннотация. В работе рассматривается один метод квадратур для численного решения гиперсин-
гулярных интегральных уравнений на классе функций, неограниченных на концах интервала ин-
тегрирования. Для гиперсингулярного интеграла с весовой функцией p(x) = 1/

√
1− x2 строится

квадратурная формула интерполяционного типа с применением нулей ортогонального многочлена
Чебышева первого рода. Для регулярного интеграла используется квадратурная формула наивыс-
шей степени точности с той же весовой функцией p(x). После дискретизации гиперсингулярного
интегрального уравнения параметру сингулярности придаются значения корней многочлена Чебы-
шева и, раскрывая неопределенности при совпадении значений узлов, получается система линейных
алгебраических уравнений. Но, как оказалось, полученная система некорректная, т. е. не имеет
единственного решения. Благодаря определенным дополнительным условиям, система становится
корректной, и доказывается теорема о существовании и сходимости приближенного метода на неко-
тором широком классе функций. Приводятся тестовые примеры, которые показывают, что постро-
енная вычислительная схема удобна для реализации и эффективна для решения гиперсингулярных
интегральных уравнений на классе функций, неограниченных на концах интервала интегрирования.

Ключевые слова: гиперсингулярный интеграл, квадратурная формула, вычислительная схема,
оценка погрешности.
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1. Введение

Теория сингулярных интегральных уравнений из-за многочисленных приложений пе-
реживает бурное развитие. Этим уравнениям посвящены фундаментальные труды ши-
роко известных математиков: Д. Гильберта, А. Пуанкаре, Т. Карлемана, Н. И. Мусхели-
швили, С. Г. Михлина, З. Пресдорфа и т. д. Хорошо известен спектр применения теории
сингулярных интегральных уравнений в механике и технике: теории упругости и тер-
моупругости, аэродинамике. Сингулярные и гиперсингулярные интегральные уравнения
являются одним из основных аппаратов математического моделирования задач электро-
динамики.

c© 2020 Хубежты Ш. С.
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Однако решение сингулярных и гиперсингулярных интегральных уравнений возмож-
но лишь в исключительных случаях, и основным аппаратом в прикладных задачах яв-
ляются численные методы. В этом направлении должен отметить труды В. В. Иванова,
И. К. Лифанова, Б. Г. Габдулхаева, Д. Г. Саникидзе, И. В. Бойкова и др. Но надо от-
метить, что и теория и методы численного решения гиперсингулярных интегральных
уравнений разработаны в значительно меньшей степени, нежели соответствующая тео-
рия и методы для сингулярных интегральных уравнений. Среди работ, посвященных
приближенным методам решения гиперсингулярных интегральных уравнений, можно
отметить работы Б. Г. Габдулхаева [1], И. К. Лифанова [2], И. В. Бойкова [3, 4] и др.

Гиперсингулярное интегральное уравнение первого рода имеет вид

1

�

1∫

−1

’0(t)

(t− x)p
dt+

1

�

1∫

−1

k(x; t)’0(t) dt = f(x); (1)

где −1 < x < 1, k(x; t) и f(x) — непрерывно дифференцируемые функции, ’0(t) —
неизвестная функция.

Гиперсингулярный интеграл

H(’0; x) =

1∫

−1

’0(t)

(t− x)p
dt (p > 2) (2)

понимается в смысле конечной части по Адамару [1]:

H(’0; x) = lim
"→0+





x−"∫

−1

’0(t)

(t− x)p
dt+

1∫

x+"

’0(t)

(t− x)p
dt−  (x)

"p−1



 ; (3)

где

 (x) =

p−2∑

k=0

’
(k)
0 (x)

k!
· "

k[1 + (−1)p−k]

p− k − 1
:

В дальнейшем мы будем рассматривать гиперсингулярные интегральные уравнения
первого рода в случае p = 2, т. е. уравнения вида

1

�

1∫

−1

’0(t)

(t− x)2
dt+

1

�

1∫

−1

k(x; t)’0(t) dt = f(x); (4)

где
1∫

−1

’0(t)

(t− x)2
dt = lim

"→0+




x−"∫

−1

’0(t)

(t− x)2
dt+

1∫

x+"

’0(t)

(t− x)2
dt− 2’0(x)

"


 : (5)

В задачах механики и электродинамики чаще всего встречаются случаи, когда ’0(t)
имеет вид

’0(t) =
√

1− t2 ’(t); ’0(t) =
1√

1− t2
’(t);

’0(t) =

√
1 + t

1− t
’(t); ’0(t) =

√
1− t

1 + t
’(t);

где ’(t) — достаточно гладкая функция на отрезке [−1; 1].
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2. Квадратурные формулы для гиперсингулярных интегралов
и вычислительная схема

Так как мы ищем решения уравнения (4) на классе функций, неограниченных на кон-
цах интервала интегрирования [−1; 1], т. е. вида ’0(t) =

1√
1−t2

’(t), методом квадратур,
то нам понадобятся квадратурные формулы для интеграла

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

’(t)

(t− x)2
dx:

В работе [5] построена квадратурная формула для вышеуказанного гиперсингуляр-
ного интеграла, которая имеет вид

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

’(t)

(t− x)2
dt ≈ 1

n

n∑

k=1

(−1)k−1
√

1− x2k

x− xk

×
[
Un−1(xk)− Un−1(x)

x− xk
+
xUn−1(x)− nTn(x)

1− x2

]
’(xk); (6)

где Tn(x) = cosn arccos x, Un(x) =
sin(n+1) arccos x√

1−x2
— ортогональные многочлены Чебышева

соответственно по весам p(x) = 1√
1−x2

и p(x) =
√
1− x2, xk = cos 2k−1

2n � (k = 1; 2; : : : ; n) —

нули многочлена Tn(x).
Кроме этого, для регулярного интеграла мы будем использовать квадратурную фор-

мулу типа Гаусса [6, с. 132]

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

f(t) dt ≈ 1

n

n∑

k=1

f(xk); xk = cos
2k − 1

2n
�: (7)

Вычислительная схема для поиска решений уравнения (4) вида ’0(t) = 1√
1−t2

’(t),
т. е. уравнения

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

’(t)

(t− x)2
dt+

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

k(x; t)’(t) dt = f(x) (8)

строится следующим образом: используя квадратурные формулы (6) и (7) и подставляя
их в (8), получаем следующее дискретное уравнение:

1

n

n∑

k=1

(−1)k
√

1− x2k

(x− xk)2

[
Un−1(xk)− Un−1(x) + (x− xk)

xUn−1(x)− nTn(x)

1− x2

]
’(xk)

+
1

n

n∑

k=1

k(x; xk)’(xk) = f(x); (9)

где xk = cos 2k−1
2n � (k = 1; 2; : : : ; n).
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Придавая параметру x последовательно значения x1; x2; : : : ; xn и раскрывая неопре-
деленности при xj = xk (k = j) [7], получаем систему линейных алгебраических уравне-
ний относительно неизвестных ’(x1), ’(x2), : : : , ’(xn):

1

n

n∑

k=1;
k 6=j

(−1)k−1
√

1−x2k
(xj−xk)2

[
Un−1(xk)−Un−1(xj)+(xj−xk)

xjUn−1(xj)−nTn(xj)

1−x2j

]
’(xk)

+
−(n2 − 1)(1 − x2j) + 3x2j

2n(1− x2j)
2

’(xj) +
1

n

n∑

k=1

k(xj ; xk)’(xk) = f(xj) (j = 1; 2; : : : ; n):

(10)

Это и есть построенная вычислительная схема для уравнения (8).
Попытки численного решения системы (10) для некоторых тестовых задач не увен-

чались успехом. Численные результаты не сходились к точным решениям. И. В. Бойков
подробно изучил данную проблему в работе [4]. Им установлено, что для существования
и единственности решения уравнения (8) требуется выполнение следующих дополни-
тельных условий:

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T0(t)’(t) dt = C0;
1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T1(t)’(t) dt = C1; (11)

где T0(t) и T1(t) — ортогональные многочлены Чебышева первого рода степени 0 и сте-
пени 1, а C0 и C1 — произвольные постоянные.

В работе [4, c. 458] указано, что «если f(x) — достаточно гладкая функция, то на
классе функций вида (1− t2)−1=2’(t) оператор K0


K0’0 ≡

1∫

−1

’0(t)

(t− x)2
dt = f(x)


 (∗)

имеет правый обратный оператор. Так как правый обратный оператор не единственный,
то необходимо выделить конкретный правый оператор. Следовательно, для получения
однозначного решения уравнения (∗) нужно на него наложить дополнительные усло-
вия вида (11). При этих условиях и в предположении, что f(x) — достаточно гладкая
функция, уравнение (∗) однозначно разрешимо.

С учетом этого замечания построение и обоснование коллокационного метода и мето-
да механических квадратур для приближенного решения гиперсингулярных интеграль-
ных уравнений первого рода проводится на базе общей теории приближенных мето-
дов [8].»

С учетом дополнительных условий (11) получаем следующую систему линейных ал-
гебраических уравнений:




1
n

n∑
k=1;
k 6=j

(−1)k�1
√

1−x2
k

(xj−xk)2

[
Un−1(xk)− Un−1(xj) + (xj − xk)

xjUn�1(xj)−nTn(xj)

1−x2
j

]
’(xk)

+
−(n2−1)(1−x2

j )+3x2
j

2n(1−x2
j )

2 ’(xj) +
1
n

n∑
k=1

k(xj ; xk)’(xk) = f(xj); j = 2; 3; : : : ; n− 1;

1
n

n∑
k=1

T0(xk)’(xk) = C0;

1
n

n∑
k=1

T1(xk)’(xk) = C1;

(12)
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xk = cos
2k − 1

2n
�; T0(t) = 1; T1(t) = t:

Система (12) является системой линейных алгебраических уравнений порядка n× n
относительно неизвестных ’(x1), ’(x2), : : : , ’(xn).

Решая систему (12), мы получаем численное решение уравнения (8) ’(t) в точках
x1; x2; : : : ; xn.

3. Обоснование вычислительной схемы и примеры

Справедлива следующая теорема (см. [3, 4]).

Теорема 1. Пусть в уравнении (8) с условиями (11) функции k(x; t) и f(x) на от-

резке [−1; 1] принадлежат классу Hr(�) (r > 1) (т. е. имеют непрерывные производные

до порядка r − 1, а производная ’(r) удовлетворяет условию Гёльдера с показателем
1
2 < � 6 1) и это уравнение с условиями (11) имеет единственное решение. Тогда си-

стема линейных алгебраических уравнений (12) также имеет единственное решение и

справедлива оценка

|’(t)− ’n(t)| 6 O

(
lnn

nr+�−�

)
(0 < � < �);

где

’n(t) =

n∑

k=1

Tn(t)

(t− xk)T ′
n(xk)

’(xk);

xk = cos
2k − 1

2n
�; Tn(t) = cosn arccos t:

C Для доказательства введем пространство X (см. [3, 4]) функций x(t) = 1√
1−t2

’(t),

’(t) ∈ Hr(�) (� >
1
2) с нормой

‖x(t)‖ = max
−16t61

|’(t)|+ max
−16t61

|’′(t)|+ sup
t1 6=t2

|’′(t1)− ’′(t2)|
|t1 − t2|�

и пространство Y функций y(t) ∈ H(�)
(
� < �− 1

2

)
с нормой

‖y(t)‖ = max
−16t61

|y(t)|+ sup
t1 6=t2

|y(t1)− y(t2)|
(t1 − t2)�

:

Тогда гиперсингулярный оператор Hx отображает пространство X в пространство Y;
причем ‖Hx‖Y 6 K‖x‖, K = ‖H‖. После этого аналогично доказательствам в [4] на
основе общей теории приближенных методов [8] доказывается указанная теорема. B

Приведем несколько тестовых примеров.

Пример 1. Рассмотрим уравнение

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

· ’(t)

(t− x)2
dt+

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

(x+ t)’(t) dt = x

с дополнительными условиями

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T0(t)’(t) dt = 1;
1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T1(t)’(t) dt = 0:
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Для этого уравнения k(x; t) = x+t, f(x) = x, C0 = 1, C1 = 0. Точное решение ’(t) = 1.
При n = 4 получаем следующие результаты: ’(x1) = 1, ’(x2) = 1, ’(x3) = 0;9999999,
’(x4) = 0;9999999.

Пример 2. Рассмотрим уравнение

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

’(t)

(t− x)2
dt+

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

(x+ t)’(t) dt =
1

2

с дополнительными условиями

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T0(t)’(t) dt = 0;
1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T1(t)’(t) dt =
1

2
:

Здесь k(x; t) = x+ t, f(x) = 1
2 , C0 = 0, C1 = 1

2 . Точное решение ’(t) = t. При n = 4
получаем ’(x1) = 0;9238794, ’(x2) = 0;3826835, ’(x3) = −0;3826833, ’(x4) = −0;9238797.

Пример 3. Рассмотрим уравнение

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

’(t)

(t− x)2
dt+

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

(x+ t)’(t) dt = 1 +
x

2

с дополнительными условиями

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T0(t)’(t) dt =
1

2
;

1

�

1∫

−1

1√
1− t2

T1(t)’(t) dt = 0:

Здесь k(x; t) = x+t, f(x) = 1+ x
2 , C0 =

1
2 , C1 = 0. Точное решение ’(t) = t2. При n = 4

получаем ’(x1) = 0;8535533, ’(x2) = 0;1464467, ’(x3) = 0;1464465, ’(x4) = 0;85355534.

Во всех указанных примерах погрешность

|"(t)| = |’(t)− ’n(t)| 6 10−6:

Она показывает, что вычислительная схема (12) удобна для реализации на ЭВМ и эф-
фективна для решения гиперсингулярных интегральных уравнений первого рода.
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Abstract. We consider a quadrature method for the numerical solution of hypersingular integral equations
on the class of functions that are unbounded at the ends of the integration interval. For a hypersingular integral
with a weight function p(x) = 1/

√
1− x2, a quadrature formula of the interpolation type is constructed using

the zeros of the Chebyshev orthogonal polynomial of the first kind. For a regular integral, the quadrature
formula of the highest degree of accuracy is also used with the weight function p(x). After discretizing the
hypersingular integral equation, the singularity parameter is given the values of the roots of the Chebyshev
polynomial and, evaluating indeterminate forms when the values of the nodes coincide, a system of linear
algebraic equations is obtained. But, as it turned out, the resulting system is incorrect, that is, it does not
have a unique solution, there is no convergence. Due to certain additional conditions, the system turns out
to be correct. This is proved on numerous test cases, in which the errors of computations are also sufficiently
small. On the basis of the considered test problems, we conclude that the constructed computing scheme
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is convenient for implementation and effective for solving hypersingular integral equations on the class of
functions of the integration interval unbound at the ends.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

А. В. АБАНИНУ — 65 ЛЕТ

6 февраля 2020 г. исполнилось 65 лет известно-
му российскому математику, профессору, доктору
физико-математических наук, заведующему кафед-
рой математического анализа и геометрии Институ-
та математики, механики и компьютерных наук име-
ни И. И. Воровича Южного Федерального универ-
ситета, заведующему отделом математического ана-
лиза Южного математического института ВНЦ РАН
Александру Васильевичу Абанину.

Сын офицера Советской Армии Василия Федо-
ровича и учительницы Лидии Степановны Абани-
ных, он унаследовал от своих родителей лучшие чер-
ты родового характера –– цельность, целеустремлен-
ность, упорство в достижении поставленных целей, исключительную порядочность.

Переход в 9-м классе в ростовскую математическую школу № 5 стал, по признанию са-
мого Александра Васильевича, «поворотным пунктом» в его профессиональной жизни,
поскольку привел молодого человека «в мир увлеченности наукой». Директор школы
и замечательный математик, Анна Владимировна Мардиросова, учительница физики
Анна Васильевна Артемова, их коллеги в немалой степени способствовали тому, что
в школе сложилась атмосфера дружеской конкуренции, а у обычных, в общем-то, под-
ростков успешно формировались увлеченность наукой, стремление к постижению нового
и самостоятельное творческое мышление.

В 1972 г., после окончания школы, А. В. Абанин поступает на отделение математи-
ки механико-математического факультета Ростовского государственного университета.
«Для меня мехмат стал как бы продолжением школы на новом уровне, вспоминал бу-
дущий ученый. — С одной стороны — высококлассные требовательные преподаватели,
и с другой — ориентированные на учебу студенты». Александр Васильевич с теплом и
благодарностью рассказывает о том, как вели занятия известные математики и талант-
ливые педагоги К. К. Мокрищев, М. Г. Хапланов, Ю. Ф. Коробейник, В. С. Рогожин,
В. И. Юдович, М. М. Драгилев, С. Г. Самко, В. П. Захарюта, В. Б. Дыбин, Е. Л. Литвер,
И. М. Мельник, какие великолепные спецкурсы, «в которых учили самым современным
методам математического анализа, теории функций и функционального анализа» читали
М. М. Драгилев, Ю. Ф. Коробейник, В. П. Захарюта, О. В. Епифанов, В. В. Моржаков,
В. А. Богачев.

Традиционно на мехмате младшекурсников привлекали к работе в научно-образова-
тельных кружках, где разбирались некоторые разделы математики, не входившие в ос-
новную программу. На одном из них, посвященном рядам Дирихле, начинающий ученый
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выполнил свою первую «полуисследовательскую» работу по преобразованию Мёбиуса, и
это обусловило выбор для дальнейшей специализации кафедры теории функций и функ-
ционального анализа — ее как раз возглавлял руководитель кружка профессор Михаил
Григорьевич Хапланов, ставший первым научным руководителем Александра Василье-
вича.

Студенческая, как и школьная, жизнь проявила лучшие черты характера А. В. Аба-
нина, став гармоничным соединением отличной учебы, помощи однокурсникам, интен-
сивной исследовательской работы и активной жизненной позиции. А в 1977 г., стремясь
«профессионально заниматься чистой математикой», Александр Васильевич поступает
в очную аспирантуру. Сам он впоследствии вспоминал: «в день моего зачисления, 20 ок-
тября 1977 г., ушел из жизни мой первый учитель Михаил Григорьевич Хапланов, и через
какое-то время встал вопрос о выборе нового научного руководителя. Мне посоветова-
ли обратиться к Юрию Фёдоровичу Коробейнику. Он в то время решил вернуться из
Института механики и прикладной математики, где руководил отделом, на факультет
и стал заведующим кафедрой математического анализа. В будущем о своем выборе мне
не пришлось жалеть, несмотря на то, что первоначальные требования, предъявленные
Юрием Фёдоровичем, были, хотя и справедливыми, но весьма жесткими».

В середине 70-х годов XX в. Ю. Ф. Коробейник начал развивать теорию представ-
ляющих систем. В 1975 г. вышли две его фундаментальных работы в «Математическом
сборнике», в которых были изложены начала этой теории –– и именно ей увлекся аспи-
рант Абанин. После защиты в 1981 г. кандидатской диссертации «Некоторые свойства
представляющих систем и базисов» (выполненной под руководством Ю. Ф. Коробей-
ника) Александр Васильевич продолжил исследования в данном направлении. В 1980–
2014 гг. им было проведено систематическое исследование (слабо) достаточных множеств
в различных по структуре пространствах целых функций одной и многих переменных,
разработаны приложения к теории представляющих систем и уравнениям свертки и тео-
рия абсолютно представляющих систем подпространств в спектрах локально выпуклых
пространств. Среди основных результатов –– доказательство совпадение классов слабо
достаточных и эффективных по Ийеру множеств, геометрический критерий распределе-
ния на плоскости показателей абсолютно представляющих систем экспонент в простран-
ствах голоморфных в выпуклой области функций, новые методы изучения свойств сла-
бо достаточных множеств и абсолютно представляющих систем в многомерном случае.
В 1995 г. в Екатеринбурге прошла блестящая защита докторской диссертации «Слабо
достаточные множества и абсолютно представляющие системы».

Следует отметить, что научные интересы Александра Васильевича всегда отличались
значительным разнообразием.

В 90-е годы он разработал новые методы изучения порождающих идеалов в неради-
альных классах весовых пространств целых функций, предложил геометрическую ха-
рактеризацию нулевых множество образующих порождающих идеалов. В это же время
он получил интересные результаты в области теории ультрадифференцируемых функ-
ций и распределений (полное описание пространств ультрадифференцируемых функций,
допускающих аналоги теоремы Уитни о продолжении, и теория ультрараспределений,
содержащая все предшествующие классические теории). Итогом данной работы стала
монография «Ультрадифференцируемые функции и ультрараспределения», вышедшая
в издательстве «Наука» в 2007 г. Задача, поставленная автором — «на сравнительно
небольшом по объему и разнообразию рассматриваемых вопросов материале обозначить
некоторые достигнутые в последнее время результаты, разработанные при этом методы
и возможности их использования» –– была решена весьма успешно.
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В 2009–2013 гг. Александр Васильевич Абанин проводил совместные исследования
(связанные с уравнениями свертки и теоремами деления) с вьетнамским математиком
Ле Хай Хоем и японцем Р. Ишимурой. Были установлены критерии разрешимости урав-
нений свертки в пространстве голоморфных в выпуклой области функций полиномиаль-
ного роста, доказано существование экспоненциально-полиномиального базиса в ядре
соответствующего оператора. Кроме того, был получен критерий справедливости тео-
ремы деления в пространстве целых функций с двучленными асимптотиками роста и
разработано его приложение к разрешимости уравнений свертки в пространствах уль-
традифференцируемых функций (2010; совместно с Д. А. Абаниной).

В эти же годы, исследуя двойственность функциональных пространств, ученый в сов-
местных с Ле Хай Хоем работах установил взаимную двойственность пространств голо-
морфных функций полиномиального роста и пространств Фреше голоморфных функ-
ций заданной граничной гладкости. Кроме того, были развиты методы описания сопря-
женных пространств для индуктивных пределов последовательностей банаховых про-
странств бесконечно дифференцируемых функций и проективных спектров таких про-
странств (2006; совместно с И. А. Филипьевым).

В последние годы Александр Васильевич успешно ведет исследования в области об-
щей теории весовых пространств голоморфных функций. Им установлено далеко иду-
щее обобщение классической теоремы Л. Хермандера о продолжении целых функций
с оценками роста, разработаны ее приложения к описанию канонических систем весов,
установлены критерии принадлежности весовых пространств голоморфных функций к
компактным спектрам, найдена непосредственная связь между топологической и ал-
гебраической структурами индуктивных пределов весовых пространств голоморфных
функций и их проективных оболочек, развиты новые методы исследования непрерывно-
сти, компактности и описания инвариантных подпространств классических операторов.
Все эти результаты получены совместно с вьетнамским математиком Фам Чонг Тиеном,
защитившим кандидатскую диссертацию под руководством А. В. Абанина в 2013 г.

Почти за 45 лет активной научной деятельности он опубликовал более 200 науч-
ных работ, большинство которых –– в высокорейтинговых научных журналах (Докла-
ды АН, Известия АН, Математические заметки, Сибирский математический журнал,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, Studia Mathematica, Comptes Rendus.
Mathematique. Academie des Sciences, Arkiv for Matematik, Journal of Approximation
Theory, Mathematische Annalen, Mathematische Nachrichten, Proceedings of the American
Mathematical Society).

Педагогическая карьера Александра Васильевича Абанина началась 1 ноября 1979 г.,
когда он перевелся в заочную аспирантуру и стал сотрудником кафедры математиче-
ского анализа РГУ. За 40 прошедших лет, пройдя путь от ассистента до профессора, он
пережил с кафедрой все реформы. Приняв эстафету у Ю. Ф. Коробейника, А. В. Абанин
возглавил кафедру в 2000-м г., сохранил традиции добросовестного профессионализма,
сделал кафедру базовой для возглавляемого им отдела математического анализа ЮМИ
ВНЦ РАН. В течение пятнадцати лет сотрудничества с ЮМИ ВНЦ РАН ежегодно изда-
вались сборники научных работ, проводились международные и молодежные научные
конференции, выполнен совместный научный проект «Синтетические методы изучения
операторов и уравнений в функциональных пространствах» (2012–2013 гг.) в рамках Фе-
деральной целевой программы «Научные и научно-педагогические кадры инновационной
России». В 2018 г., после объединения старейших университетских кафедр — геометрии
и математического анализа — в единую кафедру математического анализа и геометрии
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А. В. Абанин был избран ее заведующим и, сохранив все лучшее, сформировал крепкий
работоспособный коллектив.

Среди курсов, которые А. В. Абанин читал в разные годы –– «Геометрическая теория
функций комплексного переменного», «Целые функции», «@-задача», «Функции многих
комплексных переменных», «Избранные главы вещественного анализа», «Элементы тео-
рии двойственности», «Функциональные пространства», «Анализ на метрических про-
странствах», «Линейные задачи анализа». В настоящее время профессор Абанин увле-
ченно открывает первокурсникам азы математического анализа, успешно продолжая
дело своих учителей. Блестяще подготовленные лекции, честность, принципиальность
и педагогический талант приносят ему заслуженное признание и уважение и коллег,
и студентов, часто оставляющих свои отзывы на различных сайтах: «Александр Васи-
льевич создал на своих занятиях атмосферу, в которой мы воспринимали математику
как искусство»... «Классный Математик! И очень хороший и справедливый преподава-
тель!»... «Великолепный преподаватель, настоящий профессионал!» — и подобных от-
кликов немало.

Достаточно рано (по его собственной оценке) Александр Васильевич Абанин начал
заниматься «подготовкой учеников на уровне руководства дипломными работами», и
со временем создал крепкую научную школу. Одиннадцать человек защитили под его
руководством кандидатские диссертации; последняя защита состоялась в мае 2019 г.,
а сейчас получившая диплом кандидата физико-математических наук Т. М. Андреева
успешно работает и на кафедре математического анализа и геометрии, и в отделе мате-
матического анализа ЮМИ РАН. Сам ученый подчеркивает, что дело, в общем-то, и не
в количестве или квалификационном уровне работ моих учеников. Важно то, что они
заставляют меня держать себя в профессиональном тонусе, находиться в постоянном
поиске новых тем, идей и методов». Можно добавить, что многие ученики Александра
Васильевича –– аспиранты, магистранты, специалисты — являются сегодня преподава-
телями различных вузов Ростова и Ростовской области, в полной мере следуя основным
принципам учителя, таким как высокая требовательность к себе и своим ученикам, пре-
данность делу, добросовестность, большая самоотдача и высокий профессионализм.

Наряду с активной педагогической и научной деятельностью А. В. Абанин активно
участвует в организации научной и учебной работы в университете. Он возглавляет спе-
циализированный совет Д 212.208.29 по защите докторских диссертаций, входит в состав
редколлегий «Владикавказского математического журнала» и «Известий высших учеб-
ных заведений. Северо-Кавказский регион. Естественные науки» –– ведущих журналов
по математике на юге России.

Александр Васильевич ведет активные совместные исследования с математиками
из Наньянского технологического университета (Сингапур), входящего в первую сотню
ведущих университетов мира, и Национального университета Вьетнама. Он постоянно
участвует в работе организационных комитетов различных международных конферен-
ций, регулярно выступает с докладами на Международных и Всероссийских конферен-
циях, симпозиумах, школах. В качестве научного руководителя и одного из основных
исполнителей ученый принимал участие в выполнении проектов, поддержанных РФФИ
и Министерством образования и науки РФ по Федеральной целевой программе «Научные
и научно-педагогические кадры инновационной России».

Те, кому удавалось хоть недолго общаться с Александром Васильевичем, не могли не
заметить таких определяющих особенностей характера как надежность, неприятие лю-
бой разновидности лжи, уступчивость в мелочах и при этом поразительная цельность
и порядочность. Именно неравнодушие, педагогический талант, огонек в глазах и не
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изменившаяся со студенческих лет активная жизненная позиция приводят к тому, что
даже среди немногочисленных нынче студентов-математиков находятся люди, которых
не отпугивает требовательность и принципиальность, которые именно благодаря Алек-
сандру Васильевичу начинают понимать, «что значит красиво решить задачу и получить
эстетическое наслаждение от красивого решения».

Всегда рядом с Александром Васильевичем и самые близкие ему люди, полностью
разделяющие и научные интересы, и гражданскую позицию (жена, Татьяна Иванова ––
доцент кафедры информационных систем в строительстве (ДГТУ), дочь, Дарья Алек-
сандровна –– доцент кафедры математического анализа ЮФУ, сын, Дмитрий Алексан-
дрович –– профессор физики Женевского университета).

От всей души поздравляем Александра Васильевича и желаем ему здоровья, радости
в жизни, новых творческих достижений, понимающих учеников!

А. О. Ватульян, М. И. Карякин, С. Б. Климентов, Ю. Ф. Коробейник,

А. Г. Кусраев, С. С. Кутателадзе, Ю. С. Налбандян
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пробела.

7. Статьи, содержащие рисунки, рассматриваются только после согласования с ре-
дакцией технических вопросов подготовки рисунков. Черно-белые рисунки должны быть
подготовлены в формате EPS (Encapsulated PostScript) таким образом, чтобы обеспечи-
вать адекватное восприятие их при последующем оптическом уменьшении в два раза.
При использовании рисунков необходимо подключить пакет epsfig. Подпись к рисунку
должна быть центрирована под рисунком и состоять из слова «Рис. » с последующим
номером. Номера рисунков должны иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояс-
нения к рисунку следует приводить в тексте статьи. Таблицы сопровождаются отформа-
тированной слева надписью «Таблица» с последующим номером. Номера таблиц должны
иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояснения к таблице приводятся в тексте
статьи. Графики выполняются в виде рисунков.

8. Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются
ссылки в тексте работы, расположенные в порядке цитирования. Ссылки на неопублико-
ванные работы, результаты которых используются в доказательствах, не допускаются.
Список литературы печатается в конце текста статьи, оформленные в соответствии с пра-
вилами издания, на основании требований, предусмотренных действующими ГОСТами.
В нем должны быть указаны: для статьей — автор, полное название статьи, журнал,
год издания, том, номер (выпуск), страницы начала и конца статьи; для книг — автор,
полное название, город, издательство, год издания, общее количество страниц. Ссылки
на литературу в тексте даются в квадратных скобках.

9. Список литературы полностью дублируется на английском языке, приводится пол-
ностью отдельным блоком в конце статьи, повторяя список литературы к русскоязыч-
ной части, независимо от того, имеются или нет в нем иностранные источники. Если
в списке есть ссылки на иностранные публикации, они полностью повторяются в списке,
готовящемся в романском алфавите. Список References используется международными
библиографическими базами (Scopus, WoS и др.) для учета цитирования авторов.

Примечание: более подробную информацию можно найти на официальном сайте
журнала http://www.vlmj.ru.
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