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ТЕОРЕМА БАНАХА ОБ ОБРАТНОМ ОПЕРАТОРЕ
В ПРОСТРАНСТВАХ БАНАХА — КАНТОРОВИЧА

К семидесятипятилетию

Юрия Григорьевича Решетняка

И. Г. Ганиев, К. К. Кудайбергенов

В статье доказывается аналог теоремы Банаха об обратном операторе для операторов, действующих
в пространствах Банаха — Канторовича.

Введение

Известно [1], что всякое пространство Банаха — Канторовича (ПБК) над кольцом
измеримых функций можно представить в виде измеримого расслоения банаховых про-
странств. В работах [2, 3] было доказано, что всякий линейный циклически компактный
оператор (ограниченный оператор) в ПБК можно представить как измеримое рассло-
ение линейных компактных операторов (ограниченных операторов). Верно и обратное:
измеримое расслоение линейных ограниченных операторов порождает ограниченный ли-
нейный оператор в пространстве Банаха — Канторовича, при этом требовалось, чтобы
послойные нормы операторов образовывали измеримое отображение.

В данной работе мы получим этот результат без условия измеримости этого отобра-
жения, а также докажем аналог теоремы Банаха об обратном операторе для операторов,
действующих в пространствах Банаха — Канторовича.

1. Предварительные сведения

Пусть (Ω,Σ,m) — пространство с полной конечной мерой, L0 = L0(Ω) алгебра всех
измеримых функций на (Ω,Σ,m) (равные почти всюду функции отождествляются).

Рассмотрим векторное пространство E над полем R действительных чисел.
Отображение ‖ · ‖ : E → L0(Ω) называется L0(Ω)-значной нормой на E, если для

любых x, y ∈ E, λ ∈ R имеют место соотношения:
1) ‖x‖ > 0; ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0;
2) ‖λx‖ = |λ|‖x‖;
3) ‖x+ y‖ 6 ‖x‖+ ‖y‖.
Пара (E, ‖ · ‖) называется решеточно нормированным пространством (РНП) над

L0(Ω).
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Говорят, что РНП E d-разложимо, если для любого x ∈ E и для любого разложения
‖x‖ = f + g в сумму дизъюнктных элементов найдутся такие y, z ∈ E, что x = y + z и
‖y‖ = f , ‖z‖ = g.

Сеть {xα} элементов из E называется (bo)-сходящейся к x ∈ E, если сеть {‖xα − x‖}
(o)-сходится к нулю в L0(Ω).

Пространством Банаха — Канторовича (ПБК) над L0(Ω) называется (bo)-полное
d-разложимое РНП над L0(Ω) [4, 5].

Пусть X — отображение, ставящее в соответствие каждой точке ω ∈ Ω некоторое ба-
нахово пространство (X(ω), ‖ · ‖X(ω)). Сечением X называется функция u, определенная
почти всюду в Ω и принимающая значение u(ω) ∈ X(ω) для всех ω ∈ dom(u), где dom(u)
есть область определения u.

Пусть L — некоторое множество сечений.

Определение 1 ([1], см. также [5]). Пара (X,L) называется измеримым банаховым

расслоением (ИБР) над Ω, если
а) λ1c1 + λ2c2 ∈ L для всех λ1, λ2 ∈ R и c1, c2 ∈ L, где λ1c1 + λ2c2 : ω ∈ dom(c1) ∩

dom(c2)→ λ1c1(ω) + λ2c2(ω);
б) функция ‖c‖ : ω ∈ dom(c)→ ‖c(ω)‖X(ω) измерима при всех c ∈ L;
в) для каждой точки ω ∈ Ω множество {c(ω) : c ∈ L, ω ∈ dom(c)} плотно в X(ω).
Вместо (X,L) будем писать просто X.

Сечение s называется ступенчатым, если s(ω) =
n∑
i=1

χAi(ω)ci(ω), где ci ∈ L,Ai ∈ Σ,

i = 1, . . . , n. Сечение u называется измеримым, если найдется такая последовательность
sn ступенчатых сечений, что ‖sn(ω)− u(ω)‖X(ω) → 0 п. в.

Пусть M(Ω, X) — множество всех измеримых сечений. Символом L0(Ω, X) обозначим
факторизацию M(Ω, X) по отношению равенства почти всюду. Через u обозначим класс
из L0(Ω, X), содержащий сечение u. Отметим, что функция ω → ‖u(ω)‖X(ω) измери-
ма для любого u ∈ M(Ω, X). Класс эквивалентности, содержащий функцию ‖u(ω)‖X(ω)

обозначим через ‖u‖.
В работе [1; стр. 144] доказано, что (L0(Ω, X), ‖ · ‖) является ПБК над L0(Ω).
Пусть L∞(⊗) алгебра ограниченных измеримых функций на (Ω,Σ,m), L∞(Ω)-

факторизация L∞(⊗) по отношению равенства п. в. Положим L∞(Ω, X)={u ∈M(Ω, X) :
‖u(ω)‖X(ω) ∈ L∞(⊗)}

Элементы из L∞(Ω, X) называются ограниченными измеримыми сечениями. Множе-
ство классов эквивалентности существенно ограниченных сечений обозначается симво-
лом L∞(Ω, X). Рассмотрим произвольный лифтинг p : L∞(Ω)→ L∞(⊗) [6].

Определение 2 (см. [1]). Отображение ρX : L∞(Ω, X)→ L∞(Ω, X) называется век-

торнозначным лифтингом, ассоциированным с лифтингом p, если:
а) для всех u ∈ L∞(Ω, X) выполнено ρX(u) ∈ u, dom(ρX(u)) = Ω;
б) ‖ρX(u)‖X(ω) = p(‖u‖)(ω) для всех u ∈ L∞(Ω, X);

в) если u, v ∈ L∞(Ω, X), то ρX(u+ v) = ρX(u) + ρX(v);

г) если u ∈ L∞(Ω, X) и e ∈ L∞(Ω), то ρX(eu) = p(e)ρX(u);

д) множество {ρX(u)(ω) : u ∈ L∞(Ω, X)} плотно в X(ω) для всех ω ∈ Ω.
Из [1; теоремы 4.4.1 и 4.4.8] следует, что для всякого ПБК E над L0(Ω) существует

ИБР (X,L) такое, что E изометрически изоморфно L0(Ω, X) и на L∞(Ω, X) существует
лифтинг, для которого {ρX(u)(ω) : u ∈ L∞(Ω, X)} = X(ω), ω ∈ Ω.

Пусть ∇ булева алгебра всех идемпотентов в L0(Ω). Если {uα} ⊂ L0(Ω, X) и {πα}
разбиение единицы в ∇, то ряд

∑
α
παuα (bo)-сходится в L0(Ω, X) и сумма этого ряда



Теорема Банаха об обратном операторе 3–23

называется перемешиванием {uα} относительно {πα}. Это сумма обозначается через
mix(παuα). Для K ⊂ L0(Ω, X) через mixK обозначается множество всех перемешиваний
произвольных семейств элементов из K. Множество K называется циклическим, если
mixK = K. Для направленного множества A через ∇(A) обозначается множество всех
разбиений единицы в ∇, заиндексованных элементами A. Пусть {uα : α ∈ A} сеть в
L0(Ω, X). Для каждого ν ∈ ∇(A) положим uν = mix(ν(α)uα) и получим новую сеть
{uν : ν ∈ ∇(A)}.

Произвольная подсеть сети {uν : ν ∈ ∇(A)} называется циклической подсетью сети

{uα : α ∈ A}.
Определение 3 (см. [5]). Подмножество K ⊂ L0(Ω, X) называется циклически ком-

пактным, если оно циклично и всякая сеть в K имеет циклическую подсеть сходящуюся
к некоторой точке из K.

Множество называется относительно циклически компактным, если оно содержится
в некотором циклически компактном множестве.

Пусть L0(Ω, X) и L0(Ω, Y ) ПБК над L0(Ω). Оператор T : L0(Ω, X)→ L0(Ω, Y ) назы-
вается L0(Ω)-линейным, если T (αx + βy) = αT (x) + βT (y) для всех α, β ∈ L0(Ω), x, y ∈
L0(Ω, X).

L0(Ω)-линейный оператор T называется L0(Ω)-ограниченным (циклически компакт-

ным), если для всякого ограниченного множества B в L0(Ω, X) множество T (B) ограни-
чено в L0(Ω, Y ) (относительно циклически компактно в L0(Ω, Y )).

Для L0(Ω)-ограниченного оператора T положим |T | = sup{‖T (x)‖ : ‖x‖ 6 1}. Из-
вестно [2, 3], что для всякого ограниченного (циклически компактного) L0(Ω)-линейного
оператора T : L0(Ω, X) → L0(Ω, Y ) существует семейство ограниченных (компакт-
ных) операторов {T (ω) : X(ω) → Y (ω)} такое, что для всякого x ∈ L0(Ω, X) верно
(T (x))(ω) = T (ω)(x(ω)) для п. в. ω ∈ Ω.

Если |T | ∈ L∞(Ω), то ρY (T (x))(ω) = T (ω)(ρX(x)(ω)) для всех x ∈ L∞(Ω, X), где ρX и
ρY векторнозначные лифтинги на L∞(Ω, X) и L∞(Ω, Y ) соответственно, ассоциирован-
ные с лифтингом p : L∞(Ω)→ L∞(⊗).

Обратно, если {T (ω) : X(ω) → Y (ω)} такое семейство ограниченных (компактных)
операторов, что T (ω)(x(ω)) ∈ M(Ω, Y ) для любого x ∈ M(Ω, X) и ‖T (ω)‖ ∈ L0(Ω), то
линейный оператор T : L0(Ω, X)→ L0(Ω, Y ), определенный равенством Tu = T (ω)(u(ω))
является L0(Ω)-ограниченным (циклически компактным).

2. Основные результаты

Пусть {T (ω) : X(ω) → Y (ω)} измеримое расслоение ограниченных операторов
(ИРОО), т. е. T (ω)(x(ω)) ∈M(Ω, Y ) для любого x ∈M(Ω, X). Равенство

Tu = T (ω)(u(ω)), (1)

очевидно, определяет L0(Ω)-линейный оператор T : L0(Ω, X) → L0(Ω, Y ). В следующей
теореме показывается, что требование ‖T (ω)‖ ∈ L0(Ω) является лишним при установле-
нии ограниченности оператора T .

Теорема 1. Оператор T , определенный равенством (1), является L0(Ω)-ограничен-

ным.

C Пусть S = {x ∈ L0(Ω, X) : ‖x‖ = 1}. Для каждого n ∈ N положим ∇n = {π ∈ ∇ :
(∃x ∈ S), π‖T (x)‖ > πn}.
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Пусть πn = sup∇n. Тогда существует такое дизъюнктное семейство {qnk : k ∈ N} в
∇n, что

∨∞
k=1 qnk = πn. Возьмем такое xnk ∈ S, что

qnk‖T (xnk)‖ > qnkn. (2)

Пусть xn =
∑
qnkx

n
k . Тогда ‖xn‖ = πn, и из (2) следует, что

πn‖T (xn)‖ > πnn. (3)

Из определения идемпотента πn следует, что для всякого x из S верно

π⊥n ‖T (xn)‖ 6 π⊥n n. (4)

Очевидно, что π1>π2> . . . > πn . . .
Положим π0 =

∧∞
n=1 πn, предположим, что π0 6= 0. Рассмотрим измеримое множество

Ω0 = {ω ∈ Ω : p(π0)(ω) = 1}. Тогда m(Ω0) > 0. Из (3) следует, что πn‖T (xn)(ω)‖Y (ω) >

πn(ω)n для п. в. ω ∈ Ω0. Отсюда ‖T (ω)(xn)(ω)‖Y (ω) > n, и так как ‖xn‖ = πn, то
‖xn(ω)‖X(ω) = 1 для п. в. ω ∈ Ω0. Это означает, что T (ω) неограничено для п. в. ω ∈ Ω0.
Из полученного противоречия вытекает, что π0 = 0. Поэтому

∨∞
n=1 π

⊥
n = (

∧∞
n=1 πn)

⊥ = 1,
где 1 — единица в булевой алгебре ∇.

Положим q1 = π⊥1 , qn = π⊥n ∧ q⊥n−1, n > 2. Тогда
∨∞
n=1 qn = 1, qnqm = 0 при n 6= m.

В силу (4) имеем, что qn‖T (x)‖ 6 qnn для всех x ∈ S. Положим C =
∞∑
n=1

qnn. Тогда

C ∈ L0(Ω) и для всех x ∈ S верно

‖Tx‖ =
∥∥∥∥T
( ∞∑

n=1

qnx

)∥∥∥∥ 6

∞∑

n=1

qn‖Tx‖ 6

∞∑

n=1

qnn = C.

Это означает, что T — L0(Ω)-ограниченный оператор. B

Для каждого L0(Ω)-линейного оператора T : L0(Ω, X) → L0(Ω, Y ) положим как
обычно, ker(T ) = {x : Tx = 0} и R(T ) = {Tx : x ∈ L0(Ω, X)}.

Теорема 2. Пусть T : L0(Ω, X) → L0(Ω, Y ) L0(Ω)-ограниченный L0(Ω)-линейный

оператор, ker(T ) = 0, R(T ) = L0(Ω, Y ). Тогда T−1 является L0(Ω)-ограниченным L0(Ω)-
линейным оператором.

C На множествах L0(Ω, X) и L0(Ω, Y ) рассмотрим метрики

dX(x1, x2) =

∫

Ω

‖x1 − x2‖
1 + ‖x1 − x2‖

dm, x1, x2 ∈ L0(Ω, X)

и

dY (y1, y2) =

∫

Ω

‖y1 − y2‖
1 + ‖y1 − y2‖

dm, y1, y2 ∈ L0(Ω, Y ).

Очевидно, что dX , dY — инвариантные метрики. Покажем полноту пространства
(L0(Ω, X), dX). Пусть {xn} ⊂ L0(Ω, X) и dX(xn, xm) → 0 при n,m → ∞. Тогда
‖xn − xm‖ → 0 по мере при n,m → ∞. Поэтому существует подпоследовательность
{xnk} такая, что ‖xnk − xnp‖ → 0 п. в. при k, p → ∞. Так как L0(Ω, X) — (bo)-полно,
то ‖xnk − x0‖ → 0 п. в. для некоторого x0 из L0(Ω, X). Тогда dX(xnk , x0) → 0, и по-
этому dX(xn, x0)→ 0 при n→∞. Это означает полноту (L0(Ω, X), dX). Следовательно,
линейное топологическое пространство (L0(Ω, X), dX) является F -пространством.
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Без ограничения общности, можно считать, что |T | = 1. Пусть xn, x ∈ L0(Ω, X) и
dX(xn, x)→ 0.

Имеем

dY (Txn, Tx) =

∫

Ω

‖Txn − Tx‖
1 + ‖Txn − Tx‖

dm 6

∫

Ω

‖xn − x‖
1 + ‖xn − x‖

dm = dX(xn, x)→ 0.

Это означает, что T непрерывное линейное отображение из (L0(Ω, X), dX) на
(L0(Ω, Y ), dY ). Так как ker(T ) = 0 и R(T ) = L0(Ω, Y ), то по теореме Банаха об обратном
операторе для F -пространств T есть изоморфизм между (L0(Ω, X), dX) и (L0(Ω, Y ), dY ).

Покажем, что T−1 — L0(Ω)-ограниченный оператор. Пусть b = inf{‖Tx‖ : x ∈ S}.
Положим Ω0 = {ω ∈ Ω : p(b)(ω) = 0} и π = χΩ0 .

Предположим, что π 6= 0. Тогда πb = 0 и inf{π‖Tx‖ : x ∈ S} = 0. Так как {‖Tx‖ :
x ∈ S} — циклическое множество, то существует такая последовательность {xn} ⊂ S,
что π‖Txn‖ → 0 п. в. Следовательно, dY (πTxn, 0) → 0. Так как T−1(πTxn) = πxn, то
dX(πxn, 0)→ 0.

С другой стороны,

dX(πxn, 0) =

∫

Ω

π‖xn‖
1 + π‖xn‖

dm =

∫

Ω0

1

2
dm =

1

2
m(Ω0) > 0,

что противоречит сходимости dX(πxn, 0) → 0. Поэтому π = 0, т. е. b(ω) > 0 для п. в.
ω ∈ Ω.

Пусть y ∈ L0(Ω, Y ), ‖y‖ = 1. Возьмем x ∈ L0(Ω, X) такое, что Tx = y. Так как
ker(T ) = 0, то x(ω) 6= 0 для п. в. ω ∈ Ω и ‖x‖(ω) > 0 п. в. Из определения элемента b
имеем, что ‖T ( x

‖x‖)‖ > b. Отсюда ‖T (x)‖ > b‖x‖ и b‖T−1(y)‖ 6 ‖y‖, т. е. ‖T−1(y)‖ 6 b−1.

Это означает, что T−1 — L0(Ω)-ограниченный оператор. B

Авторы благодарны профессору В. И. Чилину за полезное обсуждение результатов.
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