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КОРРЕКТНОСТЬ ЗАДАЧ ДИРИХЛЕ И ПУАНКАРЕ
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБЛАСТИ ДЛЯ

МНОГОМЕРНОГО УРАВНЕНИЯ ЧАПЛЫГИНА

С. А. Алдашев

В работе показано, что задачи Дирихле и Пуанкаре в цилиндрической области для многомерного
уравнения Чаплыгина имеют единственные решения.
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В [1] было показано, что на плоскости одна из фундаментальных задач математиче-
ской физики — изучение поведения колеблющейся струны — некорректна, в случае когда
краевые условия заданы на всей границе области. Как замечено в [2, 3], задача Дири-
хле некорректна не только для волнового уравнения, но и для общих гиперболических
уравнений. В [4], показано, что решение задачи Дирихле существует в прямоугольных
областях. В дальнейшем эта задача исследовалась методами функционального анали-
за [5], которые сложно применимы в приложениях.

В [6, 7] получены теоремы единственности решения задачи Дирихле для строго ги-
перболического уравнения, а [8, 9] доказана корректность задач Дирихле и Пуанкаре
для многомерного волнового уравнения.

Насколько нам известно, многомерные задачи Дирихле и Пуанкаре для вырождаю-
щихся гиперболических уравнений ранее не изучались.

В работе показано, что задачи Дирихле и Пуанкаре в цилиндрической области для
многомерного уравнения Чаплыгина имеют единственные решения.

Пусть Dβ — цилиндрическая область евклидова пространства Em+1 точек
(x1, . . . , xm, t), ограниченная цилиндром Γ = {(x, t) : |x| = 1}, плоскостями t = β > 0 и
t = 0, где |x| — длина вектора x = (x1, . . . , xm). Части этих поверхностей, образующих
границу ∂Dβ области Dβ , обозначим через Γβ, Sβ, S0 соответственно.

В области Dβ рассмотрим многомерное уравнение Чаплыгина

g(t)∆xu− utt = 0, (1)

где g(t) > 0 при t > 0, g(0) = 0, g(t) ∈ C([0, β]) ∩ C 2((0, β)), ∆x — оператор Лапласа по
переменным x1, . . . , xm, m > 2.

В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат x1, . . . , xm, t к сфериче-
ским r, θ1, . . . , θm−1, t, r > 0, 0 6 θ1 < 2π, 0 6 θi 6 π, i = 2, 3, . . . ,m− 1.

Рассмотрим следующие многомерные задачи Дирихле и Пуанкаре:
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Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Dβ из класса C(D̄β) ∩ C2(Dβ),
удовлетворяющее краевым условиям

u
∣∣
Sβ

= ϕ(r, θ), u
∣∣
Γβ

= ψ(t, θ), u
∣∣
S0

= τ(r, θ), (2)

или
u
∣∣
Sβ

= ϕ(r, θ), u
∣∣
Γβ

= ψ(t, θ), ut

∣∣
Sβ

= ν(r, θ). (3)

Пусть
{
Y k

n,m(θ)
}

— система линейно независимых сферических функций порядка n,
1 6 k 6 kn, (m− 2)!n! kn = (n+m− 3)! (2n+m− 2), W l

2(S0), l = 0, 1, . . . , — пространства
Соболева.

Лемма 1 [10]. Пусть f(r, θ) ∈W l
2(S0). Если l > m− 1, то ряд

f(r, θ) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

fk
n(r)Y k

n,m(θ), (4)

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка p 6 l−m+1, сходятся

абсолютно и равномерно.

Лемма 2 [10]. Для того чтобы f(r, θ) ∈ W l
2(S0), необходимо и достаточно, чтобы

коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам

∣∣f1
0 (r)

∣∣ 6 c1,
∞∑

n=1

kn∑

k=1

n2l
∣∣fk

n(r)
∣∣2 6 c2, c1, c2 = const .

Через ϕ̄k
n(r), ψ̄k

n(t), τ̄k
n(r), ν̄k

n(r) обозначим коэффициенты разложения в ряд вида (4)
функций ϕ(r, θ), ψ(t, θ), τ(r, θ), ν(r, θ) соответственно.

Пусть ϕ(r, θ) ∈ W l
0(Sβ), ψ(r, θ) ∈ W l

2(Γβ), τ(r, θ), ν(r, θ) ∈ W l
2(S0), l > 3m

2 и выполня-
ются условия согласования

ϕ(1, θ) = ψ(β, θ), ψ(0, θ) = τ(1, θ).

Тогда справедлива

Теорема. Если

cosµs,nβ
′ 6= 0, s = 1, 2, . . . , (5)

то задача 1 однозначно разрешима, где µs,n — положительные нули функций Бесселя

первого рода J
n+

(m−2)
2

(z), n ∈ N, β ′ =
∫ β
0

√
g(ξ) dξ.

C В сферических координатах уравнение (1) имеет вид:

g(t)

(
urr +

m− 1

r
ur −

δu

r2

)
− utt = 0, (6)

δ ≡ −
m−1∑

j=1

1

gj sinm−j−1 θj

∂

∂θj

(
sinm−j−1 ∂

∂θj

)
, g1 = 1, gj = (sin θ1 . . . sin θj−1)

2, j > 1.

Известно [10], что спектр оператора δ состоит из собственных чисел λn = n(n+m−2),
n = 0, 1, . . . , каждому из которых соответствует kn ортонормированных собственных
функций Y k

n,m(θ), k = 1, . . . , kn.
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Так как искомое решение задачи 1 принадлежит классу C(D̄β)∩C2(Dβ), то его можно
искать в виде

u(r, θ, t) =

∞∑

n=0

kn∑

k=1

ūk
n(r, t)Y k

n,m(θ), (7)

где ūk
n(r, t) — функции, подлежащие определению.

Подставив (7) в (6) и используя ортогональность сферических функций Y k
n,m(θ) [10],

имеем

g(t)

(
ūk

nrr +
m− 1

r
ūk

nr −
λn

r2
ūk

n

)
− ūk

ntt = 0, k = 1, . . . , kn, (n = 0, 1, . . .), (8)

при этом краевые условия (2) и (3) с учетом леммы 1 соответственно принимают вид

ūk
n(r, β) = ϕ̄k

n(r), ūk
n(1, t) = ψ̄k

n(t), ūk
n(r, 0) = τ̄k

n(r), k = 1, . . . , kn, (n = 0, 1, . . .), (9)

ūk
n(r, β) = ϕ̄k

n(r), ūk
n(1, t) = ψ̄k

n(t), ūk
nt(r, 0) = ν̄k

n(r), k = 1, . . . , kn, (n = 0, 1, . . .).
(10)

Выполнив в (8) замену ūk
n(r, t) = r

(1−m)
2 uk

n(r, t) и положив затем r = r, y =
(

3
2

∫ t
0

√
g(ξ) dξ

) 2
3
, получим

yuk
nrr − uk

nyy +
λ̄ny

r2
uk

n − b(y)uk
ny = 0, (11)

λ̄n =

(
(m− 1)(3 −m) − 4λn

)

4
, b(y) =

1

2g

[
dg

dy
− g

y

]
.

Полагая uk
n = ῡk

n exp
[
− 1

2

y∫
0

b(ξ) dξ
]
, уравнение (11) приводим к виду

yῡk
nrr − ῡk

nyy +
λ̄ny

r2
ῡk

n = c(y) ῡk
n, (12)

c(y) = −1

4
(b2 + 2b′y) ∈ C (y > 0).

Уравнение (12), в свою очередь, с помощью замены переменных r = r, x0 = 2
3y

3
2

переходит в уравнение

υk
nrr − υk

nx0x0
− 1

3x0
υk

nx0
+
λ̄n

r2
υk

n = gk
n(r, x0), (13)

υk
n(r, x0) = ῡk

n

[
r,

(
3

2
x0

) 2
3
]
, gk

n(r, x0) =

(
3x0

2

)− 2
3

c

[(
3x0

2

) 2
3
]
υk

n(r, x0).

При этом краевые условия (9) и (10) соответственно примут вид:

υk
n(r, β′) = ϕk

n(r), υk
n(1, x0) = ψk

n(x0), υk
n(r, 0) = τk

n(r), (14)

υk
n(r, β′) = ϕk

n(r), υk
n(1, x0) = ψk

n(x0), lim
x0→0

x
1
3
0

∂

∂x0
υk

n = νk
n(r), (15)
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ϕk
n(r) = r

(m−1)
2 ϕ̄k

n(r) exp

[
1

2

β̃∫

0

b(ξ) dξ

]
, β̃ =

( β∫

0

√
g(ξ) dξ

) 2
3

,

ψk
n(x0) = ψ̄k

n(t) exp

[
1

2

y∫

0

b(ξ) dξ

]
,

τk
n(r) = r

(m−1)
2 τ̄k

n(r), νk
n(r) = r

(m−1)
2 ν̄k

n(r).

Наряду с уравнением (13) рассмотрим уравнение

Lαυ
k
α,n ≡ υk

α,nrr − υk
α,nx0x0

− α

x0
υk

α,nx0
+
λ̄n

r2
υk

α,n = gk
α,n(r, x0), (16α)

L0υ
k
0,n ≡ υk

0,nrr − υk
0,nx0x0

+
λn

r2
υk

0,n = gk
0,n(r, x0), (160)

gk
α,n(r, x0) =

(
x0

1 − α

)−2α

c

[(
x0

1 − α

)1−α]
υk

α,n

[
r,

(
x0

1 − α

)1−α]
,

gk
0,n(r, x0) = c(x0) υ

k
0,n(r, x0), 0 < α = const < 1.

Отметим, что уравнение (13) совпадает с уравнением (16α) при α = 1
3 .

Как доказано в [11, 12] (см. также [13]), существует следующая функциональная
связь между решениями задачи Коши для уравнений (16α) и (160).

Утверждение 1. Если υk,1
0,n(r, x0) — решение задачи Коши для уравнения (160), удо-

влетворяющее условиям

υk,1
0,n(r, 0) = τk

n(r),
∂

∂x0
υk,1

0,n(r, 0) = 0, (17)

то функция

υk,1
α,n(r, x0) = γα

1∫

0

υk,1
0,n(r, ξx0)(1 − ξ2)

α
2
−1dξ ≡ 2−1γαΓ

(α
2

)
x1−α

0 D
−α

2

0x2
0

[
υk,1

0,n(r, x0)

x2
0

]
(18)

при α > 0 является решением уравнения (16α) с условиями (17).

Утверждение 2. Если υk,1
0,n(r, x0) — решение задачи Коши для уравнения (160), удо-

влетворяющее условиям

υk,1
0,n(r, 0) =

νk
n(r)

(1 − α)(3 − α) . . . (2q + 1 − α)
,

∂

∂x0
υk,1

0,n(r, 0) = 0, (19)

то при 0 < α < 1 функция

υk,2
α,n(r, x0) = γ2−k+2q

(
1

x0

∂

∂x0

)q
[
x1−α+2q

0

1∫

0

υk,1
0,n(r, ξx0)(1 − ξ2)q−

α
2 dξ

]

≡ γ2−k+2q2
q−1Γ

(
q − α

2
+ 1
)
D

α
2
−1

0x2
0

[
υk,1

0,n(r, x0)

x0

]
(20)
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является решением уравнения (16α) с начальными данными

υk,2
α,n(r, 0) = 0, lim

x0→0
xα

0

∂

∂x0
υk,2

α,n = νk
n(r), (21)

где
√
πΓ
(

α
2

)
γα = 2Γ

(
α+1

2

)
, Γ(z) — гамма-функция, Dα

0t — оператор Римана — Лиувил-

ля [14], а q > 0 — наименьшее целое число, удовлетворяющее неравенству 2 − α + 2q >

m− 1.

При этом функции gk
α,n(r, x0) и gk

0,n(r, x0) связаны формулами (18) в случае утвер-
ждения 1 и формулами (20) в случае утверждения 2.

Теперь переходим к решению задачи (16α), (14) и (16α), (15).
Решение задачи (16α), (14) будем искать в виде

υk
α,n(r, x0) = υk,1

α,n(r, x0) + υk,2
α,n(r, x0), (22)

где υk,1
α,n(r, x0) — решение задачи Коши (16α), (17), а υk,2

α,n(r, x0) — решение краевой задачи
для уравнения (16α), c условиями

υk,2
α,n(r, β′) = ϕk

n(r) − υk,1
α,n(r, β′), υk,2

α,n(1, x0) = ψk
n(x0) − υk,1

α,n(1, x0), υk,2
α,n(r, 0) = 0. (23)

Учитывая формулы (18), (20), а также обратимость оператора Dα
0t [14], задачи (16α),

(17) и (16α), (23) соответственно сводим наши задачи к задаче Коши (160), (17), имеющей
единственное решение [12, 15], и к задаче для уравнения (160) с условиями

υk,1
0,n(r, β′) = ϕk

1n(r), υk,1
0,n(1, x0) = ψk

1n(x0),
∂

∂x0
υk,1

0,n(r, 0) = 0, (24)

где ϕk
1n(r), ψk

1n(x0) — функции, выражающиеся, соответственно, через ϕk
n(r), τk

n(r) и
ψk

n(x0), τk
n(r).

Теперь будем решать задачу (160), (24). Произведя замену ῡk,1
0,n(r, x0) = υk,1

0,n(r, x0) −
ψk

1n(x0), задачу (160), (24) приведем к следующей задаче

Lῡk,1
0,n ≡ ῡk,1

0,nrr − ῡk,1
0,nx0x0

+
λ̄n

r2
ῡk,1

0,n = g̃k
0,n(r, x0), (25)

ῡk,1
0,n(r, β′) = ϕ̃k

1n(r), ῡk,1
0,n(1, x0) = 0,

∂

∂x0
ῡk,1

0,n(r, 0) = −ψk
1nx0

(0) = c0, (26)

g̃k
0,n(r, x0) = gk

0,n(r, x0) + ψk
1nx0x0

− λ̄n

r2
ψk

1n, ϕ̃k
1n(r) = ϕk

1n(r) − ψk
1n(β′).

Решение задачи (25), (26) ищем в виде

ῡk,1
0,n(r, x0) = ωk

1n(r, x0) + ω2n(r, x0), (27)

где ωk
1n(r, x0) — решение задачи

Lωk
1n = g̃k

0,n(r, x0) = c(x0)ω
k
1n + ψk

nx0x0
− λ̄n

r2
ψk

n, (28)

ωk
1n(r, β′) = 0, ωk

1n(1, x0) = 0,
∂

∂x0
ωk

1n(r, 0) = 0, (29)
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а ωk
2n(r, x0) — решение задачи

Lωk
2n = c(x0)ω

k
2n, (30)

ωk
2n(r, β′) = ϕ̃k

1n(r), ωk
2n(1, x0) = 0,

∂

∂x0
ωk

2n(r, 0) = c0. (31)

Решение вышеуказанных задач рассмотрим в виде

ωk
n(r, x0) =

∞∑

s=1

Rs(r)Ts(x0), (32)

при этом пусть

g̃k
0,n(r, x0) =

∞∑

s=1

as,n(x0)Rs(r), ϕ̃k
1n(r) =

∞∑

s=1

bs,nRs(r), c0 =

∞∑

s=1

es,nRs(r). (33)

Подставляя (32) в (28), (29), с учетом (33), получим

Rsrr +
λ̄n

r2
Rs + µRs = 0, 0 < r < 1, (34)

Rs(1) = 0,
∣∣Rs(0)

∣∣ <∞, (35)

Tsx0x0 + µTs(x0) = −as,n(x0), 0 < x0 < β, (36)

Ts(β
′) = 0, Tsx0(0) = 0. (37)

Ограниченным решением задачи (33), (34) является [16]

Rs(r) =
√
rJν(µs,nr), (38)

где ν = n+(m−2)
2 , µ = µ2

s,n.

Общее решение уравнения (36) представимо в виде [16]

Ts,n(x0) = c1s cosµs,nx0 + c2s sinµs,nx0

+
cosµs,nx0

µs,n

x0∫

0

as,n(ξ) sinµs,nξ dξ −
sinµs,nx0

µs,n

x0∫

0

as,n(ξ) cos µs,nξ dξ,

c1s, c2s — произвольные постоянные. Удовлетворив второе условие (37), будем иметь

µs,nTs,n(x0) = c1sµs,n cosµs,nx0

+cosµs,nx0

x0∫

0

as,n(ξ) sinµs,nξ dξ − sinµs,nx0

x0∫

0

as,n(ξ) cos µs,nξ dξ.
(39)

Подставляя (38) в (33), получим

r−
1
2 g̃k

0,n(r, x0) =

∞∑

s=1

as,n(x0)Jν(µs,nr), r−
1
2 ϕ̃k

n(r) =

∞∑

s=1

bs,nJν(µs,nr),

r−
1
2 c0 =

∞∑

s=1

es,nJν(µs,nr), 0 < r < 1.

(40)
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Ряды (40) — разложения в ряды Фурье — Бесселя [17], если

as,n(x0) = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξg̃k

0,n(ξ, x0)Jν(µs,nξ) dξ

= 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξ

[
c(x0)ω

k
n(ξ, x0) + ψk

1nx0x0
− λ̄n

r2
ψk

1n(x0)

]
Jν(µs,nξ) dξ,

(41)

bs,n = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξϕ̃k

1n(ξ)Jν(µs,nξ) dξ, es,n = 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

c0
√
ξJν(µs,nξ) dξ.

Учитывая свойства ортогональности функций Бесселя [17]

1∫

0

ξJν(µs,mξ)Jν(µs,nξ) dξ =

{
0, n 6= m;
[Jν+1(µs,n)]2

2 , n = m,

из (32), (38) и (41) имеем равенство

as,n(x0) = c(x0)Ts,n(x0) + 2[Jν+1(µs,n)]−2

1∫

0

√
ξ

[
ψk

1nx0x0
− λ̄n

r2
ψk

1n(x0)

]
Jν(µs,nξ) dξ. (42)

Подставляя (42) в (39), получим интегральное уравнение Вольтерра второго рода

Ts,n(x0) = fs,n(x0) +

x0∫

0

Gs,n(x0, ξ)Ts,n(ξ)dξ,

которое имеет единственное решение [18]

Ts,n(x0) = fs,n(x0) +

x0∫

0

Rs,n(x0, ξ; 1)fs,n(ξ) dξ, (43)

где

µs,nfs,n(x0) = c1sµs,n cosµs,nx0 − c0 sinµs,nx0

+2[Jν+1(µs,n)]−2

x0∫

0

{ 1∫

0

√
η
[
ψk

1nξξ −
λ̄n

η2
ψk

1n

]
Jν(µs,nη)dη sinµs,n(ξ − x0)

}
dξ,

(44)

µs,nGs,n(x0, ξ) = c(ξ) sinµs,n(ξ − x0), Rs,n(x0, ξ; 1) — резольвента ядра Gs,n(x0, ξ).
Из (37), (43) будем иметь

fs,n(β′) +

x0∫

0

Rs,n(β′, ξ; 1)fs,n(ξ) dξ = 0. (45)

Далее, подставляя (44) в (45), при выполнении условии (5) однозначно определим
постоянные c1s (s = 1, 2 . . .).
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Таким образом, решением задачи (28), (29) является функция

ωk
1n(r, x0) =

∞∑

s=1

√
rTs,n(x0)Jν(µs,nx0), (46)

где Ts,n(x0) находится из (43).
Теперь, подставляя (32) в (30), (31), с учетом (33) имеем задачу

Vsx0x0 + µ2
s,nVs = −c(x0)Vs,

Vs(β
′) = bs,n, Vsx0(0) = es,n,

решение которой определяется по формуле (43), где

µs,nfs,n(x0) = c1sµs,n cosµs,nx0 + es,n sinµs,nx0. (47)

Из (43), (45), (47) при выполнении условий (5) определим постоянные c1s (s =
1, 2, . . .).

Таким образом, решение задачи (30), (31) записывается в виде

ωk
2n(r, x0) =

∞∑

s=1

√
rVs,n(x0)Jν(µsx0). (48)

Следовательно, единственным решением задачи (25), (26) является функция (27), где
ωk

1n(r, x0) определяется из (46), а ωk
2n(r, x0) из (48).

Далее, используя утверждения 1 и 2, устанавливается однозначная разрешимость
задач (16α), (17) и (16α), (23).

Значит, из (22) следует, что задача (16α), (14), также имеет единственное решение.
Теперь будем решать задачу (16α), (15) в виде (22), где υk,2

α,n(r, x0) — решение задачи
Коши (16α), (21), а υk,1

α,n(r, x0) — решение задачи для (16α) с данными

υk,1
α,n(r, β′) = ϕk

n(r) − υk,2
α,n(r, β′),

υk,1
α,n(1, x0) = ψk

n(x0) − υk,2
α,n(1, x0),

∂

∂x0
υk,1

α,n(r, 0) = 0.
(49)

Используя формулы (18), (20), задачи (16α), (21) и (16α), (49) соответственно при-
ведем к задаче Коши (160), (19) и к задаче (160), (24), где ϕk

1n(r), ψk
1n(x0) — функции,

теперь выражающиеся соответственно через ϕk
n(r), νk

n(r) и ψk
n(x0), νk

n(r).
Таким образом, задача (16α), (15) также однозначно разрешима.
Следовательно, решением задачи 1 является функция (7), где ūk

n(r, t) находятся из
задачи (8), (9) в случае (1), (2) и из (8), (10) в случае задачи (1), (3).

Учитывая формулу [17] 2J ′
ν(z) = Jν−1(z) − Jν+1(z), оценки [10, 19]

Jν(z) =

√
2

πz
cos

(
z − π

2
ν − π

4

)
+ 0

(
1

z3/2

)
, ν > 0,

|kn| 6 c1n
m−2,

∣∣∣∣
∂q

∂θq
j

Y k
n,m(θ)

∣∣∣∣ 6 c2n
m
2
−1+q, j = 1,m− 1, q = 0, 1, . . . ,

а также леммы 1 и 2, ограничения на заданные функции g(t), ϕ(r, θ), ψ(t, θ), τ(r, θ),
ν(r, θ), как в [8, 9], можно показать, что полученное решение (7) принадлежит требуемому
классу C(D̄β) ∩ C1(Dβ ∪ S0) ∩ C2(Dβ). B

Отметим, что эта теорема при g(t) = tp, p = const > 0 получена в [20].
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THE WELL-POSEDNESS OF THE DIRICHLET
AND POINCARE PROBLEMS IN A CYLINDRIC DOMAIN
FOR THE MULTI-DIMENSIONAL CHAPLIGIN EQUATION

Aldashev S. A.

This paper proves the unique solvability of the Dirichlet and Poincare problems in a cylindric domain for
the multi-dimensional Chapligin equation.
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