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(X,µ) ÔZÕ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú × Ñ σ ÛÝÜ�×�Ù2Þ�ß	Ù2×�àáÕ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù2×�àæå,Þ�Ö2×�à µ ç xT�����R���è��{¦��é µ
ÙGØ�ê�ë Ú Ø�Þ Ò�Ñ�ì å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú ×=Õ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù2×�à�å,Þ�Ö	ë�ä	ê X í'Ù2Þ[Õ	Ö2Þ�î Ñ�Ò Ø Ú ä2å,×�Þ Ú�Ú ä'îGÞ�×�ï�ð�Þ�î2ä	Ù2Þ�Ù	ä ì
î Ú�Ð#ñ Ù2Þ�Õ2Þ�Ö2Þ Ñ Þ�Ü'Ø�ò]ó!ä ñ#Ñ�ì å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�ÚrÑ Õ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù	ëzå4ä¹å,Þ�ÖGØ�å4ä�ç1ô Ð îGÞ�åöõ�× Ú ×�Ö	ä Ò�Ó íGß Ò ×�å,Þ�Û
ÖGØ µ Ù2Þ ì'Ú â ì Þ Ò�Ñ�ì ß	ä Ñ�Ò ×�Ø Ò ×�å4ä	ß2Þ Ñ Ü�×�à�í�Þ Ñ â2ä Ú X Þ Ñ�Ò�Ó å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú ×=Õ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù2×�à�å,Þ�Ö	ë�í	Ù2ÞÑ ×�îGÞ�Ö#ã�Ø�ó�Þ�ÞXØ Ò ×�å,× Ú å,Þ�Ö	ë µ ç O Þ�Ö2Þ�ê L2(µ) ··= L2(X,µ) ×�ï�×�ê�ÙGØ�ß	ä2å»Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú × Ú�Ñ Þ ñ Ü'â�Ø Ñ ÛÑ × Ú µ ÛÝ÷�Ü Ú ä Ú Ø�âGÞ�Ù Ò Ù	ë ñ µ ÛÝä	ê�å,Þ�Ö	ä2å4ë ñ�øRÐ Ù	Ü	ù	ä	àºÙGØ X Ñ1Ñ�Ð å,å4ä	Ö Ð Þ�å4ëzåaÜ Ú Ø�î2ÖGØ Ò ×�å1ç O Þ�Ö2Þ�ê ‖·‖
ä (·, ·) ï Ð îGÞ�åö×�ï�×�ê�ÙGØ�ßGØ Ò�Ó Ù2×�Ö2å Ð ä Ñ Ü'Ø�â ì Ö	Ù2×�Þ�Õ	Ö2×�ä	ê Ú Þ�îGÞ�Ù	ä2Þ Ú L2(µ) ç^[Ð�Ñ�Ò�Ó

H í H1 Ôúõ�ä'â Ó ï�Þ�Ö Ò × Ú ëûÕ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú Ø'ç N Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö F : DF ⊂ H → H1 ÙGØ�ê�ë Ú Ø�ÛÞ Ò�Ñ�ì ��~��R|��2����é¯� íTÞ Ñ â2äèä	ê fn ∈ DF í fn → u í Ffn → v
Ñ âGÞ�î Ð Þ Ò u ∈ DF ä Fu = v çN Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö T ∗ í Ñ ×�Õ	Ö ì ã!Þ�Ù	Ù	ë1à¹ÜÂÕ'âG× Ò Ù2×á×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�Ù	Ù2×�å Ð ê�Ø�å4Ü	Ù Ð�Ò ×�å Ð â2ä	Ù2Þ�à	Ù2×�å Ð ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ð

T : DT ⊂ H → H1 í'Õ'âG× Ò Ù2×=×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�ÙÂäæê�Ø�å4Ü	Ù Ð�Ò í	Õ	Ö	äæ÷ Ò ×�å T ∗∗ = T üþý�í'õ�â¯ç2ÿ�ÿ�ÿ�í������¦ç^[Ð�Ñ�Ò�Ó
T : DT ⊂ L2(µ) → L2(µ1) ··= L2(X1, µ1) Ôûâ2ä	Ù2Þ�à	Ù	ë1àa×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö�í ‖ · ‖1 Ô Ù2×�Ö2åfØÚ

L2(µ1) ç W Ø�ê�× Ú Þ�å T Ü�×�å4ÕGØ�Ü Ò Ù	ëzåèÕ2×áå,Þ�Ö2Þ�íJÞ Ñ â2ä�ä	ê fn ∈ DT í ‖fn‖ 6 1 í ‖Tfn‖1 6 1 í n =
1, 2, . . . ,

Ú ë Ò Þ�Ü'Ø�Þ Ò í�ß Ò × {Tfn} Ñ ×�îGÞ�Ö#ãºä Ò Õ2×�î2Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó í Ñ�ñ ×�î ì ó Ð ò Ñ�ì Õ2×áå,Þ�Ö2Þ µ1ÙGØ!Ü'Ø�ã�îG×�åöå4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú Þ�Ü�×�Ù2Þ�ß	Ù2×�àÂå,Þ�Ö	ë�ç dfÑ â2ä DT = L2(µ) ä T Ô ×�õ�ÖGØ�Ù	ä	ß2Þ�Ù	Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö�íÒ ×=÷ Ò ×=×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�Ù	ä2Þ Ñ × Ú ÕGØ�î�Ø�Þ ÒáÑ ä	ê Ú Þ Ñ�Ò Ù	ëzåg×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�Ù	ä2Þ�ågä	ê�ü ���¦ç i ä	Ù2Þ�à	Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö T :
DT ⊂ L2(µ)→ L2(µ) ÙGØ�ê�× Ú Þ�å ��~�}����2���2�º|������2~�|����2é¯�	�2����{¦�A{ í'Þ Ñ â2ärÙGØ�à'îGÞ Ò�Ñ�ì å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú ×
e ⊂ X í µe > 0 í Ò Ø�Ü�×�Þ�ífß Ò × PeT Ü�×�å4ÕGØ�Ü Ò Þ�Ù Õ2×�å,Þ�Ö2Þ�
�ê�îGÞ Ñ�Ó Pef = χef í f ∈ L2(µ) í χe Ôñ Ø�ÖGØ�Ü Ò Þ�Ö	ä Ñ�Ò ä	ß2Þ Ñ Ü'Ø ì�øRÐ Ù	Ü	ù	ä ì å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú Ø e ç

ô Ð îGÞ�ågõ�× Ú ×�Ö	ä Ò�Ó í�ß Ò ×nÙ Ð â Ó Õ	Ö	ä	ÙGØ�î	âGÞ�ãºä Ò Õ	Ö2Þ�îGÞ�â Ó Ù2×�å Ð�Ñ Õ2Þ�Ü Ò Ö Ð σc(M) ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ M :
DM ⊂ H → H ízÞ Ñ â2ä Ú DM

Ñ�Ð ó�Þ Ñ�Ò�Ú�Ð Þ Ò ×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö2å4ä	Ö2× Ú Ø�Ù	ÙGØ ì Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó {hn}Ò Ø�Ü'Ø ì í2ß Ò × Mhn → 0 ç
�© Ä��Ã����,£�®�£���ª�£�¢1�¯¼��¯¼
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�
	#qGs�	���»@GC��T 2�����º���±"��
µ σ � � - $A����$�� * $A���'
����������������A��� - ��� - �4��������� - �æ�r�4$ - �=������
 - e *

0 < µe < ∞ * $A�[�2����������� - � - 
á���±"�/ µ
*
T : DT ⊂ L2(µ) → L2(µ) � 0	� - ��$ -á- 0#"¯�±�¯���A��$	$	/1�

�	�	$A���	$	/1� - 0A�±"���� - " *
PeT

� - �40����A����$Â0 - ���±"¯�T�æ����4�	$� A� 5]+�-�� ���
0 ∈ σc(T ∗)

5
C
N Õ	Ö2Þ�îGÞ�â2ä2åc×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö ie : L2(µ) → L2(e) ··= L2(e, µ) ÖGØ Ú Þ�Ù Ñ�Ò�Ú ×�å ieh(s) = h(s) î	â ìÚ�Ñ Þ ñ h ∈ L2(µ) ä Ú�Ñ Þ ñ s ∈ e ä�ÖGØ Ñ�Ñ å,× Ò Ö	ä2ågê�Ø�å4Ü	Ù Ð�Ò ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö τ = ieT : DT ⊂ L2(µ) →

L2(e) ç ^ ×�â Ó ê Ð�ì	Ñ�Ó Õ2×�â ì Ö	Ù	ëzåbÖGØ�ê�âG×�ã!Þ�Ù	ä2Þ�ålê�Ø�å4Ü	Ù Ð�Ò ×�õ�×a×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØöüþý�í�õ�â¯ç��[ÿ�í � � �¦í�Õ	Ö2Þ�î	ÛÑ�Ò Ø Ú ä2å τ∗
Ú»Ú ä'îGÞ τ∗ = V S í1õ�îGÞ S = (τ ∗∗τ∗)

1
2 Ô Ñ Ø�å,× Ñ ×�Õ	Ö ì ã!Þ�Ù	Ù	ë1àc×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ú L2(e) í

V : L2(e) → L2(µ) Ô ßGØ Ñ�Ò ä	ß	Ù2×¹ä	ê�×�å,Þ Ò Ö	ä	ß2Þ Ñ Ü	ä	àè×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö�ç V å,Þ�Þ�å τ∗∗ = SV ∗ ç NTÒ�Ñ òTÛ
î�Ø S = τ∗∗V = τV = ieTV ç N Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö ieT Ü�×�å4ÕGØ�Ü Ò Þ�ÙöÕ2×�å,Þ�Ö2Þ�ç���ÙGØ�ß	ä Ò í S Ü�×�å4ÕGØ�Ü Ò Þ�Ù
Õ2×�å,Þ�Ö2Þ�ç ^ ×�Ü'Ø�ã!Þ�å1í�ß Ò × 0 ∈ σc(S) ç ^ Ö2Þ�î2Õ2×�âG×�ãºä2åZÕ	Ö2× Ò ä Ú Ù2×�Þ�ç U ×�õ�î�Ø�ÖGØ�ê�å,Þ�Ö	Ù2× Ñ�Ò�Ó Õ2×�î	Û
Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú Ø kerS Ü�×�Ù2Þ�ß	ÙGØ'í�ê�îGÞ Ñ�Ó kerS = {g : g ∈ L2(e), Sg = 0} ífä å,×�ãºÙ2× Ñ ß	ä Ò Ø Ò�Ó í
ß Ò × kerS = {0} � Ú Õ	Ö2× Ò ä Ú Ù2×�å Ñ â Ð ßGØ�Þ=îG× Ñ�Ò Ø Ò ×�ß	Ù2×�Õ2Þ�Ö2Þ�à Ò ä»Ü»×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ð S + P ítõ�îGÞ P Ô
×�Ö Ò ×�Õ	Ö2×�Þ�Ü Ò ×�Ö ÙGØ kerS ��ç V ê kerS = {0} ä 0 /∈ σc(S)

Ñ âGÞ�î Ð Þ Ò í4ß Ò × Ñ�Ð ó�Þ Ñ�Ò�Ú�Ð Þ Ò ×�ï�ÖGØ Ò Ù	ë1à
×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö S−1 : L2(e)→ DS ⊂ L2(e) ä!÷ Ò × Ò ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö=×�õ�ÖGØ�Ù	ä	ß2Þ�Ù�ç k ×�ê Ó å,Þ�å�â2ò[ï Ð ò ×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö'Ûå4ä	Ö2× Ú Ø�Ù	Ù Ð ò ÖGØ Ú Ù2×�å,Þ�Ö	Ù2×�×�õ�ÖGØ�Ù	ä	ß2Þ�Ù	Ù Ð ò Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó {ϕn} ⊂ L2(e) ç k Ü'Ø�ß2Þ Ñ�Ò�Ú Þ
{ϕn} å,×�ãºÙ2× Ú ëzï�ÖGØ Ò�Ó Ñ ä Ñ�Ò Þ�å Ð ×�ï�×�ï�ó�Þ�Ù	Ù	ë ñ øRÐ Ù	Ü	ù	ä	à e Ø�îGÞ�åfØ ñ Þ�ÖGØ {rn,e} í6×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�Ù	Ù	ë ñÙGØ e ü � ��� Ñ å1ç Ò Ø�Ü	ã!Þáü �2í! �çtý�ý#"�ý ���$��ç W Þ Ò Ö Ð î2Ù2×�Õ	Ö2× Ú Þ�Ö	ä Ò�Ó íAß Ò × {ϕn} Ù2Þ Ñ ×�îGÞ�Ö#ãºä Ò Õ2×�î2Õ2× Ñ âGÞ�ÛîG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò Þ�à�í Ñ�ñ ×�î ì ó!ä ñ#Ñ�ì Õ2×�å,Þ�Ö2ÞáÙGØ e ç e Ø Ñ�Ñ å,× Ò Ö	ä2å øRÐ Ù	Ü	ù	ä	ä fn = S−1ϕn ç V å,Þ�Þ�å
‖fn‖ 6 ‖S−1‖‖ϕn‖ = ‖S−1‖ í ‖Sfn‖ = ‖ϕn‖ = 1 í n = 1, 2, . . .

V ênÜ�×�å4ÕGØ�Ü Ò Ù2× Ñ�Ò ä Õ2×Âå,Þ�Ö2Þ
×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ S Ú ë Ò Þ�Ü'Ø�Þ Ò í,ß Ò ×æÕ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó {ϕn} = {Sfn} Ü�×�å4ÕGØ�Ü Ò ÙGØÂÕ2×Âå,Þ�Ö2Þ�í4ß Ò ×	íÜ'Ø�Üö× Ò å,Þ�ßGØ�âG× Ñ�Ó¹Ú ë�%�Þ�ífÙ2Þ Ú ×�ê�å,×�ãºÙ2×	ç���ÙGØ�ß	ä Ò í 0 ∈ σc(S) ç U ×�õ�î�Ø Ñ�Ð ó�Þ Ñ�Ò�Ú�Ð Þ Ò ×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö2å4ä'Û
Ö2× Ú Ø�Ù	ÙGØ ìgÑ ä Ñ�Ò Þ�åfØ {hn} ⊂ L2(e)

Ò Ø�Ü'Ø ì ízß Ò × Shn → 0 ç ^ ×�âG×�ãºä Ú h̃n = χehn í6Õ2×�â Ð ß	ä2å
T ∗h̃n = T ∗Pehn = τ∗hn = V Shn → 0 ç U Ø�Ü	ä2å ×�ï�ÖGØ�ê�×�å1í 0 ∈ σc(T ∗) ç B^[Ð�Ñ�Ò�Ó

L0(µ) ··= L0(X,µ) Ô Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú × Ú�Ñ Þ ñ Ü'â�Ø Ñ�Ñ × Ú µ ÛÝ÷�Ü Ú ä Ú Ø�â�Ø�Þ�Ù Ò Ù	ë ñ µ ÛÝä	ê�å,Þ�Û
Ö	ä2å4ë ñ µ ÛÝÕ2×�ß Ò ä Ú�Ñ ò6î Ð Ü�×�Ù2Þ�ß	Ù	ë ñPøRÐ Ù	Ü	ù	ä	àPÙGØ X ä L0(X × X,µ × µ) Ô Ø�ÙGØ�âG×�õ�ä	ß	Ù2×�Þ
Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú ×	ç N Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö K : DK ⊂ L2(µ) → L2(µ) ÙGØ�ê�ë Ú Ø�Þ Ò�Ñ�ì �2�2�º{�� ��~�y'&��2é¯� ízÞ Ñ â2äÑ�Ð ó�Þ Ñ�Ò�Ú�Ð Þ Ò�øRÐ Ù	Ü	ù	ä ì K ∈ L0(X ×X,µ× µ)

Ò Ø�Ü'Ø ì í2ß Ò ×�î	â ìáÚ�Ñ Þ ñ f ∈ DK

Kf(s) =

∫

X

K(s, t)f(t) dµ(t) (1)

î	â ì Õ2×�ß Ò ä Ú�Ñ Þ ñ s ∈ X ç V Ù Ò Þ�Ö Ú Ø�â Ú ��ý(��Õ2×�Ù	ä2åfØ�Þ Ò�Ñ�ìæÚ âGÞ�ï�Þ�õ�× Ú ×�å Ñ å4ë Ñ âGÞ�ç�) Ð Ù	Ü	ù	ä ì K(s, t)
ÙGØ�ê�ë Ú Ø�Þ Ò�Ñ�ì �2������� �2�2�º{�� ��~�y'&��2�����[� �G{¦��~�������~ K çtô Ð îGÞ�å�õ�× Ú ×�Ö	ä Ò�Ó í�ß Ò × ì î2Ö2× K(s, t) Õ2×�Ö2×�ã�Û
î�Ø�Þ Ò ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö K Õ2× ø ×�Ö2å Ð âGÞ*��ý(��çV ê Ò Þ�×�Ö2Þ�å4ëlýRä Ú ü �2í Ò Þ�×�Ö2Þ�å4ë ÿ�ç +'ç ��� Ú ë Ò Þ�Ü'Ø�Þ ÒnÑ âGÞ�î Ð ò]óºØ ì�
	#qGs�	���öMAC,�T 2�����

K : DK ⊂ L2(µ) → L2(µ) � 0	� - ��$ -á- 0#"¯�±�¯���A��$	$	/1���	$A��� � "�������$	/1�
- 0A�±"���� - " * ���±"��

µ σ � � - $A����$���� $A�-�'
����������������A��� - ��� - �4��������� - � 5/. ���	�
K
0#" - � - �	�º���������

� - �	�	$A���	$ -���- �	$A��� � "�������$ -���-n- 0A�±"���� - "��
K̃ : L2(µ)→ L0(µ)

* � -
0 ∈ σc(K∗)

5
k Ø�ãºÙ	ëzå»Õ	Ö	ä2å,Þ�Ö2×�å ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù2×�õ�×=×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ'í	Õ	Ö2×�îG×�â2ã�Ø�Þ�å,×�õ�×=ÙGØ Ú�Ñ Þ L2(µ) � Ñ ×!ê�ÙGØ�ß2Þ�ÛÙ	ä ì å4ä Ú L0(µ) ��íGå,×�ã!Þ ÒnÑ â Ð ãºä Ò�Ó ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö ÑRì î2Ö2×�å K(s, t) í Ð îG× Ú âGÞ Ò�Ú ×�Ö ì òTÛ

ó!ä2å Ð�Ñ âG× Ú ä	ò Y Ø�Ö'âGÞ�åfØ�ÙGØ ∫

X

|K(s, t)|2 dµ(t) <∞

î	â ì Õ2×�ß Ò ä Ú�Ñ Þ ñ s ∈ X çW Þ�Ü'Ø�ã�î2ë1à�Õ'âG× Ò Ù2×n×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�Ù	Ù	ë1à�ê�Ø�å4ë1Ü'Ø�Þ�å4ë1à�ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù	ë1à¹×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ú L2(µ) Õ	Ö2×�ÛîG×�â2ã�Ø�Þ Ò�Ñ�ì ÙGØ Ú�Ñ Þ L2(µ)
Ñ ×ºê�ÙGØ�ß2Þ�Ù	ä ì å4ä Ú L0(µ)

Ñ�Ñ × ñ ÖGØ�Ù2Þ�Ù	ä2Þ�å ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù2× Ñ�Ò ä�ç S ×�× Ò�Ú Þ Ò ÛÑ�Ò�Ú�Ð ò]ó!ä	àrÕ	Ö	ä2å,Þ�ÖÂÕ2× Ñ�Ò Ö2×�Þ�Ù Ú ü ���¦ç
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k ü +��'Õ2×�Ü'Ø�ê�Ø�Ù2×	í�ß Ò ×TÙ2Þ�×�ï ñ ×�î2ä2å4ëzå�äXîG× Ñ�Ò Ø Ò ×�ß	Ù	ëzå Ð�Ñ âG× Ú ä2Þ�å�Õ	Ö2×�îG×�â2ãºä2å,× Ñ�Ò ä=ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Û

Ù2×�õ�×�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ T : DT ⊂ L2(µ) → L2(µ)
Ñnì î2Ö2×�å K(s, t) îG×�ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù2×�õ�×a×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ

ä	ê L2(µ)
Ú
L0(µ)

ì'Ú â ì Þ Ò�Ñ�ìæÑ�Ð ó�Þ Ñ�Ò�Ú × Ú Ø�Ù	ä2Þ�Õ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù2×�à øRÐ Ù	Ü	ù	ä	ä a ∈ L0(µ)
Ò Ø�Ü�×�à�í2ß Ò ×

∫

X

|K(s, t)|a(s) dµ(s) ∈ L2(µ).

^ Ö	ä Ú Þ�îGÞ�å Õ	Ö	ä'âG×�ã!Þ�Ù	ä2Þ Ò Þ�×�Ö2Þ�å4ë ý=Ü�â2ä	Ù2Þ�à	Ù	ëzå øRÐ Ù	Ü	ù	ä2×�ÙGØ�â Ó Ù	ëzå Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä ì å?ý�ÛÝõ�×æä
��ÛÝõ�×ºÖ2×�îG× ÚnÑ Ù2Þ�×�õ�ÖGØ�Ù	ä	ß2Þ�Ù	Ù	ëzå4ä�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ�å4ä�ç e Ø Ñ�Ñ å,× Ò Ö	ä2å Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä2Þ

αx(s)− λTx(s) = f(s), (2)

õ�îGÞ f ∈ L2(µ) í α ä λ Ôûß	ä Ñ âG× Ú ëzÞXÕGØ�ÖGØ�å,Þ Ò Ö	ë�í T : DT ⊂ L2(µ) → L2(µ) ÔûÕ'âG× Ò Ù2×�×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�Û
âGÞ�Ù	Ù	ë1àÂßGØ Ñ�Ò ä	ß	Ù2×ºÜ�×�å4ÕGØ�Ü Ò Ù	ë1à�Õ2×=å,Þ�Ö2Þ[â2ä	Ù2Þ�à	Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö�í2Ö2Þ %�Þ�Ù	ä2Þ x ä	ó�Þ Ò�Ñ�ìrÚ DT çW ä	ã!Þ]îG×�Ü'Ø�ê�ë Ú Ø�Þ Ò�Ñ�ìrÒ Þ�×�Ö2Þ�åfØ!×XÖ2Þ�î Ð Ü	ù	ä	ä Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä ì � ���fÜáï�×�âGÞ�ÞTÕ	Ö2× Ñ�Ò ×�å Ð ÷�Ü Ú ä Ú Ø�âGÞ�Ù Ò Û
Ù2×�å Ð ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù2×�å Ð=Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä	ò�í#Ü�Ü�× Ò ×�Ö2×�å Ð Õ	Ö	ä2å,Þ�Ù	ä2å4ëgÖGØ�ê�â2ä	ß	Ù	ëzÞ Ò ×�ß	Ù	ëzÞzä'â2ä�Õ	Ö	ä2ï�â2ä'Û
ã!Þ�Ù	Ù	ëzÞnå,Þ Ò ×�î2ë?Ö2Þ %�Þ�Ù	ä ì ç kZø ×�Ö2å Ð â2ä	Ö2× Ú Ü�Þ�÷ Ò ×�à Ò Þ�×�Ö2Þ�å4ë?ÙGØ�å�Õ2×�ÙGØ�îG×�ï ì'Ò�Ñ�ì Ñ âGÞ�î Ð ò]ó!ä2Þ
×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�âGÞ�Ù	ä ì ç�����
	��	��	
����	����,^[Ð�Ñ�Ò�Ó

(Y, ν) ÔcÕ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú × Ñ σ ÛÝÜ�×�Ù2Þ�ß	Ù2×�à�Õ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù2×�ànå,Þ�Ö2×�à ν í
L2(ν) ··= L2(Y, ν) í |||·||| í 〈·, ·〉 Ô Ù2×�Ö2åfØÂä Ñ Ü'Ø�â ì Ö	Ù2×�ÞáÕ	Ö2×�ä	ê Ú Þ�îGÞ�Ù	ä2Þ Ú L2(ν) ç N Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö J :
L2(ν)→ L2(ν) ÙGØ�ê�ë Ú Ø�Þ Ò�Ñ�ì �2��{¦���2é¯� í'Þ Ñ â2ä

Jh =

∞∑

n=1

〈h, gn〉hn, h ∈ L2(ν), (3)

õ�îGÞ {gn} í {hn} ⊂ L2(ν) ä
∞∑

n=1

|||gn||| · |||hn||| <∞. (4)

� ��{¦���2���Â�2�����R��� ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�ÖGØ J ÙGØ�ê�ë Ú Ø�Þ Ò�Ñ�ì ß	ä Ñ âG×
‖J‖1 = inf

∞∑

n=1

|||gn||| · |||hn|||,

õ�îGÞfä	Ù ø ä2å Ð åÂï�Þ�Ö2Þ Ò�Ñ�ì Õ2× Ú�Ñ Þ Ú ×�ê�å,×�ãºÙ	ëzå {gn} í {hn} í Ð îG× Ú âGÞ Ò�Ú ×�Ö ì ò]ó!ä2å � ��Aä Ð ßGØ Ñ�Ò�Ú�Ð ò]ó!ä2åÚ � � ��ç� Ñ Ù2×	í	ß Ò × ‖J‖ 6 ‖J‖1 í'õ�îGÞ ‖J‖ Ô ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö	ÙGØ ì Ù2×�Ö2åfØ J ç
�TîGÞ�Ö	Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö ì'Ú â ì Þ Ò�Ñ�ì ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù	ëzå1í�Þ�õ�× ì î2Ö2× J(ξ, η) Õ	Ö	ä	ÙGØ�î	âGÞ�ãºä Ò Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù'ÛÑ�Ò�Ú�Ð
L2(Y × Y, ν × ν) ärä2å,Þ�Þ Ò=Ú ä'î

J(ξ, η) =
∞∑

n=1

hn(ξ) gn(η), (5)

õ�îGÞ�Ö ì î Ú � ��� Ñ�ñ ×�î2ä Ò�Ñ�ì Ü J(ξ, η) Ú[Ñ ä'â Ð � ��¯Ø�ï Ñ ×�â2ò Ò Ù2×]Õ2×TÙ2×�Ö2å,Þ L2(Y ×Y, ν×ν) äºØ�ï Ñ ×�â2ò Ò Ù2×
(ν × ν) ÛÝÕ2×�ß Ò ä Ú�Ñ ò6î ÐnÚ Y × Y ç�����
	��	��	
����	����R^[Ð�Ñ�Ò�Ó {ϕn} ⊂ L2(ν) í {en} Ô Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó Õ2×�ÕGØ�Ö	Ù2×nÙ2Þ�Õ2Þ�Ö2Þ�ÛÑ Þ�Ü'Ø�ò]ó!ä ñ#Ñ�ì å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú ä	ê Y Ñ Ü�×�Ù2Þ�ß	Ù	ëzå4ä�Õ2×�âG×�ãºä Ò Þ�â Ó Ù	ëzå4ä�å,Þ�ÖGØ�å4ä�ç�) Ð Ù	Ü	ù	ä	ò

H(ξ, η) =

∞∑

n=1

χen(ξ)√
νen

ϕn(η)

ÙGØ�ê�× Ú Þ�å |#��~����G��é���������{��2�2é¯�?|�~���yG{��R~��2����}�|����P�2������� ç
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µ
*
ν
$A���'
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α
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λ
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U : L2(µ) → L2(ν)
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y = Ux
*
g = Uf

�
	��	
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�$A��$	���

αy(ξ)− λ
∫

Y

[
N(ξ, η) + C(ξ, η)

]
y(η) dν(η) = g(ξ), (6)

� �¯�
C(ξ, η) � �	
�����	
�/�" - �X�¯��$	$ - ���	��"��A������$ - 
'��� - �,���	" -�*��  	$	���	��� N(ξ, η)

0 - " - �X������� ���¯�±" �$	/1� - 0A�±"���� - "�

L2(ν)

�����¯�±"�$ - �æ$ - "A� - ������$������� * �����
ε
5

C
^ Ö2Þ�î Ñ�Ò Ø Ú ä2å Ñ Õ2×�å,×�ó Ó òbÕ2×�â ì Ö	Ù2×�õ�×nÖGØ�ê�âG×�ã!Þ�Ù	ä ì üþý �tê�Ø�å4Ü	Ù Ð�Ò ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö T ∗ Ú�Ú ä'îGÞ

T ∗ =WL í�õ�îGÞ L Ô Ñ Ø�å,× Ñ ×�Õ	Ö ì ã!Þ�Ù	Ù	ë1àæÙ2Þ�× Ò Ö	ä	ùGØ Ò Þ�â Ó Ù	ë1àr×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ú L2(µ) í W ÔbßGØ Ñ�Ò ä	ß	Ù2×
ä	ê�×�å,Þ Ò Ö	ä	ß2Þ Ñ Ü	ä	à ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ú L2(µ) ç ^ × Ò Þ�×�Ö2Þ�å,Þ�ý 0 ∈ σc(T

∗) ç NTÒ�Ñ ò6î�Ø�ä»ä	ê L = W ∗T ∗Ñ âGÞ�î Ð Þ Ò í2ß Ò × 0 ∈ σc(L) ç^[Ð�Ñ�Ò�Ó {Eλ} Ô Ñ Õ2Þ�Ü Ò ÖGØ�â Ó Ù2×�Þ Ñ Þ�å,Þ�à Ñ�Ò�Ú ×�Ù2Þ�× Ò Ö	ä	ùGØ Ò Þ�â Ó Ù2×�õ�× Ñ Ø�å,× Ñ ×�Õ	Ö ì ã!Þ�Ù	Ù2×�õ�×»×�Õ2Þ�ÖGØ�ÛÒ ×�ÖGØ L í H0 = kerL í Hn = (E1/n − E1/n+1)L2(µ) í Gn = (En+1 − En)L2(µ) ç��4î�Ø�â2ä Ú ä	êÑ × Ú ×�Ü Ð Õ	Ù2× Ñ�Ò ä�Õ2×�î2Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú H0 í Hn í Gn í n = 1, 2, . . . í Ñ × Ú ÕGØ�î�Ø�ò]ó!ä2Þ Ñ {0} ��Þ Ñ â2ä Ò Ø�Û
Ü�× Ú ëzÞáä2å,Þ�ò Ò�Ñ�ì ��ífÕ2×�â Ð ß	ä2å Ñ Þ�å,Þ�à Ñ�Ò�Ú ×�Õ	Ö	ä	ÙGØ�î	âGÞ�ã�Ø�ó!ä ñ DL Õ2×�ÕGØ�Ö	Ù2×�×�Ö Ò ×�õ�×�ÙGØ�â Ó Ù	ë ñ Õ2×�î	Û
Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú í4×�Ö Ò ×�õ�×�ÙGØ�â Ó ÙGØ ìaÑ�Ð å,åfØáÜ�× Ò ×�Ö	ë ñ ÖGØ Ú ÙGØ L2(µ) ç ^ × Ñ�Ò Ö2×�ä2å ä	êº÷�âGÞ�å,Þ�Ù Ò × Ú ÷ Ò ä ñÕ2×�î2Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú ×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö2å4ä	Ö2× Ú Ø�Ù	Ù	ë1àèï�Ø�ê�ä Ñ {un} Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú Ø L2(µ) ç»ô1Ø�ê�ä Ñ {un} Õ	Ö	ä'ÛÙGØ�î	âGÞ�ãºä Ò DL = DT ∗ ä Ñ ×�îGÞ�Ö#ãºä ÒæÚáÑ ä'â Ð 0 ∈ σc(L) Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó {zn} í�Ü�× Ò ×�Ö Ð ò L
× Ò ×�ï�ÖGØ�ã�Ø�Þ ÒnÚ=Ñ�ñ ×�î ì ó Ð ò Ñ�ì Ü 0 Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó ç V å,Þ�Þ�å T ∗zn =WLzn → 0 ç

�JØ ø ä	Ü Ñ ä	Ö Ð Þ�å ε > 0 ä Ú ëzï�Þ�Ö2Þ�åúÕ2×�î2Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó {vn} ⊂ {zn} Ò Ø�Ü�í=ß Ò ×�ï�ë∑∞
n=1 ‖T ∗vn‖ < ε ç ^ ×�âG×�ãºä2å {wn} = {un} \ {v2n} ä ×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�â2ä2å Ð Ù	ä Ò Ø�Ö	Ù	ë1à ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö

U : L2(µ)→ L2(ν) ÖGØ Ú Þ�Ù Ñ�Ò�Ú Ø�å4ä
Uwn =

χen√
νen

, Uv2n = e⊥n , n = 1, 2, . . . ,

õ�îGÞ {e⊥n } Ôc×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö2å4ä	Ö2× Ú Ø�Ù	Ù	ë1à�ï�Ø�ê�ä Ñ ×�Ö Ò ×�õ�×�ÙGØ�â Ó Ù2×�õ�×[îG×�Õ2×�â2Ù2Þ�Ù	ä ì Ü!ê�Ø�å4Ü	Ù Ð�Ò ×�à�â2ä	Ù2Þ�à	Ù2×�à
×�ï�×�âG×�ß	Ü�Þ]×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö2å4ä	Ö2× Ú Ø�Ù	Ù2×�àrÕ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò ä {χen/

√
νen} ç �GîGÞ Ñ�Ó {en} ÔZÕ	Ö2×�ä	ê Ú ×�â Ó Û

ÙGØ ì Õ2× Ñ âGÞ�îG× Ú Ø Ò Þ�â Ó Ù2× Ñ�Ò�Ó Õ2×�ÕGØ�Ö	Ù2×�Ù2ÞRÕ2Þ�Ö2Þ Ñ Þ�Ü'Ø�ò]ó!ä ñ#Ñ�ì å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú ä	ê Y Ñ Ü�×�Ù2Þ�ß	Ù	ëzå4ä�Õ2×�âG×�Û
ãºä Ò Þ�â Ó Ù	ëzå4ä�å,Þ�ÖGØ�å4ä�ç N ï�×�ê�ÙGØ�ß	ä Ú ß2Þ�Ö2Þ�ê 〈·, ·〉 Ñ Ü'Ø�â ì Ö	Ù2×�ÞXÕ	Ö2×�ä	ê Ú Þ�îGÞ�Ù	ä2Þ Ú L2(ν) äæÖGØ�ê�â�Ø�õ�Ø ì÷�âGÞ�å,Þ�Ù Ò ë UTU−1h

Ú Ö ì î Õ2×Â×�Ö Ò ×�Ù2×�Ö2å4ä	Ö2× Ú Ø�Ù	Ù2×�å Ð ï�Ø�ê�ä Ñ�Ð {e⊥n , χen/
√
νen} Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú Ø

L2(ν) í	Õ2×�â Ð ß	ä2å UTU−1 = N + C í'õ�îGÞ�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö N ×�Õ	Ö2Þ�îGÞ�â ì Þ Ò�Ñ�ì ÖGØ Ú Þ�Ù Ñ�Ò�Ú ×�å
Nh =

∞∑

n=1

〈
UTU−1h, e⊥n

〉
e⊥n =

∞∑

n=1

〈
h,UT ∗v2n

〉
e⊥n ,

×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö C Õ	Ö2Þ�î Ñ�Ò Ø Ú â ì Þ Ò�Ñ�ì�ÚºÚ ä'îGÞ
Ch =

∞∑

n=1

〈
UTU−1h,

χen√
νen

〉
χen√
νen

=

∞∑

n=1

〈
h,UT ∗wn

〉 χen√
νen

.

kèÑ ä'â Ð ∑∞
n=1 ‖T ∗v2n‖ < ε ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö N ì îGÞ�Ö	Ù	ë1àæäæÞ�õ�× ì îGÞ�Ö	ÙGØ ì Ù2×�Ö2åfØºå,Þ�Ù Ó %�Þ�í	ß2Þ�å ε ç U Ø�Ü

Ü'Ø�Ü�å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú Ø en Õ2×�ÕGØ�Ö	Ù2×�Ù2ÞXÕ2Þ�Ö2Þ Ñ Þ�Ü'Ø�ò Ò�Ñ�ì í Ò × C Ô ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù	ë1à�×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö Ñ Ü Ú Ø�ê�ä Ú ë6Û
Ö2×�ã�îGÞ�Ù	Ù	ëzå Ü'Ø�Ö'âGÞ�åfØ�Ù2× Ú�Ñ Ü	ä2å ì î2Ö2×�å

C(ξ, η) =
∞∑

n=1

χen(ξ)√
νen

(UT ∗wn)(η).
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S îGÞ�â�Ø Ú�Ú � ����ê�Ø�å,Þ�Ù Ð y = Ux í	ï Ð îGÞ�å ä2å,Þ Ò�Ó

αU−1y − λTU−1y = f.

^ Ö	ä2å,Þ�Ù	ä2åöÜÂ×�ï�Þ�ä2å ßGØ Ñ�Ò�ì å ÷ Ò ×�õ�× Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä ì ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö U ç U ×�õ�î�Ø
αy − λUTU−1y = Uf = g.

NTÒ�Ñ ò6î�Øºärä	ê UTU−1 = N + C Õ2×�â Ð ß	ä2å Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä2Þ � +���ç BdfÑ â2ä Ú � +�� α = 0 í Ò ×	í Ð å4Ù2×�ãºä Ú ×�ï�Þ�Þ�õ�×ºßGØ Ñ�Ò äæÙGØ øRÐ Ù	Ü	ù	ä	ò

χe0 +
∞∑

n=1

2−n 1

‖T ∗wn‖+ 1
χen ,

õ�îGÞ e0 = Y \⋃∞
n=1 en íGÕ	Ö	ä'îGÞ�åèÜ�÷�Ü Ú ä Ú Ø�âGÞ�Ù Ò Ù2×�å Ð ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù2×�å Ð�Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä	ò )XÖ2Þ�î2õ�×�â Ó åfØ

ý�ÛÝõ�×áÖ2×�î�Ø Ñ!ì îGÞ�Ö	Ù	ëzå ×�Õ2Þ�ÖGØ Ò ×�Ö2×�å1ç Y Ò Ø�Ü�×�å Ð�Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä	ò?Õ	Ö	ä2å,Þ�Ù	ä2å4ë Ò Þ�×�Ö2Þ�åfØ ^ ä	Ü'Ø�ÖGØ�ü � íÑ çAý�������äáÖ2Þ�õ Ð â ì Ö	ä	ê�Ø�ù	ä2×�Ù	Ù	ëzÞ�å,Þ Ò ×�î2ë Ö2Þ %�Þ�Ù	ä ì í'ÙGØ�Õ	Ö	ä2å,Þ�Ö�í2å,Þ Ò ×�î Q ç W ç U ä ñ ×�Ù2× Ú Øáü � í'õ�â¯ç�2íÕ�ç��2ç � �¦ç^[Ð�Ñ�Ò�Ó Ú � +�� α 6= 0 ç k ëzï�Þ�Ö2Þ�å Ú Ò Þ�×�Ö2Þ�å,Þ � ε < |α|
|λ| ç �JØ�Õ	ä Ñ Ø Ú � +�� Ú Ú ä'îGÞ

α(1 − λ
αN)y − λCy = g ä Ñ îGÞ�â�Ø Ú ê�Ø�å,Þ�Ù Ð z = Fλy í6õ�îGÞ Fλ = 1 − λ

αN í6Õ2×�â Ð ß	ä2ål÷�Ü Ú ä Ú Ø�Û
âGÞ�Ù Ò Ù2×�Þ]ä	Ù Ò Þ�õ�ÖGØ�â Ó Ù2×�Þ Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä2Þ���ÛÝõ�×XÖ2×�î�Ø Ñ Ü Ú Ø�ê�ä Ú ë1Ö2×�ã�îGÞ�Ù	Ù	ëzå Ü'Ø�Ö'âGÞ�åfØ�Ù2× Ú�Ñ Ü	ä2å ì î2Ö2×�å

Kλ(ξ, η) =
∞∑

n=1

χen(ξ)√
νen

(F−1
λ )∗ϕn(η),

õ�îGÞ ϕn = UT ∗wn ç Y ÷ Ò ×�å Ð�Ð ÖGØ Ú Ù2Þ�Ù	ä	òèÕ	Ö	ä2å,Þ�Ù	ä2å4ë Õ	Ö	ä2ï�â2ä	ã!Þ�Ù	Ù	ëzÞ[å,Þ Ò ×�î2ë Ö2Þ %�Þ�Ù	ä ì í�Õ	Ö2Þ�î	ÛâG×�ã!Þ�Ù	Ù	ëzÞ Ú ü � í Ñ çJý � � "�ý ��� �¦ç� �'��	��������
	fI
ý�ç e Þ�ê Ð â Ó�Ò Ø Ò ë Ñ�Ò Ø Ò�Ó ä Ñ Õ	ÖGØ Ú Þ�î	â2ä Ú ë ä ÚgÑ â Ð ßGØ�Þ Ú Þ�ó�Þ Ñ�Ò�Ú Þ�Ù	Ù	ë ñ Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú L2(µ) í

L2(ν) ç
�'ç � Ñ âG× Ú ä ì�Ò Þ�×�Ö2Þ�åZý�í �'í � × ñ'Ú Ø Ò ë Ú Ø�ò ÒrÚ Ø�ãºÙ	ë1à Ñ â Ð ßGØ�à�íAÜ�×�õ�î�Ø X í Y Ô Õ	Ö2×�ä	ê Ú ×�â Ó Ù	ëzÞ

ä	ê�å,Þ�Ö	ä2å4ëzÞ�Õ2× i Þ�ï�Þ�õ Ð å4Ù2×�ã!Þ Ñ�Ò�Ú Ø�Þ Ú Ü'â2ä'îG× Ú ë ñ Õ	Ö2× Ñ�Ò ÖGØ�Ù Ñ�Ò�Ú íAØ µ í ν Ô å,Þ�Ö	ë i Þ�ï�Þ�õ�Ø'ç
���tu 	#s��	u��s��
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