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¨d©8ª�«�¬��®'¯�°�°�±�²2°�³4®µ´2³,°�°�¬�«�®µ©2°�³Lª�¶8·²8ª�¸��¬�¹1º2�«�±�®'¯�°�©	©	»6¼½³4©2�¾��³,°�²	©	»^³¿´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�]
©	»^³Á�º2°�²8ª�¬��²8ª�³O«^�Â2©2�²2�Â2©	»^³4´Ã«�¬�°�º2°�©	´

(−n) ®�Â2²8ª�³4´i´=´'¼Ä�¸��¸�¯�°�©	´	®	³4´�ÅÆ«�³1ÇÈ¹�©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ÉÈÊ�Ë#Ì�Í ´iÎ	´	¬�´	²2�±#ª�©	©	»^°J±W©	´'¼=´2«�¬��Ï	©	´	Ð	´�Ñ�Ç�¨·²8ª�¸��¬�° É Ò�Í ¸�»6¶2´Ó±�±�°�Â8°�©	»Q´i´	Ô�Õ�Ï2°�©	»Ö�º2°�²8ª�¬��²	»
«^�Â2©2�²2�Â2©2�]×²8ª�Ô�©2�«�¬�©	»^³4´Ã®�Â2²8ª�³4´�¹�¬�Ç�°�Ç#«1®�Â2²8ª�³4´�¹�Ð��¬��²	»^°^®'±�¶2®'ØJ¬�«�®i�Â2©2�²2�Â2©	»^³4´�«�¬�°�º2°�]
©	´

(−n) º2Ä�Â2©	´2³Ùº2°�²2°�³,°�©	©	»^³Ú´Û²8ª�Ô�©2�«�¬�©	»^³4´Ãº2!Â2²	Õ�¾�´2³1Ç	I4ª�Ô�±�´	¬�´2°�³·Ü�¬��¾��©8ª�º	²8ª�±�¶8°�©	´	®«�¬�ª�¶�ªJ«�¬�ª�¬�À�® É Ý�Í ¹�±JÐ��¬��²2�Þ=¸�»6¶�ª^º2�«�¬�²2�°�©8ªJ´\´2«�«�¶8°�Â8�±#ª�©8ªa¸�ª�©8ª�¼#�±#ªHª�¶2¾�°�¸�²8ª'¹�º2�²2�ß�Â8°�©	©8ª�®
³4©2�¾��³,°�²	©	»^³4´�´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»^³4´à�º2°�²8ª�¬��²8ª�³4´�«H�Â2©2�²2�Â2©2�]×²8ª�Ô�©2�«�¬�©	»^³4´Á®�Â2²8ª�³4´�Ç

[�ª�©	©8ª�®i²8ª�¸��¬�ªWº	²2�Â8�¶2ß�ª�°�¬Ä´2«�«�¶8°�Â8�±#ª�©	´	®£¹#©8ª�Ï8ª�¬�»^°J±!«�¬�ª�¬�À�®�¼ É Ò�Í ´ É Ý�Í Ç�NL°UÎ2°�¶2À�Ø½®'±�¶2®�]
°�¬�«�®Ä´	Ô�Õ�Ï2°�©	´2°1º8ª�²	©	»6¼=³4©2�¾��³,°�²	©	»6¼=´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼i�º2°�²8ª�¬��²2�±!«1�Â2©2�²2�Â2©2�]×²8ª�Ô�©2�«�¬�©	»^³4´
®�Â2²8ª�³4´�¹�Â8°�Þ2«�¬�±�Õ�ØJ¯!´'¼Ö±·º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±#ª�¼Y«�Õ'³,³4´	²	Õ�°�³4»6¼½áHÕ�©	Ð	Î	´	Þ�Ç�[W¶2®ÖÜ�¬�´'¼µ�º2°�²8ª�¬��²2�±
�º	²2°�Â8°�¶8°�©!«�´2³4±��¶m¹�º	²2°�Â8«�¬�ª�±�¶2®'ØJ¯!´	Þ�«��¸��Þ!«��±��Ð	Õ�º	©2�«�¬�ÀUº8ª�²!áHÕ�©	Ð	Î	´	ÞW«�º2°�Î	´8ª�¶2À�©2�¾�U±�´'Â�ª'Ç
¨Á²8ª�¸��¬�°�º2�¶2Õ�Ï2°�©	»Ù©2°��¸�¼#�Â2´2³4»^°1´!Â8�«�¬�ª�¬��Ï	©	»^°6Õ�«�¶8�±�´	®��¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´=º8ª�²	©	»6¼!�º2°�²8ª�¬��²2�±
«W�Â2©2�²2�Â2©2�]×²8ª�Ô�©2�«�¬�©	»^³4´Á®�Â2²8ª�³4´�¹2Ð��¬��²	»^°!áW�²2³4Õ�¶2´	²	Õ�ØJ¬�«�®Ã±=¬�°�²2³4´	©8ª�¼Ã©2°�±�»1²2�ß�Â8°�©	©2�]
«�¬�´Ã´'¼�«�´2³4±��¶8�±2Ç

¨Ù²8ª�¸��¬�°^´2«�º2�¶2À�Ô��±#ª�©	»½«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2°^�¸��Ô�©8ª�Ï2°�©	´	®£â
Rn ã n

]_³,°�²	©2�°U°�±�Ð'¶2´'Â8�±�\º	²2�«�¬�²8ª�©']
«�¬�±�	ä

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn
ä |x| = √

x21 + . . .+ x2n
ä
x′ = x/|x| ä x · y = x1y1 + . . . + xnyn

ä
Sn−1 = {x ∈ Rn : |x| = 1} ä Z+

ã ³4©2�ß!°�«�¬�±�ÙÎ2°�¶2»6¼Ú©2°��¬�²	´	Î8ª�¬�°�¶2À�©	»6¼µÏ	´2«�°�¶mä
R1+m
+ =

{x ∈ R1+m : x1 > 0} ä Yνµ(σ) ã «�áW°�²	´	Ï2°�«�Ð	´2°!¾�ª�²2³,�©	´	Ð	´Áº2�²#®�Â2Ð'ª
ν
ä
dn(ν)

ã ²8ª�Ô�³,°�²	©2�«�¬�À
º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±#ª=«�áW°�²	´	Ï2°�«�Ð	´'¼�¾�ª�²2³,�©	´	Ð�º2�²#®�Â2Ð'ª

ν
â

dn(ν) = (n+ 2ν − 2)
(n+ ν − 3)!

ν!(n− 2)!
;

I ã ¬��ß�Â8°�«�¬�±�°�©	©	»1Þi�º2°�²8ª�¬��²åÅæ©	´	ß!°6´	Ô6Ð��©	¬�°�Ð�«�¬�ªH±�«�°�¾�Â�ªa¸�Õ�Â8°�¬a®	«�©2J±JÐ'ª�Ð��³�º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
²8ª�«�«�³Lª�¬�²	´	±#ª�°�¬�«�®åÜ�¬��¬i�º2°�²8ª�¬��²�Ñ�Ç

ç
© è�é�ê�ë^ì y�s_{�}���x�}aí���î��
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1 6 p 6 ∞ Ç4¨?º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

n+m)
²8ª�«�«�³,�¬�²	´2³Q�º2°�²8ª�¬��²

(Kϕ)(x, t) =

∫

Rn

∫

Rm

k(x, y, t − s)ϕ(y, s) dyds,
Å Ê Ñ

¾�Â8°
x ∈ Rn

¹
t ∈ Rm

¹4º	²2°�Â2º2�¶�ª�¾�ª�®£¹LÏ	¬�ÁáHÕ�©	Ð	Î	´	®
k(x, y, t)

¹,Ô�ª�Â�ª�©	©8ª�®Ú©8ª
Rn × Rn × Rm

¹
Õ�Â8�±�¶8°�¬�±��²#®	°�¬Û«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³ÙÕ�«�¶8�±�´	®	³1â

É
1◦
Í �Â2©2�²2�Â2©2�«�¬�ÀÛ«�¬�°�º2°�©	´

(−n) º2�º2°�²2°�³,°�©	©	»^³ x
´
y
¹'¬�Ç2°�Ç

k(αx, αy, t) = α−nk(x, y, t) (∀α > 0);

É
2◦
Í ´	©	±#ª�²	´8ª�©	¬�©2�«�¬�À��¬�©2�«�´	¬�°�¶2À�©2W¾�²	Õ�º	º	»Q±�²8ª�¯�°�©	´	Þ

SO(n)
º2Hº2°�²2°�³,°�©	©	»^³

x
´
y
¹�¬�Ç�°�Ç

k(ω(x), ω(y), t) = k(x, y, t) (∀ω ∈ SO(n));

É
3◦
Í «�Õ'³,³4´	²	Õ�°�³,�«�¬�À2¹2¬�Ç2°�Ç

κ :=

∫

Rn

∫

Rm

|k(e1, y, t)||y|−n/p dydt <∞, e1 = (1, 0, . . . , 0).

PaÔ�±�°�«�¬�©2 É Ò�Í ¹	Ï	¬�i�º2°�²8ª�¬��²
K
�¾�²8ª�©	´	Ï2°�©å±=º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
n+m)

¹2º	²	´	Ï2°�³ ‖K‖ 6 κ
Ç

[�ª�¶8°�°�¹8�º	²2°�Â8°�¶2´2³Ú±
Lp(R

n+m)
º	²2�°�Ð	¬��²

P
áW�²2³4Õ�¶8�Þ

(Pϕ)(x, t) =

{
ϕ(x, t), |x| < 1, t ∈ Rm,

0, |x| > 1, t ∈ Rm,

´å�¸��Ô�©8ª�Ï	´2³ÚÏ2°�²2°�Ô
Q
Â8�º2�¶2©	´	¬�°�¶2À�©	»1Þ�º	²2�°�Ð	¬��²�Ç

XJ«�©2�±�©	»^³Q�¸ ��°�Ð	¬��³Ú´2«�«�¶8°�Â8�±#ª�©	´	®Ã±ÄÂ�ª�©	©2�ÞÃ²8ª�¸��¬�°H®'±�¶2®	°�¬�«�®Ãº8ª�²	©	»1Þå�º2°�²8ª�¬��²

A = λI +K1P +K2Q,
Å"!�Ñ

¾�Â8°
Kj

ã �º2°�²8ª�¬��²Ù±�´'Â�ªOÅ Ê Ñ�¹
j = 1, 2

Ç4KWª$#Äª�Î2°�¶2À ã Õ�«�¬�ª�©2�±�´	¬�À�Ð	²	´	¬�°�²	´	ÞÙ�¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´
�º2°�²8ª�¬��²8ª

A
Ç

%a¬��¸�» º2�¶2Õ�Ï	´	¬�À Õ�«�¶8�±�´	® �¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´d�º2°�²8ª�¬��²8ª
A
¹!²8ª�«�«�³,�¬�²	´2³ ± º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
n+m)

Õ�²8ª�±�©2°�©	´2°�¹	º2�²2�ß�Â8°�©	©2�°\Ü�¬�´2³Ú�º2°�²8ª�¬��²2�³1â

λϕ(x, t) +

∫

|y|<1

∫

Rm

k1(x, y, t− s)ϕ(y, s) dyds

+

∫

|y|>1

∫

Rm

k2(x, y, t− s)ϕ(y, s) dyds = f(x, t).
Å"&�Ñ

Roª�ÐµÐ'ª�Ð½áHÕ�©	Ð	Î	´	®
kj(x, y, t)

¹�¾�Â8°
j = 1, 2

¹�Õ�Â8�±�¶8°�¬�±��²#®	°�¬ÚÕ�«�¶8�±�´	Ø
2◦
¹�¬�Oº2Á¶8°�³,³,° Ì Ç Ý

Ð	©	´	¾�´ É '�Í ©8ª�Þ'Â8°�¬�«�®Ã¬�ª�Ð'ª�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®
k0j(r, ρ, τ, t)

¹2Ï	¬�

kj(x, y, t) = k0j(|x|, |y|, x′ · y′, t).
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� ¬�Äº2�Ô�±��¶2®	°�¬=º2°�²2°�º	´2«�ª�¬�ÀiÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°ÓÅ"&�Ñ�±Ä±�´'Â8°

λϕ(x, t) +

∫

|y|<1

∫

Rm

1

|x|n k01
(
1,

|y|
|x| , x

′ · y′, t− s

)
ϕ(y, s) dyds

+

∫

|y|>1

∫

Rm

1

|x|n k02
(
1,

|y|
|x| , x

′ · y′, t− s

)
ϕ(y, s) dyds = f(x, t).

FH°�²2°�¼#�Â2®½±·Ü�¬��³¿Õ�²8ª�±�©2°�©	´	´YÐ½«�áW°�²	´	Ï2°�«�Ð	´2³¿Ð���²�Â2´	©8ª�¬�ª�³ º2Ùº2°�²2°�³,°�©	©	»^³
x
´
y
¹6¬�Ç1°�Ç

º2�¶�ª�¾�ª�®
x = rσ

¹
y = ρθ

¹�º	²	´'¼#�Â2´2³QÐ�Õ�²8ª�±�©2°�©	´	Ø

λΦ(rσ, t) +

1∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D1

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds

+

∞∫

1

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D2

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds = F (rσ, t),

Å Ì Ñ

¾�Â8°

Φ(rσ, t) = ϕ(rσ, t)r(n−1)/p, F (rσ, t) = f(rσ, t)r(n−1)/p,

Dj(ρ, τ, t) = k0j(1, ρ, τ, t)ρ
(n−1)/p′ , j = 1, 2.

Å Ò Ñ

PaÔHÕ�«�¶8�±�´	®
3◦
«�¶8°�Â2Õ�°�¬�¹2Ï	¬�

∞∫

0

1∫

−1

∫

Rm

|Dj(ρ, τ, t)|ρ−1/p(1− τ2)(n−3)/2 dρ dτ dt <∞.
Å Ý Ñ

�a³4©2�ßÄ´	±Ù�¸�°�Ï8ª�«�¬�´ÖÕ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å Ì Ñ�©8ª
Yνµ(σ)

´Úº	²2�´	©	¬�°�¾�²	´	²2�±#ª�±Ùº2 °�Â2´	©	´	Ï	©2�Þµ«�áW°�²2°�¹
º2�¶2Õ�Ï	´2³Ú«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4ÕÛ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼ÃÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ�â

λΦνµ(r, t) +

∫

Sn−1

Yνµ(σ) dσ

1∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D1

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds

+

∫

Sn−1

Yνµ(σ) dσ

∞∫

1

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
D2

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds = Fνµ(r, t),

Å ' Ñ

¾�Â8°
r ∈ R+

¹
ν ∈ Z+

¹
µ = 1, 2, . . . , dn(ν)

¹

Φνµ(r, t) =

∫

Sn−1

Φ(rσ, t)Yνµ(σ) dσ, Fνµ(r, t) =

∫

Sn−1

F (rσ, t)Yνµ(σ) dσ.

Fa²2°��¸�²8ª�Ô�Õ�°�³Ú´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2»Y´	Ôa¶8°�±��Þ�Ï8ª�«�¬�´åáW�²2³4Õ�¶2» Å ' Ñ�Ç	b�°�©	®'®Ûº2�²#®�Â8�ÐÃ´	©	¬�°�¾�²	´	²2�±#ª�©	´	®Ã´
´2«�º2�¶2À�Ô�Õ�® áW�²2³4Õ�¶2Õ
	\Õ�©	Ð'ª ã S�°�Ð	Ð�° É ' ¹£«�Ç Ì & Í ¹£º2�¶2Õ�Ï	´2³Y«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!Õ�Ø ¸�°�«�Ð��©2°�Ï	©	Õ�Ø Â2´8ª�¾��]



Ý � 
'���'$	�	�	$�� 5��A5
©8ª�¶2À�©	Õ�Ø «�´2«�¬�°�³4ÕÛ´	©	¬�°�¾�²8ª�¶2À�©	»6¼ÃÕ�²8ª�±�©2°�©	´	Þ�â

λΦνµ(r, t) +

1∫

0

∫

Rm

1

r
D1ν

(ρ
r
, t− s

)
Φνµ(ρ, s) dρ ds

+

∞∫

1

∫

Rm

1

r
D2ν

(ρ
r
, t− s

)
Φνµ(ρ, s) dρ ds = Fνµ(r, t),

Å���Ñ

¾�Â8°

Djν(ρ, t) =
2π(n−1)/2

Γ((n− 1)/2)

1∫

−1

Dj(ρ, τ, t)Pν(τ) (1− τ 2)(n−3)/2 dτ, j = 1, 2.
Å���Ñ

`8Â8°�«�À
Pν(τ)

ã ³4©2�¾��Ï'¶8°�©	» TW°�ß�ª�©'Â2²8ª'¹��º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»^°W²8ª�±�°�©2«�¬�±��³

Pν(τ) =




cos(ν arccos τ), n = 2;

ν!(n−3)!
(n+ν−3)! C

(n−2)/2
ν (τ), n > 3,

¾�Â8°
C

(n−2)/2
ν (τ) ã ³4©2�¾��Ï'¶8°�©	» S�°�¾�°�©2¸�ª�Õ�Ü�²8ª�ÅÆ«�³1ÇÈ¹	©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ É ' ¹���Ç Ì2Ê�Í Ñ�Ç

¨Qº	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

1+m
+ )

²8ª�«�«�³,�¬�²	´2³Ú�º2°�²8ª�¬��²
Aν
¹�¾�Â8°

ν ∈ Z+
¹'�º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»1ÞÃ¶8°�±��Þ

Ï8ª�«�¬�À�Ø Õ�²8ª�±�©2°�©	´	® Å���Ñ�â

(Aνg)(r, t) = λg(r, t) +

1∫

0

∫

Rm

1

r
D1ν

(ρ
r
, t− s

)
g(ρ, s) dρ ds

+

∞∫

1

∫

Rm

1

r
D2ν

(ρ
r
, t− s

)
g(ρ, s) dρ ds.

�å¦���� �Ö@8C �U 2��� �
λ 6= 0

54+�- �t�����t �	i������
� 2���Ó����� - �=���A��� -
ν0 ∈ Z+

* ��� - �����Ã
'����

ν > ν0- 0A��"���� - "�/

Aν
-� "������2�4/ 5

C
`£ª�º	´�#�°�³Ú�º2°�²8ª�¬��²

Aν
±Ä±�´'Â8°

Aν = λI +K1νP1 +K2νQ1,

¾�Â8°W�º2°�²8ª�¬��²
Kjν

Ô�ª�Â�ª�°�¬�«�®åáW�²2³4Õ�¶8�Þ

(Kjνg)(r, t) =

∞∫

0

∫

Rm

1

r
Djν

(ρ
r
, t− s

)
g(ρ, s) dρ ds, j = 1, 2,

º	²2�°�Ð	¬��²
P1

�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®åáW�²2³4Õ�¶8�Þ

(P1g)(r, t) =

{
g(r, t), r ∈ (0, 1), t ∈ Rm;

0, r ∈ (1,∞), t ∈ Rm,

ª
Q1

ã Â8�º2�¶2©	´	¬�°�¶2À�©	»1Þ·Ð
P1

º	²2�°�Ð	¬��²�Ç�[W¶2®O©2�²2³4»¿�º2°�²8ª�¬��²8ª
Kjν

«�º	²8ª�±�°�Â	¶2´	±#ª��Î2°�©']
Ð'ªÄ«�³1Ç É Ò�Í â

‖Kjν‖ 6

∞∫

0

∫

Rm

|Djν(ρ, t)|ρ−1/p dρ dt.
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¨Ù«�´'¶2ÕÄáW�²2³4Õ�¶2» Å���Ñ4áHÕ�©	Ð	Î	´	´
Djν(ρ, t)

¹
ν ∈ Z+

¹�®'±�¶2®'ØJ¬�«�®ÄÐ��Ü�áWáH´	Î	´2°�©	¬�ª�³4´ 	\Õ�²	À�°^áHÕ�©	Ð']
Î	´	´

Dj(ρ, τ, t)
º2à«�´2«�¬�°�³,°�³4©2�¾��Ï'¶8°�©2�±�TW°�ß�ª�©'Â2²8ª'¹�ªÃº2�¬��³4Õ

Djν(ρ, t) → 0
º	²	´

ν → ∞Â	¶2®àº2�Ï	¬�´�±�«�°�¼
ρ ∈ R+

¹
t ∈ Rm

ÇARm�¾�Â�ª'¹�º	²	´2³,°�©	®'®Á³Lª�ß!�²8ª�©	¬�©	Õ�Ø ¬�°��²2°�³4Õ�TW°�¸�°�¾�ª'¹�«�Õ�Ï2°�]
¬��³ Å Ý Ñ�¹	Ô�ª�Ð'¶2ØJÏ8ª�°�³1¹2Ï	¬� ‖Kjν‖ → 0

º	²	´
ν → ∞ Ç Z ¶8°�Â8�±#ª�¬�°�¶2À�©2	¹�«�Õ�¯�°�«�¬�±�Õ�°�¬=¬�ª�Ð��°WÏ	´2«�¶8

ν0 ∈ Z+
¹'Ï	¬�!Â	¶2®Û±�«�°�¼

ν > ν0
±�»1º2�¶2©	®	°�¬�«�®Ã©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±� ‖K1νP1 +K2νQ1‖ 6 |λ| ¹2ª!Ô�©8ª�Ï	´	¬�¹�º2°�²8ª�¬��²

Aν
�¸�²8ª�¬�´2³1Ç

B
�å¦���� ���AC �U 2��� �

λ 6= 0
�
ν0 �

���A��� -�*H- 0#"m���m���A��$	$ - �å
Ù�A���,���
1
5 ;Ä��� � - � - ��� -� /

- 0A��"���� - "
A

��#���

(2)
� /1� -� "������2�½
�0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R
n+m)

* $A� -� 
 - ���2� - ��� - ������� - ��$ -�*
��� -� /Y
'��� - 0A��"���� - "�/

Aν
* �t�m�

ν = 0, 1, . . . , ν0
* � /1�	� -� "������2�4/Y
=0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R
1+m
+ )

5

C
¨Öº	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m) =

{
Φ(rσ, t) : Φ(rσ, t)r−(n−1)/p ∈ Lp(R

n+m)
}

�º	²2°�Â8°�¶2´2³Q�º2°�²8ª�¬��²
Ã
«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯!´2³Ú�¸�²8ª�Ô��³1â

Ã = λI + K̃1P̃ + K̃2Q̃,

¾�Â8°
P̃
´
Q̃ ã °�«�¬�°�«�¬�±�°�©	©	»^°!ª�©8ª�¶8�¾�´åº	²2�°�Ð	¬��²2�±

P
´
Q
±=º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m)

¹8ª

(K̃jΦ)(rσ, t) =

∞∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
Dj

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds, j = 1, 2.

XUÏ2°�±�´'Â2©2	¹�Ï	¬�H�º2°�²8ª�¬��²
A
�¸�²8ª�¬�´2³�±aº	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
n+m)

¬��¾�Â�ªa´�¬��¶2À�Ð�H¬��¾�Â�ª'¹�Ð��¾�Â�ª
�º2°�²8ª�¬��²

Ã
�¸�²8ª�¬�´2³Ú±Äº	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m)

Ç
XUº	²2°�Â8°�¶2´2³Ú±Äº	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

L̃p(R
n+m)

º	²2�°�Ð	¬��²
PN

²8ª�±�°�©2«�¬�±��³

(PNΦ)(rσ, t) =

N∑

ν=0

dn(ν)∑

µ=1

Φνµ(r, t)Yνµ(σ)

´Ã�¸��Ô�©8ª�Ï	´2³ÚÏ2°�²2°�Ô
QN

Â8�º2�¶2©	´	¬�°�¶2À�©	»1Þ�º	²2�°�Ð	¬��²�Ç Z º2�³,�¯!À�Ø áW�²2³4Õ�¶2» 	\Õ�©	Ð'ª ã S�°�Ð	Ð�°
©2°�º2�«�²2°�Â8«�¬�±�°�©	©2Jº	²2�±�°�²#®	°�¬�«�®£¹�Ï	¬�

PN ÃQN = 0
¹
QN ÃPN = 0

Ç �JÏ	´	¬�»1±#ª�®WÜ�¬�´�«���¬�©2 #�°�©	´	®£¹
Ô�ª�º	´�#�°�³Ú³Lª�¬�²	´	Ï	©2�°W²8ª�±�°�©2«�¬�±�

(
PN QN
QN PN

)(
Ã 0
0 λI

)(
PN QN
QN PN

)

=

(
λI + PN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)PN 0

0 λI +ON (K̃1P̃ + K̃2Q̃)QN

)
.

ca«�©2	¹mÏ	¬�å�º2°�²8ª�¬��²
Ã
�¸�²8ª�¬�´2³ ¬��¾�Â�ªÃ´ ¬��¶2À�Ð��¬��¾�Â�ª'¹oÐ��¾�Â�ªå�¸�²8ª�¬�´2³4»¿�º2°�²8ª�¬��²	»

λI +
PN (K̃1P̃+K̃2Q̃)PN

´
λI+ON (K̃1P̃+K̃2Q̃)QN

Ç�FH�Ð'ª�ß!°�³1¹�Ï	¬�Uº2�«�¶8°�Â2©	´	Þ��º2°�²8ª�¬��²��¸�²8ª�¬�´2³
º	²	´�Â8�«�¬�ª�¬��Ï	©2i¸��¶2À #��³·Ô�©8ª�Ï2°�©	´	´

N
Ç

¨ ÉÈÊ ¹2«�Ç ��� Ë � Ê�Í º2�Ð'ª�Ô�ª�©2	¹8Ï	¬�!Â	¶2®Û¶2Øa¸��¾�
ε > 0

©8ª�Þ'Â8°�¬�«�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®
bjN(ρ, τ, t)

¹
j = 1, 2

¹
±�´'Â�ª

bjN(ρ, τ, t) =
Γ(n/2)

2πn/2

N∑

ν=0

dn(ν)bjν(ρ, t)Pν(τ),



� � 
'���'$	�	�	$�� 5��A5
¾�Â8°

Pν(τ)
ã ³4©2�¾��Ï'¶8°�©	» TW°�ß�ª�©'Â2²8ª'¹2Â	¶2®ÛÐ��¬��²2�Þ��º2°�²8ª�¬��²

(BjNΦ)(rσ, t) =

∞∫

0

∫

Sn−1

∫

Rm

1

r
bjN

(ρ
r
, σ · θ, t− s

)
Φ(ρθ, s) dρ dθ ds

Õ�Â8�±�¶8°�¬�±��²#®	°�¬Ó©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�Õ

‖K̃j −BjN‖L (L̃p(Rn+m))
< ε/2.

Å Ê ��Ñ

Fa²	´�Ü�¬��³Ö±�«�°�¾�Â�ªÓ³,�ßÄ©2Û«�Ï	´	¬�ª�¬�À2¹AÏ	¬�
N > ν0

Ç Z º2�³,�¯!À�Ø?áW�²2³4Õ�¶2» «�¶8�ß!°�©	´	®�«�áW°�²	´	Ï2°�]
«�Ð	´'¼�¾�ª�²2³,�©	´	Ð É ' ¹2«�Ç &� Í ¶8°�¾�Ð�Äº	²2�±�°�²	´	¬�À2¹2Ï	¬�

QNBjN = 0
Ç2Rm�¾�Â�ª

λI +QN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)QN = λI +QN (K̃1 −B1N )P̃QN +QN (K̃2 −B2N )Q̃QN .

�JÏ	´	¬�»1±#ª�® Å Ê ��Ñ�¹	´2³,°�°�³

‖QN (K̃1 −B1N )P̃QN +QN (K̃2 −B2N )Q̃QN‖L (L̃p(Rn+m))

6 ‖K̃1 −B1N‖L (L̃p(Rn+m))
+ ‖K̃2 −B2N‖L (L̃p(Rn+m))

< ε.

¨�»^¸�°�²2°�³ÚÏ	´2«�¶8
N
«�¬��¶2Ài¸��¶2À #!´2³1¹	Ï	¬��¸�» ±�»1º2�¶2©	®�¶8�«�Ài©2°�²8ª�±�°�©2«�¬�±�

‖QN (K̃1 −B1N )P̃QN +QN (K̃2 −B2N )Q̃QN‖L (L̃p(Rn+m)) < |λ|,
´	ÔWÐ��¬��²2�¾�i«�¶8°�Â2Õ�°�¬i�¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�ÀÛ�º2°�²8ª�¬��²8ª

λI +QN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)QN
Ç

Roª�Ð	´2³Y�¸�²8ª�Ô��³1¹��º2°�²8ª�¬��²
Ã
�¸�²8ª�¬�´2³½¬��¾�Â�ªÛ´�¬��¶2À�Ð��¬��¾�Â�ª'¹£Ð��¾�Â�ª��¸�²8ª�¬�´2³Y�º2°�²8ª�¬��²

λI + PN (K̃1P̃ + K̃2Q̃)PN
Ç8XJ¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�Àiº2�«�¶8°�Â2©2°�¾�=²8ª�±�©2�«�´'¶2À�©8ªi�¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´��º2°�²8ª�¬��²8ª

ÃN := PN (λI + K̃1P̃ + K̃2Q̃)
∣∣∣
ImPN

ÅÆ«�³1ÇÈ¹	©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ ÉÈÊ ¹	«�Ç Ý�Í Ñ�Ç2KH°�¬�²	Õ�Â2©2Ä±�´'Â8°�¬�À2¹	Ï	¬�ÄÕ�²8ª�±�©2°�©	´2°�¹	º2�²2�ß�Â8°�©	©2�°!�º2°�²8ª�¬��²2�³
ÃN«�±��Â2´	¬�«�®àÐ�Ð��©2°�Ï	©2�ÞÁ«�´2«�¬�°�³,°!Õ�²8ª�±�©2°�©	´	ÞÚÅ���Ñ�¹8¾�Â8°

ν = 0, 1, . . . , N
Ç Z ¶8°�Â8�±#ª�¬�°�¶2À�©2	¹£©2°��¸�¼#�]

Â2´2³4»^³ ´ Â8�«�¬�ª�¬��Ï	©	»^³ Õ�«�¶8�±�´2°�³ �¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´Ú�º2°�²8ª�¬��²8ª
Ã
®'±�¶2®	°�¬�«�®·�¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�À�±�«�°�¼

�º2°�²8ª�¬��²2�±
Aν
¹
ν = 0, 1, . . . , N

Ç#Roª�ÐÓÐ'ª�Ð�¹�«��¾�¶�ª�«�©2\¶8°�³,³,° Ê ¹�º	²	´
ν0 < ν 6 N

�º2°�²8ª�¬��²	»
Aν�¸�²8ª�¬�´2³4»W¹2¬��Â8�«�¬�ª�¬��Ï	©2i«�Ï	´	¬�ª�¬�À2¹8Ï	¬�

ν = 0, 1, . . . , ν0
Ç
BRoª�Ð	´2³Ö�¸�²8ª�Ô��³1¹8Ô�ª�Â�ª�Ï8ªi«�±�°�¶�ª�«�ÀÓÐÃ´	Ô�Õ�Ï2°�©	´	Ø �¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´à±

Lp(R
1+m
+ )

�º2°�²8ª�¬��²2�±
Aν
¹

¾�Â8°
ν = 0, 1, . . . , ν0

Ç
XUº	²2°�Â8°�¶2´2³Ú´	Ô��³,�²2áH´	Ô�³

Wp : Lp(R
1+m
+ ) → Lp(R

1+m)
áW�²2³4Õ�¶8�Þ

(Wpϕ)(u, t) = e−u/pϕ(e−u, t), u ∈ R1, t ∈ Rm.

KH°�º2�«�²2°�Â8«�¬�±�°�©	©2Oº	²2�±�°�²#®	°�¬�«�®£¹�Ï	¬�Á�º2°�²8ª�¬��²
Cν = WpAνW

−1
p

Ô�ª�Â�ª�°�¬�«�®Ú±�º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

1+m)
²8ª�±�°�©2«�¬�±��³

(Cνψ)(u, t) = λψ(u, t) +

∞∫

0

∫

Rm

h1ν(u− v, t− s)ψ(v, s) dv ds

+

0∫

−∞

∫

Rm

h2ν(u− v, t− s)ψ(v, s) dv ds,
Å Ê�Ê Ñ
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¾�Â8°
hjν(u, t) = Djν(e

u, t)eu/p
′

, u ∈ R1, t ∈ Rm,
Å Ê !�Ñ

ª
Djν(ρ, t)

�º	²2°�Â8°�¶2®	°�¬�«�®�áW�²2³4Õ�¶8�Þ Å���Ñ�Ç
XUº2°�²8ª�¬��²	»Ö±�´'Â�ªiÅ Ê�Ê Ñ,¸�»6¶2´i´	Ô�Õ�Ï2°�©	»Ö±W²8ª�¸��¬�° É � Í Ç Z �¾�¶�ª�«�©2!¬�°��²2°�³,° Ê Ç Ì ´	Ô É � Í �º2°�²8ª�¬��²

Cν
�¸�²8ª�¬�´2³Ú¬��¾�Â�ª�´Ã¬��¶2À�Ð�=¬��¾�Â�ª'¹	Ð��¾�Â�ª=�¸�²8ª�¬�´2³4» �º2°�²8ª�¬��²	»

λI +H1ν
´
λI +H2ν

¹	¾�Â8°

(Hjνψ)(u, t) =

∞∫

−∞

∫

Rm

hjν(u− v, t− s)ψ(v, s) dv ds.

�Wª�ÐÃ´	Ô�±�°�«�¬�©2	¹8«�´2³4±��¶8�³Ú�º2°�²8ª�¬��²8ª
λI +Hjν

¹
j = 1, 2

¹	®'±�¶2®	°�¬�«�®åáHÕ�©	Ð	Î	´	®

σjν(ξ) = λ+ ĥjν(ξ) = λ+

∞∫

−∞

∫

Rm

hjν(u, t)e
i(ξ1u+ξ̃·t) du dt,

¾�Â8°
ξ = (ξ1, ξ̃) = (ξ1, ξ2, . . . , ξm+1)

Ç�Fa²2°��¸�²8ª�Ô�Õ�°�³ áHÕ�©	Ð	Î	´	Ø
σjν(ξ)

Ç�Fa²	´2³,°�©	®'®ÄáW�²2³4Õ�¶2» Å Ê !�Ñ
´ Å���Ñ�¹8ª!Ô�ª�¬�°�³ÚáW�²2³4Õ�¶2Õ��Wª�¬�ª�¶�ª�©8ªåÅÆ«�³1ÇÈ¹	©8ª�º	²	´2³,°�²�¹ É ' ¹	«�Ç !�� Í Ñ�¹	º2�¶2Õ�Ï	´2³

σjν(ξ) = λ+

∫ ∞

0

∫

Rm

Djν(ρ, t)ρ
−1/p+iξ1eiξ̃·t dρ dt

= λ+

∞∫

0

∫

Rm

ρ−1/p+iξ1eiξ̃·t dρ dt

∫

Sn−1

Dj(ρ, e1 · θ, t)Pν(e1 · θ) dθ.

KWª�Ð��©2°�Î�¹#´2«�º2�¶2À�Ô�Õ�®=²8ª�±�°�©2«�¬�±�ÓÅ Ò Ñ�¹�º2�«�¶8°^©2°�«�¶8�ßÄ©	»6¼=º	²2°��¸�²8ª�Ô��±#ª�©	´	ÞÛº	²	´'¼#�Â2´2³ Ð=áW�²2³4Õ#]
¶8°

σjν(ξ) = λ+

∫

Rn

∫

Rm

kj(e1, y, t)Pν(e1 · y′)|y|−n/p+iξ1eiξ̃·t dy dt.
Å Ê &�Ñ

Z �±��Ð	Õ�º	©2�«�¬�À º8ª�²ÚáHÕ�©	Ð	Î	´	Þ
(σ1ν(ξ), σ2ν(ξ))

¹
ν ∈ Z+

¹4�º	²2°�Â8°�¶2®	°�³4»6¼QáW�²2³4Õ�¶8�ÞYÅ Ê &�Ñ�¹
¸�Õ�Â8°�³Á©8ª�Ô�»1±#ª�¬�À��������
	��	�� �º2°�²8ª�¬��²8ª

A
Ç	XJ«�©2�±�©	»^³ ²2°�Ô�Õ�¶2À�¬�ª�¬��³OÂ�ª�©	©2�ÞÓ²8ª�¸��¬�»Ö®'±�¶2®	°�¬�«�®

«�¶8°�Â2Õ�ØJ¯Äª�®
��¦����o¦�� � @8C=;Ä��� � - � - ��� -� / - 0A��"���� - "

A

��#���

(2)
� /1� -� "������2� 
½0#" - ����"���$A����
'�

Lp(R
n+m)

* $A� -� 
 - ���2� - �Ó� - ������� - ��$ -�* ��� -� /Ö�����Û��� ��- � -
ν ∈ Z+


�/10 - �	$��'� - ���Ä 2��� - 
��A�

σjν(ξ) 6= 0 (∀ ξ ∈ Ṙ1+m, j = 1, 2),
Å Ê�Ì Ñ

�t�m�
Ṙ1+m

�
- ��$ - � - ������$�� �Ã� - �40����A�����U�	�	���	����0#" - ����"���$A����
��

R1+m 5

C
Fa²2�ª�©8ª�¶2´	Ô�´	²	Õ�°�³ÚÂ2±#ªÄ«�¶2Õ�Ï8ª�®£Ç

Ê ÑHFaÕ�«�¬�À
λ 6= 0

Ç �L«�¶8�±�´2°àÅ Ê�Ì Ña®'±�¶2®	°�¬�«�® ©2°��¸�¼#�Â2´2³4»^³ ´ÁÂ8�«�¬�ª�¬��Ï	©	»^³ Â	¶2®Á�¸�²8ª�¬�´2³,�]
«�¬�´Ö±�«�°�¼Ö�º2°�²8ª�¬��²2�±

λI + Hjν
¹�¾�Â8°

ν ∈ Z+
¹
j = 1, 2

¹1ªÁÔ�©8ª�Ï	´	¬�¹6´Ö±�«�°�¼Q�º2°�²8ª�¬��²2�±
Cν±�´'Â�ªÁÅ Ê�Ê Ñ�Ç�Roª�ÐÁÐ'ª�Ð

Aν = W−1
p CνWp

¹A¬���º2°�²8ª�¬��²
Aν

�¸�²8ª�¬�´2³Y±�º	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°
Lp(R

1+m
+ )¬��¾�Â�ª�´·¬��¶2À�Ð�à¬��¾�Â�ª'¹,Ð��¾�Â�ª��º2°�²8ª�¬��²

Cν
�¸�²8ª�¬�´2³ ±àº	²2�«�¬�²8ª�©2«�¬�±�°

Lp(R
1+m)

Ç Z ¶8°�Â8�±#ª�]
¬�°�¶2À�©2	¹LÕ�«�¶8�±�´2°OÅ Ê�Ì Ñ�¹L©2°��¸�¼#�Â2´2³, ´·Â8�«�¬�ª�¬��Ï	©2	¹�Â	¶2®Ú�¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´Ö±�«�°�¼Ú�º2°�²8ª�¬��²2�±

Aν
¹

ν ∈ Z+
¹	Ï	¬��±i«�´'¶2Õi¶8°�³,³4» !�²8ª�±�©2�«�´'¶2À�©2i�¸�²8ª�¬�´2³,�«�¬�´à�º2°�²8ª�¬��²8ª

A
Ç

!�Ñ�FaÕ�«�¬�À
λ = 0

ÇWFa²2°�Â2º2�¶8�ßÄ´2³1¹\Ï	¬�Y�º2°�²8ª�¬��²
A
�¸�²8ª�¬�´2³1ÇWRm�¾�Â�ª½©8ª�Þ'Â8°�¬�«�® ¬�ª�Ð��°
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ν1 ∈ Z+
´
ξ0 ∈ R1+m ¹'Ï	¬� |σ1ν1(ξ0)| < δ
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(
σ1ν(ξ)− σ1ν1(ξ0), σ2ν(ξ)− σ1ν1(ξ0)

)
,

¾�Â8°
ν ∈ Z+
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σ1ν1(ξ) − σ1ν1(ξ0)

º	²	´
ξ = ξ0
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σjν(∞) = 0
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ν ∈ Z+
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j = 1, 2
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Ç�X^Â2©8ª�Ð�U´2«�º2�¶2À�Ô��±#ª�©	´2°�±^Ô�ª�º	´2«�®�¼���©2°��º	²2°�Â8°�¶8°�©	©2�¾���aÏ	´2«�¶�ª
ν0©2°�Õ�Â8�¸�©2	Ç8FH�Ü�¬��³4Õ�³4»½º2�¶�ª�¾�ª�°�³1¹8Ï	¬�ÄÕ�«�¶8�±�´2°iÅ Ê�Ì Ñ�±�»1º2�¶2©2°�©2ÄÂ	¶2®Û±�«�°�¼

ν ∈ Z+
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λI + K = λI + KP + KQ
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σν(ξ) = λ+

∫

Rn

∫

Rm

k(e1, y, t)Pν(e1 · y′)|y|−n/p+iξ1eiξ̃·t dy dt.
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ν ∈ Z+
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σν(ξ) 6= 0 (∀ ξ ∈ Ṙ1+m).
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