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WXÕ�Ö�×�ØhS~ÙÛÚ	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�â2Ý�ã{ä�Ö�Ö�Ý�å	Þnä�×�Þ	à�â2Ý�ã!æ�Ý�á2Ø�å2ÝhÖ_ã�ç2Þ	â	Þ	å2ã�è

1 énê Ünä�ë�Ý�×�ãaH é L é b½ì	Ö�â	Þ'Tæ�Ý�à#ä�Þ êXé Y é ONã�í,ã�Ö�ánã�â	â	Þ	æ�Ý�à#äïîDð�ñNë�ò6á�ä{à�à�ã�çnã�ânä<â2Ý�à#ä�ìóæ'ä�×�ã�ô�Ý�Ü	Þ	ì�Ö�×�ã�Ú2ã�â	â	ò6õ½S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú½R�S6Tô�Ü	Õ�Ú	Ú	òP÷�æ'ä�æ�ã�Ö�×�ã�Ö�×�à�ã�â	â2Ý�ãaÝ�ë�Ý�ë�ø{ã�â	Þ2ã_ânä!â2ã�æ�Ý�í,í4Õ�×�ä�×�Þ	à�â	ò1è�Ö�á2Õ�ùnä�èÈÚ2Ý�â	ì'×�Þ	ìÈS6TUí,Ý�ç2Õ�á2ì éY_ä�Ú2Ý�í4â	Þ2íúÝ�Ö�â2Ý�à�â	ò�ãaÝ�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â	Þ2ã�û�Ö�ánã�ç2Õ�ìÈÖ�×�ä�×�Ø�ì	í~îDð�û2ü�ñ éWXÕ�Ö�×�Ø
Lgr = 〈·,−1, e〉 Ùýô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�à�Ý�èþì'ß�ò1æ½ÿwÖ�Þ	ô�ânä�×�Õ�Ünä�÷�û�ô�çnã · Ù ë�Þ	ânä�Ü	ânä�ì<Ý�Ú2ã�Ünä�å	Þ	ì�Õ'í4â2Ý�T

� ã�â	Þ	ì7û −1 Ù Õ�ânä�Ü	ânä�ì�Ý�Ú2ã�Ünä�å	Þ	ìïÝ�ë�Ünä�ø{ã�â	Þ	ì���ánã�í,ã�â	×�Ý�àóô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò_û
e
Ù æ�Ý�â2Ö�×�ä�â	×�â	ò1è Ö�Þ2í4à�Ý�á

ç	á2ìÈã�ç2Þ	â	Þ	å	ò~ô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò éEPë�Ý�ô�ä�×�Þ2í ô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è�ì'ß�ò1æ
Lgr

çnÝXì'ß�ò1æ'ä
L∗
gr = Lgr∪{fα(g) : α ∈ S } û�ô�çnã fα(g) ÙýÕ�ânä�Ü	ânä�ì

ä�á2ô�ã�ë�Ünä�Þ	ù2ã�Ö�æ'ä�ì�Ý�Ú2ã�Ünä�å	Þ	ì é�����
	��	��	
����	�����b½â2Ý � ã�Ö�×�à�Ý G ë�Õ�çnã�í ânä�ß�ò1à#ä�×�Ø v2z2�2�����2������� S1T�� �����
�2��� û	ã�Ö�á2Þ½ânä{â2ã�í
Ý�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â	òýÝ�Ú2ã�Ünä�å	Þ	Þ · û −1 û e û {fα(g) : α ∈ S } Þóà�ò1Ú2Ý�á2â2ã�â	òGä�æ�Ö�Þ2Ý�í4ò��

ð�÷1ä�æ�Ö�Þ2Ý�í4ò ô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò��
ü�÷�ç	á2ì·à�Ö�ã�õ

g, h ∈ G
Þóà�Ö�ã�õ���ánã�í,ã�â	×�Ý�à

α, β ∈ S à�ò1Ú2Ý�á2â	ì��P×�Ö�ì½Ünä�à�ã�â2Ö�×�à#ä

g1 = g, g0 = 1, eα = e;
ÿ¥ð�÷

gα+β = gα · gβ , gαβ = (gα)β;
ÿ ü�÷

(h−1gh)α = h−1gαh.
ÿ ��÷

WXÜ	Þ{ß�ä�Ú	Þ2Ö�Þ<ä�æ�Ö�Þ2Ý�íïí4ò¾Þ2Ö�Ú2Ý�á2Ø�ß�Õ�ã�í�Ö�ánã�ç2Õ��Pø{ã�ã�Ö�Ý�ô�á�ä"!{ã�â	Þ2ã#��ç	á2ìaæ	Ünä�×�æ�Ý�Ö�×�Þ
fα(g)

ë�Õ�çnã�í
ß�ä�Ú	Þ2Ö�ò1à#ä�×�Øþà<à�Þ'çnã

gα
û
g ∈ G

û
α ∈ S éEPë�Ý�ß�ânä�ù	Þ2í ù2ã�Ü2ã�ß%$'& æ'ä�×�ã�ô�Ý�Ü	Þ�� à�Ö�ã�õ á2Þ	â'çnÝ�â2Ý�à�ò6õ S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú é JNä�æ æ'ä�æ ä�æ�Ö�Þ2Ý�í4ò à�ò(!{ã

ì'à�á2ì��P×�Ö�ì�Õ�â	Þ	à�ã�Ü2Ö�ä�á2Ø�â	ò�í4Þ ä�æ�Ö�Þ2Ý�íMä�í4Þ�ì'ß�ò1æ'ä
L∗
gr

ûn×�Ý)$*&¾ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ìïí4â2Ý�ô�Ý�Ý�ë�Ünä�ß�Þ2ã�í ä�á2ô�ã�ë�T
Ünä�Þ	ù2ã�Ö�æ	Þ'õ�Ö�Þ2Ö�×�ã�í ì'ß�ò1æ'ä

L∗
gr

Þ�û2Ö�ánã�çnÝ�à#ä�×�ã�á2Ø�â2Ý	û�Þ	ß!Ý�ë�ø!Þ'õó×�ã�Ý�Ü2ã�íúÕ�â	Þ	à�ã�Ü2Ö�ä�á2Ø�â2Ý�è�ä�á2ô�ã�ë�Ü	ò
+
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Ö�ánã�ç2Õ�ã�×�û�ù	×�Ýþí,Ý � â2Ýhô�Ý�à�Ý�Ü	Þ	×�ØóÝþí4â2Ý�ô�Ý�Ý�ë�Ünä�ß�Þ	Þ�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú�û�Ý�ëþS1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä�õ7û�S1TöÞ	ß�Ý�í,Ý�Ü'T
�IÞ	ß�íMä�õ7û	Ý�Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â	ò6õ½S1Töô�Ü	Õ�Ú	Únä�õóÞó×�ä�æóç�ä�ánã�ã é

�����
	��	��	
����	�� �6WXÕ�Ö�×�Ø
G,H ∈ $'& é J»Ý�ô�ç�ä ô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í ϕ : G → H

ânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì
S6T�� ���I���I�����,z����I��� û'ã�Ö�á2Þ

(gα)ϕ = (gϕ)α
ç	á2ìhá
�Xë�ò6õ

g ∈ G
û
α ∈ S é��Õ�ø{ã�Ö�×�à�Õ��P×hä�ë�ã�ánã�à�ò á2Þ	â'çnÝ�â2Ý�à�òGS1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò_û2â2ã_ì'à�á2ì��Pø!Þ2ã�Ö�ì½S1TUí,Ý�ç2Õ�á2ì	í4Þ ÿwÖ�í é î ��ñUû	ô�çnãÚ2Ý�ç2Ü2Ý�ë�â2Ý�Þ2Ö�Ö�ánã�çnÝ�à#ä�ânä<Ö�×�Ü	Õ�æ	×�Õ�Ünä{Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�è�ä�ë�ã�ánã�à�Ý�è½S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	òP÷ é	ê Ünä�ë�Ý�×�ã�îDð�ñ»H é L é b½ì	Ö�Tâ	Þ	æ�Ý�à½Þ êXé Y é ONã�í,ã�Ö�ánã�â	â	Þ	æ�Ý�àïçnÝ�ë�ä�à�Þ'á2Þ æ¾ä�æ�Ö�Þ2Ý�íMä�í \IÞ	â'çnÝ�ânä·çnÝ�Ú2Ý�á2â	Þ	×�ã�á2Ø�â	Õ�� ä�æ�Ö�Þ2Ý�í4Õ

ÿ æ	à#ä�ß�Þ	×�Ý � çnã�Ö�×�à�Ý#÷ �

(MR) (∀ g, h ∈ G) (α ∈ S ) [g, h] = e =⇒ (gh)α = gαhα.
ÿ	��÷

�����
	��	��	
����	�� �'L7Ü	Õ�Ú	Ú	Õ
G
ë�Õ�çnã�í¾ânä�ß�ò1à#ä�×�Ø<R�S1T�� �����
�2��� û#ã�Ö�á2Þóânä

G
Ý�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�ânä�Ý�Ú2ã�T

Ünä�å	Þ	ì
gα

ç	á2ìóà�Ö�ã�õ
g ∈ G

ÞÈÚ	Ü	Þ���×�Ý�í à�ò1Ú2Ý�á2â2ã�â	ò ä�æ�Ö�Þ2Ý�í4ò ÿ¥ð�÷��@ÿ	��÷ éEPë�Ý�ß�ânä�ù	Þ2í ù2ã�Ü2ã�ß
M

& æ'á�ä�Ö�Ö{à�Ö�ã�õïÖ�×�ã�Ú2ã�â	â	ò6õ�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú�Ö�ä�æ�Ö�Þ2Ý�íMä�í4Þ ÿ¥ð�÷��@ÿ	��÷ é�� Ö�â2Ý	û@ù	×�Ý��×�Ý�×ïæ'á�ä�Ö�Öhì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì¾æ	à#ä�ß�Þ2í4â2Ý�ô�Ý�Ý�ë�Ünä�ß�Þ2ã�í à�ì'ß�ò1æ�ã
L∗
gr

Þ¾à�â2ã�íGÖ�â2Ý�à#ä�ã�Ö�×�ØïÚ2Ý�â	ì'×�Þ2ãóÖ�à�Ý�T
ë�Ý�ç2â2Ý�è½R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò_û	R�S1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä{Þ·×�ä�æ·ç�ä�ánã�ã�û	Þ�û�æ	Ü2Ý�í,ãX×�Ý�ô�Ý	û	à�ò1Ú2Ý�á2â2ã�â2Ý<Ö�à�Ý�è2Ö�×�à�Ý��
æ'ä � ç�ä�ì�ä�ë�ã�ánã�à#ä�R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Únä{ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì½S6TUí,Ý�ç2Õ�ánã�í ÞÈânä�Ý�ë�Ý�Ü2Ý�× é� Ý�á2Ø#!!Þ	â2Ö�×�à�Ýþã�Ö�×�ã�Ö�×�à�ã�â	â	ò6õÈÚ	Ü	Þ2í,ã�Ü2Ý�àhÖ�×�ã�Ú2ã�â	â	ò6õÈS1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú·ánã � ä�×þà�æ'á�ä�Ö�Ö�ã

M
&�

ð�÷�á
�Xë�ä�ì·ô�Ü	Õ�Ú	Únä{ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì
Z
Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è*�

ü�÷�çnã�á2Þ2íMä�ì½ä�ë�ã�ánã�à#ä{ô�Ü	Õ�Ú	Únä{ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì
Q
Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è*�

��÷�ô�Ü	Õ�Ú	Únä!Ú2ã�Ü	Þ2Ý�ç�ä
n
ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì

Z/nZ
Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è*�

��÷6í,Ý�ç2Õ�á2Ø<ânä�ç½æ�Ý�á2Ø�å2Ý�íúS ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì�ä�ë�ã�ánã�à�Ý�è�R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è*�
� ÷�Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�ânä�ìïÚ	Ü2Ý�T

p
Töô�Ü	Õ�Ú	Únäþì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì

Zp
Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�èïânä�ç�æ�Ý�á2Ø�å2Ý�í å2ã�á2ò6õ

p
T�ä�ç2Þ	ù2ã�Ö�æ	Þ'õ

ù	Þ2Ö�ã�á
Zp

�
 ÷XÚ	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�ânä�ì¾â	Þ'á2Ø�Ú2Ý�×�ã�â	×�ânä�ì Ö�×�ã�Ú2ã�â	ânä�ì¾S6Töô�Ü	Õ�Ú	ÚnäÈânä�ç ë�Þ	â2Ý�í4Þnä�á2Ø�â	ò�íýæ�Ý�á2Ø�å2Ý�íGS

ÿ �	��v�v2����� S1T�� �����
�2� ÷�û'à�à�ã�çnã�â	ânä�ì�! é�" Ý�á	ánÝ�í à½î ��ñUû'ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì½R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è é#óp�k%$nÑNl'&'o#Î(&'ÎNÐ�ohj�Ò*)�ÑNÑNÐ·B WXÕ�Ö�×�Ø
c > 1

Ù ânä�×�Õ�Ünä�á2Ø�â2Ý�ã]ù	Þ2Ö�ánÝ é EPë�Ý�ß�ânä�ù	Þ2í¾ù2ã�Ü2ã�ß Nc,
&

æ'ä�×�ã�ô�Ý�Ü	Þ��Ûâ	Þ'á2Ø�Ú2Ý�×�ã�â	×�â	ò6õ¾S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú Ö�×�Õ�Ú2ã�â	Þ â	Þ'á2Ø�Ú2Ý�×�ã�â	×�â2Ý�Ö�×�Þ
c
Þ	ß<æ'á�ä�Ö�Ö�ä%$'&Mû7× é ã é à�Ö�ã�õS6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú�û4à�æ�Ý�×�Ý�Ü	ò6õ ç	á2ì á
�Xë�ò6õ

x1, . . . , xc+1
à�ò1Ú2Ý�á2â	ì	ã�×�Ö�ì ×�Ý � çnã�Ö�×�à�Ý [x1, . . . , xc+1] = 1,äXù2ã�Ü2ã�ß

N0
c,
& Ù æ'ä�×�ã�ô�Ý�Ü	Þ�� â	Þ'á2Ø�Ú2Ý�×�ã�â	×�â	ò6õhS6Töô�Ü	Õ�Ú	ÚþÖ�×�Õ�Ú2ã�â	Þ

c
û�à_æ�Ý�×�Ý�Ü	ò6õ<à�ò1Ú2Ý�á2â	ì	ã�×�Ö�ì·ä�æ'T

Ö�Þ2Ý�íMä
(MR) é ��×�Ü	Õ�æ	×�Õ�ÜnähS1Töô�Ü	Õ�Ú	Úïë�ã�ß<ä�æ�Ö�Þ2Ý�í4ò (MR)

Ý�ù2ã�â	ØóÖ�ánÝ � ânä'û@Ú2Ý4��×�Ý�í4Õ½à·ë�Ý�á2Ø#!!Þ	â'TÖ�×�à�ãhÜnä�ë�Ý�×ïÞ	ß�Õ�ùnä"�P×�Ö�ì ×�Ý�á2Ø�æ�Ý�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò Ö�Ý�Ö�à�Ý�è2Ö�×�à�Ý�í
(MR) é [{ä�ánã�ã�ûNà�Ö�×�ä�×�Ø�ãóí4òÛë�Õ�çnã�í

Ünä�Ö�Ö�íMä�×�Ü	Þ	à#ä�×�Øh×�Ý�á2Ø�æ�Ý<S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò Ö ��×�Ý�è�ä�æ�Ö�Þ2Ý�í,Ý�è é?nB,+@B*-hl	kNk,lnÏnÐ ÎNp�k%$nÑNl'&'o#Î(&'ÎNÐ�o S/. j�Ò*)�ÑNÑNÐ î ��ñ B [_á2ìþ×�Ý�ô�Ý!ù	×�Ý�ë�ò à�à�ã�Ö�×�Þ)��×�ÝaÚ2Ý�â	ì'×�Þ2ã�û
ânä�í â2ã�Ý�ë�õ#Ý�ç2Þ2í,ÝhÝ�ô�Ünä�â	Þ	ù	Þ	×�Øþæ'á�ä�Ö�ÖIÜnä�Ö�Ö�íMä�×�Ü	Þ	à#ä�ã�í4ò6õ½æ�Ý�ánã�å é�����
	��	��	
����	10*�»FIÝ�á2Ø�å2ÝÈSZânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì ��z2�2���Iz2��v�2���3»�54���v�2762��� û7ã�Ö�á2Þ S Ù Ý�ë�á�ä�Ö�×�Ø
å2ã�ánÝ�Ö�×�â2Ý�Ö�×�Þ�û7Ö�Ý�çnã�Ü � ä�ø�ä�ì Z

àhæ'ä�ù2ã�Ö�×�à�ã{Ú2Ý�ç2æ�Ý�á2Ø�ånä'û7ÞïÖaæ'ä � ç2ò�í���ánã�í,ã�â	×�Ý�í
α ∈ R

à�æ'á
�]T
ùnä�ã�×<à�Ö�ãIë�Þ	â2Ý�í4Þnä�á2Ø�â	ò�ãaæ�Ý4�8�9�IÞ	å	Þ2ã�â	×�ò

Cnα = α(α−1)···(α−n+1)
n!

û
n ∈ N éWXÜ	Þ2í,ã�Ünä�í4ÞZë�Þ	â2Ý�í4Þnä�á2Ø�â	ò6õ æ�Ý�ánã�å ì'à�á2ì��P×�Ö�ì �Pá
�Xë�Ý�ã Ú2Ý�ánã â	Õ�ánã�à�Ý�èGõ�ä�Ünä�æ	×�ã�Ü	Þ2Ö�×�Þ	æ	Þ�û

æ�Ý�á2Ø�å2Ýþí4â2Ý�ô�Ý�ù'ánã�â2Ý�àþânä�ç½×�ä�æ	Þ2í Ú2Ý�ánã�í Þóæ�Ý�á2Ø�å2Ý<å2ã�á2ò6õóù	Þ2Ö�ã�á é�����
	��	��	
����	;: �NYXÞ'á2Ø�Ú2Ý�×�ã�â	×�ânä�ì¾ô�Ü	Õ�Ú	Únä
G
Ö�×�Õ�Ú2ã�â	Þ â	Þ'á2Ø�Ú2Ý�×�ã�â	×�â2Ý�Ö�×�Þ

c
ânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì

S6T�� �����
�2��� ÿ ß�çnã�Ö�ØIS1T ��z2�2���Iz2��v�2��2��x<4���v�2762� ÷�û�ã�Ö�á2Þ{ç	á2ì_á
�Xë�Ý�ô�Ý
α ∈ S Þ x ∈ G

ã�ç2Þ	â2Ö�×�à�ã�â	â	ò�í
Ý�ë�Ünä�ß�Ý�í½Ý�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â ��ánã�í,ã�â	×

xα ∈ G
Þ_ç	á2ìIà�Ö�ã�õ���ánã�í,ã�â	×�Ý�àPô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò

G
Þaæ�Ý�á2Ø�ånä]S à�ò1Ú2Ý�á2â2ã�â	ò

Ö�ánã�ç2Õ��Pø!Þ2ã_ä�æ�Ö�Þ2Ý�í4ò
(x
û
y
û
x1, . . . , xn ∈ G

û
α, β ∈ S ) �ð�÷

x1 = x
û
xα+β = xαxβ

û
xαβ = (xα)β

�
ü�÷

(y−1xy)α = y−1xαy
�



ð � � ��� ��� -�� ���	��� 5��@5
��÷
xα1 · · · xαn = (x1 · · · xn)ατ2(X)C

2
α · · · τc(X)C

c
α
û	ô�çnã

X = {x1, . . . , xn}
û
τk(X)

Ù
k
TUãaÖ�ánÝ�à�Ý

WIã�×�Ü2ã�Ö�æ	Õ éY_ä�Ú2Ý�í4â	Þ2í1û�ù	×�Ý<ç	á2ìóá
�Xë�Ý�ô�Ýþânä�×�Õ�Ünä�á2Ø�â2Ý�ô�Ý
k
Ü2ã�æ	Õ�Ü2Ö�Þ	à�â2Ý·Ý�Ú	Ü2ã�çnã�á2ì	ã�×�Ö�ì

k
TUã!Ö�ánÝ�à�ÝhWIã�×�T

Ü2ã�Ö�æ	Õ �_Ý�Ü2í4Õ�ánÝ�è

xk1 · · · xkn = τ1(X)C
1
k τ2(X)C

2
k · · · τk−1(X)C

k−1
k τk(X)C

k
k

àþÖ�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�è½ô�Ü	Õ�Ú	Ú2ã
F
ÖXÚ2Ý�Ü2Ý � ç�ä"�Pø!Þ2í4Þ x1, . . . , xn é	ê ùnä�Ö�×�â2Ý�Ö�×�Þ�û

τ1(X) = x1, . . . , xn, τ2(X) =
∏n

i>j, i,j=1
[xi, xj ] mod γ3(F ),

ô�çnã
γ3(F )
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õ#Ý�á	ánÝ�à�ò6õ½S6Töô�Ü	Õ�Ú	ÚÈù2ã�Ü2ã�ß
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HNc,
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ä�á2Ø�â	ò6õ æ�Ý�ánã�å S
= Q[t]

û»S
= Q(t) é EPë�Ý�ß�ânä�ù	Þ2íGù2ã�Ü2ã�ß

G0
Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â	Õ��

2
TUÖ�×�Õ�Ú2ã�â	â2Ý�â	Þ'á2Ø�Ú2Ý�T

×�ã�â	×�â	Õ�� S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ÕþÖ]Ú2Ý�Ü2Ý � ç�ä"�Pø!Þ2í4Þ x Þ y é7" Ý�Ü2Ý4!{ÝaÞ	ß�à�ã�Ö�×�â2Ý	û'ù	×�Ý!íMä�á2Ø�å2ã�à�Ö�æ'ä�ìóë�ä�ß�ä2��×�Ý�è
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y
û
[y, x] é EPë�ø!Þ	è�à�Þ'ç ��ánã�í,ã�â	×�ä

g ∈ G0
Ö�ánã�ç2Õ��Pø!Þ	è*�

g = xγyδ[y, x]ε
û
γ, δ, ε ∈ S é»ê ùnä�Ö�×�â2Ý�Ö�×�Þ�ûNà���×�Ý�è¾ô�Ü	Õ�Ú	Ú2ãþæ�Ý�í,í4Õ�×�ä�â	×
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�nçnã�Ö�Ø2û�Ö�ánã�ç2Õ�ì~îDð�ñUû,à�à�Ý�ç2Þ	×�Ö�ì Ý�Ö�â2Ý�à�ânä�ì Ý�Ú2ã�Ünä�å	Þ	ì à�æ'á�ä�Ö�Ö�ã½Ö�×�ã�Ú2ã�â	â	ò6õ R�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú é E]ânäã�Ö�×�ã�Ö�×�à�ã�â	â2ÝIÝ�ë�Ý�ë�ø�ä�ã�×Iânä�â2ã�æ�Ý�í,í4Õ�×�ä�×�Þ	à�â	ò1èhÖ�á2Õ�ùnä�è{Ú2Ý�â	ì'×�Þ2ã�Ünä�Ö !!Þ	Ü2ã�â	Þ	ì{æ�Ý�á2Ø�ånäXÖ�æ'ä�á2ì'Ü2Ý�à

ç	á2ìÈí,Ý�ç2Õ�ánã�è é�����
	��	��	
����	� �»WXÕ�Ö�×�Ø
G
Ù R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Únä'û

µ :
S → S

Ù ô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í æ�Ý�ánã�å é J»Ý�ô�ç�äR���Töô�Ü	Õ�Ú	Únä
GS

ânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì y�x�����������3»� R���T �2�"�2��v2�nx��2znx¥� R�S6T�� �����
��3
G
û2ã�Ö�á2Þ

GS
Õ�çnÝ�à�ánã�T

×�à�Ý�Ü#ì	ã�×hÖ�ánã�ç2Õ��Pø{ã�í4ÕhÕ�â	Þ	à�ã�Ü2Ö�ä�á2Ø�â2Ý�í4ÕÈÖ�à�Ý�è2Ö�×�à�Õ �
ð�÷PÖ�Õ�ø{ã�Ö�×�à�Õ�ã�×½S6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í

λ : G → GS
×�ä�æ�Ý�è�û�ù	×�Ý

λ(G)
R���TöÚ2Ý�Ü2Ý � ç�ä�ã�× GS û@× é ã é

〈λ(G)〉S = GS
�

ü�÷7ç	á2ì_á
�Xë�Ý�è�R���Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò
H
Þaá
�Xë�Ý�ô�ÝXS1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä

ϕ : G→ H
û�Ö�Ý�ô�á�ä�Ö�Ý�à#ä�â	â2Ý�ô�Ý_Ö

µÿ × é ã é ×�ä�æ�Ý�ô�Ý	û@ù	×�Ý (gα)ϕ = (gϕ)µ(α))
û�Ö�Õ�ø{ã�Ö�×�à�Õ�ã�×

S
Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í

ψ : GS → H
û2çnã�á�ä"�Pø!Þ	è

æ�Ý�í,í4Õ�×�ä�×�Þ	à�â2Ý�è�Ö�ánã�ç2Õ��Pø!Õ��~ç2Þnä�ô�Ünä�í,í4Õ �

G
λ

//

ϕ

��

GS

ψ
~~|
|
|
|

H

(λψ = ϕ).
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G
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�Xë�Ý�ô�Ý�ô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä

µ :
S → S×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ãaÚ2Ý�Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ2ã
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GS ∼= G⊗

R
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Ù ×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ã

Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ2ãaS1TUí,Ý�ç2Õ�á2ì
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ânä!æ�Ý�á2Ø�å2Ý
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WXÜ	Þ çnÝ�æ'ä�ß�ä�×�ã�á2Ø�Ö�×�à�ã ��×�Ý�è ×�ã�Ý�Ü2ã�í4ò Þ2Ö�Ú2Ý�á2Ø�ß�Õ�ã�×�Ö�ì~Ö�Ú2Ý�Ö�Ý�ë Ú2Ý�Ö�×�Ü2Ý�ã�â	Þ	ì ×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�Ý Ú2Ý�T

Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ	ì7û�Ý�Ö�â2Ý�à#ä�â	â	ò1è ânä·æ�Ý�â2Ö�×�Ü	Õ�æ	å	Þ	Þ¾Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�ô�ÝÈÚ	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ	ì ô�Ü	Õ�Ú	Ú Ö�Ý�ë
��ã�ç2Þ	â2ã�â	â2Ý�è
Ú2Ý�ç2ô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è Þ�×�ã�õ'â	Þ	æ'äóæ�Ý�í,ë�Þ	ânä�×�Ý�Ü	â2Ý�è¾×�ã�Ý�Ü	Þ	Þ ô�Ü	Õ�Ú	Ú é [{ä�â	ânä�ì�×�ã�Ý�Ü2ã�íMä·ç�ä�ã�×óçnÝ�Ö�×�ä�×�Ý�ù	â2Ý�ãÕ�Ö�ánÝ�à�Þ2ã!ç	á2ìï×�Ý�ù	â2Ý�Ö�×�Þ�×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�ÝÈÚ2Ý�Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ	ì é �7ä�í,ã�×�Þ2í1û@ù	×�Ý·Õ�Ö�ánÝ�à�Þ2ãóð�÷]Þ	ß�Ý�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â	Þ	ìæ'á�ä�Ö�Ö�ä

P0& ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì�×�ä�æ � ã<â2ã�Ý�ë�õ#Ý�ç2Þ2í4ò�í éNê æ'á�ä�Ö�Ö�ã
P0& Ö�Ý�çnã�Ü � ä�×�Ö�ì¾Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â	ò�ã<ô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò éE]â<ß�ä�í4æ	â	Õ�×aÝ�×�â2Ý�Ö�Þ	×�ã�á2Ø�â2ÝaÚ	Ü#ì	í4ò6õ�Ú	Ü2ã�çnã�ánÝ�à2û#Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â	ò6õ<Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ	èhÞ<Ünä�Ö !!Þ	Ü2ã�â	Þ	èhÖ�Ú2ã�T

å	Þnä�á2Ø�â2Ý�ô�Ý à�Þ'ç�ä é�ê ä � â	ò�íÛÖ�ánã�çnÖ�×�à�Þ2ã�í Þ	ß ��×�Ý�è~×�ã�Ý�Ü2ã�í4ò ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì ×�Ý�ù	â2Ý�Ö�×�Ø ×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�Ý
Ú2Ý�Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ	ìÈç	á2ìÈæ�Ý�á2Ø�ånäþS_ûnÖ�Ý�çnã�Ü � ä�ø{ã�ô�Ýhæ�Ý�á2Ø�å2Ýþå2ã�á2ò6õÈù	Þ2Ö�ã�á Z é [_á2ìÈæ�Ý�â	æ	Ü2ã�×�â	ò6õ�æ�Ý�ánã�å�û
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ânä�Ú	Ü	Þ2í,ã�Ü�û#ç	á2ì�×�ã�áhâ	Õ�ánã�à�Ý�èþõ�ä�Ünä�æ	×�ã�Ü	Þ2Ö�×�Þ	æ	Þ·Þþæ�Ý�á2Ø�ånäaí4â2Ý�ô�Ý�ù'ánã�â2Ý�à�S

= Z[x1, . . . , xn]
Ö�å2ã�T

á2ò�í4ÞÈæ�Ý4�8�9�IÞ	å	Þ2ã�â	×�ä�í4Þ�û ��×�ä{×�ã�Ý�Ü2ã�íMä!çnÝ�æ'ä�ß�ä�ânä<à�Ünä�ë�Ý�×�ä�õ îDð�ð ��ð ��ñ é
����� 	���������	*�»E]Ú	Ü2ã�çnã�á2Þ2í æ'á�ä�Ö�ÖIô�Ü	Õ�Ú	Ú

P∗& û	ë�Ý�ánã�ã�!!Þ	Ü2Ý�æ	Þ	è�û	ù2ã�í æ'á�ä�Ö�Ö
P0& é � Õ�çnã�í ô�Ý�Tà�Ý�Ü	Þ	×�Ø2û	ù	×�Ý�ô�Ü	Õ�Ú	Únä

G ∈ P∗& û	ã�Ö�á2Þóç	á2ìhá
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M
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Õ�çnÝ�à�ánã�×�à�Ý�Ü#ì	ã�×�Õ�Ö�ánÝ�à�Þ	ì	í ð�÷,Þóü�÷,à�Ý�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â	Þ	Þóæ'á�ä�Ö�T

Ö�ä
P0& é J»Ý�ô�ç�ä<Ý�Ö�â2Ý�à�ânä�ìÈ×�ã�Ý�Ü2ã�íMä�Ö�Ú	Ünä�à�ã�ç	á2Þ	à#ä<Þ·ç	á2ìóô�Ü	Õ�Ú	Úóæ'á�ä�Ö�Ö�ä P∗& é
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� �_Ý�Ü2í4Õ�á2Þ	Ü	Õ�ã�ísÚ2Ý�â	ì'×�Þ2ã Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�è R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò é WXÕ�Ö�×�Ø S Ù ä�Ö�Ö�Ý�å	Þnä�×�Þ	à�â2Ý�ã æ�Ý�á2Ø�å2Ý

Ö_ã�ç2Þ	â	Þ	å2ã�è
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Ù Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�â2Ý�ãaí4â2Ý � ã�Ö�×�à�Ý é�����
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û'ã�Ö�á2Þóà�ò1Ú2Ý�á2â2ã�â2Ý<Ö�ánã�ç2Õ��Pø{ã�ãPÕ�Ö�ánÝ�à�Þ2ã#��ç	á2ìhæ'ä � çnÝ�è½R�S6Tô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò

G
Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�â2Ý�ã�Ý�×�Ý�ë�Ünä � ã�â	Þ2ã ϕ0 : X → G

Ú	Ü2Ý�çnÝ�á � ä�ã�×�Ö�ìúçnÝ�S1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä
ϕ : FR(X) → G é b½â2Ý � ã�Ö�×�à�Ý X ânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì �I�2���~x 	�y������ 	�������������3N� R�S6T �2������� ����|��{z'�
FR(X) é b�Ý�ø!â2Ý�Ö�×�Ø |X| ânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì ����� � ��� � �����
��3
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WXÕ�Ö�×�Ø

F (X)
Ù Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2ânä�ì!ô�Ü	Õ�Ú	Únä�à]æ'á�ä�Ö�Ö�ã�à�Ö�ã�õaô�Ü	Õ�Ú	Ú é J»Ý�ô�ç�äXã�ãM×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ã6R�S6TöÚ2Ý�Ú2Ý�á	Tâ2ã�â	Þ2ã!ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì�Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�è R�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú2Ý�è�Ö!ë�ä�ß�Ý�è

X é [!ã�è2Ö�×�à�Þ	×�ã�á2Ø�â2Ý	û7Ú	Õ�Ö�×�Ø ϕ0 : X → G
Ù

Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�â2Ý�ã!Ý�×�Ý�ë�Ünä � ã�â	Þ2ãaÞ	ß X à<R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	Õ
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F (X)

∃ϕ1
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// (F (X))
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∃ϕ
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J»Ý�ô�ç�ä

ϕ0
Ú	Ü2Ý�çnÝ�á � ä�ã�×�Ö�ìhçnÝIô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä ϕ1 : F (X) → G

Ú2Ý_Ö�à�Ý�è2Ö�×�à�Õ<Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�èhô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò_û
äaÚ2Ý�Ö�ánã�ç2â2ã�ãIÝ�×�Ý�ë�Ünä � ã�â	Þ2ã_Ú	Ü2Ý�çnÝ�á � ä�ã�×�Ö�ìóçnÝ{S1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä ϕ : (F (X))

&
→ G é �Mánã�çnÝ�à#ä�T×�ã�á2Ø�â2Ý	û

(F (X))R
TUÖ�à�Ý�ë�Ý�ç2ânä�ì�R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Únä�ÖIë�ä�ß�Ý�è

X éK4ç2Þ	â2Ö�×�à�ã�â	â2Ý�Ö�×�ØóÖ�ánã�ç2Õ�ã�×<Þ	ßaã�ç2Þ	â2Ö�×�à�ã�â	â2Ý�Ö�×�Þ�×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�Ý<Ú2Ý�Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ	ì é B� �_Ý�Ü2í4Õ�á2Þ	Ü	Õ�ã�íúÖ�ánã�çnÖ�×�à�Þ2ã_Þ	ß_Ý�Ö�â2Ý�à�â2Ý�è½×�ã�Ý�Ü2ã�í4òZðIÞó×�ã�Ý�Ü2ã�í4òGü é
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é JNä�æ�æ'ä�æ F (X) ∈ P0& Þïâ2ã�Ö�Ý�çnã�Ü � Þ	×½Þ	â	à�Ý�á
�På	Þ	è�û

×�Ý�Ú2Ý{×�ã�Ý�Ü2ã�í,ãþðXô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í
λ : F (X) → (F (X))

& ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ìÈà�ánÝ � ã�â	Þ2ã�í é B
ê à�ã�çnã�í æ�Ý�â2Ö�×�Ü	Õ�æ	å	Þ�� Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�ô�ÝþÚ	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ	ìÈà<æ'ä�×�ã�ô�Ý�Ü	Þ	Þ�R�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú é�����
	��	��	
����	 ������WXÕ�Ö�×�Ø

Gi
û
i ∈ I

û�ÙýR�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Ú	ò é R�S6Töô�Ü	Õ�Ú	Únä ∗
R
Gi
ânä�ß�ò1à#ä�ã�×�Ö�ì 	�����������u
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&Mû2ã�Ö�á2ÞïS6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í4ò
ϕi : Gi → ∗

R
Gi

×�ä�æ�Ý�à�ò_û�ù	×�Ý
ç	á2ì!á
�Xë�ò6õ�S6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í,Ý�à

ψi : Gi → H
û�ô�çnã

H
ÙGÚ	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�ânä�ì<R�S1Töô�Ü	Õ�Ú	Únä'û���Õ�ø{ã�Ö�×�à�Õ#T

ã�×þS6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í
ψ : ∗

R
Gi → H

û�çnã�á�ä"�Pø!Þ	èÈæ�Ý�í,í4Õ�×�ä�×�Þ	à�â	ò�í4Þ�Ö�ánã�ç2Õ��Pø!Þ2ãPç2Þnä�ô�Ünä�í,í4ò��

Gi
ϕi

//

ψi

��

∗
R
Gi

∃ψ
~~}
}
}
}

H

(ψi = ϕiψ, i ∈ I)
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Þ ∗& Gi R�S6TöÚ2Ý�Ü2Ý � ç�ä�ã�×�Ö�ìïí4â2Ý � ã�Ö�×�à�Ý�í {ϕi(gi), gi ∈ Gi, i ∈ I} é

QXß<æ'ä�×�ã�ô�Ý�Ü	â	ò6õ Ö�Ý�Ý�ë�Ünä � ã�â	Þ	è Ö�ánã�ç2Õ�ã�×�û�ù	×�Ýóô�Ü	Õ�Ú	Únä ∗
R
Gi

Ý�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�ânäÈÝ�ç2â2Ý�ß�ânä�ù	â2Ý�Ö�×�Ý�ù'T
â2Ý�Ö�×�Ø#�ýçnÝ�S1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�íMä é
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ϕ0
i : Gi → ∗Gi

Ùýæ'ä�â2Ý�â	Þ	ù2ã�Ö�æ	Þ2ã�à�ánÝ � ã�â	Þ	ì é JNä�æ�æ'ä�æ<æ'á�ä�Ö�Ö P
&óß�ä�í4æ	â	Õ�×_Ý�×�â2Ý�Ö�Þ'T

×�ã�á2Ø�â2ÝPÖ�à�Ý�ë�Ý�ç2â	ò6õ!Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ	èóî ��ñUû�×�Ý�æaâ2ã�í4Õ_í,Ý � â2ÝPÚ	Ü	Þ2í,ã�â	Þ	×�ØXæ�Ý�â2Ö�×�Ü	Õ�æ	å	Þ�� ×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�Ý
Ú2Ý�Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ	ì é WXÕ�Ö�×�Ø λ : ∗Gi → (∗Gi)

& ÙÛô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í Þ	ßaÝ�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â	Þ	ì½×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�ÝþÚ2Ý�Ú2Ý�á	T
â2ã�â	Þ	ì é EPë�Ý�ß�ânä�ù	Þ2íGù2ã�Ü2ã�ß

ϕi = λ ◦ ϕ0
i

û
i ∈ I é J»Ý�ô�ç�ä ϕi : Gi → (∗Gi)

& ã�Ö�×�ØïÖ�Ý�à�Ý�æ	Õ�Ú	â2Ý�Ö�×�Ø
S6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í,Ý�à é WXÕ�Ö�×�Ø ψi : Gi → H

û
i ∈ I

û�Ù Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�Ý�á2Ø�â	ò�ãóS6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í4ò é [_á2ì×�Ý�ô�Ý�ù	×�Ý�ë�ò çnÝ�æ'ä�ß�ä�×�Ø2û,ù	×�Ýïô�Ü	Õ�Ú	Únä
(∗Gi)

& ì'à�á2ì	ã�×�Ö�ì Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â	ò�í Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ2ã�í à�æ'ä�×�ã�ô�Ý�T
Ü	Þ	Þ

M
&úÿ × é ã é çnÝ�æ'ä�ß�ä�×�Ø2û2ù	×�Ý ∗& Gi ∼= (∗Gi)

&
)
û	í4ò çnÝ�á � â	ò~ß�ä�í4æ	â	Õ�×�Ø<ç2Þnä�ô�Ünä�í,í4Õ

Gi
ϕ0
i
//

ψi
!!C
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C

∗Gi λ
//

∃ϕ

��
�

�

�
(∗Gi)R

∃ψ
{{v
v
v
v
v

H

çnÝ{æ�Ý�í,í4Õ�×�ä�×�Þ	à�â2Ý�è éWIÝúÝ�Ú	Ü2ã�çnã�ánã�â	Þ�� Ö�à�Ý�ë�Ý�ç2â2Ý�ô�Ý Ú	Ü2Ý�Þ	ß�à�ã�çnã�â	Þ	ì ∗
R
Gi

Ö�Õ�ø{ã�Ö�×�à�Õ�ã�×úùnä�Ö�×�Þ	ù	â	ò1èGS1Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü'T
�IÞ	ß�í

ϕ : ∗
R
Gi → H é2ê Ö�Þ'á2ÕóÕ�â	Þ	à�ã�Ü2Ö�ä�á2Ø�â2Ý�ô�ÝhÖ�à�Ý�è2Ö�×�à#ä<×�ã�â	ß�Ý�Ü	â2Ý�ô�Ý<Ú2Ý�Ú2Ý�á2â2ã�â	Þ	ì�Ö�Õ�ø{ã�Ö�×�à�Õ�ã�×

S6Töô�Ý�í,Ý�í,Ý�Ü��IÞ	ß�í
ψ
û,Ú	Ü2Ý�çnÝ�á � ä"�Pø!Þ	è ϕ é E]â Þúë�Õ�çnã�× Þ2Ö�æ�Ý�í4ò�í é ��à�Ý�è2Ö�×�à�Ý Ú2Ý�Ü2Ý � ç�ä�ã�í,Ý�Ö�×�Þ

(∗Gi)R
Ý�ë�Ünä�ß�ä�í4Þ

ϕi(Gi)
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