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ch¿�À�Á�Â'Ã2Ä'ÅxÆ8Á�Æ8Ç©È'ÃxÆ�É�Â�Æ�É�Ê�Ä©Ë2À�Ì�¿�Á�Ä2É�Ä2Í�Î5ÏmÈ2À�Ð2À�Í,À�Ë	Ë	Î5Ï
x
Ä
y
Ðx¿8É�É�Í,Æ8Ê�Ð	Ä2ÍÒÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À

0 =

{
(−y)m uxx − uyy + a(−y)(m−2)/2ux, y < 0,

ynuxx − uyy + by(n−2)/2ux, y > 0,

Ó�Ô�Õ

Ö ÅxÀ a × b × m × n Ø Â�Æ8Ë2É�Ê8¿�Ë	Ê�Î × È	Ð	Ä	Ù2À�Í m > 0 × n > 0 Ú

x

y

Ω2

Ω1

C1

C2

A

0

B
r

Û�Ü#Ý�Þ2ß�Þ

THÀ�Ð2À�Ì
Ω1

Æ�à�Æ8Ì�Ëx¿�Ù	Ä2ÍáÆ�à�Ã�¿8É�Ê�â × Æ Ö Ðx¿�Ë	Ä	Ù2À�Ë	Ë	Ñ�ãäÏ�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�å
Ð	Ä2É�Ê�Ä	Â'¿8Í�Ä

σ1 = AC1 : x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 = 0,

σ2 = C1B : x+
2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 = r

Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ È	Ð	Ä
y < 0 × Á�Î5Ï#Æ�Å2æ'ç!Ä2Í�Ä�Ä	Ì!Ê�Æ8Ù2À�Â A =

(0, 0)
Ä
B = (r, 0) × È2À�Ð2À�É�À�Â'¿�ãQç!Ä2Í�Ä2É�æ¨Á¬Ê�Æ8Ù	Â�À C1 =

(r/2, y1)
Ä�Æ8Ê�Ð2À�Ì�Â�Æ�Í

AB
È	Ð#æ	Í,Æ8Ç

y = 0 × ¿�Ù2À�Ð2À�Ì Ω2 ØÆ�à�Ã�¿8É�Ê�â × Æ Ö Ðx¿�Ë	Ä	Ù2À�Ë	Ë	Ñ�ãèÏ�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�Ð	Ä2É�Ê�Ä	Â'¿8Í�Ä

σ3 = AC2 : x− 2

n+ 2
y(n+2)/2 = 0,

σ4 = C2B : x+
2

n+ 2
y(n+2)2 = r

Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ È	Ð	Ä
y > 0 × Á�Î5Ï#Æ�Å2æ'ç!Ä2Í�ÄéÄ	ÌêÊ�Æ8Ù2À�Â A Ä

B × È2À�Ð2À�É�À�Â'¿�ãQç!Ä2À�É�æYÁ©Ê�Æ8Ù	Â�À C2 =

ë
© ì�í ®�î\ï6���8��{8��|��\ðñ¡�òJ¡
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(r/2, y2)
Ä Æ8Ê�Ð2À�Ì�Â�Æ�Í

AB
È	Ð#æ	Í,Æ8Ç

y = 0 × y1 = −
[
r(m+2)

4

]2/(m+2)
× y2 =

[
r(n+2)

4

]2/(n+2) �

Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ J × Ö ÅxÀ J = {(x, 0) : 0 < x < r} Ø Ä	Ë	Ê�À�Ð	Á#¿�Ã
AB

È	Ð#æ	Í,Æ8Ç
y = 0

Ó Ð	Ä2É Ú Ô�Õ Ú	�À�Ê�Æ�Å�¿8Í�Ä�
HÑ�Ë	Â��	Ä2Æ8Ëx¿�Ã2â�Ë2Æ Ö ÆY¿�Ëx¿�Ã2Ä	Ì�¿�ÄáÄ	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã2â�Ë	Î5ÏÒÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	ÇÒÁ�Ðx¿8à�Æ8Ê�À� Ô�� à8Î5Ã�¿
Ä2É�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ëx¿}Â	Ðx¿8À�Á#¿�æ�Ì�¿�Å�¿�Ùx¿}É�Æ}É�Í,À�çpÀ�Ë	Ä2À�Í Å	Ã2æ©Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ Á}É�Ã2Ñ�Ùx¿8À × Â�Æ Ö Å�¿ Ω1 ≡ ∅

Ä
Â�Æ���
�
HÄ��	Ä2À�Ë	Ê

b = 0 Ú K Ðx¿8à�Æ8Ê�À� � � È2Æ�Ã2Ñ�Ù2À�Ëx¿ ¿�È	Ð	Ä2Æ8Ð	Ëx¿�æ�Æ��2À�Ë	Â'¿êÐ2À��pÀ�Ë	Ä	æ È2À�Ð	Á�Æ8Ç�Ä�Á�Ê�Æ8Ð2Æ8ÇÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä Sp¿�Ð2à8ÑêÅ	Ã2æ Æ�à8çpÀ Ö Æ�Á�Î1Ð2Æ��pÅ�¿�ãQçpÀ Ö Æ�É�æ Ö Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â�Æ Ö ÆêÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ

uyy − k(y)uxx + a(x, y)ux + b(x, y)uy + c(x, y)u = f(x, y)
Ó � Õ

ÉêÂ�Æ���
�
HÄ��	Ä2À�Ë	Ê�Æ�Í
k(y) > 0

È	Ð	Ä
y 6= 0 × Â�Æ8Ê�Æ8Ð	Î1ÇÒÍ,Æ��!À�Ê¬Æ�à8Ðx¿�ç�¿�Ê�â�É�æáÁ Ë	Ñ�Ã2â È	Ð	Ä y = 0 ÚK É�Ã2Ñ�Ùx¿8À × Â�Æ Ö Å�¿}Á}Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	Ä Ó � Õ Â�Æ���
�
HÄ��	Ä2À�Ë	Ê k(y) = (−y)m × m ≡ 1 (mod 2) × ¿¥Â�Æ���
�
HÄ'å�	Ä2À�Ë	Ê�Î

a(x, y) × b(x, y) × c(x, y) ��Ê�Æ Ö Æ�Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æmÄ©À Ö Æ�È	Ðx¿�Á#¿�æ Ùx¿8É�Ê�â f(x, y) Ñ�ÅxÆ8Á8ÃxÀ�Ê�Á�Æ8Ð#æ'ãQÊÑ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ	Í `�À�Ã	ÃxÀ�Ð2É�Ê�À�Å2Ê8¿}Á¥Ðx¿8à�Æ8Ê�À� � � ÅxÆ8Â'¿�Ì�¿�Ë2Æ}É�Ñ�çpÀ�É�Ê�Á�Æ8Á#¿�Ë	Ä2À!Ä�À�Å2Ä	Ë2É�Ê�Á�À�Ë	Ë2Æ�É�Ê�â�
HÑ�Ë	Â��	Ä	Ä
`¦Ð	Ä	Ëx¿ Ø L\Å�¿8ÍJ¿�Ðx¿

G(x, y; ξ, η) × É È2Æ�Í,Æ8ç!â�ã Â�Æ8Ê�Æ8Ð2Æ8Ç Á�Î1È	Ä2É�Î1Á#¿8À�Ê�É�æ¨Ð2À��pÀ�Ë	Ä2ÀmÁ�Ê�Æ8Ð2Æ8Ç Ì�¿�å
Å�¿�Ù	Ä¬Sp¿�Ð2à8Ñ�Å	Ã2æ¬Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó � Õ Ú KPÐx¿8à�Æ8Ê�À� � � à8Î5Ã2ÄYÈ2Æ�É�Ê8¿�Á8ÃxÀ�Ë	Î ÄYÄ2É�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ë	Î Ï�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�å
Ð	Ä2É�Ê�Ä	Ù2À�É�Â'¿�æ¬Ì�¿�Å�¿�Ùx¿ OHÆ��!Ä Ä�Ì�¿�Å�¿�Ùx¿m`¦Ñ�Ð2É�¿¥Å	Ã2æ�Â'Ã�¿8É�É�¿}Á�Î1Ð2Æ��pÅ�¿�ãQç!Ä'Ï#É�æ¬Á�Ë	Ñ�Ê�Ð	Ä Æ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä
Ö Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â	Ä'Ï©Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	Ç©Á�Ä'Å�¿ Ó � Õ Ú K¨Ðx¿8à�Æ8Ê�À� � � É�ÅxÀ�Ã�¿�Ë	ÎäË2À�Â�Æ8Ê�Æ8Ð	Î\À!Æ�à�Æ�à8çpÀ�Ë	Ä	æmÈ2Æ�È2Æ�å
É�Ê8¿�Ë2Æ8Á�Â�ÀêÄ¬Ä2É�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ë	Ä	ã È2À�Ð	Á�Æ8ÇYÄ¬Á�Ê�Æ8Ð2Æ8Ç¬Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä¬Sp¿�Ð2à8Ñ Å	Ã2æ Á�Î1Ð2Æ��pÅ�¿�ãQçpÀ Ö Æ�É�æYÁ�Ë	Ñ�Ê�Ð	Ä
Æ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä Ö Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â�Æ Ö Æ�Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ}Á�Ä'Å�¿ Ó � Õ Ú K Ðx¿8à�Æ8Ê�À  ! � ÁpÆ8È	Ä2É�¿�Ë	Ë2Æ8Ç Á�Î"�pÀNÆ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä ΩÅ	Ã2æéÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ È	Ð	Ä

a = 0 × b = 0
Ä2É�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ëx¿ Â	Ðx¿8À�Á#¿�æáÌ�¿�Å�¿�Ùx¿�É}Ðx¿�Ì�Ð	Î1Á�Ë	Î\Í�ÄÒÑ�É�ÃxÆ�å

Á�Ä	æ	Í�ÄéÉ�Â'ÃxÀ�Ä	Á#¿�Ë	Ä	æYÁ�É�Ã2Ñ�Ùx¿8À × Â�Æ Ö Å�¿mÅ�¿�Ë	Ë	Î\À¥Ì�¿�Å�¿�ãQÊ�É�æ¬Ëx¿mÈ	Ð2Æ8Ê�Ä	Á�Æ8È2Æ�ÃxÆ���Ë	Î5ÏáÉ�Ê�Æ8Ð2Æ8Ëx¿�Ï σ2Ä
σ3
Ï�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�Ð	Ä2É�Ê�Ä	Ù2À�É�Â�Æ Ö Æ�Ù2À�Ê�Î1Ð2À�Ï'Ñ Ö Æ�Ã2â�Ë	Ä	Â'¿ Ω Ú fHÉ�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ë	Ä	ãäÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä}É�ÆVÉ�Í,À�çpÀ�Ë	Ä2À�Í Å	Ã2æ

Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ ÁHÆ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä
Ω
È2Æ�É�Á�æ'çpÀ�Ëx¿QÐx¿8à�Æ8Ê8¿  # � Ú R¦¿�Å�¿�Ù	Ä>É�ÆNÉ�Í,À�çpÀ�Ë	Ä2À�Í�Å	Ã2æpÁ�Î1Ð2Æ��pÅ�¿�ãQçpÀ�åÖ Æ�É�æ©Á�Ë	Ñ�Ê�Ð	Ä Æ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä Ö Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â�Æ Ö Æ}Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ × É�Æ�ÅxÀ�Ð$�p¿�çpÀ Ö Æ É�Ã�¿ Ö ¿8À�Í�Î\ÀpÉVÍaÃ�¿�Å%�!Ä2Í�ÄÈ	Ð2Æ8Ä	Ì�Á�Æ�Å2Ë	Î\Í�Ä Ä2É�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ë	Î¨ÁVÐx¿8à�Æ8Ê�À& ' � Ú S!Æ�É�Ê8¿�Ê�Æ8Ù	Ë2Æ!È2Æ�Ã2Ëx¿�æêà8Ä2à�Ã2Ä2Æ Ö Ðx¿�
HÄ	æ¥È2ÆhÁ�Î1Ð2Æ��pÅ�¿�åãQç!Ä2Í,É�æ Ö Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â	Ä2ÍÒÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ	Í Ä2Í,À�À�Ê�É�æmÁ>Í,Æ8Ë2Æ Ö Ðx¿�
HÄ	æ�Ï( )�* Ô � � Ú+-,/.103254�687%9;:=<�>3?�2%@�A/B C
Ω
6D,�EF,�7%CG,H:èÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ Ëx¿�Ì�Æ8Á�À�ÍI
HÑ�Ë	Â��	Ä	ã

u = u(x, y)
Ä	Ì

Â'Ã�¿8É�É�¿
u(x, y) ∈ C(Ω) ∩ C1(Ω) ∩ C2(Ω1 ∪ Ω2)

�
ux(x, 0), uy(x, 0) ∈ L(0, r),

È	Ð	Ä�È2Æ�ÅxÉ�Ê8¿�Ë2Æ8Á�Â�À
Â�Æ8Ê�Æ8Ð2Æ8Ç©Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À Ó�Ô�Õ Æ�à8Ðx¿�ç�¿8À�Ê�É�æmÁ>Ê�Æ��pÅxÀ�É�Ê�Á�Æ ÚK Ðx¿8à�Æ8Ê�ÀhÄ2É�É�ÃxÀ�Å2Ñ�À�Ê�É�æ©É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç�¿�æ
J;KMLNKPOPKRQ�S ch¿�Ç	Ê�ÄmÐ2À Ö Ñ�Ã2æ'Ð	Ë2Æ�ÀhÁ>Æ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä Ω

Ð2À��pÀ�Ë	Ä2ÀHÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ × Ñ�ÅxÆ8Á8ÃxÀ�Ê�Á�Æ8Ð#æ'ãQçpÀ�ÀÑ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ	Í
u(x, y) = ψ1(x) (∀ (x, y) ∈ σ2),

Ó � Õ

u(x, y) = ψ2(x) (∀ (x, y) ∈ σ4),
Ó � Õ

Ö ÅxÀ ψ1(x) × ψ2(x) Ø Ì�¿�Å�¿�Ë	Ë	Î\ÀT
HÑ�Ë	Â��	Ä	Ä Ä	ÌhÂ'Ã�¿8É�É�¿
C1[r/2, r],

È	Ð	Ä	Ù2À�Í
ψ1(r) = ψ2(r) ÚR¦¿�Å�¿�Ùx¿ Ô Æ8Ê�Ë2Æ�É�Ä	Ê�É�æPÂPÂ'Ã�¿8É�É�ÑèÂ	Ðx¿8À�Á�Î5ÏWÌ�¿�Å�¿�Ù × Æ8È	Ð2À�ÅxÀ�ÃxÀ�Ë	Ë2Æ�Í�ÑPÁñÐx¿8à�Æ8Ê�ÀI Ô � � ÄWËx¿�å

Ì�Á#¿�Ë	Ë2Æ�Í�ÑáÁ¬Í,Æ8Ë2Æ Ö Ðx¿�
HÄ	ÄU Ô�Ô × É Ú � ��! � È2À�Ð	Á�Æ8ÇÒÂ	Ðx¿8À�Á�Æ8ÇÒÌ�¿�Å�¿�Ù2À�ÇÒÅ	Ã2æáÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Èx¿�Ðx¿8à�Æ�ÃxÆ�åÖ Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â�Æ Ö ÆêÊ�Ä	Èx¿ Ú
V-W#vGXYW5ZQo AxCN[i 2����\>� -3]_^�^ ��`	�6��$6��/

a
�
b
 #"���
�$6��$	��a

(1)
����� - 
�/ * ��� -

|a| 6 m

2
, |b| 6 n

2
, (2a−m)2 + (2b− n)2 6= 0.

+�-�b ���ê�� �c¥������
� 2���¥�����	$6����
'��$	$ - �1"u�ed¥��$	�6�Q��������8�
1
4

C
K�Á�À�ÅxÀ�Í Æ�à�Æ8Ì�Ëx¿�Ù2À�Ë	Ä	æMf

u(x, 0) = τ(x), 0 6 x 6 r,
Ó � Õ
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uy(x, 0) = ν(x), 0 < x < r.
Ó ! Õ

KèÆ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä
Ω1

Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À Ó�Ô�Õ É�Æ8Á�Èx¿�Å�¿8À�Ê�ÉpÁ�Î1Ð2Æ��pÅ�¿�ãQç!Ä2Í,É�æ Ö Ä	È2À�Ð2à�Æ�Ã2Ä	Ù2À�É�Â	Ä2ÍäÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�å
Ë	Ä2À�ÍáÁ�Ä'Å�¿

(−y)m uxx − uyy + a(−y)(m−2)/2ux = 0,
Ó # Õ

È2Æ8Ð#æ�ÅxÆ8Â©Á�Î1Ð2Æ��pÅxÀ�Ë	Ä	æmÂ�Æ8Ê�Æ8Ð2Æ Ö Æ¥Ðx¿�Á�À�Ë m × ¿!Á>Æ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä Ω2 Ø ÉNÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À�Í

ynuxx − uyy + by(n−2)/2ux = 0
Ó ' Õ

ÉNÈ2Æ8Ð#æ�Å2Â�Æ�ÍÒÁ�Î1Ð2Æ��pÅxÀ�Ë	Ä	æ
n Úch¿�Ç'ÅxÀ�ÍáÐ2À��pÀ�Ë	Ä2ÀhÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä©OHÆ��!Ä Ó � Õ * Ó # Õ Ú KÒÏ�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�Ð	Ä2É�Ê�Ä	Ù2À�É�Â	Ä'Ï©Â�Æ�Æ8Ð�Å2Ä	Ëx¿�Ê8¿�Ï

ξ = x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2, η = x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À Ó # Õ È	Ð	Ä	Á�Æ�Å2Ä	Ê�É�æ©Â Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	ã���Ç'ÃxÀ�Ðx¿ Ø Sp¿�Ð2à8Ñ Ø FNÑ#¿8É�É�Æ8Ëx¿

∂2u

∂ξ ∂η
− β1
ξ − η

∂u

∂ξ
+

α1

ξ − η

∂u

∂η
= 0,

Ó ) Õ

Ö ÅxÀ α1 =
m−2a
2(m+2) × β1 = m+2a

2(m+2) ÚFNÑ�É�Ê�â©Á�Ëx¿�Ùx¿�ÃxÀ |a| < m
2 Ú
ZQà8çpÀ�À>Ð2À��pÀ�Ë	Ä2À>Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó ) Õ Á���Ê�Æ�ÍäÉ�Ã2Ñ�Ùx¿8À>Á�Î1È	Ä2É�Î1Á#¿8À�Ê�É�æ

È2ÆF
hÆ8Ð2Í�Ñ�ÃxÀ  ) ×���Ú Ô � �

u(ξ, η) = (η − ξ)1−α1−β1

η∫

ξ

Ψ(s)(s− ξ)β1−1(η − s)α1−1 ds

+

η∫

ξ

Φ(s) (s− ξ)−α1 (η − s)−β1 ds,

Ó�Ô � Õ

Ö ÅxÀ Φ(s) Ä Ψ(s) Ø È	Ð2Æ8Ä	Ì�Á�Æ�Ã2â�Ë	Î\ÀT
HÑ�Ë	Â��	Ä	ÄmÄ	ÌHÂ'Ã�¿8É�É�¿
C[0, r] ∩ C2]0, r[ ÚFHÆ�ÃxÆ���Ä	Á

s = ξ + t(η − ξ) × È	Ð2À�ÅxÉ�Ê8¿�Á8ÃxÀ�Ë	Ä2À Ó�Ô � Õ È2À�Ð2À�È	Ä��pÀ�Í Á>É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQçpÀ�Ç 
hÆ8Ð2Í,À�f

u(ξ, η) = (η − ξ)1−α1−β1

1∫

0

Φ [ξ + (η − ξ)t] t−α1(1− t)−β1 dt

+

1∫

0

Ψ [ξ + (η − ξ)t] tβ1−1(1− t)α1−1 dt.

Ó�Ô�Ô�Õ

ZQà�Ã�¿8É�Ê�â
Ω1

Á Ï�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�Ð	Ä2É�Ê�Ä	Ù2À�É�Â	Ä'Ï Â�Æ�Æ8Ð�Å2Ä	Ëx¿�Ê8¿�Ï
(ξ, η)

È2À�Ð2À�Ï#Æ�Å2Ä	Ê¬Á Ê�Ð2À�Ñ Ö Æ�Ã2â�Ë	Ñ�ã Æ�à�å
Ã�¿8É�Ê�â>Á�Ä'Å�¿

Ω
′

1 = {(ξ, η) : 0 < ξ < η < r} , ¿pËx¿�Ùx¿�Ã2â�Ë	Î\ÀVÑ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ Ó � Õ * Ó ! Õ È2À�Ð2À�Ï#Æ�Å2æ'ÊêÁ�Ñ�É�ÃxÆ�åÁ�Ä	æ
u(ξ, ξ) = τ(ξ), [2(1 − α1 − β1)]

−α1−β1 lim
η→ξ

(η − ξ)α1+β1 (uξ − uη) = ν(ξ).
Ó�Ô � Õ

d�ÅxÆ8Á8ÃxÀ�Ê�Á�Æ8Ð#æ'æ�Æ�à8çpÀ�ÀNÐ2À��pÀ�Ë	Ä2À Ó�Ô�Ô�Õ Ñ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ	Í Ó�Ô � Õ × Ëx¿�Ï#Æ�Å2Ä2Í

Ψ(ξ) =
τ(ξ)

B(α1, β1)
, Φ(ξ) = − [2(1− α1 − β1)]

α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)
ν(ξ),



��� � ���	�	�2 - 
�� 4��p4

Ö ÅxÀ B(p, q) =
∫ 1
0 t

p−1(1− t)q−1 dt Ø Ä	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã ��Ç'ÃxÀ�Ðx¿�È2À�Ð	Á�Æ Ö Æ�Ð2Æ�Å�¿ Ó à�À�Ê8¿�å 
HÑ�Ë	Â��	Ä	æ Õ Úea¿�Â	Ä2Í Æ�à8Ðx¿�Ì�Æ�Í × Ð2À��pÀ�Ë	Ä2À5Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä Ó�Ô � Õ Å	Ã2æpÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó ) Õ × ÁHÉ�Ã2Ñ�Ùx¿8À × Â�Æ Ö Å�¿ |a| < m
2

Ä2Í,À�À�Ê
É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç!Ä	ÇmÁ�Ä'Å;f

u(ξ, η) =
1

B(α1, β1)

1∫

0

τ [ξ + (η − ξ)t] tβ1−1(1− t)α1−1 dt

− [2(1− α1 − β1)]
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)
(η − ξ)1−α1−β1

1∫

0

ν [ξ + (η − ξ)t] t−α1(1− t)−β1 dt.

K5Æ8Ì�Á�Ðx¿�ç�¿�æ	É�â¥Â È2À�Ð2À�Í,À�Ë	Ë	Î\Í
(x, y) × Ä	ÌHÈ2Æ�É�ÃxÀ�Å2Ë2À�Ç 
hÆ8Ð2Í�Ñ�Ã2ÎñËx¿�Ç'ÅxÀ�Í

u(x, y) =
1

B(α1, β1)

1∫

0

τ

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2(2t− 1)

]
tβ1−1(1− t)α1−1 dt

+
y

B(1− α1, 1− β1)

1∫

0

ν

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2(2t− 1)

]
t−α1(1− t)−β1 dt.

Ó�Ô � Õ

fNÌ Ó�Ô � Õ È	Ð	ÄmÑ�É�ÃxÆ8Á�Ä	Ä Ó � Õ Ëx¿�Ï#Æ�Å2Ä2Í

u(x, y) |σ2 =
1

B(α1, β1)

1∫

0

τ [x+ (r − x)(2t− 1)] tβ1−1(1− t)α1−1 dt

−(1− α1 − β1)
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)
(r − x)1−α1−β1

1∫

0

ν [x+ (r − x)(2t− 1)] t−α1(1− t)−β1 dt = ψ1(x).

b È2Æ�Í,Æ8ç!â�ã Ì�¿8Í,À�Ë	Î
s = x+ (r− x)(2t− 1)

È2Æ�É�ÃxÀ�Å2Ë2À�ÀhÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä2ÀNÈ	Ð	Ä	Á�Æ�Å2Ä	Ê�É�æ Â}Á�Ä'Å2Ñ

(2r − 2x)1−α1−β1

B(α1, β1)

r∫

2x−r

τ(s)(s+ r − 2x)β1−1(r − s)α1−1 ds

− [2(1 − α1 − β1)]
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)

r∫

2x−r

ν(s)(s+ r − 2x)−α1(r − s)−β1 ds = ψ1(x).

FHÀ�Ð2À�Æ�à�Æ8Ì�Ëx¿�Ù	Ä	ÁêÁ>È2Æ�É�ÃxÀ�Å2Ë2À�Í Ðx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á�À
2x− r

Ù2À�Ð2À�Ì
x
Ëx¿�Ç'ÅxÀ�Í

(r − x)1−α1−β1

B(α1, β1)

r∫

x

τ(t)(t− x)β1−1(r − t)α1−1 dt

− [2(1− α1 − β1)]
α1+β1−1

B(1− α1, 1− β1)

r∫

x

ν(t)(t− x)−α1(r − t)−β1 dt = ψ1

(
x+ r

2

)
.
Ó�Ô � Õ

K5Æ�É�È2Æ�Ã2â�Ì�Ñ�À�Í,É�æ Å�¿�ÃxÀ�À É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç!Ä2Í Æ8È	Ð2À�ÅxÀ�ÃxÀ�Ë	Ä2À�Í Æ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ðx¿ Å2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ Ä	Ë	Ê�À Ö Ð2Æ�å
Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ  Ô � × ��Ú � ' � fJÆ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ð2Æ�ÍWÅ2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ Ó Á É�Í�Î\É�ÃxÀmI,Ä2ÍJ¿�Ëx¿ Ø UHÄ	Ñ�Á�Ä'Ã	Ã2æ Õ
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Ä	Ë	Ê�À Ö Ð2Æ�å Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ È2Æ8Ð#æ�Å2Â'¿ |α| ÉpËx¿�Ùx¿�ÃxÆ�ÍñÁ Ê�Æ8Ù	Â�À a ∈ [A,B] ⊂ R
Ëx¿�Ì�Î1Á#¿8À�Ê�É�æ

Æ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ð
Dα
ax ×

Â�Æ8Ê�Æ8Ð	Î1ÇmÅxÀ�Ç2É�Ê�Á�Ñ�À�Ê¥Ëx¿ 
HÑ�Ë	Â��	Ä	ã
ϕ(t) ∈ L[A,B]

È2ÆF
hÆ8Ð2Í�Ñ�ÃxÀ�f

Dα
axϕ(t) =

sgn(x− a)

Γ(−α)

x∫

a

|x− t|−(α+1) ϕ(t) dt, α < 0,

Dα
axϕ(t) = sgn [α]+1(x− a)

d[α]+1

dx[α]+1
Dα−[α]−1
ax ϕ(t), α > 0,

Ö ÅxÀ sgn [α]+1(z)
Æ8Ì�Ëx¿�Ùx¿8À�ÊmÌ�Ëx¿�Â Ù	Ä2É�Ã�¿

z × ¿ Γ(x) Ø Ä	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã ��Ç'ÃxÀ�Ðx¿}Á�Ê�Æ8Ð2Æ Ö Æ Ð2Æ�Å�¿ Ó Ö ¿8Í,ÍJ¿�å

HÑ�Ë	Â��	Ä	æ Õ Ú b Ñ�Ù2À�Ê�Æ�Í È	Ð	Ä	Á�À�ÅxÀ�Ë	Ë2Æ Ö Æ Á�Î"�pÀpÆ8È	Ð2À�ÅxÀ�ÃxÀ�Ë	Ä	æ × É�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä2À Ó�Ô � Õ È2À�Ð2À�È	Ä��pÀ�Ê�É�æ ÁÉ�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQçpÀ�Ç�
hÆ8Ð2Í,À�f

Γ(β1)(r − x)1−α1−β1

B(α1, β1)
D−β1
rx

[
τ(t)(r − t)α1−1

]

− [2(1 − α1 − β1)]
α1+β1−1 Γ(1− α1)

B(1− α1, 1− β1)
Dα1−1
rx

[
ν(t)(r − t)−β1

]
= ψ1

(
x+ r

2

)
.
Ó�Ô � Õ

ZQà8Ðx¿�ç�¿�æ Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À Ó�Ô � Õ Æ8Ê�Ë2Æ�É�Ä	Ê�À�Ã2â�Ë2Æ�
HÑ�Ë	Â��	Ä	Ä
ν(x) × Ëx¿�Ï#Æ�Å2Ä2Í

ν(x) = γ1D
1−α1−β1
rx τ(t)− γ2(r − x)β1D1−α1

rx

[
ψ1

(
t+ r

2

)]
,

Ó�Ô ! Õ

Ö ÅxÀ

γ1 =
2Γ(1 − β1)Γ(α1 + β1)

Γ(α1)Γ(1− α1 − β1) [2(1 − α1 − β1)]
α1+β1

, γ2 =
Γ(α1)γ1

Γ(α1 + β1)
.

ea¿�ÂáÂ'¿�Â
τ(x), ψ1

(
x+r
2

)
∈ C[0, r] × ¿ τ ′(x), ψ′

1

(
x+r
2

)
∈ L[0, r] × Ê�Æ�È2Æ�Ã2â�Ì�Ñ�æ	É�â�É�Á�Æ8Ç2É�Ê�Á�Æ�ÍÆ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ðx¿pÅ2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ�Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ È2Æ8Ð#æ�Å2Â'¿ 0 < α < 1

 Ô � × ��Ú �$� �

Dα
rxϕ(t) =

ϕ(r)

Γ(1− α)
(r − x)−α −Dα−1

rx ϕ′(t),
Ó�Ô # Õ

É>Ñ�Ù2À�Ê�Æ�Í Ñ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æYÉ�Æ Ö Ã�¿8É�Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ τ(r) = ψ1(r) × Á�Î1Ðx¿3�!À�Ë	Ä2À
Ó�Ô ! Õ È2À�Ð2À�È	Ä��pÀ�Í Á É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQçpÀ�Ç


hÆ8Ð2Í,À�f

ν(x) = −γ1D−(α1+β1)
rx τ ′(t) +

γ2
2
(r − x)β1D−α1

rx ψ′
1

(
t+ r

2

)
.

Ó�Ô ' Õ

b�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä2À Ó�Ô ' Õ À�É�Ê�âpÆ�É�Ë2Æ8Á�Ë2Æ�À 
HÑ�Ë'Å�¿8Í,À�Ë	Ê8¿�Ã2â�Ë2Æ�ÀHÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä2ÀNÍ,À��pÅ2Ñ>Ä2É�Â�Æ�Í�Î\Í�Ä�
HÑ�Ë	Â'å
�	Ä	æ	Í�Ä

τ(x)
Ä
ν(x) × È	Ð	Ä	Ë2À�É�À�Ë	Ë2Æ�ÀhÄ	ÌVÆ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä Ω1

Ëx¿!Ã2Ä	Ë	Ä	ã
y = 0

Á¥É�Ã2Ñ�Ùx¿8À × Â�Æ Ö Å�¿ |a| < m
2 ÚGJÉ�Ã2Ä

a = m
2 ×
Ê�Æ Á©Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	Ä Ó ) Õ Â�Æ���
�
HÄ��	Ä2À�Ë	Ê�Î

α1 = 0 × β1 = m
m+2

Ä Ð2À��pÀ�Ë	Ä2À>Ì�¿�Å�¿�å
Ù	Ä Ó � Õ * Ó # Õ Ä2Í,À�À�Ê>Á�Ä'Å  ) ×���Ú Ô � �

u(x, y) = τ

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

]

+
2y

m+ 2

1∫

0

ν

[
x+

2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−β1 dt.

Ó�Ô ) Õ

d�ÅxÆ8Á8ÃxÀ�Ê�Á�Æ8Ð#æ'æ Ó�Ô ) Õ Ö Ðx¿�Ë	Ä	Ù	Ë2Æ�Í�Ñ�Ñ�É�ÃxÆ8Á�Ä	ã Ó � Õ Ëx¿>Ï�¿�Ðx¿�Â	Ê�À�Ð	Ä2É�Ê�Ä	Â�À
σ2 = C1B × È	Ð	Ä'Ï#Æ�Å2Ä2ÍÂ Ðx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á�Ñ

ν(x) = (2− 2β1)
−β1 (r − x)β1 ψ′

1

(
x+ r

2

)
.

Ó ��� Õ



� � � ���	�	�2 - 
�� 4��p4

GJÉ�Ã2Ä��!À
a = −m

2 ×
Ê�Æ

α1 = m
m+2 × β1 = 0 Ú IaÀ��pÀ�Ë	Ä2ÀpÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä Ó � Õ *�# Õ Á���Ê�Æ�Í É�Ã2Ñ�Ùx¿8À!Ä2Í,À�À�ÊêÁ�Ä'Å ) × ��Ú Ô � �

u(x, y) = τ

[
x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2

]

+
2y

m+ 2

1∫

0

ν

[
x− 2

m+ 2
(−y)(m+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−α1 dt.

Ó � Ô�Õ

fNÌ!È	Ð2À�ÅxÉ�Ê8¿�Á8ÃxÀ�Ë	Ä	æ Ó � Ô�Õ ÉhÑ�Ù2À�Ê�Æ�ÍÒÑ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ Ó � Õ È	Ð	Ä'Ï#Æ�Å2Ä2Í Â�
HÑ�Ë'Å�¿8Í,À�Ë	Ê8¿�Ã2â�Ë2Æ�Í�Ñ�É�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ�å
�pÀ�Ë	Ä	ãWÍ,À��pÅ2Ñ�
HÑ�Ë	Â��	Ä	æ	Í�Ä

τ(x)
Ä
ν(x)

É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQçpÀ Ö Æ�Á�Ä'Å�¿ f

ν(x) =
(2− 2α1)

−α1

Γ(1− α1)

[
−2D−α1

rx τ ′(t) +D−α1
rx ψ′

1

(
t+ r

2

)]
.

Ó ��� Õ

LiËx¿�ÃxÆ Ö Ä	Ù	Ë2Æ × Ä2É�È2Æ�Ã2â�Ì�Ñ�æ É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç!Ä2ÀVÈ	Ð2À�ÅxÉ�Ê8¿�Á8ÃxÀ�Ë	Ä	æ�Ð2À��pÀ�Ë	Ä	æ�Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä Ó � Õ × Ó ! Õ × Ó ' Õ Á}Æ�à�åÃ�¿8É�Ê�Ä
Ω2
f

u(x, y) =
1

B(α2, β2)

1∫

0

τ

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2(2t− 1)

]
tβ2−1(1− t)α2−1 dt

+
y

B(1− α2, 1− β2)

1∫

0

ν

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2(2t− 1)

]
t−α2(1− t)−β2 dt, |b| < n

2
,
Ó � � Õ

u(x, y) = τ

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2

]

+
2y

n+ 2

1∫

0

ν

[
x+

2

n+ 2
y(n+2)/2(2t− 1)

]
(1− t)β2 dt, b =

n

2
,
Ó � � Õ

u(x, y) = τ

[
x− 2

n+ 2
y(n+2)/2

]

+
2y

n+ 2

1∫

0

ν

[
x− 2

n+ 2
y(n+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−α2 dt, b = −n

2
,
Ó � � Õ

ÉHÑ�Ù2À�Ê�Æ�Í Ñ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ Ó � Õ Ëx¿�Ï#Æ�Å2Ä2Í É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç!Ä2ÀT
HÑ�Ë'Å�¿8Í,À�Ë	Ê8¿�Ã2â�Ë	Î\À!É�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	æ©Í,À��pÅ2Ñ�
HÑ�Ë	Â'å
�	Ä	æ	Í�Ä

τ(x)
Ä
ν(x) × È	Ð	Ä	Ë2À�É�À�Ë	Ë	Î\ÀhÄ	ÌVÆ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä Ω2

Ëx¿VÃ2Ä	Ë	Ä	ãèÁ�Î1Ð2Æ��pÅxÀ�Ë	Ä	æ
J
f

ν(x) = γ3D
−(α2+β2)
rx τ ′(t)− γ4

2
(r − x)β2D−α2

rx ψ′
2

(
t+ r

2

)
, |b| < n

2
,

Ó � ! Õ

ν(x) = −(2− 2β2)
−β2 (r − x)β2 ψ′

2

(
x+ r

2

)
, b =

n

2
,

Ó � # Õ

ν(x) =
(2− 2α2)

−α2

Γ(1− α2)

[
2D−α2

rx τ ′(t)−D−α2
rx ψ′

2

(
t+ r

2

)]
, b = −n

2
.

Ó � ' Õ
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K�
hÆ8Ð2Í�Ñ�Ã�¿�Ï Ó � � Õ * Ó � ' Õ

α2 =
n− 2b

2(n+ 2)
, β2 =

n+ 2b

2(n+ 2)
;

γ3 =
2Γ(1 − β2)Γ(α2 + β2)

Γ(α2)Γ(1− α2 − β2) [2(1 − α2 − β2)]
α2+β2

, γ4 =
Γ(α2)γ3

Γ(α2 + β2)
.

S!Æ8Â'¿3�!À�Í É�Ëx¿�Ùx¿�Ã�¿>À�Å2Ä	Ë2É�Ê�Á�À�Ë	Ë2Æ�É�Ê�âêÐ2À��pÀ�Ë	Ä	æ Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä Ô Ú I�¿8É�É�Í,Æ8Ê�Ð	Ä2ÍÒÄ	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã

J∗ =

r∫

0

τ(x)ν(x) dx.

FNÐ	Ä
ψ1(x) ≡ 0

Ä	Ì>É�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	Ç Ó�Ô ' Õ × Ó ��� Õ × Ó ��� Õ Å	Ã2æ Ðx¿�Ì�Ã2Ä	Ù	Ë	Î5Ï�Ì�Ëx¿�Ù2À�Ë	Ä	Ç a È2Æ�Ã2Ñ�Ùx¿8À�ÍÉ�Æ�Æ8Ê�Á�À�Ê�É�Ê�Á�À�Ë	Ë2Æ¥Ðx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á#¿

ν(x) = −γ1D−(α1+β1)
rx τ ′(t), |a| < m

2
;

Ó � ) Õ

ν(x) = 0, a =
m

2
;

Ó � � Õ

ν(x) = −2(2 − 2α1)
−α1

Γ(1− α1)
D−α1
rx τ ′(t), a = −m

2
.

Ó � Ô�Õ

K5Æ�É�È2Æ�Ã2â�Ì�Ñ�À�Í,É�æWÉ�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç!Ä2Í É�Á�Æ8Ç2É�Ê�Á�Æ�Í È2Æ�ÃxÆ���Ä	Ê�À�Ã2â�Ë2Æ�É�Ê�Ä]Æ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ðx¿ Å2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ¨Ä	Ë	Ê�À Ö Ð2Æ�å
Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ Ó Á É�Í�Î\É�ÃxÀ�I,Ä2ÍJ¿�Ëx¿ Ø UHÄ	Ñ�Á�Ä'Ã	Ã2æ Õ

Dα
ax

È2Æ8Ð#æ�Å2Â'¿
α < 1

 Ô ! × ��Ú �$! � fÅ	Ã2æ Ã2ãNà�Æ Ö Æ 0 < α < 1
ÄèÃ2ãNà�Æ8Ç 
HÑ�Ë	Â��	Ä	Ä

u(x) ∈ Aα0 [0, r]
É�Â'¿�Ã2æ'Ð	Ë2Æ�À È	Ð2Æ8Ä	Ì�Á�À�ÅxÀ�Ë	Ä2À

(u,Dα
rxu)0 > 0 × È	Ð	Ä	Ù2À�Í (u, Dα

rxu)0 = 0
Ê�Æ Ö Å�¿�Ä Ê�Æ�Ã2â�Â�Æ>Ê�Æ Ö Å�¿ × Â�Æ Ö Å�¿ u = 0 ÚK É�Ä'Ã2Ñ�Å�¿�Ë	Ë2Æ Ö Æ!É�Á�Æ8Ç2É�Ê�Á#¿VÈ	Ð	Ä |a| < m
2

Ä	ÌNÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	æ Ó � ) Õ ÉiÑ�Ù2À�Ê�Æ�Í Ó�Ô # Õ à8Ñ�ÅxÀ�Í¬Ä2Í,À�Ê�â ×Ù	Ê�Æ

J∗ =

r∫

0

τ(x)ν(x) dx = −γ1
r∫

0

τ(x)D−(α1+β1)
rx τ ′(t) dx

= γ1

r∫

0

τ(x)D1−(α1+β1)
rx τ(t) dx = γ1

(
τ(x), D1−(α1+β1)

rx τ(t)
)
0
> 0.

Ó � � Õ

b�Ê8¿�ÃxÆ�à8Î1Ê�â × ÄéÈ	Ð	Ä a = −m
2

Ä	ÌmÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	æ Ó � Ô�Õ Ê8¿�Â��!À È2Æ�Ã2Ñ�Ù	Ä2ÍèË2À�Ðx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á�Æ
J∗ > 0 ×¿!È	Ð	Ä

a = m
2

Ä	Ì Ó � � Õ È2Æ�Ã2Ñ�Ùx¿8À�ÍáÐx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á�Æ
J∗ = 0 ÚLiËx¿�ÃxÆ Ö Ä	Ù	Ë2Æ©Ä	ÌêÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	Ç Ó � ! Õ * Ó � ' Õ É�Ñ�Ù2À�Ê�Æ�Í Ó�Ô # Õ Á�É�Ã2Ñ�Ùx¿8À¥Æ�Å2Ë2Æ8Ð2Æ�Å2Ë2Æ8ÇéÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä Ô ×Ëx¿�Ï#Æ�Å2Ä2Í

ν(x) = γ3D
−(α2+β2)
rx τ ′(t) = −γ3D1−(α2+β2)

rx τ(t), |b| < n

2
;

Ó ��� Õ

ν(x) = 0, b =
n

2
;

Ó �3� Õ

ν(x) =
2 (2− 2α2)

−α2

Γ(1− α2)
D−α2
rx τ ′(t) = −2 (2 − 2α2)

−α2

Γ(1− α2)
D1−α2
rx τ(t), b = −n

2
.

Ó ��� Õ

ZiÊ�É�ã5Å�¿VÈ	Ð	Ä |b| < n
2

Ä
b = −n

2

É�ÃxÀ�Å2Ñ�À�Ê × Ù	Ê�ÆVÄ	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã J∗ 6 0 × ¿VÈ	Ð	Ä b = n
2

Ä	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã J∗ = 0 Úea¿�Â	Ä2Í�Æ�à8Ðx¿�Ì�Æ�Í × È	Ð	ÄpÁ�Î1È2Æ�Ã2Ë2À�Ë	Ä	Ä>Ñ�É�ÃxÆ8Á�Ä	æ (2a−m)2+(2b− n)2 6= 0
Ê�À�Æ8Ð2À�Í�Î Ô Å	Ã2æpÐx¿8É�å

É�ÍJ¿�Ê�Ð	Ä	Á#¿8À�Í,Æ Ö Æ�Ä	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã�¿ J∗ × ÉNÆ�Å2Ë2Æ8ÇmÉ�Ê�Æ8Ð2Æ8Ë	Î × Ä2Í,À�À�Ê�Í,À�É�Ê�ÆpË2À�Ðx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á�Æ J∗ > 0 × ¿!ÉiÅ2Ð	Ñ#åÖ Æ8Ç J∗ 6 0 × Æ8Ê�Â	Ñ�Å�¿�Ì�¿�Â'Ã2ãQÙx¿8À�Í × Ù	Ê�Æ J∗ = 0 Ú L Ðx¿�Á�À�Ë2É�Ê�Á�Æ
J∗ = 0

Á�É�Ä'Ã2ÑYÈ	Ð	Ä	Á�À�ÅxÀ�Ë	Ë2Æ Ö Æ
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Á�Î"�pÀêÉ�Á�Æ8Ç2É�Ê�Á#¿mÈ2Æ�ÃxÆ���Ä	Ê�À�Ã2â�Ë2Æ�É�Ê�ÄÒÆ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ðx¿mÅ2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ�Ä	Ë	Ê�À Ö Ð2Æ�å Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æáÍ,Æ�å
�!À�Ê�Ä2Í,À�Ê�â>Í,À�É�Ê�ÆpÁ�Ê�Æ�ÍYÄ}Ê�Æ�Ã2â�Â�Æ�ÁpÊ�Æ�ÍáÉ�Ã2Ñ�Ùx¿8À × Â�Æ Ö Å�¿ τ(x) = 0 Ú FNÐ	Ä���Ê�Æ�ÍYÄ	ÌhÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	ÇÓ � ) Õ * Ó � Ô�Õ Ä Ó ��� Õ * Ó ��� Õ É�ÃxÀ�Å2Ñ�À�Ê × Ù	Ê�Æ¥Ä ν(x) = 0 Ú euÆ Ö Å�¿¥Ä	Ì&
hÆ8Ð2Í�Ñ�Ã Ó�Ô � Õ × Ó�Ô ) Õ × Ó � Ô�Õ × Ó � � Õ * Ó � � ÕÌ�¿�Â'Ã2ãQÙx¿8À�Í × Ù	Ê�Æ u(x, y) ≡ 0

ÁYÆ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä
Ω × Æ8Ê�Â	Ñ�Å�¿ Ä Á�Î1Ê�À�Â'¿8À�Ê À�Å2Ä	Ë2É�Ê�Á�À�Ë	Ë2Æ�É�Ê�âáÐ2À��pÀ�Ë	Ä	æÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä Ô ÚFHÀ�Ð2À�Ç'ÅxÀ�ÍYÂ¥ÅxÆ8Â'¿�Ì�¿�Ê�À�Ã2â�É�Ê�Á�Ñ}É�Ñ�çpÀ�É�Ê�Á�Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ¥Ð2À��pÀ�Ë	Ä	æ¥Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä Ô Ú FNÑ�É�Ê�â!Á�Ëx¿�Ùx¿�ÃxÀ |a| < m

2Ä |b| < n
2 Ú
ShÃ2æ¨Æ8È	Ð2À�ÅxÀ�ÃxÀ�Ë	Ë2Æ�É�Ê�ÄñÈ	Ð2À�Å2È2Æ�ÃxÆ���Ä2Í × Ù	Ê�Æ m < n Ú FNÐ	Ä m > n

Ä2É�É�ÃxÀ�ÅxÆ8Á#¿�Ë	Ä2À
È	Ð2Æ8Á�Æ�Å2Ä	Ê�É�æ¬¿�Ëx¿�ÃxÆ Ö Ä	Ù	Ë2Æ Ú fHÉ�Â'Ã2ãQÙx¿�æ Ä	ÌpÉ�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	Ç Ó�Ô ' Õ Ä Ó � ! Õ Ä2É�Â�Æ�Í�Ñ�ã 
HÑ�Ë	Â��	Ä	ã ν(x) ×ÉNÑ�Ù2À�Ê�Æ�ÍYÑ�É�ÃxÆ8Á�Ä	Ç Ó � Õ * Ó � Õ Æ8Ê�Ë2Æ�É�Ä	Ê�À�Ã2â�Ë2Æ

τ ′(x)
È	Ð	Ä'Ï#Æ�Å2Ä2ÍáÂ Â	Ðx¿8À�Á�Æ8Ç Ì�¿�Å�¿�Ù2ÀNÅ	Ã2æ Æ�à8Î1Â	Ë2Æ8Á�À�Ë'å

Ë2Æ Ö ÆpÅ2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Äx¿�Ã2â�Ë2Æ Ö Æ>Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ}Å2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ>È2Æ8Ð#æ�Å2Â'¿

γ1D
−(α1+β1)
rx τ ′(t) + γ3D

−(α2+β2)
rx τ ′(t)

=
γ2
2
(r − x)β1D−α1

rx ψ′
1

(
t+ r

2

)
+
γ4
2
(r − x)β2D−α2

rx ψ′
2

(
t+ r

2

)
,
Ó ��! Õ

τ(r) = τr,
Ó � # Õ

Ö ÅxÀ τr = ψ1(r) = ψ2(r) ÚFNÐ	Ä2Í,À�Ë	Ä2ÍPÂ Æ�à�À�Ä2ÍPÙx¿8É�Ê�æ	ÍWÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó ��! Õ Æ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ð Å2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ
Dα1+β1
rx

Ä Á�Æ�É�È2Æ�Ã2â�Ì�Ñ�À�Í,É�æ�É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQç!Ä2ÍéÌ�¿�Â�Æ8Ë2Æ�Í Â�Æ�Í�È2Æ8Ì�Ä��	Ä	Ä�Æ8È2À�Ðx¿�Ê�Æ8Ð2Æ8Á>Å2Ð2Æ�à8Ë2Æ Ö Æ�Ä	Ë	Ê�À Ö Ð2Æ�å
Å2Ä%
�
hÀ�Ð2À�Ë��	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ä	æ©ÉHÆ�Å2Ä	Ëx¿�Â�Æ8Á�Î\Í�Ä Ëx¿�Ùx¿�Ã�¿8Í�Ä  Ô � × ��Ú ��� � f

Dα
ax |t− a|α+βDβ

atϕ(s) = |x− a|β Dα+β
ax |t− a|α ϕ(t),

Â�Æ8Ê�Æ8Ð	Î1Ç æ'Á8Ã2æ	À�Ê�É�æñÉ�È	Ðx¿�Á�À�Å	Ã2Ä	Á�Î\Í Å	Ã2æ Ã2ãNà8Î5Ï
α ∈]0, 1] × β < 0

Ä
ϕ(x) ∈ L[0, r] Ú euÆ Ö Å�¿Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À Ó ��! Õ È2À�Ð2À�È	Ä��pÀ�Ê�É�æmÁ>É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQçpÀ�Ç 
hÆ8Ð2Í,À�f

τ ′(x) +
γ3
γ1
D−δ
rx τ

′(t) = F1(x),
Ó ��' Õ

Ö ÅxÀ δ = (α2 + β2)− (α1 + β1) =
2(n−m)

(m+2) (n+2) ×

F1(x) =
γ2
2γ1

(r − x)−α1Dβ1
rx(r − t)α1+β1ψ′

1

(
t+ r

2

)
+

γ4
2γ1

Dα1+β1
rx (r − t)β2D−α2

rt ψ′
2

(
s+ r

2

)
.

ZiÊ�Ë2Æ�É�Ä	Ê�À�Ã2â�Ë2Æ
τ ′(x)

Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À Ó ��' Õ æ'Á8Ã2æ	À�Ê�É�æ Ä	Ë	Ê�À Ö Ðx¿�Ã2â�Ë	Î\Í Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À�Í K5Æ�Ã2â�Ê�À�Ð	Ðx¿
Á�Ê�Æ8Ð2Æ Ö Æ>Ð2Æ�Å�¿�ÉHæ�Å2Ð2Æ�Í

K(x, t) = (t− x)δ−1/Γ(δ).
fNË	Ê�À Ö Ð	Ä	Ð2Æ8Á#¿�Ë	Ë	Î\Í�Ä æ�Å2Ðx¿8Í�Ämæ�Å2Ðx¿ K(x, t)

É�Ã2Ñ5�p¿�Ê�
HÑ�Ë	Â��	Ä	Ä

Kn(x, t) = (t− x)δ−1 (t− x)δn

Γ(nδ + δ)
, n = 0, 1, 2, . . . ,

¿F
HÑ�Ë	Â��	Ä	æ

R

(
x, t;−γ3

γ1

)
=

∞∑

n=0

(
−γ3
γ1

)n
Kn(x, t) = (t− x)δ−1E1/δ

[
−γ3
γ1

(t− x)δ ; δ

]
,

Ö ÅxÀ E1/δ(z;µ) =
∞∑
k=0

zk

Γ(δk+µ) Ø

HÑ�Ë	Â��	Ä	æYÊ�Ä	Èx¿�	©Ä	Ê�Ê8¿ Ö åUhÀ/
�
NÃxÀ�Ðx¿ × É�Ã2Ñ5��Ä	Ê�Ð2À�Ì�Æ�Ã2â�Á�À�Ë	Ê�Æ8Ç

æ�Å2Ðx¿
K(x, t) Ú
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� È2Æ�Í,Æ8ç!â�ãèÐ2À�Ì�Æ�Ã2â�Á�À�Ë	Ê�Î
R
(
x, t;−γ3

γ1

) æ�Å2Ðx¿
K(x, t)

Ð2À��pÀ�Ë	Ä2ÀHÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä	æ Ó ��' Õ Á�Î1È	Ä2É�Î5å
Á#¿8À�Ê�É�æ Á>æ'Á�Ë2Æ�ÍáÁ�Ä'ÅxÀHÈ2ÆF
hÆ8Ð2Í�Ñ�ÃxÀ

τ ′(x) = F1(x)−
γ3
γ1

r∫

x

(t− x)δ−1E1/δ

[
−γ3
γ1

(t− x)δ ; δ

]
F1(t) dt,

Æ8Ê�Â	Ñ�Å�¿

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ3

γ1
(t− x)δE1/δ

[
−γ3
γ1

(t− x)δ ; δ + 1

]}
F1(t) dt.

Ó ��) Õ

ShÃ2æ>Æ�É�Ê8¿�Ã2â�Ë	Î5Ï>Ì�Ëx¿�Ù2À�Ë	Ä	Ç¥Èx¿�Ðx¿8Í,À�Ê�Ð2Æ8Á
a
Ä
b
Ð2À��pÀ�Ë	Ä2À

τ(x)
Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä × È2Æ�Ã2Ñ�Ùx¿�ãQçpÀ�Ç2É�æ�È2Æ�É�ÃxÀÄ2É�Â'Ã2ãQÙ2À�Ë	Ä	æ 
HÑ�Ë	Â��	Ä	Ä

ν(x)
Ä	Ì É�Æ�Æ8Ê�Á�À�Ê�É�Ê�Á�Ñ�ãQç!Ä'Ï 
HÑ�Ë'Å�¿8Í,À�Ë	Ê8¿�Ã2â�Ë	Î5Ï¨É�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	Ç¨Ëx¿�Ï#Æ�å

Å2æ'Ê�É�æ È2Æ 
hÆ8Ð2Í�Ñ�Ã�¿8Í"f

τ(x) = τ(r)− γ2
2γ1

r∫

x

(r − t)−α1Dβ1
rt (r − s)α1+β1ψ′

1

(
s+ r

2

)
dt

− (2− 2β2)
−β2

γ1
Dα1+β1−1(r − t)β2ψ′

2

(
t+ r

2

)
, |a| < m

2
, b =

n

2
;

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ6

γ1
(t− x)δE1/δ

[
−γ6
γ1

(t− x)δ; δ + 1

]}
F2(t) dt,

|a| < m

2
, b = −n

2
;

τ(x) = τ(r)− γ4
2γ3

r∫

x

(r − t)−α2Dβ2
rt (r − s)α2+β2ψ′

2

(
s+ r

2

)
dt

− (2− 2β1)
−β1

γ3
Dα2+β2−1(r − t)β1ψ′

1

(
t+ r

2

)
, a =

m

2
, |b| < n

2
;

τ(x) = ψ2

(
r + x

2

)
− (2− 2β1)

−β1

γ6
Dα2−1
rx (r − t)β1ψ

′

1

(
r + t

2

)
,

a =
m

2
, b = −n

2
;

τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ3

γ5
(t− x)δE1/δ

[
−γ3
γ5

(t− x)δ; δ + 1

]}
F3(t) dt,

a = −m
2
, |b| < n

2
;

τ(x) = ψ1

(
r + x

2

)
− (2− 2β2)

−β2

γ5
Dα1−1
rx (r − t)β2ψ′

2

(
r + t

2

)
,

a = −m
2
, b =

n

2
;
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τ(x) = τ(r)−
r∫

x

{
1− γ6

γ5
(t− x)δE1/δ

[
−γ6
γ5

(t− x)δ; δ + 1

]}
F4(t) dt,

a = −m
2
, b = −n

2
,

Ö ÅxÀ

γ5 =
21−α1(1− α1)

−α1

Γ(1− α1)
, γ6 =

21−α2(1− α2)
−α2

Γ(1− α2)
;

F2(x) =
1

2γ1

[
γ2(r − x)−α1Dβ1

rx(r − t)α1+β1ψ′
1

(
t+ r

2

)
+ γ6D

−δ
rx ψ

′
2

(
t+ r

2

)]
,

F3(x) =
1

2γ5

[
γ4D

α1
rx (r − t)β2D−α2

rt ψ′
2

(
r + s

2

)
− γ5ψ

′
1

(
r + x

2

)]
,

F4(x) =
1

2γ5

[
γ5ψ

′
1

(
r + x

2

)
+ γ6D

−δ
rx ψ

′
1

(
r + t

2

)]
.

GJÉ�Ã2Ä
m = n × Ê�Æ α1+β1 = α2+β2 × ¿NÈ2Æ8Ê�Æ�Í�ÑpÑ�Ðx¿�Á�Ë2À�Ë	Ä2À

Ó ��! Õ Á���Ê�Æ�Í É�Ã2Ñ�Ùx¿8À\È2À�Ð2À�È	Ä��pÀ�Ê�É�æ
Á¥É�ÃxÀ�Å2Ñ�ãQçpÀ�ÍéÁ�Ä'ÅxÀ

D−(α1+β1)
rx τ ′(t)

=
1

2 (γ1 + γ3)

[
γ2(r − x)β1D−α1

rx ψ′
1

(
t+ r

2

)
+ γ4(r − x)β2D−α2

rx ψ′
2

(
t+ r

2

)]
,
Ó � � Õ

IaÀ��pÀ�Ë	Ä2ÀhÌ�¿�Å�¿�Ù	Ä Ó � # Õ × Ó � � Õ Ä2Í,À�À�Ê>Á�Ä'Å

τ ′(x) =
γ2

2 (γ1 + γ3)

[
Dα1+β1
rx (r − t)β1D−α1

rt ψ′
1

(
r + s

2

)
+ γ4D

α2+β2
rx (r − t)β2D−α2

rt ψ′
2

(
r + s

2

)]
,

Æ8Ê�Â	Ñ�Å�¿

τ(x) = τ(r)− γ2
2 (γ1 + γ3)

r∫

x

(r − t)−α1Dβ1
rt (r − s)α1+β1ψ′

1

(
r + s

2

)
dt

− γ4
2 (γ1 + γ3)

r∫

x

(r − t)−α2Dβ2
rt (r − s)α2+β2ψ′

2

(
r + s

2

)
dt.

FHÆ�É�ÃxÀ Ê�Æ Ö Æ × Â'¿�Â 
HÑ�Ë	Â��	Ä	æ τ(x) Ëx¿�Ç'ÅxÀ�Ëx¿ È2Æ Æ�Å2Ë2Æ8Ç Ä	ÌmÈ2À�Ð2À�Ù	Ä2É�ÃxÀ�Ë	Ë	Î5Ï Á�Î"�pÀ�
hÆ8Ð2Í�Ñ�Ã ×
HÑ�Ë	Â��	Ä	ã
ν(x)

ÃxÀ Ö Â�Æ}Ëx¿�Ç	Ê�Ä Ä	Ì�É�Æ�Æ8Ê�Á�À�Ê�É�Ê�Á�Ñ�ãQç!Ä'Ï�
HÑ�Ë'Å�¿8Í,À�Ë	Ê8¿�Ã2â�Ë	Î5Ï�É�Æ�Æ8Ê�Ë2Æ��pÀ�Ë	Ä	Ç Ú euÆ Ö Å�¿Ð2À��pÀ�Ë	Ä2À Ä2É�É�ÃxÀ�Å2Ñ�À�Í,Æ8Ç Ì�¿�Å�¿�Ù	Ä Ô Á�Î1È	Ä2É�Î1Á#¿8À�Ê�É�æ Â'¿�ÂñÐ2À��pÀ�Ë	Ä2À Ì�¿�Å�¿�Ù	ÄäOHÆ��!Ä Å	Ã2æ¨Ñ�Ðx¿�Á�Ë2À�å
Ë	Ä	æ Ó�Ô�Õ Á¥É�Æ�Æ8Ê�Á�À�Ê�É�Ê�Á�Ñ�ãQçpÀ�Ç©Æ�à�Ã�¿8É�Ê�Ä
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(2− 2β1)
−β1 (r − x)β1 ψ′
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Ö ÅxÀ g(x) Ø È	Ð2Æ8Ä	Ì�Á�Æ�Ã2â�Ëx¿�æ 
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ν∗
[
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l + 2
|y|(l+2)/2 (2t− 1)

]
(1− t)−l/(l+2) dt,
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