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KfÈ�É�Ê	Ê2Ë�Ì²Í}É�Î�Ë�Ï�Ð�Ñ�ÒUÍ2Ð�ÓgÉ�Ð�ÑÕÔ�É�È�É�Ö	×ØË�Ù2Ð�Ê	Ú	Û²Ü�Ê	Û	Ô�×pÑaÉ�Ú�Ü�Û2ÑaÉ�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ö	Û2Ü�Ý�ÉxÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï
Ü�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Û«È}Ë�à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Û	â«à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}ÉRÝ}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ã;Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ãrÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�å�Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý2Ò]Ú�Ë�æ
Ï�Ë�Í	Ò5ã�åiÝ}Ë�Í}É�Ê2Ë�á�Ü�Ú	Û2Ð·à2Ë�Ý2Û	Ê2Ë�Ñ�ÒçÔ�É�È�É�Ê	Ê2Ë�ÌèÜ�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Û�é�d}È}Ð�Ü�Þ�Ñ�Òl×�Ï�Ë�Ö	Ê	â	Ð�ÑfÍ2Ð�Ô�×�Ý2Þ�Ï�É�Ï�åaà2Ë�Ý2×#æ
Ö2Ð�Ê	Ê	Ò1Ì�á«Í}É�Î�Ë�Ï�Ð�êìë�í¶å}â'á�Ê2Ë;×�Ú'É�Ô�Ò1á#É�âîà}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í	ÒLÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý�É;à2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�Ü�Ï�Û�Ý}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ã
Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã!ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�å�È}Ë�à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Û2Ðaà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�ËPÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í}É5Ú�Ë�Ï�Ë�Í	Ò5ã\Û2Ñ,Ð�Ð�ÏNÔ�É�È�É�Ê	Ê2Ë�ÐaÖ	Û2Ü�Ý}Ë1Ú�Ë�Ñiæ
à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï;Ü�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�ÛxÛ	Ô^à	Í2Ë�Ñ,Ð�ïg×�Ï�Ú'ÉgÔ�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	Ì�å	ß�Í}É�Ê	Û	Ù	ÒðÚ�Ë�Ï�Ë�Í2Ë�ß�ËgÊ}É�Ì'È}Ð�Ê	Òðá�Í}É�Î�Ë�Ï�Ðgêìë�í¶é2ñ�Ï�É
Ö}É�Ü�Ï�Þ;Ë�Î�ò�Ð�ÌrÔ�É�È�É�Ö	ÛxÛ2Ü�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ê	Û	â·ß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	Ûxà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë;Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É'é}SaÝ}Ð�È2×�Ð�Ï«Ü�Ú'É�Ô�É�Ï�Þ2å	Ö	Ï�Ë
Ô�Ê}É�Ê	Û2ÐYß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	Û�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�ËrÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í}É«Ñ,Ë�ï!Ð�Ï·Î�Ò1Ï�Þ�à2Ë�Ý}Ð�Ô�Ê2Ë«Ú'É�Ú�à	Í	Û�É�Ê}É�Ý2Û	Ï�Û	Ö2Ð�Ü�Ú�Ë�ÑóÛ2Ü�æ
Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ê	Û	ÛFÉ�Ü�Û2Ñ�à	Ï�Ë�Ï�Û	Ö2Ð�Ü�Ú�Ë�ß�Ë�à2Ë�á�Ð�È}Ð�Ê	Û	âØÜ�Ë�Î�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê	Ò5ã�Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	ÌpÝ}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ãpÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã
ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�å�à2Ë�Ü�Ú�Ë�Ý2Þ�Ú	×\È2Û2ô\ô\Ð�Í2Ð�Ê	Ù	Û}É�Ý2Þ�Ê2Ë�æõß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	Ö2Ð�Ü�Ú	Û2ÐNÜ�á�Ë�Ì2Ü�Ï�á#Éhà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë^Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}ÉPÜ�á�â�æ
Ô�É�Ê	ÒèÜ�Ë\Ü�Ú�Ë�Í2Ë�Ü�Ï�Þ�öÕÜ§ã#Ë�È2Û2Ñ,Ë�Ü�Ï�Û·Ü�Ë�Î�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê	Ò5ã;Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	Ì�Ú;Ï�Ë�Ö	Ú'É�Ñ�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë!Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É'å�Ï�É�Ú
Û�à	Í	Û�à	Í	Û2Î�Ý2Û	ï!Ð�Ê	Ê2Ë�Ñ²Ê}É�ã#Ë�ï�È}Ð�Ê	Û	ÛîÜ�Ë�Î�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê	Ò5ã�Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	Ì�å'à2Ë�Ü�Ú�Ë�Ý2Þ�Ú	×«à2Ë�Ô�á�Ë�Ý2â	Ð�Ï�×�Ï�Ë�Ö	Ê	Û	Ï�Þ
Ë�Î�Ý�É�Ü�Ï�Û\á�ÒNÎ�Ë�Í}É1Ê}É�Ö}É�Ý2Þ�Ê	Ò5ã\à	Í	Û2Î�Ý2Û	ï!Ð�Ê	Û	Ìrê ÷�í¶é�J^Í2Ë�Ñ,Ð,Ï�Ë�ß�Ë	å�ß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	â\ÛRÏ�Ë�à2Ë�Ý}Ë�ß�Û	â\à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�æ
Ê2Ë�ß�Ë«Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É�Ñ,Ë�ï!Ð�ÏrË�Ï�Í}É�ï�É�Ï�Þrá#É�ïgÊ	ÒNÐ!Ú'É�Ö2Ð�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê	ÒNÐ!ã�É�Í}É�Ú	Ï�Ð�Í	Û2Ü�Ï�Û	Ú	Û�ôRÛ	Ô�Û	Ö2Ð�Ü�Ú	Û'ã�Ñ,Ë�È}Ð�æ
Ý}Ð�Ì�åøÛ2Ü�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ê	Û2Ð·Ú�Ë�Ï�Ë�Í	Ò5ã²Ü�á�Ë�È2Û	Ï�Ü�â²ÚØÛ2Ü�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ê	Û	öùà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É�Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã
ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�úûà	Í}É�á�È�É'å�Ú'É�Ú�à	Í}É�á�Û'Ý}Ë	å#Ê2ÐNÝ}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ã}ü�é�e�É�Ê	Ê}É�â«Í}É�Î�Ë�Ï�ÉYÏ�É�Ú	ï!Ð�å�Ú'É�Ú�Û�Í}É�Î�Ë�Ï�É«ê ý�í¶å#Ü�Ë�æ
È}Ð�Í#ïgÛ	Ï«Í2Ð�Ô�×�Ý2Þ�Ï�É�Ï�Ò\å}×�Ï�Ë�Ö	Ê	â'öPò!Û2Ð^Ï�Ë�à2Ë�Ý}Ë�ß�Û	Ö2Ð�Ü�Ú	Û2Ð\ã�É�Í}É�Ú	Ï�Ð�Í	Û2Ü�Ï�Û	Ú	Û�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë«Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É'é

TPÏ�Ë�Ö	Ê	Û2Ñ�à2Ë�Ü�Ï�É�Ê2Ë�á�Ú	×�Ô�É�È�É�Ö	Û�é�S�Ê}É�Ö}É�Ý�ÉRÊ}É�à2Ë�Ñ�Ê	Û2Ñ�Ê2Ð�Ë�Î�ã#Ë�È2Û2Ñ�ÒNÐNÈ	Ý2â�à2Ë�Ê	Û2ÑaÉ�Ê	Û	âgÍ}É�Î�Ë�Ï�Ò
à2Ë�Ê	â'Ï�Û	â�úþÜ�Ñ1é�ê ý�íþü�é�O^×�Ü�Ï�Þ

f ÿ Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê2Ë�Ô�Ê}É�Ö	Ê}É�âîôR×�Ê	Ú	Ù	Û	â�å'É�Ê}É�Ý2Û	Ï�Û	Ö2Ð�Ü�Ú'É�â·á�Ë�Ú	Í2Ð�Ü�Ï�Ê2Ë�Ü�Ï�Û
Ë�Ú	Í	×�ïgÊ2Ë�Ü�Ï�Û�Ð�È2Û	Ê	Û	Ö	Ê2Ë�ß�Ë;Í}É�È2Û	×�Ü�É

S1 = {z ∈ C : |z| = 1} �

f(z) =
∑

k∈Z

akz
k.

ú©ë�ü

��×�È}Ð�Ñ�Ë�Î�Ë�Ô�Ê}É�Ö}É�Ï�ÞRÖ2Ð�Í2Ð�Ô
Tn(f)

Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�×!ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù	×YÍ}É�Ô�Ñ,Ð�Í}É n×n å�Ï�é�Ð�é�ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù	× Tn(f) =
(ai,j)

n
i,j=1

å�ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ö	Ê	ÒNÐ���Ý}Ð�Ñ,Ð�Ê	Ï�Ò Ú�Ë�Ï�Ë�Í2Ë�Ì«Ô�É�È�É�öPÏ�Ü�â;ô\Ë�Í2Ñ�×�Ý}Ë�Ì
ai,j = ai−j

å�ß�È}Ð
ak
Ê}É�ã#Ë�È2â'Ï�Ü�â

�
© ���	��
� ����������¬��ø´��a´ ¯����������������^�ø´��a´
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Û	Ôpú©ë�ü�éaMhÏ�Ñ,Ð�Ï�Û2Ñ1å,Ö	Ï�Ë�×pÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ë�Ì]ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù	ÒçÊ}É�Ú'É�ï�È}Ë�Ì Û	Ô�È2Û}É�ß�Ë�Ê}É�Ý}Ð�Ì�åaà}É�Í}É�Ý	Ý}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò5ã
ß�Ý�É�á�Ê2Ë�Ì�å'Ü�Ï�Ë�â'Ï�Ë�È2Û	Ê}É�Ú�Ë�á�ÒNÐ���Ý}Ð�Ñ,Ð�Ê	Ï�Ò\é	d�É�Ñ,Ð�Ï�Û2Ñ1å#Ö	Ï�Ë!Ð�Ü�Ý2Û;È	Ý2â

k < −r Û;È	Ý2â k > h
å
ak = 0

å
Ï�é2Ð�é}É�Ê}É�Ý2Û	Ï�Û	Ö2Ð�Ü�Ú'É�â�ôR×�Ê	Ú	Ù	Û	â

f(z)
à	Í2Ð�á�Í}É�ògÉ�Ð�Ï�Ü�âxágÝ}Ë�Í}É�Ê2Ë�á�Ü�Ú	Û	Ìîà2Ë�Ý2Û	Ê2Ë�Ñ

f(z) =
h∑

k=−r

akz
k,

Ï�Ë;Ü�Ë�Ë�Ï�á�Ð�Ï�Ü�Ï�á�×�öPògÉ�â·Ï�É�Ú�Ë�Ì�ôR×�Ê	Ú	Ù	Û	ÛxÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á#É«ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù}É�Ê}É�Ô�Ò1á#É�Ð�Ï�Ü�â��
	�������������}é
TPà2Ë�Í#â�È}Ë�Ö	Û2Ñ Ú'É�Ú	Û2ÑiæõÊ	Û2Î�×�È2Þ Ë�Î�Í}É�Ô�Ë�Ñ Ü�Ë�Î�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê	ÒNÐGÔ�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	â {λn,i}n−1

i=−n+1

ÑaÉ�Ï�Í	Û'æ
Ù	Ò

Tn(f)
å!Ê}É�à	Í	Û2Ñ,Ð�Í�ågà2Ëfá�Ë�Ô�Í}É�Ü�Ï�É�Ê	Û	ö Û'ãlÑ,Ë�È2×�Ý2â � |λn,i| 6 |λn,j|

à	Í	Û
i < j

égO^×�Ü�Ï�Þ
σn = σ(Tn(f)) = {λn,0, . . . , λn,n} ÿ

Ü�à2Ð�Ú	Ï�ÍîÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù	Ò
Tn(f)

é	_îÊ2Ë�ï!Ð�Ü�Ï�á�Ë;à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò5ãxÏ�Ë�Ö2Ð�Ú
à2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�Ü�Ï�Ð�Ì {λk}

å�ß�È}Ð
λk ∈ σik

å
limk→∞ ik = ∞ Î�×�È}Ð�ÑîÊ}É�Ô�Ò1á#É�Ï�Þ�����	���	�������� �"!#�
	�$�%

&�'�(�)����!*�
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	#+��546�7,�&�'.�3 {Tn(f)}∞n=1

ÛxË�Î�Ë�Ô�Ê}É�Ö}É�Ï�Þ«Ö2Ð�Í2Ð�Ô
σl(f)

é
[aÜ�Ï�Ð�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê	ÒNÐFá�Ë�à	Í2Ë�Ü�Ò\å^Ú�Ë�Ï�Ë�Í	ÒNÐFÜ�Í}É�Ô�×ðá�Ë�Ô�Ê	Û	Ú'É�öPÏ � Ú'É�ÚLÜ�á�â'Ô�É�Êfà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1ÌuÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í

ÜPôR×�Ê	Ú	Ù	Û2Ð�Ì
f(z)

úûÚ�Ë�Ï�Ë�Í	×�öÕÏ�É�Ú	ï!ÐPÊ}É�Ô�Ò1á#É�öPÏgÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý}Ë�ÑØÚ'É�ï�È}Ë�Ì·Û	Ô^ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ùrà2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�æ
Ê2Ë�Ü�Ï�Û {Tn(f)}∞n=1

ü�å�Ú'É�Ú�Ë�á#É�ß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	Ö2Ð�Ü�Ú'É�âxÜ�Ï�Í	×�Ú	Ï�×�Í}É!à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë;Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É�8R[aÜ�Ï�Ð�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê2Ë
Ë�ïgÛ'È�É�Ï�Þ2å2Ö	Ï�Ë;Ë�Ï�á�Ð�Ï;Ê}É�á�Ï�Ë�Í2Ë�Ìxá�Ë�à	Í2Ë�ÜYÎ�×�È}Ð�Ï�È�É�ÊxágÏ�Ð�Í2Ñ�Û	Ê}É�ãîôR×�Ê	Ú	Ù	Û	Û

f
é

d�É�È�É�Ö}É�ß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	Ö2Ð�Ü�Ú�Ë�ß�ËpË�à	Û2Ü�É�Ê	Û	â²à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É�Û	Ô�È�É�á�Ê}É�à	Í	Û	á�Ý}Ð�Ú'É�Ð�Ï�á�Ê	Û2ÑaÉ�æ
Ê	Û2ÐîÑ�Ê2Ë�ß�Û'ãèÑaÉ�Ï�Ð�ÑaÉ�Ï�Û	Ú�Ë�á2é5KlÚ'Ý�É�Ü�Ü�Û	Ö2Ð�Ü�Ú�Ë�ÌóÍ}É�Î�Ë�Ï�Ð�9�é�S�à	Û	Ï�Ù2Ð�Í}É�Û]Ogé;:uÑ�Û'È2Ï�Éèê ��íPÎ�Ò5Ý}Ë
à2Ë�Ý2×�Ö2Ð�Ê2ËØË�à	Û2Ü�É�Ê	Û2Ð�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�ËØÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í}ÉpápÏ�Ð�Í2Ñ�Û	Ê}É�ã]Ü�Ë�á�à}É�È}Ð�Ê	Û	â]Ñ,Ë�È2×�Ý}Ð�Ì]Ú�Ë�Í	Ê2Ð�Ì Ñ�Ê2Ë�æ
ß�Ë�Ö'Ý}Ð�Ê}É Ü�Ï�Í2Ë�â'ò�Ð�ß�Ë�Ü�âðà2ËFÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý2×óà2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�Ü�Ï�ÛÕÝ}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ãðÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ãÕÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�é
XRÜ�à2Ë�Ý2Þ�Ô�×�âpÏ�É�Ú�Ë�Ð�Ë�à	Û2Ü�É�Ê	Û2Ð<9�éiS�à	Û	Ï�Ù2Ð�ÍØÛpOgé=:uÑ�Û'È2ÏîÈ}Ë�Ú'É�Ô�É�Ý2Û�åøÖ	Ï�Ë·à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1Ì²Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í�å
Ý2Û2Î�Ë·Ë�È2Ê2Ë�Ñ,Ð�Í	Ê2Ë�Ð;Ñ�Ê2Ë�ï!Ð�Ü�Ï�á�Ë	å�â'á�Ý2â'öPò�Ð�Ð�Ü�â�Ë�Î�>�Ð�È2Û	Ê2Ð�Ê	Û2Ð�ÑÕÉ�Ê}É�Ý2Û	Ï�Û	Ö2Ð�Ü�Ú	Û'ã�È2×�ß�å�Ý2Û2Î�Ë�Ê	×�Ý2Þ�æ
Ñ,Ð�Í	Ê2Ë�Ð·Ñ�Ê2Ë�ï!Ð�Ü�Ï�á�Ë	é�ORË�Ô�È2Ê2Ð�ÐrT�Ý2Þ�ÑaÉ�ÊØÈ}Ë�Ú'É�Ô�É�Ý]Ü�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Þ�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É²ê ?�í¶é �5Ë�Ý}Ð�Ð
Ï�Ë�Ê	Ú	Û2Ðrß�Ð�Ë�Ñ,Ð�Ï�Í	Û	Ö2Ð�Ü�Ú	Û2Ðxá�Ë�à	Í2Ë�Ü�Ò Ë�Ü�Ï�Í2Ë�Ð�Ê	Û	ÛFà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}ÉîÝ}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ã²Ê2Ð�Ü�É�Ñ,Ë�Ü�Ë�æ
à	Í#â'ï!Ð�Ê	Ê	Ò5ãóÑaÉ�Ï�Í	Û	Ùèâ'á�Ý2â'öPÏ�Ü�â Ê2Ð�Í2Ð�Ó�Ð�Ê	Ê	ÒNÑ�ÛèÈ}Ë�Ê}É�Ü�Ï�Ë�â'ò�Ð�ß�Ëpá�Í2Ð�Ñ,Ð�Ê	Û�é�KUÈ�É�Ê	Ê2Ë�ÌèÍ}É�Î�Ë�Ï�Ð
Ñ�ÒùÛ2Ü�Ü�Ý}Ð�È2×�Ð�ÑUá�Ë�à	Í2Ë�Ü�Ë�Ö	Û2Ü�Ý}ÐîÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï²È}Ë�à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Û	â]à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë²Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É�Ý}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê	Ò5ã
Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã�ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�é2`RÐ�Ï�Í	Û	á�Û}É�Ý2Þ�Ê	ÒNÑ ×�ï!ÐRâ'á�Ý2â	Ð�Ï�Ü�â·Ï�Ë�Ï«ôYÉ�Ú	Ï�å'Ö	Ï�Ë�Ö	Û2Ü�Ý}Ë ��Ï�Û'ãrÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï
Ñ,Ë�ï!Ð�Ï�Î�Ò1Ï�Þ«Ü�Ú�Ë�Ý2Þ;×�ß�Ë�È2Ê2Ë;Î�Ë�Ý2Þ�Ó!Û2Ñ1å2Ë�Ê2Ë�Í}É�Ü�Ï�Ð�Ï;Ê2ÐRÑ,Ð�È	Ý}Ð�Ê	Ê2Ð�Ð\Ê2Ð�Ú�Ë�Ï�Ë�Í2Ë�ÌxÝ2Û	Ê2Ð�Ì	Ê2Ë�ÌîôR×�Ê	Ú'æ
Ù	Û	ÛèË�Ï�Ü�Ï�Ð�à2Ð�Ê	ÛèÑ�Ê2Ë�ß�Ë�Ö'Ý}Ð�Ê}É

f ÿ Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý�É�Ý}Ð�Ê	Ï�Ë�Ö	Ê2Ë�ÌèÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ë�ÌóÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù	Ò\éa_îÒ Ü�Ï�Í2Ë�Û2Ñ
Ú�Ë�Ê	Ú	Í2Ð�Ï�Ê	ÒNÐ�à	Í	Û2Ñ,Ð�Í	Ò²Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý}Ë�á ÿ à2Ë�Ý2Û	Ê2Ë�Ñ,Ë�áPZ\Ë�Í}É�Ê}É'å�Ï�É�Ú	Û'ã�å�Ö	Ï�Ë1à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1Ì�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í!Ü�Ë�Ë�Ï�æá�Ð�Ï�Ü�Ï�á�×�öPò!Û'ãYÛ2ÑîÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ãgÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù!Í}É�Ô�Î�Û	á#É�Ð�Ï^Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	×�ö]à'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�ÞRÊ}ÉhÑaÉ�Ú�Ü�Û2ÑaÉ�Ý2Þ�Ê2Ë�Ð
Ö	Û2Ü�Ý}Ë�Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï�Ü�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Û·Í}É�á�Ê2Ë�Ð [k+1

2

] å�ß�È}Ð
2k ÿ Ü�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Þgà2Ë�Ý2Û	Ê2Ë�ÑaÉ�Z\Ë�Í}É�Ê}É'å'â'á�Ý2â'öPò�Ð�æ

ß�Ë�Ü�ârÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý}Ë�ÑØÈ�É�Ê	Ê2Ë�Ìrà2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�Ü�Ï�ÛxÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã·ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�é	J\É�ÚrË�Ï�Ñ,Ð�Ö2Ð�Ê2Ë�á�Ò1Ó�Ð�å�Ñ�Ò
×�Ï�Ë�Ö	Ê	â	Ð�Ñ�áPÈ�É�Ê	Ê2Ë�Ì�Í}É�Î�Ë�Ï�Ð�å�Í2Ð�Ô�×�Ý2Þ�Ï�É�ÏRà2Ë�Ý2×�Ö2Ð�Ê	Ê	Ò1ÌgáPÍ}É�Î�Ë�Ï�Ð^êìë�í¶å�â'á�Ê2Ë^Ü�Ï�Í2Ë�â!Ï�É�Ú	Û2Ð1Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý2Ò\å
Ö	Ï�Ë!à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1ÌîÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í·Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ãxÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�å	Ë�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2â	Ð�Ñ�Ò5ã ��Ï�Û2Ñ�Û·Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý�É�Ñ�Û�å	Í}É�Ô�Î�Û	á#É�Ð�Ï
Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	×�öUà'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�Þ·Ê}ÉgÝ2ö^Î�Ë�ÐYÊ}É�à2Ð�Í2Ð�È�Ô�É�È�É�Ê	Ê2Ë�Ð!Ö	Û2Ü�Ý}Ë�Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	ÏxÜ�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Û�Û	Ô!à	Í2Ë�æ
Ñ,Ð�ïg×�Ï�Ú'É {

1, 2, . . . ,
[
k+1
2

]} é�bøË�Ö	Ê2Ð�Ð�ß�Ë�á�Ë�Í#â�å1Ñ�Ò à2Ë�Ú'É�Ô�Ò1á#É�Ð�Ñçâ'á�Ê	ÒNÑ�Û ô\Ë�Í2Ñ�×�Ý�É�Ñ�Û�å�Ú'É�Ú	Û2Ñ
Ë�Î�Í}É�Ô�Ë�ÑfÜ�Ý}Ð�È2×�Ð�Ï�á�ÒNÎ�Û	Í}É�Ï�Þ�à}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í	Òlà2Ë�Ý2Û	Ê2Ë�Ñ,Ë�á�Z\Ë�Í}É�Ê}É·È	Ý2â�Ï�Ë�ß�Ë	åøÖ	Ï�Ë�Î�Òlà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1Ì
Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í�Í}É�Ô�Î�Û	á#É�Ý�Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	×�öUà'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�Þ·Ê}ÉgÔ�É�È�É�Ê	Ê2Ë�Ð!Ö	Û2Ü�Ý}Ë«Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	ÏxÜ�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Û

r
å2ß�È}Ð

1 6 r 6 [k+1
2 ]
é�KFà	Í	Û'Ý}Ë�ï!Ð�Ê	Û	Û·à	Í	Û	á�Ð�È}Ð�Ê	ÒóÖ	Û2Ü�Ý}Ð�Ê	Ê	ÒNÐPà	Í	Û2Ñ,Ð�Í	Ò\å�à2Ë�È2Ï�á�Ð�Í#ï�È�É�öPò!Û2ÐRÜ�à	Í}É�á�Ð�È	æ

Ý2Û	á�Ë�Ü�Ï�Þ�à2Ë�Ý2×�Ö2Ð�Ê	Ê	Ò5ã�Í2Ð�Ô�×�Ý2Þ�Ï�É�Ï�Ë�á2é2biÉ�Ú	Û2Ñ²Ë�Î�Í}É�Ô�Ë�Ñ1å'Ñ�Ò]à2Ë�Ý2×�Ö}É�Ð�ÑØÊ2Ð�Ú�Ë�Ï�Ë�Í	ÒNÐRË�Ù2Ð�Ê	Ú	Û·Ü�Ê	Û	Ô�×
È	Ý2â²ÑaÉ�Ú�Ü�Û2ÑaÉ�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ö	Û2Ü�Ý�ÉîÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï�Ê}ÉîÚ�Ë�Ï�Ë�Í	ÒNÐ·Ñ,Ë�ï!Ð�Ï�Í}É�Ô�Î�Û	á#É�Ï�Þ�Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	×�ö à'Ý}Ë�Ü�æ
Ú�Ë�Ü�Ï�Þ�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1Ì�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Íîà2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�Ü�Ï�Û�Ï qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã�ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�Ü\Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý}Ë�ÑèÔ�É�È�É�Ê	Ê2Ë�Ì
Ü�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Û

k
éa`^Û	ï!ÐîÑ�ÒùÎ�×�È}Ð�ÑLÛ2Ü�à2Ë�Ý2Þ�Ô�Ë�á#É�Ï�Þ²Ü�Ý}Ð�È2×�öPò!Û2ÐxÜ�Ï�É�Ê'È�É�Í	Ï�Ê	ÒNÐ�Ë�Î�Ë�Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	â�é5VRÐ�Í2Ð�Ô

σ(A)
Î�×�È}Ð�Ñ Ë�Î�Ë�Ô�Ê}É�Ö}É�Ï�ÞrÜ�à2Ð�Ú	Ï�ÍîË�à2Ð�Í}É�Ï�Ë�Í}É

A �

σ(A) = {λ ∈ C : A− λI ÿ Ê2Ð�Ë�Î�Í}É�Ï�Û2Ñ }.
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@?A��	���iz}Å}�iz�
�iÆ�����{��'|��	|������}z}|'~
��×�È}Ð�Ñ²Í}É�Ü�Ü�ÑaÉ�Ï�Í	Û	á#É�Ï�ÞrÑ�Ê2Ë�ß�Ë�Ö'Ý}Ð�Ê

b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k,
ú ÷�ü

ß�È}Ð
µ
å
α
å
β ÿ Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	ÒNÐ!Ö	Û2Ü�Ý�É�Û

α · β 6= 0
é	O^×�Ü�Ï�Þ

a(t) = t−1(t− α)(t− β).
ú ý�ü

Z\Ð�ß�Ú�Ë;á�Û'È}Ð�Ï�Þ2å	Ö	Ï�Ëgá;Ü�Û'Ý2×·ô\Ë�Í2Ñ�×�ÝØú ÷�ü�å�ú ý�ü

b(t) = µ+ (a(t))k.
ú ��ü

SaÝ}Ð�È2×�öPògÉ�â�Ý}Ð�Ñ,ÑaÉgà	Í	Û	á�Ð�È}Ð�Ê}ÉgágÍ}É�Î�Ë�Ï�Ð;êìë�í¶é
�îÆ�������>}A��N"ø���ø������$	/^�P��0?���?��"�/è0 - ���?��� - 
�����������$ - �������r�?��$?� - ��$	/��r���� 0	�	�� ?��
�/���������"��� 

�R���2��
 - �������
a(t)

�
b(t)

��
��	���$	/L���?���2 �!�"!�2�ó� -�- ��$ -�# ��$	�?���%$

σl(b(t)) = µ+ (σl(a(t)))
k.

ú ?�ü

S�ô\Ë�Í2Ñ�×�Ý2Û	Í	×�Ð�ÑUÏ�Ð�à2Ð�Í	Þ²Ë�Ü�Ê2Ë�á�Ê2Ë�ÌóÍ2Ð�Ô�×�Ý2Þ�Ï�É�ÏFÍ}É�Î�Ë�Ï�Ò\é5O^×�Ü�Ï�Þ
k ÿ Ê}É�Ï�×�Í}É�Ý2Þ�Ê2Ë�Ð�Ö	Û2Ü�Ý}Ë	å

É
b(t)

Ë�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2â	Ð�Ï�Ü�âîô\Ë�Í2Ñ�×�Ý}Ë�ÌØú ÷�ü�é2bøË�ß�È�ÉgÛ2Ñ,Ð�Ð�Ï«Ñ,Ð�Ü�Ï�Ë;Ü�Ý}Ð�È2×�öPògÉ�ârÏ�Ð�Ë�Í2Ð�ÑaÉ'é
&�Æ#z��iÆ���� >}A

1. ' ���	� k = 1
�	�	�

k = 2
* � -

C \ σl(b)
��
��	���$ 4

2. ' ���	� k > 3
* � -

C \ σl(b)
� - �;���;�2������� [k+1

2

] � - ��0 - $?��$?��úû
��	��!��#�(�î$?� -�� "���$	������$	$� �!
� - ��0 - $?��$?�� �ü 4

3.
9g�����	���Y� -���- $����� #"�������$ -���- ���?�����

j
�����Y�2 

1
� [k+1

2

] �© �"«������
� �!Y�r�����	�?�
α
*
β
* ��� -

C \ σl(b)
�2�������^" - 
�$ -

j
� - ��0 - $?��$?� 4�) ����$	$ -

α
*
β
$�� � - �������*�x�2P #"���
�$?��$	�	�+$

{
−(α+ β) + 2

√
α · β = f1,

−(α+ β)− 2
√
α · β = f2.

ú-,�ü

�N"��/.�� - �
f1
*
f2
���?���2 2����
�/�0��#"������î����� * ��� - 0�/ó"����$ - �����r�$�������$	�	��������" �  2����$?� - 
; �� -21


��?����
 - "��'�������?���2 �!�"«���ø r 2��� - 
���!	$

π(r − 1)

k
< | arg(f1)− arg(f2)| <

πr

k
, r = 1, . . . , k.

ú43�ü

�5.�� - � ���� ��#�������?��� - � - ��0 - $?��$?�F��
��	�$ - ����� � - 0 - �	$?��$	���]0#"ø���ø������$ -���- ��0?���?��"��60� ��ø���
"���
�$������'�*� [ r+1

2

] 4

C
biÉ�Ú«Ú'É�Ú;È}Ë�à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Û2ÐPË�Ï�Í2Ð�Ô�Ú'ÉRà	Í#â	Ñ,Ë�Ì�Ü�á�â'Ô�Ê2Ë	å�Ï�Ë\Ñ�Ò à2Ë�Ý2×�Ö}É�Ð�Ñ�Û	ÔNÍ}É�á�Ð�Ê2Ü�Ï�á#É�ú ?�üøÈ}Ë�Ú'É�æ

Ô�Ò1á#É�Ð�Ñ,Ë�ÐR×�Ï�á�Ð�Í#ï�È}Ð�Ê	Û	ârÈ	Ý2â
k = 1

é	O^Í	Û
k = 2

Ñ�Ò à2Ë�Ý2×�Ö}É�Ð�Ñ1å	Ö	Ï�Ë�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1ÌîÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í
σl(b)à	Í2Ð�È}Ü�Ï�É�á�Ý2â	Ð�Ï²Ü�Ë�Î�Ë�Ì à	Í2Ë�Ü�Ï�×�öùÍ}É�Ô�Ë�Ñ�Ú	Ê	×�Ï�×�ö Ú	Í	Û	á�×�ö�å,à2Ë�Ü�Ú�Ë�Ý2Þ�Ú	×F×�ß�Ë�ÝèÑ,Ð�ï�È2×²Ú�Ë�Ê	Ù2Ð�á�ÒNÑ�Û

Ï�Ë�Ö	Ú'É�Ñ�ÛØá ��Ï�Ë�ÑÕÜ�Ý2×�Ö}É�Ð«Î�Ë�Ý2Þ�Ó�Ð;Ö2Ð�Ñ
π
ÛØÑ,Ð�Ê	Þ�Ó�Ð�å�Ö2Ð�Ñ

2π
éøK ��Ï�Ë�ÑÕÜ�Ý2×�Ö}É�Ð;Ï�É�Ú	ï!Ð«à2Ë�Ý2×�Ö}É�æ

Ð�Ï�Ü�âxË�È2Ê}ÉgÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï�É«Ü�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�ÛxÈ}Ë�à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Û	âxà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É'é}ORË�Ú'É�ï!Ð�Ñ1å}Ö	Ï�Ë�á«Ü�Û'Ý2×
ô\Ë�Í2Ñ�×�Ý2Ò ú ?�ü^Ûp×�Ö	Û	Ï�Ò1á#É�â�åøÖ	Ï�Ë

σl(a)
��Ï�ËîË�Ï�Í2Ð�Ô�Ë�Ú�åiÑ�Ê2Ë�ï!Ð�Ü�Ï�á�Ë

σl(b)
Û2Ñ,Ð�Ð�Ï�Ê2Ð«Î�Ë�Ý}Ð�Ð [k+1

2

]
Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï;ÛrÖ	Ï�Ë�Ú'É�ï�È}Ë�ÐRÔ�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û2ÐRÖ	Û2Ü�Ý�É!Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï«Ñ,Ð�ï�È2×

1
Û [k+1

2

] Ñ,Ë�ï!Ð�Ï«Î�Ò1Ï�ÞgÍ2Ð�É�Ý2Û'æ
Ô�Ë�á#É�Ê2ËxúûÊ}É�à	Í	Û2Ñ,Ð�Í�å2Ñ�Òóà2Ë�Ý2×�Ö}É�Ð�Ñ²Ï�Ë�Ö	Ê2Ë [k+1

2

] å'Ð�Ü�Ý2Û·Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û2Ð |µ− (α+ β)| > 0
È}Ë�Ü�Ï�É�Ï�Ë�Ö	Ê2Ë

ÑaÉ�Ý}Ë�Û�Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û2Ð |α · β| > 0
È}Ë�Ü�Ï�É�Ï�Ë�Ö	Ê2Ë·á�Ð�Ý2Û	Ú�Ë#ü�é}e!Ð�Ì2Ü�Ï�á�Û	Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë	å�á�ÒNÎ�Ð�Í2Ð�Ñ ô\Ë�Ú	×�Ü�Ò

f1
å
f2Ï�É�Ú�å	Ö	Ï�Ë�Î�Òðá�Ò1à2Ë�Ý2Ê	â�Ý}Ë�Ü�Þ�×�Ü�Ý}Ë�á�Û2Ð«ú43�ü�å	Ï�é2Ð�é

π(s− 1)

k
< | arg(f1)− arg(f2)| <

πs

k
, s = 1, . . . , k.

ú-7�ü
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XRÑ,Ð�Ê	Ê2Ë	å	à	×�Ü�Ï�Þ
f1 = r · exp

(
πi(s−1)

2k

) å
f2 = r · exp

(
−πi(s−1)

2k

) é	bøË�ß�È�É'å	Û2Ü�à2Ë�Ý2Þ�Ô�×�âxô\Ë�Í2Ñ�×#æ
Ý2×�ú-,�ü�å2Ñ�ÒðÊ}É�ã#Ë�È2Û2Ñ â'á�Ê	ÒNÐRÔ�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	âxà}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í2Ë�á

α
å
β �

{
α = − f1+f2

4 + 1
2

√
f1 · f2,

β = − f1+f2
4 − 1

2

√
f1 · f2.

ú���ü

`RÐ�Ï�Í	×�È2Ê2Ërá�Û'È}Ð�Ï�Þ2å?Ö	Ï�Ërà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1ÌpÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í
σl(a)

à	Í2Ð�È}Ü�Ï�É�á�Ý2â	Ð�Ï�Ü�Ë�Î�Ë�Ì�Ë�Ï�Í2Ð�Ô�Ë�Ú � σl(a) =
{z ∈ C : z = z(t) = tf1 + (1 − t)f2, 0 6 t 6 1} é ��×�È}Ð�Ñ=Ü�Ý}Ð�È2Û	Ï�ÞØÔ�É�Ï�Ë�Ö	Ú'É�Ñ�Û Ë�Ï�Í2Ð�Ô�Ú'É
à	Í	Ûèá�Ë�Ô�á�Ð�È}Ð�Ê	Û	Û]á

k
æõ×�ö Ü�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Þ úþÑ�Ò Ë�Ï�Ë�ï�È}Ð�Ü�Ï�á�Ý2â	Ð�ÑUÏ�Ë�Ö	Ú	Ûèà'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�ÛóÜ·Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	ÒNÑ�Û

Ö	Û2Ü�Ý�É�Ñ�Û�ü �

(z(t))k=(t·f1+(1−t)·f2)k=
(
t ·
(
r · exp

(
πi(s− 1)

2k

))
+ (1− t)

(
r · exp

(
−πi(s− 1)

2k

)))k
.

��×�È}Ð�Ñ Ü�Ý}Ð�È2Û	Ï�Þ«Ü�Ê}É�Ö}É�Ý�ÉgÔ�É�Ú�Ë�Ê	Ù2Ð�á�ÒNÑ�Û�Ï�Ë�Ö	Ú'É�Ñ�Û�Ë�Ï�Í2Ð�Ô�Ú'É
z(1)

å
z(0)

é}ORË�Ý2×�Ö}É�Ð�Ñ �

(z(1))k = (f1)
k = rk · exp

(
πi(s− 1)

2

)
, (z(0))k = (f2)

k = rk · exp
(
−πi(s− 1)

2

)
.

`RÐ�Ï�Í	×�È2Ê2Ërá�Û'È}Ð�Ï�Þ2å�Ö	Ï�Ë�árÜ�Û'Ý2×îÊ2Ð�à	Í2Ð�Í	Ò1á�Ê2Ë�Ü�Ï�ÛpË�Ï�Ë�Î�Í}É�ï!Ð�Ê	Û	â�á�Ë�Ô�á�Ð�È}Ð�Ê	Û	â�árÜ�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Þ2å�Ë�Î�æ
Í}É�Ô�Ë�Ñ�Ë�Ï�Í2Ð�Ô�Ú'ÉRà	Í	Û ��Ï�Ë�Ñ�Ë�Ï�Ë�Î�Í}É�ï!Ð�Ê	Û	Û«â'á�Ý2â	Ð�Ï�Ü�âgÚ	Í	Û	á#É�â�å�Û2Ñ,Ð�öPògÉ�â [ s−1

2

] Ü�É�Ñ,Ë�à2Ð�Í2Ð�Ü�Ð�Ö2Ð�Ê	Û	Ì�é
úþO^Í	Û·á�Ë�Ô�á�Ð�È}Ð�Ê	Û	ÛîágÜ�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Þ«Ñ,Ë�È2×�Ý2ÞgÛîÉ�Í	ß�×'Ñ,Ð�Ê	Ï;ôR×�Ê	Ú	Ù	Û	Û·â'á�Ý2â'öPÏ�Ü�ârÊ2Ð�à	Í2Ð�Í	Ò1á�Ê	ÒNÑ�Û�ôR×�Ê	Ú'æ
Ù	Û	â	Ñ�Û�å�Ü�Ë�Ë�Ï�á�Ð�Ï�Ü�Ï�á�Ð�Ê	Ê2Ë	å?Ñ,Ë�È2×�Ý2âxÛ�É�Í	ß�×'Ñ,Ð�Ê	Ï�É;Ê2Ð�Ô�É�á�Û2Ü�Û2Ñ,Ë�Ì�à2Ð�Í2Ð�Ñ,Ð�Ê	Ê2Ë�Ì�é ühK Ü�Û'Ý2×xÑ,Ë�Ê2Ë�Ï�Ë�Ê'æ
Ê2Ë�Ü�Ï�Û�Í2Ë�Ü�Ï�É�úû×'Î�Ò1á#É�Ê	Û	â}üNÑ,Ë�È2×�Ý2âîÏ�Ë�Ö2Ð�Ú�Ë�Ï�Í2Ð�Ô�Ú'É

z
à	Í	Û�á�Ë�Ô�á�Ð�È}Ð�Ê	Û	Û�á�Ü�Ï�Ð�à2Ð�Ê	Þ

k
à	Í	Û |z| > 1ú |z| < 1

ügá�Ü�ÐxÏ�Ë�Ö	Ú	ÛóÜ�É�Ñ,Ë�à2Ð�Í2Ð�Ü�Ð�Ö2Ð�Ê	Û	Ì Í}É�Ô�Ý2Û	Ö	Ê	Ò\éNSaÝ}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë	å ��Ï�É�Ú	Í	Û	á#É�âèÍ}É�Ô�Î�Û	á#É�Ð�Ï
à'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�Þ�Ê}É [ s−1

2

]
+ 1 =

[
s+1
2

] Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	ÏrÜ�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Ûxà	Í	Û
s = 1, . . . , k

é
B

�������
	��������� MhÏ�Ñ,Ð�Ï�Û2Ñ1å�Ö	Ï�Ë·Û	Ô�È}Ë�Ú'É�Ô�É�Ï�Ð�Ý2Þ�Ü�Ï�á#ÉîÏ�Ð�Ë�Í2Ð�Ñ�Ò=Ü�Ý}Ð�È2×�Ð�Ïîâ'á�Ê	Ò1ÌpÜ�à2Ë�Ü�Ë�Î·à2Ë�æ
Ü�Ï�Í2Ë�Ð�Ê	Û	âîÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý�ÉgÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã�ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�å2à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1Ì�Ü�à2Ð�Ú	Ï�ÍxÚ�Ë�Ï�Ë�Í	Ò5ãxÈ}Ð�Ý2Û	Ï;Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	×�ö
à'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�ÞpÊ}ÉîÖ	Û2Ü�Ý}Ë

s = 1, . . . , k
Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	ÏØÜ�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Û�å,×�È}Ë�á�Ý}Ð�Ï�á�Ë�Í#â'öPò!Û'ãF×�Ü�Ý}Ë�á�Û	öùÏ�Ð�Ë�æ

Í2Ð�Ñ�Ò\é	e!Ð�Ì2Ü�Ï�á�Û	Ï�Ð�Ý2Þ�Ê2Ë	å�Ô�É�ôRÛ	Ú�Ü�Û	Í	×�Ð�Ñ]à	Í2Ë�Û	Ô�á�Ë�Ý2Þ�Ê2Ë�Ð!Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê2Ë�Ð�Ö	Û2Ü�Ý}Ë
z0
å}Ë�Ï�Ý2Û	Ö	Ê2Ë�Ð�Ë�Ï

0
é

K�ÒNÎ�Ð�Í2Ð�Ñ ×�ß�Ë�Ý
φ
å	×�È}Ë�á�Ý}Ð�Ï�á�Ë�Í#â'öPò!Û	Ìî×�Ü�Ý}Ë�á�Û	ö ú-7�ü �

π(s− 1)

k
< φ <

πs

k
.

ORË�Ý}Ë�ïgÛ2Ñ
f1 = z0

å
f2 = eiφz0

éøXRÜ�à2Ë�Ý2Þ�Ô�×�â²ô\Ë�Í2Ñ�×�Ý2Ò ú���ü^Ê}É�Ì'È}Ð�ÑÕâ'á�Ê2ËxÔ�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	âØà}É�Í}É�æ
Ñ,Ð�Ï�Í2Ë�á

α
å
β � {

α = − z0+eiφz0
4 + 1

2z0e
iφ/2,

β = − z0+eiφz0
4 − 1

2z0e
iφ/2.

� A�� �i��{,z���Æ#�i�iÆ2A�� �i� �PÆ �i~ Å}~��i����{,Æ#�i��� ���iÆ�ÇaÆ�{��}�i~��6���iÆ#�i| �iz}Å

Q�É�Ü�Ü�Ñ,Ë�Ï�Í	Û2ÑèÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý
b(t) = µ+ t−k(t−α)k(t− β)k

ÜPà}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í}É�Ñ�Û
µ = 0+ i

å
α = 3− 5i

å
β = 1 + 3i

é�`^Û	ï!Ð;à	Í	Û	á�Ð�È}Ð�Ê	Òuà	Í	Û2Ñ,Ð�Í	Ò=à2Ë�Ü�Ï�Í2Ë�Ð�Ê	Û	â�à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�ËîÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í}Érà2Ë�Ü�Ý}Ð�È}Ë�á#É�Ï�Ð�Ý2Þ�æ
Ê2Ë�Ü�Ï�ÛxÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ãîÑaÉ�Ï�Í	Û	ÙîÜRÜ�Û2Ñ�á�Ë�Ý}Ë�Ñ b(t) é	`\É!Í	Û2Ü�é�ë�å2ýYà	Í	Û	á�Ð�È}Ð�Ê	ÒÕß�Í}É�ôRÛ	Ú	Û·à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò5ãÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í2Ë�á2å�à2Ë�Ü�Ï�Í2Ë�Ð�Ê	Û2Ð�Ú�Ë�Ï�Ë�Í	Ò5ã�Ë�Ü�×�ò�Ð�Ü�Ï�á�Ý}Ð�Ê2ËrÊ}É�Ë�Ü�Ê2Ë�á�Ð!È}Ë�Ú'É�Ô�É�Ê	Ê2Ë�Ì�á�Ò1Ó�Ð!Ï�Ð�Ë�Í2Ð�Ñ�Ò ë�å�Ê}É
Í	Û2Ü�é1ë«È	Ý2âØà}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í}É

k = 1
åaÉîÊ}ÉîÍ	Û2Ü�éaýxÈ	Ý2â²Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û	âFà}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í}É

k = 3
é,`\ÉîÍ	Û2Ü�éa÷'å5�



:f
 - 0#" - �© - ���?���?�h� - ��0 - $?��$?�«��
��	�$ - �����r� - 0 - �	$?��$	���x0#"ø���ø������$ -���- ��0?���?��"�� � ?

à	Í	Û	á�Ð�È}Ð�Ê	ÒLà	Í	Û2Ñ,Ð�Í	Òfà2Ë�Ü�Ï�Í2Ë�Ð�Ê	Û	â�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í2Ë�árÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ò5ã�ÑaÉ�Ï�Í	Û	Ù�Í}É�Ô�Ñ,Ð�Í}É 20 × 20
Ü!Ü�Û2Ñ�á�Ë�æ

Ý}Ë�Ñ
b(t)

å	á�Ò1à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Ê	Ò5ãxÜ^Û2Ü�à2Ë�Ý2Þ�Ô�Ë�á#É�Ê	Û2Ð�Ñ à	Í2Ë�ß�Í}É�Ñ,Ñ�ÒfÉ�Ê}É�Ý2Û	Ï�Û	Ö2Ð�Ü�Ú	Û'ãxá�Ò1Ö	Û2Ü�Ý}Ð�Ê	Û	Ì�������� ä é
K�Û'È2Ê2Ë	å#Ö	Ï�ËY×�ï!ÐNÈ	Ý2â«ÑaÉ�Ï�Í	Û	ÙrÍ}É�Ô�Ñ,Ð�Í}É

20× 20
à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê	Ò1Ì·Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í�È}Ë�Ü�Ï�É�Ï�Ë�Ö	Ê2ËYã#Ë�Í2Ë�Ó�ËYà	Í	Û'æ

Î�Ý2Û	ï�É�Ð�Ï�Ü�â�Ë�Î�Ò1Ö	Ê	ÒNÑ Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í2Ë�Ñ1é
`^Û	ï!Ð;à	Í	Û	á�Ð�È}Ð�Ê	ÒUß�Í}É�ôRÛ	Ú	Ûpà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}ÉpúûÍ	Û2Ü�é�ë�üPÛpÜ�à2Ð�Ú	Ï�Í}ÉxÏ qä à'Ý2Û	Ù2Ð�á�Ë�Ì²ÑaÉ�Ï�æ

Í	Û	Ù	Ò Í}É�Ô�Ñ,Ð�Í}É
20× 20

Ü^Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý}Ë�Ñ
b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k

à	Í	Û
k = 1

é	K ��Ï�Ë�ÑFÜ�Ý2×�Ö}É�Ð
È}Ë�à2Ë�Ý2Ê2Ð�Ê	Û2Ð\à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë«Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É;Ü�á�â'Ô�Ê2ËîúûÖ	Û2Ü�Ý}ËgÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	ÏrÜ�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�ÛxÍ}É�á�Ê2Ëîë�ü�é

�
		Á������µ,���¶¢�����¥�����³^ ����©�����h��® ����������¨���³P¤}�����������x , ���¤	¨�������¤ b(t)
�����

k = 1
´

�
		Á������#µ,���¶¢�����¥�����³^ ����©�����h��® ����������¨���³P¤}�����������x����¡©¤2�©��� 20 × 20
 , ���¤	¨�������¤

b(t)
�����

k = 1 ��������� ®�� ´
d�É�Ñ,Ð�Ï�Û2Ñ1å�Ö	Ï�ËgÈ�É�Ý}Ð�Ð!Ñ�ÒWÛ2Ü�à2Ë�Ý2Þ�Ô�×�Ð�Ñ]ô\Ë�Í2Ñ�×�Ý2×pú-7�ü�é�K ��Ï�Ë�ÑèÜ�Ý2×�Ö}É�Ð

s = k = 3
å
arg(f1) −

arg(f2) = 2.48
å	Û ��Ï�Ë�Ô�Ê}É�Ö2Ð�Ê	Û2ÐY×�È}Ë�á�Ý}Ð�Ï�á�Ë�Í#â	Ð�Ï«×�Ü�Ý}Ë�á�Û	ö

2π

3
< 2.48 < π.
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K ��Ï�Ë�ÑlÜ�Ý2×�Ö}É�ÐxÈ}Ë�Ü�Ï�Û	ß�É�Ð�Ï�Ü�âðÑaÉ�Ú�Ü�Û2ÑaÉ�Ý2Þ�Ê2Ë�Ð�Ö	Û2Ü�Ý}ËØÚ�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï Ü�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Ûóà	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë
Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É'å2Í}É�á�Ê2Ë�ÐY÷'é

�
		Á�������µ,���¶¢�����¥�����³^ ����©�����h��® ����������¨���³^¤}�����������x � ���¤	¨�������¤ b(t)
�����

k = 3
´

�
		Á���� ��µ,���¶¢�����¥�����³^ ����©�����h��® ����������¨���³P¤}���������������¡©¤2�©���
20 × 20

 , ���¤	¨�������¤
b(t)

�����
k = 3 ��������� ®�� ´

SaÝ}Ð�È2×�öPò!Û	ÌxÍ	Û2Ü�×�Ê2Ë�ÚîÜ�Ë�È}Ð�Í#ïgÛ	Ï�ß�Í}É�ôRÛ	Ú·à	Í2Ð�È}Ð�Ý2Þ�Ê2Ë�ß�Ë�Ü�à2Ð�Ú	Ï�Í}É'å2Ü�Û2Ñ�á�Ë�Ý�É

b(t) = µ+ t−k(t− α)k(t− β)k

Ü\à}É�Í}É�Ñ,Ð�Ï�Í}É�Ñ�Û
µ = 1 + 3.9i

å
α = 2 + 7i

å
β = −1 − 3i

å
k = 6

å2Í}É�Ô�Î�Û	á#É�öPò�Ð�ß�Ë«Ú�Ë�Ñ�à'Ý}Ð�Ú�Ü�Ê	×�ö
à'Ý}Ë�Ü�Ú�Ë�Ü�Ï�Þ�Ê}Égý�Ú�Ë�Ñ�à2Ë�Ê2Ð�Ê	Ï�ÒWÜ�á�â'Ô�Ê2Ë�Ü�Ï�Û�é
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�
		Á�������µ,���¶¢�����¥�����³^ ����©�����h��® ����������¨���³P¤}�����������x , ���¤	¨�������¤ b(t)
�����

k = 6
´

�î�i|'Æ ���	|�� ���

� ´��������
	������������� ������������� �"!��#$�&% � ® �('�) ����* )�+ � ®()�'�, ®.-�+0/�1 �0243 ® 365 +�® ��� , '�7 ��� '�)�, �©®.- ´ ° *98 , � � 3 ® � �&8 , ��: %�;=< � ¯
��� �?> ´ °A@ � � �#´

� ´���B��
BDC ����	��&E ��� F�������� �G����������� �H!��#$� ��!���� ���.I�E JLK�������< -=MON � '�+0'�, �.-�+0/�®., P�® 2�Q ��� R ®.-�+0/G-=MONSN1®('�)�, � 5 +�® ��� , '�7T �0243 N � '�)�, �©®.-VUWUAXY, 2 ® � ) < � P�® T ) � �0243 , '�- < ����� ´ ° ���	�D> ´ °AZ + � ´4@ 
 [ ´ ° * ´4@ 
 @D\�@?] 
 ´^ ´6_�`Da�`?bDc�de���f�� �g�gb(h4i&`�j&k&lnmV�f��o�¨������� ����������R�����¶¢�����¥�����¦§�1 ����©�������5����������������¬P��® ����������¨���¬^¤}����ª����� UWUqp ����´?ri������¤�´?s�´?t�´ u, © ����¶¢���¨�������£a���i¤}����´�����������¡���´ °5�}���§¢�������¨�����¡ : v p ux��wyx{z �|w��Sz ��oøª �a¯
���	� ^ ´ °S}ø´] � \�]?t�´ ° � u,����¦©�R���©������´ v ¦�z'�� © ���� � ´@�´S!&	��&~SE��4�|��� ��!?I�EW���0���A��� 5�8 ® 5 +�® ��� , '�76N � '�)�, �©®.-�+0/ �02 � ) T , '�) � )�M�X �0R )õ® 2 ' � + � M 2 + NS, ��� UWU ��� ' 8 ´g% � �0243 ´ °
��[ 
 � ´ °AZ + � ´]�´ ° * ´ �D> \ ^ ]�´

> ´���C C ~6BDJH���&< � )�+ T � ®.N�+0/ % � 8 NS, 3 ' �0243 % � , '�7©®()VUWU�1 R�� � ´�< N1®() ´ ��� ' 8 ´�% + � ´ ° ��[ 
 t�´ °AZ + � ´Yt ^ ´ ° * ´�] ] ^ \�] ] > ´

�����0�A�0���4�D�(�A�?�&���4�"�?���&�����n�O�?� ���.�
 9¡4¢�¡Y£�¤q¥§¦y¨4©�£�¢�ªY«Yª¬A«Y®�¯O©O©O¨4«Yª
°����� ©����³P¦§�� ���¢����� ©��¨���������³^����¬��������© ©����³N������¨��©�� ������©��¯
± bD².³�´yk&µ"jO³G¶�j`�·�²D¸�²?b?¶�a&¹�i&²?ºq¶»·�³�c½¼�²?b?¶�¼�²?b�k4iOk
z�o � ��u¿¾�¯ ^ @ @ �	��� ¯Yz'�� ©����¨�ªC����ªW°�������¯�����´4À���¦©����������¯ �Á	ª N � , �W:ÂDÃ�Ä Å�Æ ÇDÈOÇ�É»Ê�Ë?Æ?Ë0Å?Ì?Í�Î�Ï&Ç�Ð Æ�É»Ñ0Ò
¦q£4ÓYÔ¡GÕGÖG«§×V¢�ª®�ÖGØÙÖG¯n¬¿¢�©OÔÚ�©O©O¨4ÖGÛ
°����� ©����³P¦§�� ���¢����� ©��¨���������³^����¬��������© ©����³N������¨��©�� ������©��¯
·�`�ÜY¶�lYb¿i&²?ºq¶»·�³�cÝjO³4k4i&a�²Þ·l`�µ6¼�²?b?¶�¼�²?b�k4iOk
z�o � ��u¿¾�¯ ^ @ @ �	��� ¯Yz'�� ©����¨�ªC����ªW°�������¯�����´4À���¦©����������¯ �
vàß ����³\¤}�����©¤}���������© ©����³h���� ©������������wyxáz �|w5¯
± bD².³�´yk&µ"l²�hGâ l4c�µ ± `?b.³OhD·l&k4i"`?b�·�¶�a�²¿¼�²?b��&²�l²DaOk�ã�²
z�o � ��u¿¾�¯ ^ 
 ��� � t�¯#�}���§¢�������¨�����¡�¯�����´ p �������� §��¯ � �Á	ª N � , �W:ÂDÅ0Ò?ä&Ë�å4Ð.ÈOÎ�Ï&Ç�Ð Æ�É»Ñ0Ò
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������� s ��� �	�5s�
 ���������� s �� s�� �� �	� ��� s �����
������� s �� �	����s ��s ������� ��� �	� � � ����� �as �� 
 � �

������� s������ ��� ��� � � �	� � 
��  s �

��� � �! #"%$'&(� é)�!éìå �* #+)$,� � "%-/. é)�!é
0 ®�+ T ' � , 2 � +#1?®() T + R&243 -q/�+0)¿' 8 ®AN �32 , N R N 2�R N T ®()q+0/ �.+ 2&2 ® �('õ® 3 �.+ N � + 2 ® 2 '�-q+0/ �.+ N ��� ®.N1® 2 'y+0/ � , NS, '�, 2 P- � ® �('�) R N�+0/ 5 +�® ��� , '�7 T �0243 N � '�)�, 2 1 8 + - ®�-=MON T + � , - � X �0R )õ® 2 ' � + � M 2 + NS, ��� +0/ � P , Q ® 2�3 ®.P0)õ®©® ´40 ® ��� -�+SP , Q ®® 2�� N ��� ®.-S+0/ � + � M 2 + NS, ��� -�1 8 , � 8 � )õ®�-=MON T + � -�+0/ 5 +�® ��� , '�7�N � '�)�, �©®.-�1 8 + - ® � , NS, '�, 2 P$- � ® �('�) R N 3 , Q , 3 ®.-�' 8 ®�.+ N ��� ® 2 ��� �02 ®y, 2 '�+A' 8 ®qP , Q ® 2"2�R N T ®()�+0/ �.+ 2&2 ® �('õ® 3 �.+ N � + 2 ® 2 '�- ´

5�687:9<;!=?>A@�Ä T �0243 ® 35 +�® ��� , '�7�N � '�)�, �©®.- ¯ -=MON T + � +0/q' 8 ® 5 +�® ��� , '�7�N � '�)�, 2 ¯ � , NS, '�, 2 P$- � ® �('�) R N ¯ 2�R N T ®()�+0/
�.+ 2&2 ® �('õ® 3 �.+ N � + 2 ® 2 '�- ´


