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�������#�������K�����= �¡�¢�£~�����=¤�¥ �/�K�K� ¦3�����K� §�¨�©yª�«#¬�«�K®#¯�°�±G²�³�v/¯�°�±q¯�²��
´;��µ·¶�§/¸�¹'��® � z�}Kr � � � }~z�i���su� � r�kykmn }~s,}~z�i�s~o~v/z�t�{�sutq��z�tmi�z � z���n }Kr � }~z�i�s~o~�

º W�»�c�¼�f�½�¾�¿qÀ�¼�gj½�c

S7Á3ÂÄÃKÁ3Â�Å/ÆKÇ`Å�È@ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�Ë�Å/Ï3Â�Ò?Ì/Ò=Ó	Â�Ð�Â�ÉÊÅ/ÔxÂ�ÓÖÕÍÏØ× Ù�Ú,Ì�Ï3ÓM×ÍÛ�Û�Ú�Ü3Ý3Ò�Â�Ò;Ì�Ï�Å/Æ�Ó	Â�Æ=ÃKÁ3Â�Å/Æ�Â�ÃKÕÊË�Ì�É
Ë�Å/Ï3Ë�Â�Ô	Ã�Å/Æ!Ì`Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑØÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßàÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â·Ã�Å`ÕÍÏ#ÃKÆ�Å�Ó'Ý3Ë�ÂáÌÎÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂbÅ/ÏãÌÎË�Å/Ï3Â�ä
>�Ñ3Ì�ßåÔ	ÉÊÂ�ÒåÅ�È;ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇØË�Å/Ï#Ð�Â�ÑæË�Å/Ï3Â�ÒåË�Å/Ï#Ã�Ì�ÕÍÏçË�É�Ì/Ò�Ò�Â�Ò�Å�È=ÈèÝ	Ï3Ë�ÃKÕÊÅ/Ï3Ò�ÃKÁ�Ì�ÃåÃ�Ì�é�ÂbÕÍÏ'ê3Ï	ÕÍÃ�ÂáÐ�Ì�ÉÍÝ3Â�Ò·Ì�Ï3Ó
ÈmÌ�ßåÕÍÉÍÕÊÂ�ÒbÅ�ÈÄË�Å/Ï#Ð�Â�ÑëÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�ÒíÅ�ÈEÐ�Â�Ë�Ã�Å/ÆáÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�ä@S7Á3Â�Ò�Â`Ã�Ç�ÔxÂÖÅ�ÈÄÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�ÒáÌ�Æ�Â`Ï3Å/ÃíÐ�Â�Ë�Ã�Å/ÆáÒKÔ�Ì/Ë�Â
Ì�Ï3ÓãÌ�ÉÊÒ�Å`ßíÌ�ÇîÏ3Å/Ã�Â�Ð�Â�ÏØìxÂíÂ�ß�ìxÂ�Ó	Ó	Â�ÓØÕÍÏ#Ã�ÅXÌ`É�Ì�ÆKâ�Â�Æ!Ð�Â�Ë�Ã�Å/Æ�ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò!ÕÍÏØÅ/Æ�Ó	Â�Æ�Ã�Å�Ì�Ô	Ô	ÉÍÇîÃ�Â�Ë�Á	Ï	ÕÊË�Ò
ÈèÆ�Å/ßïÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É,Ð�Â�Ë�Ã�Å/ÆÄÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�äxS7Á3Â�Ò�Â�ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�Ò�Ì�Æ�Â�ÒKÃKÝ3Ó'ÕÊÂ�ÓXÕÍÏXÃKÁ3Â!â�Â�Ï3Â�Æ�Ì�É,ÃKÁ3Â�Å/ÆKÇXÅ�È�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ
Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÖË�Å/Ï3Â�Ò�ä�S7Á3Â�Ë�É�Ì/Ò�Ò=Å�È�ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉGÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�ÒKÔ�Ì/Ë�Â�ÒCÕÊÒ;Ì�Ï`ÕÍßåÔxÅ/ÆKÃ�Ì�Ï#Ã?Ë�É�Ì/Ò�Ò=Å�È,ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ
Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑØÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�ð2Á	ÕÊË�ÁçÌ�Æ�ÂíÕÍÏ#ÃKÆ�Å�Ó'Ý3Ë�Â�ÓØì#ÇîñXÌ/Ë�é�Â�ÇîÕÍÏòÛ�ó�ô#õ'äG>,Ð�Â�ÆKÇîìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓMÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ�Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ�Å/Ï
Ì`ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É2ÒKÔ�Ì/Ë�ÂbÕÊÒ!Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä@S7Á3Â�Ò�ÂbÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�Ò�Á�Ì�Ð�ÂÎÌ�ÏæÌ/Ó'Ð�Ì�Ï#Ã�Ì�â�Âáð2Á	ÕÊË�ÁãÃKÁ3Â�ÇMË�Ì�ÏØìxÂ
ð2ÆKÕÍÃKÃ�Â�ÏRÌ/Ò�Ì�ÏöÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂMÉÍÕÍßåÕÍÃXÅ�È·Ò�Â�ßåÕÍÏ3Å/ÆKß·Â�Ó÷ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�ä=S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�ÂØÂ�Ð�Â�ÆKÇBË�Å/ßåÔ	ÉÊÂ�Ã�ÂØø?Ì�Ý3Ò�Ó	Å/Æ~ù
ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉGÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�ÒKÔ�Ì/Ë�ÂÄÕÊÒCÃKÁ3ÂÄÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂÄÉÍÕÍßåÕÍÃ?Å�È@A2Ì�Ï�Ì/Ë�ÁXÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�ä	úîÂ�Â�ÒKÃ�Ì�ì	ÉÍÕÊÒKÁÖÃKÁ3Â�Ò�Â
Æ�Â�ÒKÝ	ÉÍÃ�ÒåÈyÅ/ÆíÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇçË�Å/Ï#Ð�Â�ÑûË�Å/Ï3Â�ÒíÕÍÏ÷× ü�Ú�ä�L=ÉÊÒ�Å	Ü,úîÂ`ÕÍÏ#Ð�Â�ÒKÃKÕÍâ#Ì�Ã�Â�ÓëÃKÁ3Â`ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É?Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÆKâ�Â�Ï3Ë�Â
ÈyÅ/Æ`Ë�Å/Ï3Â�Ò`ÕÍÏý× þ�Ú�ä2I�ÏBÃKÁ3ÂîË�Ì/Ò�ÂîÅ�È�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇTË�Å/Ï#Ð�Â�ÑTÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂMË�Å/Ï3Â�Ò�Ü2ð�Âîð7Ì�Ï#ÃÖÃ�ÅçÒKÃKÝ3Ó'ÇëÃKÁ3ÂîÅ/Æ�Ó	Â�Æ
ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇXË�Å/Ï#Ð�Â�ÑîÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â·Ë�Å/Ï3Â�Ò�ä�S7Á3ÂåÕÍÏ#Ð�Â�ÒKÃKÕÍâ#Ì�ÃKÕÍÏ	âXÅ�È7ÃKÁ3Â�Ò�Â·ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂåÕÊÒEÕÍÏ#Ã�Â�Æ�Â�ÒKÃKÕÍÏ	â3Ü
ÒKÕÍÏ3Ë�Â7ÃKÁ3Â�Ò�Â7ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�Ò�Ì�Æ�Â�ÃKÁ3Â2Å/Æ�Ó	Â�Æ@ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�Â2ÉÍÕÍßåÕÍÃ@Å�È

us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â2Ë�Å/Ï3Â�Ò,ð2Á	ÕÊË�ÁbÌ�Æ�Â7ÃKÁ3Â2Â�Ñ'Ã�Â�Ï3ÒKÕÊÅ/Ï3ÒÅ�È3Ò�Â�ßåÕÍÏ3Å/ÆKß·Â�Ó!:CÕÊÂ�Ò���ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�ä�úîÂ@Ï3Å/Ã�Â@ÃKÁ�Ì�ÃqÕÍÏÄÃKÁ3Â�Ë�Ì/Ò�Â@Å�È	Ð�Â�Ë�Ã�Å/ÆGÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�ÒqÃKÁ3Â�Ë�Å/Ï3Ë�Â�Ô	ÃGÅ�È3Ò�Â�Ô�Ì�Æ�Ì�Ã�Â�Ó
us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â?Ë�Å/Ï3Â�Ò2Æ�Â�Ó'Ý3Ë�Â�Ò7Ã�Å!ÃKÁ3Â?Ë�Å/Ï3Ë�Â�Ô	ÃCÅ�ÈGÏ3Å/ÆKß·Â�ÓÎ:CÕÊÂ�Ò��?ÒKÔ�Ì/Ë�Â�ÒCÌ�Ï3ÓbÃKÁ3Â?Ë�Å/Ï3Ë�Â�Ô	ÃCÅ�È�ÒKÇ�ßåß·Â�ÃKÆKÕÊËË�Å/ßåÔ	ÉÊÂ�Ã�Â`Ò�Â�Ô�Ì�Æ�Ì�Ã�Â�Ó

us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â`Ë�Å/Ï3Â�Ò�Æ�Â�Ó'Ý3Ë�Â�Ò·Ã�Å�ÃKÁ3ÂÎË�Å/Ï3Ë�Â�Ô	ÃíÅ�È?A2Ì�Ï�Ì/Ë�ÁçÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ò�Ü�ð2Á	ÕÊË�ÁçÁ�Ì�Ð�ÂßíÌ�Ï#ÇÎÌ�Ô	Ô	ÉÍÕÊË�Ì�ÃKÕÊÅ/Ï3ÒCÕÍÏÎ>@Ë�Å/Ï3Å/ßåÕÊË�Ò�ä3S7Á	ÕÊÒ7Æ�Â�Ò�Â�Ì�Æ�Ë�ÁÖË�Ì�ÏÎìxÂ;Ý3Ò�Â�ÈèÝ	É�ÈyÅ/Æ7Æ�Â�Ò�Â�Ì�Æ�Ë�Á3Â�Æ�Ò2ÕÍÏÎßíÌ�ÃKÁ3Â�ßíÌ�ÃKÕÊË�Ì�É
Â�Ë�Å/Ï3Å/ßåÕÊËÄÃKÁ3Â�Å/ÆKÇ�ä��3Å/ÆCÆ�Â�Ë�Â�Ï#Ã=Æ�Â�Ò�Â�Ì�Æ�Ë�Á3Â�Ò=Ò�Â�Âå× þ��#ô3Ü�õ'Ü�ó�Ú�ä

L��	��
��ÕÊÒqÌ7Ò�Â�Ã
P
Â�Ï3Ó	Å�ð�Â�Ó�ð2ÕÍÃKÁ!Ì�Ï!Ì/Ó	Ó'ÕÍÃKÕÊÅ/Ï�Ì�Ï3Ó�Ì7Ò�Ë�Ì�É�Ì�Æ�ß�Ý	ÉÍÃKÕÍÔ	ÉÍÕÊË�Ì�ÃKÕÊÅ/Ï!ÈyÅ/Æ�Ï3Å/Ï	Ï3Â�â#Ì�ÃKÕÍÐ�Â�Æ�Â�Ì�É

Ï#Ý	ß�ìxÂ�Æ�Ò�ä3S7Á3Â�Ì/Ó	Ó'ÕÍÃKÕÊÅ/Ï`ÕÊÒ=Ì/Ò�ÒKÝ	ß·Â�ÓáÃ�ÅåìxÂEÌ/Ò�Ò�Å�Ë�Õ�Ì�ÃKÕÍÐ�Â�Ì�Ï3ÓÎË�Å/ßåß�Ý	Ã�Ì�ÃKÕÍÐ�Â�ÜxÌ�Ï3ÓáÃKÁ3Â�Æ�ÂEÕÊÒ=Ì!Ï3Â�Ý	ÃKÆ�Ì�É
Â�ÉÊÂ�ß·Â�Ï#Ã

0 ∈ P
ä��3Å/Æ�ÃKÁ3Â=Ò�Ë�Ì�É�Ì�Æ�ß�Ý	ÉÍÃKÕÍÔ	ÉÍÕÊË�Ì�ÃKÕÊÅ/ÏÎÃKÁ3ÂCÝ3ÒKÝ�Ì�É�Ì/Ò�Ò�Å�Ë�Õ�Ì�ÃKÕÍÐ�Â;Ì�Ï3ÓbÓ'ÕÊÒKÃKÆKÕÍì	Ý	ÃKÕÍÐ�Â;Ô	Æ�Å/ÔxÂ�ÆKÃKÕÊÂ�Ò

Á3Å/ÉÊÓ�Ü'ÃKÁ�Ì�Ã2ÕÊÒ
α(βa) = (αβ)a

Ü
(α+ β)a = αa+ βa

Ü
α(a+ b) = αa+ αb

Ü
1a = a

Ì�Ï3Ó
0a = 0

ÈyÅ/Æ
Ì�ÉÍÉ

a, b ∈ P
Ì�Ï3Ó

α, β > 0
ä

F�Â�Ã
P

ìxÂ�Ì·Ë�Å/Ï3Â�ä�L÷Ë�Å/ÉÍÉÊÂ�Ë�ÃKÕÊÅ/Ï
U
Å�È@Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÖÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò

U ⊆ P2 = P × P
ÕÊÒ=Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó����	��
������

��� ����� � 
�� ���������� !� � �� � �	�!Å/Ï
P
Ü'Õ�È�ÃKÁ3Â?ÈyÅ/ÉÍÉÊÅ�ð2ÕÍÏ	âíÔ	Æ�Å/ÔxÂ�ÆKÃKÕÊÂ�Ò2Á3Å/ÉÊÓ#"

}
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(U1) ∆ ⊆ U
ÈyÅ/ÆCÂ�Ð�Â�ÆKÇ

U ∈ U � ∆ = {(a, a) : a ∈ P} ���
(U2)

ÈyÅ/Æ=Ì�ÉÍÉ
U, V ∈ U

ÃKÁ3Â�Æ�ÂEÕÊÒ=Ì
W ∈ U

ÒKÝ3Ë�Á`ÃKÁ�Ì�Ã
W ⊆ U ∩ V �

(U3) λU ◦ µU ⊆ (λ+ µ)U
ÈyÅ/Æ=Ì�ÉÍÉ

U ∈ U
Ì�Ï3Ó

λ, µ > 0 �
(U4) αU ∈ U

ÈyÅ/Æ=Ì�ÉÍÉ
U ∈ U

Ì�Ï3Ó
α > 0

ä
ø;Â�Æ�Â�Ü#ÈyÅ/Æ

U, V ⊆ P2 Ü#ì#Ç U ◦ V ð�Â?ß·Â�Ì�ÏáÃKÁ3ÂEÒ�Â�Ã7Å�È,Ì�ÉÍÉ
(a, b) ∈ P2 ÒKÝ3Ë�ÁáÃKÁ�Ì�Ã7ÃKÁ3Â�Æ�Â?ÕÊÒ7Ò�Å/ß·Â

c ∈ P
ð2ÕÍÃKÁ

(a, c) ∈ U
Ì�Ï3Ó

(c, b) ∈ V
ä

F�Â�Ã
P

ìxÂ?Ì!Ë�Å/Ï3ÂEÌ�Ï3Ó
U
ìxÂ?Ì!Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â?Å/Ï

P
ä'úîÂ?ÒKÁ�Ì�ÉÍÉxÒ�Ì�Ç

(P,U)
ÕÊÒ

Ì�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Ë�Å/Ï3ÂEÕ�È
(U5)

ÈyÅ/ÆCÂ�Ì/Ë�Á
a ∈ P

Ì�Ï3Ó
U ∈ U

ÃKÁ3Â�Æ�ÂEÕÊÒCÒ�Å/ß·Â
ρ > 0

ÒKÝ3Ë�Á`ÃKÁ�Ì�Ã
(0, a) ∈ ρU äúëÕÍÃKÁ÷Â�Ð�Â�ÆKÇTË�Å/Ï#Ð�Â�ÑöÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â

U
Å/Ï

P
ð�ÂØÌ/Ò�Ò�Å�Ë�Õ�Ì�Ã�Â�Ã�ð�ÅçÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊÂ�Ò�"=S7Á3Â

Ï3Â�ÕÍâ�Á#ìxÅ/ÆKÁ3Å�Å�Óëì�Ì/Ò�Â�ÒíÈyÅ/ÆáÌ�ÏòÂ�ÉÊÂ�ß·Â�Ï#Ã
a
ÕÍÏëÃKÁ3ÂÖÝ	Ô	ÔxÂ�ÆÎÌ�Ï3ÓëÉÊÅ�ð�Â�ÆáÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊÂ�ÒÎÌ�Æ�Â�â�ÕÍÐ�Â�Ïëì#ÇçÃKÁ3Â

Ò�Â�Ã�Ò

U(a) = {b ∈ P : (b, a) ∈ U}, Æ�Â�ÒKÔ�ä
(a)U = {b ∈ P : (a, b) ∈ U}, U ∈ U.

S7Á3Â�Ë�Å/ßåß·Å/ÏBÆ�Â�ê3Ï3Â�ß·Â�Ï#ÃÖÅ�È!ÃKÁ3ÂXÝ	Ô	ÔxÂ�ÆÖÌ�Ï3ÓòÉÊÅ�ð�Â�Æ`Ã�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊÂ�ÒÎÕÊÒÎË�Ì�ÉÍÉÊÂ�ÓTÒKÇ�ßåß·Â�ÃKÆKÕÊË�Ã�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�Ç�ä
LöÏ3Â�ÕÍâ�Á#ìxÅ/ÆKÁ3Å�Å�Ó`ì�Ì/Ò�Â;ÈyÅ/Æ

a ∈ P
ÕÍÏÎÃKÁ	ÕÊÒCÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÇbÕÊÒ2â�ÕÍÐ�Â�Ï`ì#ÇáÃKÁ3ÂEÒ�Â�Ã�Ò

U(a)U = U(a) ∩ (a)U, U ∈ U.
F�Â�Ã

U
Ì�Ï3Ó

W
ìxÂ·Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑMÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßàÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�Ò�Å/Ï

P
ä�úîÂ·Ò�Ì�ÇXÃKÁ�Ì�Ã

U
ÕÊÒEê3Ï3Â�Æ�ÃKÁ�Ì�Ï

WÕ�È
W ⊆ U

ä
S7Á3Â�Â�Ñ'Ã�Â�Ï3Ó	Â�ÓëÆ�Â�Ì�É;Ï#Ý	ß�ìxÂ�ÆÎÒKÇ'ÒKÃ�Â�ß

R = R ∪ {+∞} ÕÊÒáÌMË�Å/Ï3Â�Â�Ï3Ó	Å�ð�Â�Óëð2ÕÍÃKÁëÃKÁ3ÂÖÝ3ÒKÝ�Ì�ÉÌ�ÉÍâ�Â�ì	Æ�Ì�ÕÊË!Å/ÔxÂ�Æ�Ì�ÃKÕÊÅ/Ï3Ò�Ü3ÕÍÏ`Ô�Ì�ÆKÃKÕÊË�Ý	É�Ì�Æ
a+∞ = +∞ ÈyÅ/Æ;Ì�ÉÍÉ

a ∈ R
Ü
α · (+∞) = +∞ ÈyÅ/Æ?Ì�ÉÍÉ

α > 0Ì�Ï3Ó
0 · (+∞) = 0

ä'úîÂÄÒ�Â�Ã
V = {ε̃ : ε > 0} Ü	ð2Á3Â�Æ�Â

ε̃ =
{
(a, b) ∈ R

2
: a 6 b+ ε

}
.

S7Á3Â�Ï
Ṽ

ÕÊÒîÌëË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂæÅ/Ï
R
Ì�Ï3Ó

(R, Ṽ )
ÕÊÒîÌûÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ÷Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ Ë�Å/Ï3Â�ä

�3Å/Æ
a ∈ R

ÃKÁ3Â`ÕÍÏ#Ã�Â�ÆKÐ�Ì�ÉÊÒ
(−∞, a + ε]

Ì�Æ�Â`ÃKÁ3Â`Ý	Ô	ÔxÂ�ÆáÌ�Ï3ÓæÃKÁ3Â`ÕÍÏ#Ã�Â�ÆKÐ�Ì�ÉÊÒ
[a − ε,+∞]

Ì�Æ�Â`ÃKÁ3Â
ÉÊÅ�ð�Â�Æ�Ï3Â�ÕÍâ�Á#ìxÅ/ÆKÁ3Å�Å�Ó	Ò�Ü�ð2Á	ÕÍÉÊÂ�ÈyÅ/Æ

a = +∞ ÃKÁ3Â·Â�Ï#ÃKÕÍÆ�ÂíË�Å/Ï3Â
R
ÕÊÒEÃKÁ3Â·Å/Ï	ÉÍÇ�Ý	Ô	ÔxÂ�ÆÄÏ3Â�ÕÍâ�Á#ìxÅ/ÆKÁ3Å�Å�Ó�Ü

Ì�Ï3Ó {+∞} ÕÊÒ7Å/ÔxÂ�ÏbÕÍÏbÃKÁ3Â;ÉÊÅ�ð�Â�Æ7Ã�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�Ç�ä'S7Á3Â?ÒKÇ�ßåß·Â�ÃKÆKÕÊË;Ã�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�Ç·ÕÊÒ�ÃKÁ3Â=Ý3ÒKÝ�Ì�É�Ã�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÇbÅ/Ï Rð2ÕÍÃKÁ�Ì/Ò=Ì�Ï`ÕÊÒ�Å/É�Ì�Ã�Â�ÓÎÔxÅ/ÕÍÏ#Ã
+∞ ä

�3Å/ÆåË�Å/Ï3Â�Ò
P

Ì�Ï3Ó
Q
Ü�Ì`ßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â

T : P → Q
ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�ÓæÌ�� � 
����� ���������  ���ÖÕ�È

T (a + b) =

T (a) + T (b)
Ì�Ï3Ó

T (αa) = αT (a)
Á3Å/ÉÊÓbÈyÅ/ÆCÌ�ÉÍÉ

a, b ∈ P
Ì�Ï3Ó

α > 0
ä	ImÈGìxÅ/ÃKÁ

(P,U)
Ì�Ï3Ó

(Q,W )Ì�Æ�ÂEÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Ë�Å/Ï3Â�Ò�Ü	ÃKÁ3ÂÄÅ/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ
T
ÕÊÒCË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó � � 
�� ���������  � Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò=Õ�ÈGÈyÅ/ÆCÂ�Ð�Â�ÆKÇ W ∈ WÅ/Ï3ÂÄË�Ì�ÏÎê3Ï3Ó

U ∈ U
ÒKÝ3Ë�Á`ÃKÁ�Ì�Ã

(T × T )(U) ⊆W
ä

L!� � 
����� � � 
 �� !� ��
 �"�ãÅ/Ï
P

ÕÊÒCÌ�ÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ2Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ
µ : P → R

ä'S7Á3Â$# � �"� �	��
�
P∗ Å�È�Ì�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ

Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑBË�Å/Ï3Â
(P,U)

Ë�Å/Ï3ÒKÕÊÒKÃ�Ò`Å�ÈåÌ�ÉÍÉ�Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3ÒÖÉÍÕÍÏ3Â�Ì�ÆÎÈèÝ	Ï3Ë�ÃKÕÊÅ/Ï�Ì�ÉÊÒÖÅ/Ï
P
äCS7Á3ÂXÔxÅ/É�Ì�Æ`Å�È�ÃKÁ3Â

Ï3Â�ÕÍâ�Á#ìxÅ/ÆKÁ3Å�Å�Ó
U ∈ U

ÕÊÒCÓ	Â�ê3Ï3Â�ÓÖÌ/Ò7ÈyÅ/ÉÊÅ�ðCÒ�"

U◦ =
{
µ ∈ P

∗ : µ(a) 6 µ(b) + 1, ∀ (a, b) ∈ U
}
.

F�Â�Ã
U
ìxÂ;Ì�Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑáÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßOÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â?Å/Ï

P
ä�S7Á3Â;ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã

B
Å�È

U
ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�ÓÎÌ&%������=ÈyÅ/Æ

U
Ü

ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ!ÈyÅ/Æ!Â�Ð�Â�ÆKÇ
U ∈ U

ÃKÁ3Â�Æ�ÂáÌ�Æ�Â
n ∈ N

Ü
U1, . . . , Un ∈ B

Ì�Ï3Ó
λ1, . . . , λn > 0

ÒKÝ3Ë�ÁØÃKÁ�Ì�Ã
λ1U1 ∩ · · · ∩ λnUn ⊆ U

ä
U#Ý	Ô	ÔxÅ�Ò�ÂíÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
ÕÊÒ�Ì`ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑãË�Å/Ï3Â�äqúîÂbÒKÁ�Ì�ÉÍÉ7Ò�Ì�Ç�ÃKÁ�Ì�Ã

F ⊆ P2 ÕÊÒ u ÿ %�� � 
'# ��#
� � 
�� ���������  "(�%�� � 
'# ��# � Õ�È�ÕÍÃ�ÕÊÒ�Ì�ì3Ò�Å/ÆKìxÂ�Ó·ì#ÇíÂ�Ì/Ë�Á U ∈ U

ä�LTÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã
A
Å�È

P
ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó)%�� � 
'# ��# �*%������

� %	��� �"+ � ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ A× {0} � Æ�Â�Ò�ä {0} ×A � ÕÊÒ u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó � Ò�Â�Âå× ü�Ú � ä



� �����
����� �������	��
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F�Å�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇûË�Å/Ï#Ð�Â�ÑëÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂXË�Å/Ï3Â�ÒÎÌ/ÒÎÌîâ�Â�Ï3Â�Æ�Ì�ÉÍÕ ��Ì�ÃKÕÊÅ/ÏBÅ�È�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇûÒ�Å/ÉÍÕÊÓë:CÕÊÂ�Ò���ÒKÔ�Ì/Ë�Â�ÒbÁ�Ì/ÒbìxÂ�Â�Ï
ÕÍÏ#ÃKÆ�Å�Ó'Ý3Ë�Â�Óîì#Ç�úMÌ�ÉÍÃ�Â�Æ�:=Å/ÃKÁ�ÕÍÏç×ÍÛ�"�Ú�ä�ø;Â�Æ�Â�Ü�ð�Â�Ý3Ò�Â�ÃKÁ3Â·Ó	Â�ê3Ï	ÕÍÃKÕÊÅ/ÏMÅ�È7ÃKÁ	ÕÊÒÄÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Âåð2Á	ÕÊË�ÁîÁ�Ì�Ð�Â
ìxÂ�Â�ÏbÔ	Æ�Â�Ò�Â�Ï#Ã�Â�ÓáÕÍÏáÃKÁ3Â;Ã�Â�ÆKß·Ò7Å�ÈGË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�Ò�ä�úîÂ?Ó	Â�ê3Ï3Â?Ò�Å/ÉÍÕÊÓáÒ�Â�Ã�Ò�ÕÍÏbÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ
Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò;Ì�Ï3ÓÎÝ3Ò�Â?ÃKÁ3Â�ß ÈyÅ/ÆCÅ/Ý	Æ;Ì�ÕÍß`ä

#%$'&)(+*,(.-/(+0�*2143 F�Â�Ã
P

ìxÂ?Ì�Ë�Å/Ï3ÂEÌ�Ï3Ó
6
ìxÂ;Ì�Æ�Â65�Â�Ñ'ÕÍÐ�Â�Ü�ÃKÆ�Ì�Ï3ÒKÕÍÃKÕÍÐ�ÂEÌ�Ï3ÓáÌ�Ï#ÃKÕÊÒKÇ�ßåß·Â�ÃKÆKÕÊËEÅ/Æ�Ó	Â�Æ

Å/Ï
P � P ÕÊÒ=Ì�Ï`Å/Æ�Ó	Â�Æ�Â�ÓÖË�Å/Ï3Â � ä	úîÂEÒKÁ�Ì�ÉÍÉqÒ�Ì�ÇbÃKÁ�Ì�Ã P

ÕÊÒ=Ì ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ � �   !� �*� �	��
��ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ
(1) a, b ∈ P

ÕÍßåÔ	ÉÍÕÊÂ�ÒCÃKÁ�Ì�Ã
a ∨ b ∈ P � Å/Æ a ∧ b ∈ P ���

(2)
ÈyÅ/Æ

a, b, c ∈ P
Ü
(a+ c) ∨ (b+ c) = a ∨ b+ c � Å/Æ (a+ c) ∧ (b+ c) = a ∧ b+ c � äS7Á3ÂÄË�Å/Ï3Â

P
ÕÊÒCË�Ì�ÉÍÉÊÂ�ÓÖÌ&� �   !� �*� �	��
�7Õ�È�ÕÍÃCÕÊÒ=Ì ∨ Ì�Ï3Ó ∧ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ä

F�Â�Ã
P

Ì�Ï3Ó
Q

ìxÂ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂMË�Å/Ï3Â�Ò�ä=S7Á3ÂîÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ�Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ T : P → Q
ÕÊÒÖË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó

∨ � Å/Æ ∧ �mÿ � �   !� �*�87 ��� ��� ��� �97 � ���Oð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ
T (a ∨ b) = T (a) ∨ T (b) � Å/Æ T (a ∧ b) = T (a) ∧ T (b) �ÈyÅ/Æ

a, b ∈ P
ä

F�Â�Ã
E
ìxÂ=ÌE:CÕÊÂ�Ò��CÒKÔ�Ì/Ë�Â�ä#LëÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã

A
Å�È
E
ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó·Ò�Å/ÉÍÕÊÓ·ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ |b| 6 |a| Ì�Ï3Ó a ∈ A

ÕÍßåÔ	ÉÍÇ
ÃKÁ�Ì�Ã

b ∈ A � Ò�Â�Â`×ÍÛ�Ú � ä�úîÂåÏ3Å/Ã�ÂåÃKÁ�Ì�ÃEÈyÅ/Æ a ∈ E
Ü |a| = a ∨ (−a) ä�D;Å�ðÄÜ�ð�ÂåÔ	Æ�Â�Ò�Â�Ï#Ã�ÌÎÓ	Â�ê3Ï	ÕÍÃKÕÊÅ/ÏÅ�È,Ò�Å/ÉÍÕÊÓÎÒ�Â�Ã�Ò2ÕÍÏ`É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò�ä

#%$'&)(+*,(.-/(+0�*;:�3 F�Â�Ã
P

ìxÂ�Ì ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â!Ë�Å/Ï3Â�ä3úîÂÄÒKÁ�Ì�ÉÍÉGÒ�Ì�ÇáÃKÁ�Ì�Ã;Ì·ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã B Å�È
P2 Ü	ÕÊÒ

∨ � Å/Æ ∧ �mÿ ���"� � #�Ü'ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ
(1) a 6 b

ÕÍßåÔ	ÉÍÕÊÂ�ÒCÃKÁ�Ì�Ã
(a, b) ∈ B �

(2) (a, b) ∈ αB
Ì�Ï3Ó

(c, b) ∈ βB
ÕÍßåÔ	ÉÍÇMÃKÁ�Ì�Ã

(a ∨ c, b) ∈ (α + β)B � Å/Æ (a, b) ∈ αB
Ì�Ï3Ó

(a, c) ∈ βB ÕÍßåÔ	ÉÍÇáÃKÁ�Ì�Ã
(a, b ∧ c) ∈ (α + β)B � ä

ImÈ
P

ÕÊÒ=Ì!É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ü3ÃKÁ3ÂEÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã
B
ÕÊÒCË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó ���"� � #?ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ=ÕÍÃ2ÕÊÒ ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ`Ì�Ï3Ó ∧ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�äS7Á3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓÄÁ#Ý	ÉÍÉ�Å�È3Ì2ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã B Å�È

P2 ÕÊÒ�ÃKÁ3Â�ÒKßíÌ�ÉÍÉÊÂ�ÒKÃ � ð2ÕÍÃKÁ�Æ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�Ã�Ã�Å2ÃKÁ3Â@Ò�Â�Ã�ÕÍÏ3Ë�ÉÍÝ3ÒKÕÊÅ/Ï �
∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓÎÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã2Å�È P2 Ü�ð2Á	ÕÊË�Á�Ë�Å/Ï#Ã�Ì�ÕÍÏ3Ò B Ü�ð�ÂÄÓ	Â�Ï3Å/Ã�Â?ÕÍÃ2ì#Ç sh∨(B) � Å/Æ sh∧(B) � ä	L=ÉÊÒ�Å!ð�ÂÓ	Â�Ï3Å/Ã�ÂEÃKÁ3ÂÄÒ�Å/ÉÍÕÊÓáÁ#Ý	ÉÍÉGÅ�È

B
ì#Ç

sh(B)
ä

ImÈ
E
ÕÊÒ�Ìá:CÕÊÂ�Ò��·ÒKÔ�Ì/Ë�ÂíÌ�Ï3Ó

A ⊆ E
ÕÊÒÄÒ�Å/ÉÍÕÊÓ � ÕÍÏ�ÃKÁ3Â·Ò�Â�Ï3Ò�ÂåÅ�È7ÃKÁ3Â·:CÕÊÂ�Ò��·ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò � Ì�Ï3ÓîË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�ÜÃKÁ3Â�Ï

Ã = {(c, b) ∈ E2 : ∃ a ∈ A, c 6 b + a} ÕÊÒ!Ò�Å/ÉÍÕÊÓØÕÍÏØÃKÁ3ÂbÒ�Â�Ï3Ò�ÂbÅ�È=É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂáË�Å/Ï3Â�Ò�ä�I�Ï3Ó	Â�Â�Ó�ÜÕ�È
a 6 b

ÈyÅ/Æ
a, b ∈ E

Ü�ÃKÁ3Â�Ï
(a, b) ∈ Ã

Ü,ÒKÕÍÏ3Ë�Â
0 ∈ A

Ì�Ï3Ó
a 6 b + 0

ä@D;Å�ðÄÜ,ÉÊÂ�Ã
(a, b) ∈ γÃÌ�Ï3Ó

(c, b) ∈ λÃ
ÈyÅ/Æ

γ, λ > 0
äqS7Á3Â�ÏMð�Â·Á�Ì�Ð�Â

a 6 b + γt
Ì�Ï3Ó

c 6 b + λt′
ÈyÅ/Æ�Ò�Å/ß·Â

t, t′ ∈ A
ä

D;Å�ðÄÜ�ð�ÂÖÁ�Ì�Ð�Â
t ∨ 0, t′ ∨ 0 ∈ A

Ü�ÒKÕÍÏ3Ë�Â
A
ÕÊÒbÒ�Å/ÉÍÕÊÓ�ä7S7Á3Â�Ï

a 6 b + γ(t ∨ 0) + λ(t′ ∨ 0)
Ì�Ï3Ó

c 6 b+ γ(t∨ 0) + λ(t′ ∨ 0)
ä	S7Á	ÕÊÒ7ÒKÁ3Å�ðCÒ7ÃKÁ�Ì�Ã

a∨ c 6 b+ γ(t∨ 0) + λ(t′ ∨ 0)
ä3U#ÕÍÏ3Ë�Â

A
ÕÊÒ7Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�Ü

ð�Â?Ë�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	Â;ÃKÁ�Ì�Ã
γ(t∨ 0)+λ(t′ ∨ 0) ∈ (γ+λ)A

ä'S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â
(a∨ c, b) ∈ (γ+λ)Ã

ä	U#ÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆKÉÍÇ�Ü�ð�Â
Ë�Ì�Ï`Ô	Æ�Å�Ð�ÂEÃKÁ�Ì�Ã

Ã
ÕÊÒ ∧ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�ä

#%$'&)(+*,(.-/(+0�*=</3 F�Â�Ã
P
ìxÂ�Ì�ÏåÅ/Æ�Ó	Â�Æ�Â�Ó�Ë�Å/Ï3Â7Ì�Ï3Ó

U
ìxÂ7Ì=Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßRÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â7Å/Ï

P
ä

úîÂ?ÒKÁ�Ì�ÉÍÉ�Ò�Ì�ÇíÃKÁ�Ì�Ã
U
ÕÊÒ2Ë�Å/ßåÔ�Ì�ÃKÕÍì	ÉÊÂ?ð2ÕÍÃKÁáÃKÁ3ÂEÅ/Æ�Ó	Â�Æ2ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂEÅ�È

P
ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ

a 6 b
ÕÍßåÔ	ÉÍÕÊÂ�Ò2ÃKÁ�Ì�Ã

(a, b) ∈ U
ÈyÅ/Æ=Ì�ÉÍÉ

U ∈ U
ÈyÅ/Æ

a, b ∈ P
ä

#%$'&)(+*,(.-/(+0�*?>,3 F�Â�Ã
P

ìxÂEÌ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ì�Ï3Ó U
ìxÂÄÌ�Ë�Å/ßåÔ�Ì�ÃKÕÍì	ÉÊÂ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ ÿÈyÅ/ÆKßýÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â=Å/Ï

P
ÒKÝ3Ë�Á·ÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
ÕÊÒ�Ì?ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇåË�Å/Ï#Ð�Â�ÑíË�Å/Ï3Â�ä#S7Á3Â�Ï·ð�Â=ÒKÁ�Ì�ÉÍÉ�Ò�Ì�Ç�ÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)ÕÊÒ�Ì � ���	�"� �  �	��
������ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ � �   !� �*� �	��
��Ü�ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ U Á�Ì/Ò�Ì?ì�Ì/Ò�Â2Å�È ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓåÒ�Â�Ã�Ò�ä�ImÈ U Á�Ì/Ò�Ìì�Ì/Ò�Â;Å�È ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓbÒ�Â�Ã�Ò�Ü#ÃKÁ3Â�ÏáÕÍÃ�ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ ���"� � # �	��
������ ��� ����� � 
�� ������� �� !� � �� � �	��ä	ImÈ
PÕÊÒÄÌíÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂåË�Å/Ï3Â�ÜxÃKÁ3Â�ÏXÃKÁ3ÂåË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â

U
ÕÊÒEË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó����"� � #�ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�ÆÄÕÍÃ?Á�Ì/ÒÄÌ

ì�Ì/Ò�Â?Å�È�Ò�Å/ÉÍÕÊÓÎÒ�Â�Ã�Ò�ä�S7Á3Â?ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇbË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Ë�Å/Ï3Â
(P,U)

ÕÊÒ2Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó)� ���	�"� �  �	��
������ � �   !� �*� �	��
�7Õ�È
U
Á�Ì/Ò

Ì!ì�Ì/Ò�ÂÄÅ�È,Ò�Å/ÉÍÕÊÓÎÒ�Â�Ã�Ò�ä
@BA,C�DFE'GH$I143 F�Â�Ã

(E, τ)
ìxÂbÌÎÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑãÒ�Å/ÉÍÕÊÓM:CÕÊÂ�Ò��bÒKÔ�Ì/Ë�Â�äGS7Á3Â�Ï

τ
Á�Ì/Ò�ÌÎì�Ì/Ò�Â

V
Å�È

Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�Ü/Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑåÌ�Ï3Ó!ì�Ì�É�Ì�Ï3Ë�Â�ÓåÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò�ä��3Å/Æ
V ∈ V

Ü�ð�Â7Ò�Â�Ã
Ṽ =

{
(a, b) ∈ E2 : ∃ v ∈ V, a 6 b+ v

} ä



þ�ô ���������
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S7Á3Â�Ï

Ṽ = {Ṽ : V ∈ V } ÕÊÒ?ÌíÒ�Å/ÉÍÕÊÓÖË�Å/Ï#Ð�Â�ÑXÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßïÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â!Å/Ï
E
ä�S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â

(E, Ṽ )
ÕÊÒ

Ì�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ä
F�Â�Ã

P
ìxÂXÌØË�Å/Ï3Â�ä2L ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã

B
Å�È

P2 ÕÊÒáË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó � 
�� ���������  �	��
������Xð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ`ÕÍÃbÁ�Ì/ÒáÃKÁ3Â
Ô	Æ�Å/ÔxÂ�ÆKÃKÕÊÂ�Ò

(U1)
Ì�Ï3Ó

(U3)
ä?S7Á3ÂØÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ÷Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑRË�Å/Ï3Â

(P,U)
ÕÊÒXË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó Ì

uc ÿ �	��
��ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ
U = {αU : α > 0} ÈyÅ/Æ2Ò�Å/ß·Â U ∈ U � Ò�Â�Â�× ü�Ú � ä'ImÈ P

ÕÊÒ2Ì ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â?Ë�Å/Ï3ÂÄÌ�Ï3Ó U ÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿÒ�Å/ÉÍÕÊÓ�Ü,ÃKÁ3Â�Ï
(P,U)

ÕÊÒ·Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó ∨us � Å/Æ ∧us �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â`Ë�Å/Ï3Â�ä@I�ÏæÃKÁ3Â`Ë�Ì/Ò�ÂáÃKÁ�Ì�Ã P
ÕÊÒ·ÌXÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â`Ë�Å/Ï3Â

Ì�Ï3Ó
U
ÕÊÒ�Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�Ü

(P,U)
ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó

us ÿ � �   !� �*� �	��
��ä �3Å/Æ7Â�Ñ3Ì�ßåÔ	ÉÊÂ=Ï3Å/ÆKß·Â�Óá:CÕÊÂ�Ò��;ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò2Ì�Ï3ÓbA2Ì�Ï�Ì/Ë�ÁÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�ÒåÌ�Æ�Â
us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbË�Å/Ï3Â�ÒåÌ/Ò�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑØË�Å/Ï3Â�Ò�äGL=ÉÊÒ�Å`ÃKÁ3ÂíÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑØË�Å/Ï3Â (R, Ṽ )

ÕÊÒ
Ì
us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ä	úîÂ?Ï3Å/Ã�ÂEÃKÁ�Ì�Ã=Â�Ð�Â�ÆKÇ us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3ÂEÕÊÒCÌ�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ë�Å/Ï3Â�äF�Â�Ã

P
ìxÂÄÌ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ë�Å/Ï3Â�Ì�Ï3Ó B ⊆ P2 ä	úîÂÄÓ	Â�Ï3Å/Ã�ÂÄÃKÁ3ÂÄÒKßíÌ�ÉÍÉÊÂ�ÒKÃCÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ

Ì�Ï3Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓáÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã2Å�È P2 Ü�ð2Á	ÕÊË�Á`Ë�Å/Ï#Ã�Ì�ÕÍÏ3Ò B ì#Ç
us∨(B) � Å/Æ us∧(B) � Ü	Ì�Ï3Óáð�Â?Ë�Ì�ÉÍÉxÕÍÃ7ÃKÁ3Â

� 
�� ���������  �	��
������ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ ���"� � #ÄÁ#Ý	ÉÍÉ3Å�È B ä�ImÈ P ìxÂ7Ì=É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â2Ë�Å/Ï3Â�Ü/ÃKÁ3Â�Ï�ð�Â2Ó	Â�Ï3Å/Ã�Â7ÃKÁ3Â�Ý	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇ
Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÖÒ�Å/ÉÍÕÊÓáÁ#Ý	ÉÍÉqÅ�È

B
Ü'ì#Ç

us(B)
ä

�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c º W�� � ���	�������� ����� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� ����� � � * � 	 � ∨ (

� � ∧) � ����� �	� 	�� ���B�	� �
u ��4�
�"������� ���� � �

u �
�4�
�"������� 6

C
F�Â�Ã

(P,U)
ìxÂÖÌ�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇçË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ë�Å/Ï3Â�Ì�Ï3Ó B ìxÂÖÌ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓëÒKÝ	ì3Ò�Â�ÃÅ�È
P2 ä'F�Â�Ã

B
ìxÂ?Ì�ì�Ì/Ò�Â?Å�È ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓbÒ�Â�Ã�Ò�ÈyÅ/Æ U ä��3Å/Æ2Â�Ð�Â�ÆKÇ U ∈ B

ÃKÁ3Â�Æ�Â;ÕÊÒ
λ > 0

ÒKÝ3Ë�ÁáÃKÁ�Ì�Ã
B ⊆ λU

ä�S7Á	ÕÊÒ?ÒKÁ3Å�ðCÒ;ÃKÁ�Ì�Ã
us∨(B) ⊆ us∨(λU) = λU � Å/Æ us∧(B) ⊆ us∧(λU) = λU � Ü�ÒKÕÍÏ3Ë�Â UÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�ä3S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â us∨(B) � Å/Æ us∧(B) � ÕÊÒ u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�ä B

� ½�f�½� 	 j[	f�Z º W�� � � �	�������� � ��� �������=� ����� �	� �%��� � � * � 	 � ����� �	� 	�� �����	� �
u �
�4�
�"������� ���� � �

u �
�4�

��"������� 6
�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c � W � ��

P
��� � ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � ��� � � ����� (Pγ ,Uγ)γ∈Γ
��� �� ��� ��� �=�	� �	�������� �

��� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � ��� � ��� 6 ��� ��� * � ���� � � ����
� �

γ ∈ Γ
*
gγ : P → Pγ

� ��� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� �	��	� �	� � ���'	�� ��� 6�� 	 �
��� 	 �B���"���
����������� �����������*�������"����� � ���!��� �	������"���

U
� �

P
*�� 	��	� 	�� ��� ��� ����

gγ��� ��� � �����
� � * � � ∨ (
� � ∧) � ����� �	� ����� (P,U)

� � � �	�������� � ��� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � ��� � � 6

C
I�ÃCÕÊÒ=Â�Ï3Å/Ý	â�Á�Ã�Å·ÒKÁ3Å�ðöÃKÁ�Ì�ÃCÈyÅ/Æ=Â�Ð�Â�ÆKÇ

γ ∈ Γ
Ì�Ï3Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ Uγ ∈ Uγ

Ü
(gγ × gγ)

−1(Uγ)ÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓbÕÍÏbÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â?Ë�Å/Ï3Â P
ä#úîÂ;Ô	Æ�Å�Ð�Â;ÃKÁ3ÂEÌ/Ò�Ò�Â�ÆKÃKÕÊÅ/ÏbÈyÅ/Æ�ÃKÁ3Â;Ë�Ì/Ò�Â;ÃKÁ�Ì�Ã

P
ÕÊÒ

Ì ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â!Ë�Å/Ï3Â�ä�I�Ï3Ó	Â�Â�Ó�Ü�ÉÊÂ�Ã a 6 b
ÈyÅ/Æ

a, b ∈ P
ä�S7Á3Â�Ï

gγ(a) 6 gγ(b)
ÈyÅ/Æ;Â�Ì/Ë�Á

γ ∈ Γ
Ü3ÒKÕÍÏ3Ë�Â

gγÕÊÒEÌ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKßïÈyÅ/Æ?Â�Ì/Ë�Á
γ ∈ Γ

ä�S7Á	ÕÊÒ;ÕÍßåÔ	ÉÍÕÊÂ�Ò;ÃKÁ�Ì�Ã
(gγ(a), gγ(b)) ∈ Uγ

Ü�ÒKÕÍÏ3Ë�Â
UγÕÊÒ ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ`ÈyÅ/Æ?Â�Ì/Ë�Á γ ∈ Γ

ä�S7Á3Â�Ï
(a, b) ∈ (gγ × gγ)

−1(Uγ)
äxD;Å�ðÄÜ�ÉÊÂ�Ã

(a, b) ∈ α(gγ × gγ)
−1(Uγ)Ì�Ï3Ó

(c, b) ∈ β(gγ × gγ)
−1(Uγ)

ÈyÅ/Æ
a, b, c ∈ P

Ì�Ï3Ó
γ ∈ Γ

ä@S7Á3Â�Ï
(gγ(a), gγ(b)) ∈ αUγ

Ì�Ï3Ó
(gγ(c), gγ (b)) ∈ βUγ

ä3D;Å�ðÄÜ3ÒKÕÍÏ3Ë�Â
Uγ

ÕÊÒ ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓÖÌ�Ï gγ ÕÊÒ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂEÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`Ü�ð�ÂÄË�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂÃKÁ�Ì�Ã
(gγ(a∨ c), gγ(b)) = (gγ(a)∨ gγ(c), gγ (b)) ∈ (α+β)Uγ

ä#S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â
(a∨ c, b) ∈ (α+β)(gγ ×

gγ)
−1(Uγ)

ä
B

� Ï3Ó	Â�Æ�ÃKÁ3Â;Ì/Ò�ÒKÝ	ßåÔ	ÃKÕÊÅ/Ï3Ò7Å�È��,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/ÏÎþ'Ü
(P,U)

ÕÊÒ�Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ ����# ��� � ��� ������ !� ��� � � � �! ,Å�ÈÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò (Pγ ,Uγ)γ∈Γ
ì#ÇÎÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂEÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß·Ò gγ Ü

γ ∈ Γ
ä�U#ÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆKÉÍÇ�Ü	ÃKÁ3ÂÄË�Å/Ï3Ë�Â�Ô	Ã=Å�È ����# ��� � ��� ������ !� ��� � � � �! �Ë�Ì�Ï`ìxÂEÓ	Â�ê3Ï3Â�Ó�ä

�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c"!�W$# ���
� � �	�������� ����� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� �F��� � � � �F� 	 � ∨ (

� � ∧) � � �����
�%�'��� � ���� � ���
� ��� � � �	� ���	�&� ∨us (

� � ∧us) �
� ����� �	� � ��� � ��� 6

C
F�Â�Ã

(P,U)
ìxÂTÌBÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂTË�Å/Ï3Â�ä�S7Á3Â�Ï U

Á�Ì/ÒçÌöì�Ì/Ò�Â
B

Å�È
∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓæÒ�Â�Ã�Ò�ä �3Å/Æ B ∈ B

Ü�ð�ÂÎÒ�Â�Ã
UB = {αB : α > 0} ä@S7Á3Â�Ï UB

ÕÊÒíÌ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓË�Å/Ï#Ð�Â�ÑãÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂáÅ/Ï
P

Ì�Ï3Ó
(P,UB)

ÕÊÒåÌÎÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇMË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂáË�Å/Ï3ÂÈyÅ/ÆÄÂ�Ì/Ë�Á
B ∈ B

ä�D;Å�ðÄÜ�ÕÍÃEÕÊÒÄÂ�Ì/ÒKÇÖÃ�Å`Ò�Â�Â�ÃKÁ�Ì�Ã
(P,U)

ÕÊÒ?ÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆÄÔ	Æ�Å'&KÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�ÂåÉÍÕÍßåÕÍÃ�Å�È
(P,UB)B∈B

ì#ÇbÃKÁ3ÂEÕÊÓ	Â�Ï#ÃKÕÍÃ�ÇÎßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â�Ò�ä
B

� ½�f�½� 	 j[	f�Z � W�# ���
� �=�	�������� � ��� �������=� ����� �	� �%��� � � � �%� 	 �%� �����
�(�'����� ���� � ���8� ��� � ���	� ���	�&�
us �� ����� �	� �8��� � ��� 6



� �����
����� �������	��
��	��������������� ����� ��������� ����� �	� ����� � ��� þ�Ù

I�ÏØÃKÁ3ÂbÒKÔxÂ�Ë�Õ�Ì�É7Ë�Ì/Ò�ÂbÅ�È=ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇMË�Å/Ï#Ð�Â�ÑãÒ�Å/ÉÍÕÊÓØ:CÕÊÂ�Ò��áÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�Ü �,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/Ïçü`Ç�ÕÊÂ�ÉÊÓ	Ò!ÃKÁ�Ì�ÃåÂ�Ð�Â�ÆKÇ
� ø?Ì�Ý3Ò�Ó	Å/Æ~ù � ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�Ò�Å/ÉÍÕÊÓX:CÕÊÂ�Ò���ÒKÔ�Ì/Ë�Â�ÕÊÒ;ÃKÁ3Â�Ô	Æ�Å'&KÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÕÍßåÕÍÃÄÅ�È � Ï3Å/ÆKß·Â�Ó � Ò�Â�ßåÕÍÏ3Å/ÆKß·Â�Ó:CÕÊÂ�Ò��ÄÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò�ä

!�W � f�¾G]#fíe@½�f/cq½� j½���gjÀ�[' � j½�À�[' 	 �ZæÀ�½�c���]��  j['¼�¼�gjÀ�]�À�½�cq]#\
U#Ý	Ô	ÔxÅ�Ò�ÂíÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
Ì�Ï3Ó

(Q,W )
Ì�Æ�ÂíÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑãË�Å/Ï3Â�Ò�Ì�Ï3Ó

T : P → Q
ÕÊÒ�ÌÎÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ

Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ�ä�úîÂ?ÒKÁ�Ì�ÉÍÉxÒ�Ì�Ç
T
ÕÊÒ
u ÿ %�� � 
'# ��#áÕ�È (T × T )(F )

ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓbÕÍÏ Q2 ÈyÅ/Æ2Â�Ð�Â�ÆKÇ u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã

F
Å�È

P2 ä�úîÂCÒKÁ�Ì�ÉÍÉ�Ò�Ì�Ç (P,U)
ÕÊÒ�Ì %�����
 �"� �	��� �	�"� �	��
�=Õ�È�Â�Ð�Â�ÆKÇ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó·ÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ�Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/ÆÈèÆ�Å/ß
(P,U)

ÕÍÏ#Ã�ÅíÌ�Ï#ÇáÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Ë�Å/Ï3ÂEÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò � Ò�Â�Âå× ü�Ú � äF�Â�Ã
(P,U)

Ì�Ï3Ó
(Q,W )

ìxÂ=ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇíË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎË�Å/Ï3Â�Ò�ä�S7Á3Â;ÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ2Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ
T : P → Q

ÕÊÒ7Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó
%�� � 
'# ��# %	��� �"+ýð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ

T
ßíÌ�Ô3Ò�ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓîìxÂ�ÉÊÅ�ðOÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò�Å�È

P
ÕÍÏ#Ã�Å`ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓîìxÂ�ÉÊÅ�ðOÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò

Å�È
Q
ä	S7Á3Â?ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎË�Å/Ï3Â

(P,U)
ÕÊÒCË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Óáì ÿ %�����
 �"� �	��� �	�"�,ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ=Â�Ð�Â�ÆKÇbìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓáìxÂ�ÉÊÅ�ðÉÍÕÍÏ3Â�Ì�Æ=Å/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ2ÈèÆ�Å/ß

(P,U)
ÕÍÏ#Ã�Å·Å/ÃKÁ3Â�ÆCÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Ë�Å/Ï3ÂEÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò � Ò�Â�Â·× ü�Ú � äA7Å/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É,Ì�Ï3Ó

b ÿ ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉGÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÎË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÖË�Å/Ï3Â�Ò=Á�Ì�Ð�ÂÄìxÂ�Â�Ï�ÒKÃKÝ3Ó'ÕÊÂ�Ó`ÕÍÏM× ü�Ú�ä �GÕÍÆ�ÒKÃKÉÍÇ�Ü	ð�ÂÆ�Â�Ð�ÕÊÂ�ðãÃKÁ3Â7Ë�Å/Ï3ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÕÊÅ/Ï·Å�È�ÃKÁ	ÕÊÒ�ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â7ì	ÆKÕÊÂ653Ç"/F�Â�Ã
P
ìxÂ2Ì=Ë�Å/Ï3Â2Ì�Ï3Ó

U
ìxÂ2ÌCÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇ!Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ

ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã?Å�È
P
ä�úîÂ�Ò�Â�Ã

PU = {a ∈ P : ∃λ > 0, (0, a) ∈ λU} Ì�Ï3Ó UU = {αU : α > 0} äxS7Á3Â�Ï
(PU ,UU )

ÕÊÒ�Ì?ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇåË�Å/Ï#Ð�Â�ÑíË�Å/Ï3Â � Ì uc ÿ Ë�Å/Ï3Â � ä#I�ÏÖ× ü�Ú�Ü�ð�ÂCÔ	Æ�Å�Ð�Â�ÓíÃKÁ�Ì�Ã@ÃKÁ3Â�Æ�ÂCÕÊÒ,ÃKÁ3Â2ê3Ï3Â�ÒKÃ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßïÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â
Uτ � Å/Æ Ubτ � Å/Ï�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ`Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑXË�Å/Ï3Â (P,U)

ÒKÝ3Ë�Á�ÃKÁ�Ì�Ã
P2 � Å/Æ P � Á�Ì/ÒÃKÁ3Â?Ò�Ì�ß·Â

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó � Å/Æ7ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓáìxÂ�ÉÊÅ�ð � ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò�Ý	Ï3Ó	Â�Æ U Ì�Ï3Ó Uτ � Å/Æ Ubτ � ä'S7Á3Â;ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇbË�Å/Ï#Ð�Â�ÑË�Å/Ï3Â
(P,Uτ )

ÕÊÒ;ÃKÁ3Â!ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÕÍßåÕÍÃÄÅ�È�ÃKÁ3Â
uc ÿ Ë�Å/Ï3Â�Ò (PU ,UU )U∈B

Ü�ð2Á3Â�Æ�Â
B
ÕÊÒ?ÃKÁ3Â�Ë�Å/ÉÍÉÊÂ�Ë�ÃKÕÊÅ/Ï

Å�È�Ì�ÉÍÉ=Ý	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇçË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓëÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�ÒíÅ�È P2 ä�L=ÉÊÒ�Å (P,Ubτ )

ÕÊÒíÃKÁ3Â`ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂÖÉÍÕÍßåÕÍÃbÅ�È
ÃKÁ3Â

uc ÿ Ë�Å/Ï3Â�Ò (PU ,UU )U∈B
Ü�ð2Á3Â�Æ�Â

B = {uch({0} × B) : B
� � %�� � 
'# ��#�%	��� �"+ } äGImÈ (P,U)

ÕÊÒ
ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉGÅ/Æ

b ÿ ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉmÜ3ÃKÁ3Â�Ï U
ÕÊÒCÂ�Þ#Ý	ÕÍÐ�Ì�ÉÊÂ�Ï#ÃCÃ�Å

Uτ
Å/Æ

Ubτ
Ü	Æ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÇ�ä

#%$'&)(+*,(.-/(+0�*�
�3 úîÂ�ÒKÁ�Ì�ÉÍÉ�Ò�Ì�Ç?ÃKÁ�Ì�ÃGÃKÁ3Â@ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇEË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ë�Å/Ï3Â (P,U)
ÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿÅ/Æ�Ó	Â�Æ7ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ2Â�Ð�Â�ÆKÇ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â;Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKßOÈèÆ�Å/ß
(P,U)

ÕÍÏ
Ã�Å·Ì�Ï#ÇáÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3ÂEÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä9=ì#Ð�ÕÊÅ/Ý3ÒKÉÍÇ�ÜáÂ�Ð�Â�ÆKÇ ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉXÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â÷Ë�Å/Ï3Â÷ÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä �3Å/Æ2Â�Ñ3Ì�ßåÔ	ÉÊÂ�Ü'Â�Ð�Â�ÆKÇ ∨us � Å/Æ ∧us �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂEË�Å/Ï3Â;ÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ2ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä	L=ÉÊÒ�ÅÂ�Ð�Â�ÆKÇ

us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Ë�Å/Ï3ÂCÕÊÒ�Å/Æ�Ó	Â�Æ�ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä�I�Ã@Á�Ì/Ò�ìxÂ�Â�ÏíÔ	Æ�Å�Ð�Â�ÓíÕÍÏÖ× ü�Ú�Ü�ÃKÁ�Ì�Ã7Â�Ð�Â�ÆKÇåÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇåË�Å/Ï#Ð�Â�ÑË�Å/Ï3ÂÄð2Á	ÕÊË�ÁÖÕÍÃ�Ò=Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑÖÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂÄÁ�Ì/Ò=Ë�Å/Ý	Ï#Ã�Ì�ì	ÉÊÂ!ì�Ì/Ò�ÂEÕÊÒCìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä�S7Á	ÕÊÒ;ÒKÁ3Å�ðCÒ
ÃKÁ�Ì�Ã@Õ�È

(P,U)
ÕÊÒ�Ì;ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇåË�Å/Ï#Ð�Â�ÑåÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Ë�Å/Ï3Â=Ì�Ï3Ó

U
Á�Ì/Ò�Ì?Ë�Å/Ý	Ï#Ã�Ì�ì	ÉÊÂ=ì�Ì/Ò�Â�Ü�ÃKÁ3Â�Ï

(P,U)
ÕÊÒ@Å/Æ�Ó	Â�Æ

ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä
@BA,C�DFE'GH$ :�3 F�Â�Ã

X
ìxÂ�ÌMÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ü2Ì�Ï3ÓòÉÊÂ�Ã

P
ìxÂ�ÃKÁ3Â�Ë�Å/Ï3ÂXÅ�ÈåÌ�ÉÍÉ

R+ ÿ Ð�Ì�ÉÍÝ3Â�ÓË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3ÒXÈèÝ	Ï3Ë�ÃKÕÊÅ/Ï3ÒXÅ/Ï
X
Ü=ð2Á3Â�Æ�Â

R+
ÕÊÒXÂ�Ï3Ó	Å�ð�Â�Ó ð2ÕÍÃKÁ÷ÃKÁ3ÂMÝ3ÒKÝ�Ì�ÉmÜ;ÃKÁ�Ì�Ã�ÕÊÒÖÃKÁ3ÂãÅ/Ï3Â ÿ ÔxÅ/ÕÍÏ#ÃË�Å/ßåÔ�Ì/Ë�ÃKÕ�ê�Ë�Ì�ÃKÕÊÅ/ÏæÃ�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�Ç�äqúîÂbË�Å/Ï3ÒKÕÊÓ	Â�Æ�Å/Ï

P
ÃKÁ3Â·ÔxÅ/ÕÍÏ#ÃKÕÍð2ÕÊÒ�ÂbÅ/Æ�Ó	Â�Æ�ä �3Å/Æ!Â�Ì/Ë�Á

ε > 0
Ü�ð�ÂbÒ�Â�Ã

ε̃ = {(f, g) ∈ P2 : ∀x ∈ X, f(x) 6 g(x) + ε} ä�S7Á3Â�ÏãÈyÅ/Æ�Â�Ì/Ë�Á ε > 0
Ü
ε̃
ÕÊÒåÌ�Ò�Å/ÉÍÕÊÓØÒ�Â�Ã·Ì�Ï3Ó

U = {ε̃ : ε > 0} ÕÊÒ·Ì�Ò�Å/ÉÍÕÊÓãË�Å/Ï#Ð�Â�ÑæÞ#Ý3ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�ä,S7Á3Â�Ï
(P,U)

ÕÊÒ·ÌÖÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇØË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ
É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbË�Å/Ï3Â�äqúîÂ·Ï3Å/Ã�ÂíÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
ÕÊÒ!Å/Æ�Ó	Â�Æ!ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑMÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbË�Å/Ï3Â�ÜGÒKÕÍÏ3Ë�Â·ÕÍÃ

ÕÊÒÄÌ
us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂåË�Å/Ï3Â�ä�S7Á3ÂåË�Å/Ï3Â P

ÕÊÒEÏ3Å/Ã�ÌíÐ�Â�Ë�Ã�Å/Æ�ÒKÔ�Ì/Ë�Â·Ì�Ï3ÓXÕÍÃEßíÌ�Ç�Ï3Å/ÃEìxÂåÂ�ß�ìxÂ�Ó	Ó	Â�Ó�ÕÍÏMÌ�Ï#Ç
Ð�Â�Ë�Ã�Å/Æ=ÒKÔ�Ì/Ë�Â�ä

� ^q]#½�f�]� º W � ��
(Pγ ,Uγ)γ∈Γ

����� � ��� ��� ���	� �	�������� ����� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� ����� � ��� 6 ��� ���� ��

P
��� � ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� �?��� � � ����� � � � ��� � 	
γ ∈ Γ

*
fγ : Pγ → P

��� � ∨ (
� � ∧) �� ����� �	� ��	��	� �	� � ���'	�� ��� �	��� 	 � 	'���

P =
��� ���

(
⋃

γ∈Γ fγ(Pγ))
6 � 	 �
�

P
�
���4� � ��� � � � 	 � 	 �

��� ������� ���*�������"����� � ��� ��� �	������"���
U
�
������� ��� ���I� 	 � ���� � �	� � 	 ��� � ���

us∨(
⋃

γ∈Γ(fγ × fγ)(Uγ))
(
� �
us∧(

⋃
γ∈Γ(fγ × fγ)(Uγ)))

* � 	 �
���
Uγ ∈ Uγ

* � � � �	�������� � ��� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� �8��� � � 6

C
úîÂíË�Å/Ï3ÒKÕÊÓ	Â�ÆÄÃKÁ3Â·Ë�Ì/Ò�ÂåÃKÁ�Ì�Ã

(Pγ ,Uγ)γ∈Γ
Ì�Æ�ÂåÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂíË�Å/Ï3Â�Ò�ä �GÕÍÆ�ÒKÃKÉÍÇ�Ü�ð�ÂÔ	Æ�Å�Ð�ÂEÃKÁ�Ì�ÃCÃKÁ3ÂEÂ�ÉÊÂ�ß·Â�Ï#Ã�Ò=Å�È

P
Ì�Æ�ÂEìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓáìxÂ�ÉÊÅ�ðBð2ÕÍÃKÁ`Æ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�Ã2Ã�Å�ÃKÁ3ÂÄÒ�Â�Ã�Ò

us∨(
⋃

γ∈Γ fγ(Uγ))
ä
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F�Â�Ã

a ∈ P
äqS7Á3Â�ÏMÃKÁ3Â�Æ�ÂáÌ�Æ�Â

n ∈ N
Ü
γ1, . . . , γn ∈ Γ

ÜGÌ�Ï3Ó
aγi ∈ Pγi

Ü
i = 1, . . . , n,

ÒKÝ3Ë�ÁMÃKÁ�Ì�Ã
a =

∑n
i=1 fγi(aγi)

ä�S7Á3Â�Æ�Â�Ì�Æ�Â
λi > 0

Ü
i = 1, . . . n,

ÒKÝ3Ë�ÁÖÃKÁ�Ì�Ã
(0, aγi) ∈ λiUγi

ä�S7Á	ÕÊÒ;ÒKÁ3Å�ðCÒ;ÃKÁ�Ì�Ã
(0, a) ∈ λus(

⋃
γ∈Γ fγ(Uγ))

ÜGð2Á3Â�Æ�Â
λ = max16i6n λi

äGS7Á3Â�Ï
(P,U)

ÕÊÒåÌÖÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇMË�Å/Ï#Ð�Â�ÑæË�Å/Ï3Â�ä
U#ÕÍÏ3Ë�ÂÖÃKÁ3Â�Ò�Â�Ã�Ò

us∨(
⋃

γ∈Γ fγ(Uγ))
Ì�Æ�Â ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�Ü@ð�ÂXË�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂÖÃKÁ�Ì�Ã (P,U)

ÕÊÒáÌ�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇçË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ
∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ä3L÷ÒKÕÍßåÕÍÉ�Ì�Æ;Ì�ÆKâ�Ý	ß·Â�Ï#Ã;Ç�ÕÊÂ�ÉÊÓ	ÒCÅ/Ý	Æ=Ë�É�Ì�ÕÍß ÈyÅ/ÆCÃKÁ3ÂÄË�Ì/Ò�ÂEÃKÁ�Ì�Ã

(Pγ ,Uγ)γ∈Γ
Ì�Æ�ÂEÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ

Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∧ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò�ä BS7Á3ÂbÔ	Æ�Å'&KÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�Â`Ì�Ï3ÓØÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂáÉÍÕÍßåÕÍÃ�Ò�Á�Ì/ÓØìxÂ�Â�ÏØÕÍÏ#Ð�Â�ÒKÃKÕÍâ#Ì�Ã�Â�ÓãÈyÅ/Æ!Ã�Å/ÔxÅ/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É2Ð�Â�Ë�Ã�Å/Æ·ÒKÔ�Ì/Ë�Â�Ò
Ì�Ï3ÓMÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑØË�Å/Ï3Â�Ò�ÕÍÏò× ��Ú2Ì�Ï3Óë× ��Ú�Ü�Æ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÇ�ä � Ï3Ó	Â�Æ!ÃKÁ3ÂbÌ/Ò�ÒKÝ	ßåÔ	ÃKÕÊÅ/Ï3Ò�Å�È=S7Á3Â�Å/Æ�Â�ß Û�Ü
(P,U)

ÕÊÒ2Ë�Ì�ÉÍÉÊÂ�ÓÎÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ2ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂEÉÍÕÍßåÕÍÃ=Å�ÈGÃKÁ3Â?ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂEË�Å/Ï3Â�Ò
(Pγ ,Uγ)

Ü�Ý	Ï3Ó	Â�Æ2ÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â?Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß·Ò fγ : Pγ → P
ä�U#ÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆKÉÍÇ�Ü'ÃKÁ3ÂEË�Å/Ï3Ë�Â�Ô	ÃCÅ�È

Å/Æ�Ó	Â�ÆCÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂÄÉÍÕÍßåÕÍÃ=Ë�Ì�ÏÖÓ	ÂEÓ	Â�ê3Ï3Â�Ó�ä
� ½�f�½� 	 j[	f�Z !�W � � � �����
� � �������� � ��� � ��� � � �	� �	�������� � ��� ������� � ����� �	� � ��� � ��� � � �%�	�������� � ��� �������

� ����� �	� �8��� � � 6
� ½�f�½� 	 j[	f�Z���W � � � �����
� � �������� � ����� ��� � � �	� �	�������� � ��� ������� ����� �	�  � �����&��� � � ����� �$� �	�������� �

��� ������������� �	�  � ����� ��� � � � 6
�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c���W � ��

(P,U)
���;� 	 � ∨ (

� � ∧) � � �����
� � �������� � ����� ��� � �=�	� �	�������� � ��� �������
∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � ��� � ��� (Pγ ,Uγ)γ ∈ Γ
* �"�����
� � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ���$�

fγ : Pγ → P
*
γ ∈ Γ,�����

(Q,W )
��� � �	�������� � ��� ������� ��� � � 6%� 	 �
��� 	 � � � � ����� � � ���'� �)


T : P → Q
� �8��� ��� � �����
� � ���

������� �4� � ��� � � � ����
� �
γ ∈ Γ

*%� �	�
γ
� � ��� ��� � �����
� � 6

C
S7Á3ÂÎßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â

T
ÕÊÒåË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3ÒbÕ�ÈEÌ�Ï3ÓçÅ/Ï	ÉÍÇØÕ�È;ÈyÅ/Æ·Â�Ì/Ë�Á

W ∈ W
Ü
(T × T )−1(W ) ∈ U

ä
A�ÇáS7Á3Â�Å/Æ�Â�ßàÛ�Ü'ÃKÁ	ÕÊÒ2Á3Å/ÉÊÓ	ÒCÕ�È@Ì�Ï3Ó`Å/Ï	ÉÍÇbÕ�ÈGÈyÅ/ÆCÂ�Ð�Â�ÆKÇ

γ ∈ Γ

(fγ × fγ)
−1((T × T )−1(W )) = (

SqÅ�È
γ ×

SqÅ�È
γ)

−1(W ) ∈ Uγ .

I�ÏÎÃKÁ3ÂÄÅ/ÃKÁ3Â�ÆCð�Å/Æ�Ó	Ò�Ü	ð�ÂEÆ�Â�Þ#Ý	ÕÍÆ�ÂEÃKÁ3ÂÄË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý	ÕÍÃ�ÇÖÅ�È,Â�Ì/Ë�ÁÖSqÅ�È
γ
ÈyÅ/ÆCÂ�Ì/Ë�Á

γ ∈ Γ
ä
B

�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c��xW � � ∨ (
� � ∧) � � �����
� � �������� � ��� � ��� � � �	� ∨ (

� � ∧) � � �����
� �4� �������	��
��	������	�������� ���� ��������� ����� �	� �8��� � ��� � � ∨ (
� � ∧) � � �����
� �4� �������	��
��	���� 6

C
F�Â�Ã

(P,U)
ìxÂ�ÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ?ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÕÍßåÕÍÃ?Å�È ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ?ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇË�Å/Ï#Ð�Â�ÑíÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Ë�Å/Ï3Â�Ò
(Pγ ,Uγ)

ì#ÇåÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß·Ò fγ Ü γ ∈ Γ
ä#L=ÉÊÒ�ÅÄÒKÝ	Ô	ÔxÅ�Ò�Â

ÃKÁ�Ì�Ã
T
ìxÂîÌ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß ÈèÆ�Å/ß
(P,U)

ÕÍÏ#Ã�ÅçÌ�Ï3Å/ÃKÁ3Â�Æ`ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ
Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â (Q,W )

ä	S7Á3Â�ÏáÈyÅ/ÆCÂ�Ð�Â�ÆKÇ
γ ∈ Γ

Ü	SqÅ�È
γ
ÕÊÒCÌ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�Ã ÿÃKÕÊË�Â�Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß Å/Ï
(Pγ ,Uγ)

äxU#ÕÍÏ3Ë�Â
(Pγ ,Uγ)

ÕÊÒ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ=ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉmÜ�ð�Â!Ë�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂÃKÁ�Ì�Ã`SqÅ�È
γ
ÕÊÒÎË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò`ÈyÅ/ÆÎÂ�Ì/Ë�Á

γ ∈ Γ
Ü�ì#Ç �,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/ÏBô3ä7S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â

T
ÕÊÒÎË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò`ì#Ç

�,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/ÏÖô3ä
BU#ÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆKÉÍÇ�Ü	Å/Ï3Â?Ë�Ì�ÏáÔ	Æ�Å�Ð�Â?ÃKÁ�Ì�ÃCÌ�ÏÎÅ/Æ�Ó	Â�Æ7ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�Â?ÉÍÕÍßåÕÍÃ2Å�È�Å/Æ�Ó	Â�Æ7ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇíË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ

É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ÒCÕÊÒCÅ/Æ�Ó	Â�ÆCìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä
� ^q]#½�f�]� � W � ��

(P,U)
����� �	�������� � ��� ������� ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � ��� � � 6 � 	 �
� � 	 �
��� � �=� 	 �
	�� ����� ∨ (

� � ∧) � ����� �	� ��� ������� ���*�������"����� � ��� ��� �	������"���
U∨
|τ | (

� �
U∧
|τ |)

� �
P

�"�����
� � 	��	� 	
P2	'��� � 	 �������&�

u �
�4�
�"�������)�	� �"���� ����� �"�����
�

U
6�
 �����
� � 	 � ��� ������� ���*�������"����� � ��� ��� �	������"���

U∨
|τ |

(
� �

U∧
|τ |)
*
P

� � � ∨ (
� � ∧) � � �����
� �4� �������	��
��	�������� � � * � 	 � ∨ (

� � ∧) � � �����
� � �������� � ��� � ��� � � �	�'��� ��� ��� �
�	� ∨us (

� � ∧us) �
�	� � � ����� �	� �?��� � ��� �	�

P
6 � 	 �=�	�������� � ��� ������� ��� � �

(P,U)
� � ∨ (

� � ∧) � � �����
��4� �������	��
��	�������� ������� �4� � ���
U
�����

U∨
|τ | (

� �
U∧
|τ |)

����� � ���"� � �� �
��� 6
C
úîÂCÔ	Æ�Å�Ð�Â=ÃKÁ3Â=ÃKÁ3Â�Å/Æ�Â�ßýÈyÅ/Æ�ÃKÁ3Â=Ë�Ì/Ò�ÂCÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
ÕÊÒ�ÌEÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ·Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â;Ë�Å/Ï3Â�ä�F�Â�Ã BìxÂ?ÃKÁ3ÂÄË�Å/ÉÍÉÊÂ�Ë�ÃKÕÊÅ/Ï�Å�È@Ì�ÉÍÉ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓÎÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�ÒCÅ�È P2 ä �3Å/Æ B ∈ B
Ü	ð�ÂÄÒ�Â�Ã

PB = {a ∈ P : ∃λ > 0 s.t. (0, a) ∈ λB} Ì�Ï3Ó
UB = {αB : α > 0}.



� �����
����� �������	��
��	��������������� ����� ��������� ����� �	� ����� � ��� þ �

úîÂ·Ë�Å/Ï3ÒKÕÊÓ	Â�Æ!Å/Ï
PB

ÃKÁ3Â·Å/Æ�Ó	Â�Æ�ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�Â�ÓMì#ÇXÃKÁ3ÂíÅ/ÆKÕÍâ�ÕÍÏ�Ì�É�Å/Æ�Ó	Â�Æ!Å�È
P
ä�U#ÕÍÏ3Ë�Â

B
ÕÊÒ ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�Ü�ÕÍÃÄÕÊÒÂ�Ì/ÒKÇMÃ�Å�Ò�Â�ÂbÃKÁ�Ì�Ã

(PB ,UB)
ÕÊÒ·Ì�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇãË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÎË�Å/Ï3Â�ä,úîÂáÁ�Ì�Ð�Â P =

⋃
B∈B PB

ä
I�Ï3Ó	Â�Â�Ó�ÜGÈyÅ/Æ

a ∈ P
Ü,F�Â�Ã

B′ ìxÂbÃKÁ3ÂÎÒKßíÌ�ÉÍÉÊÂ�ÒKÃåÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇãË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ ÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓãÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã·Å�È P2 Ü�ð2Á	ÕÊË�Á
Ë�Å/Ï#Ã�Ì�ÕÍÏ3Ò {(0, a)} ä,S7Á3Â�Ï B ′ ∈ B

Ì�Ï3Ó
a ∈ PB′

ä�D;Å�ðOÉÊÂ�Ã
(P,U∨

|τ |)
ìxÂíÃKÁ3Â ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ�ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂÉÍÕÍßåÕÍÃ`Å�È

(PB ,UB)B∈B
Ü�Ý	Ï3Ó	Â�Æ`ÃKÁ3ÂXÕÍÏ3Ë�ÉÍÝ3ÒKÕÊÅ/ÏTßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â�Ò

IB : PB → P
ä2S7Á3Â�Ï

(P,U∨
|τ |)

ÕÊÒ
Ì�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇûË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ë�Å/Ï3ÂÖì#ÇûS7Á3Â�Å/Æ�Â�ß Û�ä�S7Á3Â

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó'Ï3Â�Ò�ÒáÅ�È B ∈ B
ÒKÁ3Å�ðCÒbÃKÁ�Ì�Ã

IB : (PB ,UB) → (P,U)
ÕÊÒíË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä7D;Å�ðÄÜ,ð�ÂÖË�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂÖÃKÁ�Ì�Ã

U∨
|τ |
ÕÊÒåê3Ï3Â�ÆíÃKÁ�Ì�Ï

U
ì#ÇæÃKÁ3Â

Ó	Â�ê3Ï	ÕÍÃKÕÊÅ/Ï Å�È ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆXÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂãÉÍÕÍßåÕÍÃ�ä?S7Á3Â�Ï u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó'Ï3Â�Ò�ÒXÕÍÏ U∨
|τ |

ÕÍßåÔ	ÉÍÕÊÂ�Ò
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó'Ï3Â�Ò�ÒÕÍÏ

U
äG9=ÏîÃKÁ3Â·Å/ÃKÁ3Â�Æ�Á�Ì�Ï3Ó�Ü�Õ�È

F ⊆ P2 ÕÊÒ u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Óîð2ÕÍÃKÁîÆ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�ÃÄÃ�Å U
ÜxÃKÁ3Â�ÏMÕÍÃÄÕÊÒ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓÕÍÏ
(PF̃ ,UF̃ )

Ü	ð2Á3Â�Æ�Â
F̃ = us∨(F )

ä�D;Å�ðÄÜ	ÃKÁ3Â�Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý	ÕÍÃ�ÇÖÅ�È
IF̃

Ç�ÕÊÂ�ÉÊÓ	ÒCÃKÁ�Ì�Ã
F
ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó`ð2ÕÍÃKÁÆ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�Ã=Ã�Å

U
∨
|τ |
ä�L=ÉÊÒ�Å

(P,U∨
|τ |)

ÕÊÒ ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ;ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉGì#Ç �,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/ÏîÙ'ä �3Å/Æ;ÃKÁ3ÂÄê3Ï�Ì�ÉGÔ�Ì�ÆKÃ?Å�È
ÃKÁ3Â�Å/Æ�Â�ß`Ü�ð�ÂÄÏ3Å/Ã�Â�ÃKÁ�Ì�Ã=ÃKÁ3ÂÄÕÊÓ	Â�Ï#ÃKÕÍÃ�Ç`ßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â

I : (P,U) → (P,U∨
|τ |)

ÕÊÒ;Ì
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`ä@D;Å�ðÄÜ�Õ�È

(P,U)
ÕÊÒåÅ/Æ�Ó	Â�Æ�ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉmÜ,ÃKÁ3Â�Ï

I
ÕÊÒåË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä@S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â

U
ÕÊÒ

ê3Ï3Â�Æ�ÃKÁ�Ì�Ï
U
∨
|τ |
ä	9=ÏbÃKÁ3Â;Å/ÃKÁ3Â�Æ7Á�Ì�Ï3Ó

U|τ |
ÕÊÒ�ê3Ï3Â�Æ�ÃKÁ�Ì�Ï

U
ä�S7Á3Â�ÏbÃKÁ3Â�ÇbÌ�Æ�Â;Â�Þ#Ý	ÕÍÐ�Ì�ÉÊÂ�Ï#Ã�ä3U#ÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆKÉÍÇ·ð�Â

Ë�Ì�Ï`Ô	Æ�Å�Ð�ÂEÃKÁ3ÂEÃKÁ3Â�Å/Æ�Â�ß ÈyÅ/ÆCÃKÁ3ÂEË�Ì/Ò�ÂEÃKÁ�Ì�Ã
(P,U)

ÕÊÒ=Ì!ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∧ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ä B
� ½�f�½� 	 j[	f�Z �xW � �

(P,U)
� � � ∨ (

� � ∧) � � �����
� �4� �������	��
��	���� �	�������� �2��� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� ���� � � * � 	 �
�

U = U
∨
|τ | (

� �
U = U

∧
|τ |)
6

� ½�f�½� 	 j[	f�Z � W�� �
(P,U)

� � � �	�������� � ��� �������%� ����� �	� �B��� � � * � 	 �
��� 	 �
��� � �B� 	 � 	�� ����� ����� �	�%��� �������
���*�������"����� � ��� ��� �	������"���

U|τ |
� �

P
* �"�����
� � 	��	� 	

P2 	'���F� 	 � �����&� u � �4�
�"������� �	� �"���� � ��� �"�����
�
U
6 
 �����
� � 	 � ��� ������� ���*�������"����� � ��� ��� �	������"���

U|τ |
*
P

� � ��� � �����
���4� �������	��
��	�������� � � * � 	 �8� �����
�
� �������� � ����� ��� � � �	� � � ��� ��� �;�	�

us �
�	� � � ����� �	� � ��� � ��� �	�

P
6�� 	 � �	�������� �;��� �������;��� � �

(P,U)
� �

� �����
� �4� �������	��
��	�������� �����$���
U
�����

U|τ |
����� � ���"� � �� �
��� 6

�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c � W � ��
(P,U)

��� � �	�������� � ��� ������� � ����� �	� �8��� � � 6 � 	 �
�
Uτ

� ��	�� �
� � 	'���
U|τ |

6

C
U#ÕÍÏ3Ë�Â

P2 Á�Ì/Ò@ÃKÁ3Â=Ò�Ì�ß·Â u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓíÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò,Ý	Ï3Ó	Â�Æ U Ì�Ï3Ó U|τ |
Ü#Ì�Ï3Ó

Uτ
ÕÊÒ,ÃKÁ3Â2ê3Ï3Â�ÒKÃ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ

Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂEÃKÁ�Ì�ÃCÁ�Ì/Ò2ÃKÁ	ÕÊÒ2Ô	Æ�Å/ÔxÂ�ÆKÃ�Ç�Ü3ð�ÂÄË�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂÄÃKÁ�Ì�Ã
Uτ

ÕÊÒ7ê3Ï3Â�ÆCÃKÁ�Ì�Ï
U|τ |

ä
B

�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c���W # ���
� � �4� �������	��
��	����,�	�������� � ��� ������� � ����� �	� �8��� � � � � � �����
� �4� �������	��
��	���� 6
C
F�Â�Ã

(P,U)
ìxÂ�ÌåìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É,ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÖË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â!Ë�Å/Ï3Â�äxS7Á3Â�ÏXð�Â�Á�Ì�Ð�Â

U = Uτ
ä�D;Å�ðÄÜ

ÒKÕÍÏ3Ë�Â
U ⊆ U|τ | ⊆ Uτ

Ü	ð�ÂÄË�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂEÃKÁ�Ì�Ã
U = U|τ |

ä
BI�ÏOÃKÁ3ÂëÈyÅ/ÉÍÉÊÅ�ð2ÕÍÏ	âRÃKÁ3Â�Å/Æ�Â�ß ð�ÂTË�Á�Ì�Æ�Ì/Ë�Ã�Â�ÆKÕ ��Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆæìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�É`ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ

∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò
� ^q]#½�f�]� !�W�� � ���	�������� � ��� ������� ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � ��� � � (P,U)
� 	 � � �����	� � � �)
*� ����� � ���"� � �� �
�����

(a) (P,U)
� � ∨ � � � ∧ 	 � � �����
� �4� �������	��
��	�����


(b)
� � � ����
� �"�"����� � ��� � � ��� ������� ∨ (

� � ∧) � ����� �	�&�	� �"���� V �	�
P2 � 	'��� � �"��� ���"� ���� u � �4�
�"��������	� �"���� � * � 	 �
��� � �

U ∈ U
�	��� 	 � 	'���

U ⊆ V



(c)
����
� �

u �
�4�
�"������� ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� � ���	�
P

� ��� ����� � ∨us (
� � ∧us) �

� ����� �	� �
��� � � � � ��� ��� � �����
� � 6

(d) (P,U)
� � � 	 � ∨ (

� � ∧) � � �����
� � �������� � ���F� ��� � � �	� ���	�&�
us �

� ����� �	� � �	� �4��� � ��� �	�
(P,U)

6

C
S7Á3ÂÄÒKÃ�Ì�Ã�Â�ß·Â�Ï#Ã�Ò

(a)
Ì�Ï3Ó

(d)
Ì�Æ�ÂÄÂ�Þ#Ý	ÕÍÐ�Ì�ÉÊÂ�Ï#ÃCì#Ç �,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/Ï�ÙåÌ�Ï3Ó`S7Á3Â�Å/Æ�Â�ßïþ'ä

(a → b)
"GF�Â�Ã

(a)
Á3Å/ÉÊÓ	ÒåÌ�Ï3Ó

V
ìxÂáÌÎÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇMË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓMÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Å�È P2 ÜqÃKÁ�Ì�Ã

Ì�ì3Ò�Å/ÆKì3ÒEÌ�ÉÍÉ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓXÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò�ä�úîÂ!Ò�Â�Ã V = {αV : α > 0} äxS7Á3Â�Ï (P,V )

ÕÊÒEÌ·ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇÖË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ
∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â`Ë�Å/Ï3Â�ä@S7Á3ÂáÕÊÓ	Â�Ï#ÃKÕÍÃ�ÇæßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â�Ò I : (P,U) → (P,V )

ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�Ü@ÒKÕÍÏ3Ë�Â VÌ�ì3Ò�Å/ÆKì3ÒáÌ�ÉÍÉ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓëÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò�ä79=ÏûÃKÁ3ÂÖÅ/ÃKÁ3Â�ÆbÁ�Ì�Ï3Ó I ÕÊÒáÌ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÖÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`äD;Å�ð
(a)

Ç�ÕÊÂ�ÉÊÓ	Ò2ÃKÁ�Ì�Ã
I
ÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä�S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�ÂÄÃKÁ3Â�Æ�ÂÄÂ�Ñ'ÕÊÒKÃ�Ò

U ∈ U
ÒKÝ3Ë�Á`ÃKÁ�Ì�Ã

U ⊆ V
ä

(b→ a)
"�F�Â�Ã

(b)
Á3Å/ÉÊÓ	Ò2Ì�Ï3Ó

T
ìxÂ;Ì

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKßOÈèÆ�Å/ß
(P,U)ÕÍÏ#Ã�ÅåÌ�Ï3Å/ÃKÁ3Â�Æ2ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇíË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â?Ë�Å/Ï3Â (Q,W )

ä'F�Â�Ã
W ∈ W

ìxÂ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�ä�S7Á3Â�Ï



þ � ���������
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(T × T )−1(W )
ÕÊÒ�ÌbÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßåÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Ò�Å/ÉÍÕÊÓ�ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Å�È P2 Ü�ÒKÕÍÏ3Ë�Â T ÕÊÒ�Ì ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�Ã ÿÃKÕÊË�ÂíÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`ä�D;Å�ð ÃKÁ3Â�Æ�ÂíÕÊÒ

U ∈ U
ÒKÝ3Ë�ÁØÃKÁ�Ì�Ã

U ⊆ (T × T )−1(W )
ì#Ç

(b)
äGS7Á3Â�Ï

T
ÕÊÒ

Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä
(a→ c)

"3S7Á3ÂEÔ	Æ�Å�Å�È�ÕÊÒCË�ÉÊÂ�Ì�Æ�ä
(c → a)

",U#Ý	Ô	ÔxÅ�Ò�ÂbÃKÁ�Ì�Ã
(c)

Á3Å/ÉÊÓ	ÒåÌ�Ï3Ó
T
ÕÊÒåÌ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKßÈèÆ�Å/ß
(P,U)

ÕÍÏ#Ã�ÅXÌ�Ï3Å/ÃKÁ3Â�Æ�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂíË�Å/Ï3Â (Q,W )
ä �3Å/Æ

W ∈ W
Ü�ð�ÂbÒ�Â�Ã

WW = {αW : α > 0} ä@J�ÉÊÂ�Ì�ÆKÉÍÇîÈyÅ/Æ!Â�Ð�Â�ÆKÇ W ∈ W
Ü
T : (P,U) → (Q,WW )

ÕÊÒåÌ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó

∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß Ì�Ï3ÓÖÃKÁ3Â�ÏÖÕÍÃ=ÕÊÒ;Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò?ì#Ç
(c)
ä�D;Å�ðÄÜ�ÉÊÂ�Ã

W ∈ W
ä�S7Á3Â�Ï�ð�Â

Á�Ì�Ð�Â
W ∈ WW

ä	S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�ÂÄÃKÁ3Â�Æ�ÂEÕÊÒ
U ∈ U

ÒKÝ3Ë�Á`ÃKÁ�Ì�Ã
(T × T )(U) ⊆W

ä
B

� ½�f�½� 	 j[	f�Z ��W � � � ��� ���
� �� ������� � � �	�������� � ��� �������&����� �	�  � ����� ��� � � ��� *�� 	 ��� ��� �
3
*
(c)

��� � �	�*�
� 	'��� ���	�������� � ��� ������������� �	�  � ����� ��� � � �

E
� � � �����
� �4� �������	��
��	���� ��� ����� � �4� �)��� ����
� � �4�
�"�������

� ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� � ���	�
E
� ��� � � ��� � � ��� ���&���  � ����� ��� � � � � � ��� ��� � �����
� � 6

#%$'&)(+*,(.-/(+0�* � 3 F�Â�Ã
(P,U)

Ì�Ï3Ó
(Q,W )

ìxÂýÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇàË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂOË�Å/Ï3Â�Ò�ä
úîÂBÒKÁ�Ì�ÉÍÉ`Ò�Ì�Ç ÃKÁ�Ì�Ã

T
ÕÊÒ |τ |∨ � Å/Æ |τ |∧ �mÿ Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Òëð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ T : (P,U∨

|τ |) → (Q,W ∨
|τ |)� Å/Æ T : (P,U∧

|τ |) → (Q,W ∧
|τ |) � ÕÊÒ7Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�äxU#ÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆKÉÍÇ�Ü	ð�ÂEË�Ì�Ï`Ó	Â�ê3Ï3Â?ÃKÁ3ÂEË�Å/Ï3Ë�Â�Ô	ÃCÅ�È |τ | ÿ Ë�Å/Ï	ÃKÕ ÿÏ#Ý	ÕÍÃ�Ç�ä

�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c���W � ��
(P,U)

�����
(Q,W )

��� �	�������� � ��� ������� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � ��� � ��� 6 � 	 �
�

� 	 � ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� T : (P,U) → (Q,W )

� �
u �
�4�
�"������� ��� �����2� �4� � ���

T� � |τ |∨ (
� � |τ |∧) � ��� �,� � �����
� � 6

C
F�Â�Ã

(P,U)
Ì�Ï3Ó

(Q,W )
ìxÂ·ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇMË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbË�Å/Ï3Â�ÒåÌ�Ï3Ó T : (P,U) → (Q,W )ìxÂXÌ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂXÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`ä2S7Á3Â�Ï T : (P,U∨
|τ |) → (Q,W ∨

|τ |)
ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�ÜÒKÕÍÏ3Ë�Â

P2 Á�Ì/Ò=ÃKÁ3Â�Ò�Ì�ß·Â u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�ÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�Ò=Ý	Ï3Ó	Â�Æ U Ì�Ï3Ó
U∧
|τ |
ä�D;Å�ðÄÜ�ÒKÕÍÏ3Ë�Â

(P,U∨
|τ |)

ÕÊÒ ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�Æì	Ô	ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉmÜ�ð�Â�Ë�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	Â@ÃKÁ�Ì�Ã
T
ÕÊÒ |τ |∨ ÿ Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä�9=Ï3Â@ÃKÁ3Â@Å/ÃKÁ3Â�ÆqÁ�Ì�Ï3ÓÄÕ�È T ÕÊÒ |τ |∨ ÿ Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ÜÃKÁ3Â�Ï

T : (P,U∨
|τ |) → (Q,W ∨

|τ |)
ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�ä�S7Á	ÕÊÒíÕÍßåÔ	ÉÍÕÊÂ�Ò·ÃKÁ�Ì�Ã T : (P,U) → (Q,W )

ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�ä=9=ÏöË�Ì�ÏTÔ	Æ�Å�Ð�Â�ÃKÁ3ÂMÌ/Ò�Ò�Â�ÆKÃKÕÊÅ/ÏòÈyÅ/ÆÎÃKÁ3Â�Ë�Ì/Ò�Â�ÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
Ì�Ï3Ó

(Q,W )
Ì�Æ�ÂXÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ

Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∧ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò�ä B
� ½�f�½� 	 j[	f�Z���W � ��

(P,U)
�����

(Q,W )
��� �	�������� � ��� ������� � ����� �	� � ��� � ��� 6 � 	 �
� � 	 �%� ����� �	� �

	��	� �	� � ���'	�� ���
T : (P,U) → (Q,W )

� �
u �
�4�
�"������� ��� ������� �4� � ����� � � � |τ | � ��� ��� � �����
� � 6

� ½�f�½� 	 j[	f�Z���W # ���
� � ��� ��� � �����
� � ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� � � |τ |∨ (

� � |τ |∧) � ��� �,� � �����
�� � 6 ��� ��� * ����
� � ��� ��� � �����
� ��� ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� � � |τ | � ��� ��� � �����
� � 6

F�Â�Ã
(P,U)

ìxÂ·ÌíÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇXË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â·Ë�Å/Ï3Â�ä�úîÂ�ÕÍÏ#Ð�Â�ÒKÃKÕÍâ#Ì�Ã�ÂåÃKÁ3ÂåìxÂ�Á�Ì�Ð�ÕÊÅ/Æ�Å�È�ÃKÁ3ÂË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÖÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â
U∨
|τ | � Å/Æ U∧

|τ | � Ý	Ï3Ó	Â�Æ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆCÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂÄÉÍÕÍßåÕÍÃ�ä
� ^q]#½�f�]� ��W � ��

(P,U)
����� 	 � ∨ (

� � ∧) � � �����
��� �������� � ��� � ��� � �/�	���	�������� �%��� �������8� ����� �	� ����� � ���
(Pγ ,Uγ)γ∈Γ

�"�����
� � 	 � ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ���$� fγ : Pγ → P

*
γ ∈ Γ

6 � 	 �
�
(P,U|τ |)� � � 	 � ∨ (

� � ∧) � ∨ (
� � ∧) � � �����
� � �������� � ��� � ��� � � �	� �	�������� ����� ������� � ����� �	� � ��� � ���

(Pγ ,U
∨
|τ |γ)γ∈Γ

(
� �

(Pγ ,U
∧
|τ |γ)γ∈Γ)

�"�����
� ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ���$� fγ : Pγ → P

*
γ ∈ Γ

6

C
úîÂ?Ô	Æ�Å�Ð�ÂEÃKÁ3Â?ÃKÁ3Â�Å/Æ�Â�ß ÈyÅ/Æ2ÃKÁ3ÂEË�Ì/Ò�Â?ÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
ÕÊÒ2ÃKÁ3Â ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ2ÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂEÉÍÕÍßåÕÍÃ=Å�ÈGÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�Ò

(Pγ ,Uγ)γ∈Γ
ä �3Å/Æ=Â�Ð�Â�ÆKÇ

γ ∈ Γ
Ü
fγ : (Pγ ,U

∨
|τ |γ) → (P,U|τ |)

ÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò
ì#Ç �,Æ�Å/ÔxÅ�ÒKÕÍÃKÕÊÅ/Ï �'ä�F�Â�Ã

(P,W )
ìxÂ�ÃKÁ3Â ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆEÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂåÉÍÕÍßåÕÍÃ�Å�È�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇXË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂåË�Å/Ï3Â�Ò

(Pγ ,U
∨
|τ |γ)γ∈Γ

Ý	Ï3Ó	Â�Æ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂåÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß·Ò fγ : Pγ → P
Ü
γ ∈ Γ

ä�S7Á3Â�Ï
U∨
|τ |γ ⊆ W

Üxì#Ç
ÃKÁ3ÂÄÓ	Â�ê3Ï	ÕÍÃKÕÊÅ/Ï�Å�È ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆCÕÍÏ3Ó'Ý3Ë�ÃKÕÍÐ�ÂÄÉÍÕÍßåÕÍÃ�ä	úîÂÄË�É�Ì�ÕÍß ÃKÁ�Ì�Ã

P2 Á�Ì/Ò2ÃKÁ3ÂÄÒ�Ì�ß·Â u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓÖÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã�ÒÝ	Ï3Ó	Â�Æ
W

Ì�Ï3Ó
U∨
|τ |γ

ä	ImÈ
B
ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓÎÝ	Ï3Ó	Â�Æ U∨

|τ |γ
Ü'ÃKÁ3Â�ÏÎÕÍÃ2ÕÊÒ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓÎÝ	Ï3Ó	Â�Æ U ä'S7Á	ÕÊÒCÒKÁ3Å�ðCÒÃKÁ�Ì�Ã�ÈyÅ/Æ
γ ∈ Γ

Ü
(fγ × fγ)

−1(B)
ÕÊÒ
u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓãÝ	Ï3Ó	Â�Æ Uγ

Ü@Ì�Ï3ÓãÃKÁ3Â�ÏæÕÍÏ
U∨
|τ |γ

ä,S7Á3Â�Æ�Â�ÈyÅ/Æ�Â
B
ÕÊÒ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓXÝ	Ï3Ó	Â�Æ W
ä�D;Å�ðÄÜxÃKÁ	ÕÊÒEÒKÁ3Å�ðCÒ?ÃKÁ�Ì�Ã?ÃKÁ3Â!ÕÊÓ	Â�Ï#ÃKÕÍÃ�ÇXßíÌ�Ô	Ô	ÕÍÏ	â

I : (P,U∨
|τ |) → (P,W )

ÕÊÒ



� �����
����� �������	��
��	��������������� ����� ��������� ����� �	� ����� � ��� þ�ó

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�ä�S7Á3Â�ÏãÕÍÃ!ÕÊÒ�Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�Ü,ÒKÕÍÏ3Ë�Â (P,U∨
|τ |)

ÕÊÒ ∨ ÿ Å/Æ�Ó	Â�Æ�ìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�Émä�S7Á3Â�Ï W = U
∨
|τ |
ä

L÷ÒKÕÍßåÕÍÉ�Ì�Æ;Ì�ÆKâ�Ý	ß·Â�Ï#Ã=Ç�ÕÊÂ�ÉÊÓ	ÒCÅ/Ý	Æ=Ë�É�Ì�ÕÍß ÈyÅ/Æ2ÃKÁ3ÂÄÅ/ÃKÁ3Â�Æ=Ë�Ì/Ò�Â�ä
B

� ½�f�½� 	 j[	f�Z º�� W � 	 � ��� ������� ���*�������"����� � ��� ��� �	������"���
U|τ |

� � ��� � � � � �"�����
�F� 	 � � �����
� � �������� � ���
� ��� � � 6

I�Ïû× ü�Ú�Ü�ð�Â·ÕÍÏ#ÃKÆ�Å�Ó'Ý3Ë�Â�ÓMÃKÁ3Â·ð�Â�Ì�éîË�Å/Ï#Ð�Â�ÑMÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßàÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂbÅ/ÏØÌÎÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑMË�Å/Ï3Â�ä
ø;Â�Æ�Â�Ü�ð�ÂCÓ	Â�ê3Ï3Â2ÃKÁ3Â=Ì�ì3Ò�Å/ÉÍÝ	Ã�Â2ð�Â�Ì�é·Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ·Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKßýÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â=Å/ÏíÌ?ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â�ä

F�Â�Ã
(P,U)

ìxÂbÌ`ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇîË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbË�Å/Ï3ÂáÌ�Ï3ÓîÉÊÂ�Ã L∨ � Å/Æ L∧ � ÕÊÒ�ÃKÁ3ÂbÒ�Â�Ã!Å�È;Ì�ÉÍÉË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â@Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKßBÈèÆ�Å/ß
(P,U)

ÕÍÏ#Ã�Å
(R, Ṽ )

ä�úîÂ@Ó	Â�Ï3Å/Ã�Â@ì#Ç
U|σ|(P, L∨)� Å/Æ U|σ|(P, L∧) � ÃKÁ3ÂíË�Å�Ì�Æ�Ò�Â�ÒKÃ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑØÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂbÅ/Ï

P
ÜqÃKÁ�Ì�Ã�ßíÌ�é�Â�ÒåÌ�ÉÍÉ

µ ∈ L∨� Å/Æ µ ∈ L∧ � Ü�Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä3I�ÏíÈmÌ/Ë�Ã (P,U|σ|(P, L∨)) � Å/Æ (P,U|σ|(P, L∧)) � ÕÊÒ�ÃKÁ3Â ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ Å/Æ�Ó	Â�ÆÔ	Æ�Å'&KÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�ÂåÉÍÕÍßåÕÍÃ�Å�È
(R, Ṽ )

Ý	Ï3Ó	Â�Æ!Ì�ÉÍÉ
µ ∈ L∨ � Å/Æ µ ∈ L∧ � ä�S7Á	ÕÊÒ�ÒKÁ3Å�ðCÒEÃKÁ�Ì�Ã (P,U|σ|(P, L∨))� Å/Æ (P,U|σ|(P, L∧)) � ÕÊÒÄÌbÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇXË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂåË�Å/Ï3Â�ä�ImÈ (P,U)

ÕÊÒÄÌbÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ
É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â;Ë�Å/Ï3Â;Ì�Ï3Ó

L
ÕÊÒ�ÃKÁ3Â=Ò�Â�Ã�Å�ÈqÌ�ÉÍÉ�Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò7É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß ÈèÆ�Å/ß

(P,U)
ÕÍÏ#Ã�Å

(R, Ṽ )
Ü

ÃKÁ3Â�Ï`ð�ÂÄË�Ì�ÏÖÓ	Â�ê3Ï3ÂEÃKÁ3ÂEÒ�Å/ÉÍÕÊÓ`Ë�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`Þ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂÄÅ/Ï
U|σ|(P, L)

ÕÍÏ�Ì�ÒKÕÍßåÕÍÉ�Ì�ÆCð7Ì�Ç�ä
�3Å/Æ�ÌÎÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇ�Ë�Å/Ï#Ð�Â�ÑîÉ�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂbË�Å/Ï3Â

(P,U)
ÜqÕÍÃÄÕÊÒ�Â�Ì/ÒKÇXÃ�ÅÖÒ�Â�ÂåÃKÁ�Ì�Ã

Uσ(P,P∗)
ÕÊÒEê3Ï3Â�Æ�ÃKÁ�Ì�Ï

U|σ|(P, L)
ä�A�Ý	ÃEÈyÅ/ÆÄÒ�Å/ß·ÂåÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇXË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ�É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂíË�Å/Ï3Â�Ò�Ü�ÃKÁ3Â�Ò�ÂåË�Å/Ï#Ð�Â�ÑMÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�Â�Ò

Ì�Æ�ÂÄÂ�Þ#Ý	ÕÍÐ�Ì�ÉÊÂ�Ï#Ã�ä
@BA,C�DFE'GH$ </3 F�Â�Ã

R+ = R+ ∪ {+∞} ä3úîÂ�Ò�Â�Ã U = {(a, b) ∈ (R+)
2 : a 6 b} Ì�Ï3Ó U = {U} äImÈqð�ÂEË�Å/Ï3ÒKÕÊÓ	Â�Æ2Ý3ÒKÝ�Ì�É�Å/Æ�Ó	Â�ÆCÅ/Ï

R+
Ü�ÃKÁ3Â�Ï

U
ÕÊÒCÌ!Ò�Å/ÉÍÕÊÓÎË�Å/Ï#Ð�Â�ÑÎÞ#Ý�Ì/ÒKÕÍÝ	Ï	Õ�ÈyÅ/ÆKß ÒKÃKÆKÝ3Ë�ÃKÝ	Æ�ÂEÅ/Ï

R+
Ì�Ï3Ó

(R+,U)
ÕÊÒ=Ì�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇáË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ`É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â�Ë�Å/Ï3Â � Ì us ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂÄË�Å/Ï3Â � ä�S7Á3ÂÄÓ'Ý�Ì�ÉqË�Å/Ï3ÂÄÅ�È (R+,U)

Ë�Å/Ï3ÒKÕÊÒKÃ�Ò
Å�È@Ì�ÉÍÉ�Ï3Å/Ï	Ï3Â�â#Ì�ÃKÕÍÐ�Â�Æ�Â�Ì�ÉÊÒ=Ì�ÏÎÈèÝ	Ï3Ë�ÃKÕÊÅ/Ï�Ì�ÉÊÒ

0
Ì�Ï3Ó

+∞ Ì/Ë�ÃKÕÍÏ	âbÌ/Ò�"

0(a) =

{
+∞, a = +∞,

0 else

Ì�Ï3Ó
+∞(a) =

{
0, a = 0,

+∞ else,

Æ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÇ�äæU#ÕÍÏ3Ë�Â Ì�ÉÍÉëÂ�ÉÊÂ�ß·Â�Ï#Ã�ÒOÅ�È
R
∗
+

Ì�Æ�Â É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`ÜØð�Â Ë�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	Â ÃKÁ�Ì�Ã
U|σ|(R+, L) = Uσ(R+,R

∗
+)
ä�I�ÏæÈmÌ/Ë�Ã�Ü�ð�Â`Á�Ì�Ð�Â

L = P∗ ä�I�Ã·ÕÊÒbÂ�Ì/ÒKÇãÃ�ÅMÒ�Â�Â`ÃKÁ�Ì�Ã U
ÕÊÒbÒKÃKÆKÕÊË�ÃKÉÍÇ

ê3Ï3Â�ÆCÃKÁ�Ì�Ï
U|σ|(R+, L)

ä
#%$'&)(+*,(.-/(+0�*���3 F�Â�Ã

(P,U)
Ì�Ï3Ó

(Q,W )
ìxÂ�ÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇòË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂMË�Å/Ï3Â�Ò�äCS7Á3ÂÉÍÕÍÏ3Â�Ì�ÆáÅ/ÔxÂ�Æ�Ì�Ã�Å/Æ

T : P → Q
ÕÊÒbË�Ì�ÉÍÉÊÂ�Ó |σ| ÿ Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�Ü7ð2Á3Â�Ï3Â�Ð�Â�Æ T : (P,U|σ|(P, L∨))) →

(Q,W|σ|(Q, L∨)) � Å/Æ T : (P,U|σ|(P, L∧))) → (Q,W|σ|(Q, L∧)) � ÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä
�Äf�½��@½�\�g�¼�gj½�c���W � ��

(P,U)
�����

(Q,W )
��� �	�������� � ��� ������� ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � ��� � ��� 6�� 	 �
�
����
� �=��� ��� � �����
� � ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� � ���	�
(P,U)

� ��� �
(Q,W )

� � |σ| � ��� ��� � �����
� � 6
C
úîÂ=Ô	Æ�Å�Ð�Â;ÃKÁ3ÂEÌ/Ò�Ò�Â�ÆKÃKÕÊÅ/ÏíÈyÅ/Æ�ÃKÁ3Â;Ë�Ì/Ò�Â=ÃKÁ�Ì�Ã

(P,U)
Ì�Ï3Ó

(Q,W )
ìxÂCÉÊÅ�Ë�Ì�ÉÍÉÍÇíË�Å/Ï#Ð�Â�Ñ ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂË�Å/Ï3Â�Ò�äqúîÂbÓ	Â�Ï3Å/Ã�ÂbÃKÁ3ÂbÒ�Â�Ã�Ò!Å�È;Ì�ÉÍÉ7Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂíÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß·Ò·Å/Ï Q

Ì�Ï3Ó
P

ì#Ç
L′
∨Ì�Ï3Ó

L∨
Ü�Æ�Â�ÒKÔxÂ�Ë�ÃKÕÍÐ�Â�ÉÍÇ�ä�F�Â�Ã

T : (P,U) → (Q,W )
ìxÂ;ÌÄË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â=Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß Ì�Ï3Ó

W|σ| ∈ W|σ|(Q, L′
∨)
ä3S7Á3Â�Ï`ÃKÁ3Â�Æ�Â�Ì�Æ�Â

n ∈ N
Ì�Ï3Ó

µ1, . . . , µn ∈ L′
∨
ÒKÝ3Ë�Á`ÃKÁ�Ì�Ã

n⋂

i=1

Λ−1
i (1̃) ⊆W|σ|,

ð2Á3Â�Æ�Â
Λi = µi × µi

Ü�ÈyÅ/Æ
i = 1, . . . , n

ä7úîÂXÁ�Ì�Ð�Â
µioT ∈ L∨

ÈyÅ/Æ
i = 1, . . . , n

Ü7ÒKÕÍÏ3Ë�Â
T
ÕÊÒ

Ì�Ë�Å/Ï	ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò ∨ ÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�Â`Á3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß`ä�úîÂÖÒ�Â�Ã Γi = µioT × µioT
Ü�ÈyÅ/Æ

i = 1, . . . , n
ä@S7Á3Â�Ï

U|σ| =
⋂n

i=1 Γ
−1
i (1̃) ∈ U|σ|(P, L∨)

Ì�Ï3ÓÎð�ÂEÁ�Ì�Ð�Â
(T × T )(U|σ|) ⊆W|σ|

ä
B



ü " ���������
	�� 6 *� ��������������� 6
� ^q]#½�f�]� �xW � ��

(P,U)
���)� ∨ (

� � ∧) � � �����
� �4� �������	��
��	����8�	�������� � ��� �������2� ����� �	� � ��� � �
�����

(Q,W )
��� �%�	�������� � ��� ������� ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � ��� � � � 	��	� 	 	'��� � 	 � �����&�
u �
�4�
�"������� �	� �"���� �

�"�����
�
W

�����
W|σ|(Q, L∨)) (

� �
W|σ|(Q, L∨)))

6%� 	 �
� ����
� � |σ| � ��� ��� � �����
� � ∨ (
� � ∧) � � ����� �	� � 	�� �� �	� � ���'	�� ��� � ���	�

P
� ��� �

Q
� � ��� ��� � �����
� � 6

C
F�Â�Ã

T
ìxÂÄÌ |σ| ÿ Ë�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò ∨ � Å/Æ ∧ �mÿ É�Ì�ÃKÃKÕÊË�ÂEÁ3Å/ß·Å/ß·Å/ÆKÔ	Á	ÕÊÒKß ÈèÆ�Å/ß

P
ÕÍÏ#Ã�Å

Q
ä�U#ÕÍÏ3Ë�ÂÄÂ�Ð�Â�ÆKÇ

u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�ÓíÒKÝ	ì3Ò�Â�Ã,ÕÊÒ,ð�Â�Ì�é�ÉÍÇ u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Ó�Ü�ð�ÂCË�Å/Ï3Ë�ÉÍÝ3Ó	ÂCÃKÁ�Ì�Ã T ÕÊÒ u ÿ ìxÅ/Ý	Ï3Ó	Â�Óåì#Ç�ÃKÁ3Â=Ì/Ò�ÒKÝ	ßåÔ	ÃKÕÊÅ/Ï3Ò�äD;Å�ðÄÜ3ÒKÕÍÏ3Ë�Â
(P,U)

ÕÊÒCÅ/Æ�Ó	Â�ÆCìxÅ/ÆKÏ3Å/ÉÊÅ/â�ÕÊË�Ì�ÉmÜ
T
ÕÊÒCË�Å/Ï#ÃKÕÍÏ#Ý3Å/Ý3Ò�ä

B
� ½�f�½� 	 j[	f�Z º�º W � ��

(P,U)
��� � ∨ (

� � ∧) � � �����
� �4� �������	��
��	������	�������� �?��� ������� � ����� �	� � ��� � � 6
� 	 �
� ����
� � � � � �����%� �"���� �	� �'���� �

(P,U)
* � 	��	� 	�� � ∨ (

� � ∧) � � ����� �	� � 	��	� �	� � ���'	�� ��� * � ����� ��� � �����
� �
��� ������� �4� � ��� � � � � |σ| � ��� ��� � �����
� � 6
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