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D�B�JÄ�¯� E�J �X����6'ñ/òKD>|��)B�J B#��|��°��|/�����)L��¯�¯�vñ��¹÷bÿ3ôN���Hý/þ��Bö3ñ/ò��'(	YQñ/÷�ôQ÷bÿHý�÷ ‖∑n
k=1 xk‖ 6

∑n
k=1C

k‖xk‖��ñ/òLý�	�	
x1, . . . , xn ∈ X (aD��ñ ���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>þ ‖ · ‖ ý�ö+# ‖ · ‖′ ý�ò�ôÀô&���
� ó�ý�	Fô�ö#÷O� �Q÷bÿ3ô�ò�ôG�Fþ½ý�õ�ñ/ö3þb÷�ý�ö#÷ A > 1

þ��3õ�ÿ ÷bÿHý�÷
A−1‖x‖ 6 ‖x‖′ 6 A‖x‖ ��ñ/ò°ý�	�	 x ∈ X

(W��ûù÷bÿ3ôÃJ2ñ1��� ��\Lñ1	Fô����Fõ�8Ã÷bÿ3ô�ñ/ò�ô�� �¯þ�ô�ô\; ?BA�C6Bô�ý/õ�ÿ ���Hý/þ��ÄW
ö3ñ/ò�� �Fþ¦ô&���
� ó�ý�	Fô�ö#÷L÷�ñÃþ�ñ1�>ô

p
WXö3ñ/ò�� ��ñ/òLþ�ñ1�>ô

0 < p 6 1
(

xM(mp#yHn�p�N # D # �¯J2ñ1��� ��\Lñ1	Fô����Fõ�8���DPOQ	�R
(X, ‖ · ‖) S 	��UT?�V����W6X4��� ��YZ	[�\�^]��
_[	a`QWFR>b+R>b�	cT?�V����W6X

R>��W4���2d
e>	M_[� �0� R^���fR
C > 1

�����
p = (1 + log2C)−1 62g 	ih?��	 ‖ · ‖p : X → R

���

‖x‖p := inf

{( n∑

k=1

‖xk‖p
) 1

p

: x =
n∑

k=1

xk, n ∈ N

}
(x ∈ X).

�jb�	i�
0 < p 6 1, ‖ · ‖p

W'�k�
p
X4��� ��Y * ����� ‖x‖p 6 ‖x‖ 6 21/p‖x‖p l � �k��eme

x ∈ X
6
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U�ô�ô°I ý�	�����ò�ý�ö+#3ý\;�>�ú
6	a7ÿ3ô�ñ/ò�ô�� >:( øBA�6+Q%�Fô�÷�þ�õ�ÿ ;�> n
60o2( ø2( úBA�(

Ba7ÿ��3þ)6���ô5�½ý�û~ý/þ�þ��
�>ô7�	ö
	Fô�þ�þ,ñ/÷bÿ3ô�ò����Fþ�ô5�Fþ �>ô�ö#÷��Fñ/ö3ô&#~÷bÿHý�÷_ýM���Hý/þ��ÄW��2ý�öHý/õ�ÿ>þ��Hý/õ�ô7�Fþwô&���
���
�Bô&#
��� ÷bÿ�ý

p
WXö3ñ/ò�� ��ñ/ò¦þ�ñ1�>ô

0 < p 6 1
(



�����2WmYa��e��k�V����W6X�� � ��YZ	[���	�7R 	i�0��W>� ��� l �k�V����W6X�� � ��YZ	[�ZO9��R�R>W>_[	 � <�Z

J ÷�ñ1�Bñ1	Fñ1�:�Fõ�ý�	'ó�ô�õ�÷�ñ/ò,þ��Hý/õ�ô
X
�Fþwþ�ý��$#�÷�ñM�BôMJ |����1J J �!�b|)B����#�b�0� �9� ÷¹ÿHý/þ,ý��Bñ1�	ö+#	ô&#!ö3ô�����ÿ��Bñ/òbÿ3ñ�ñ�#

ñ�� 8�ô�ò�ñ
(#J ���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&#vþ��Hý/õ�ô��Fþ�ýN	Fñ�õ�ý�	�	 û0�Bñ1�	ö+#	ô&#>÷�ñ1�Bñ1	Fñ1�:�Fõ�ý�	�ó�ô�õ�÷�ñ/ò�þ��Hý/õ�ô�� � ��ô¦÷�ý���ô¦÷bÿ3ôLþ�ô�÷�þ
{x ∈ X : ‖x‖ 6 ε} (0 < ε ∈ R)

��ñ/òQý0�Hý/þ�ô�ñ��,ö3ô�����ÿ��Bñ/òbÿ3ñ�ñ�#	þQñ��%8�ô�ò�ñ
(HI�ñ/ò�ô�ñ�ó�ô�ò)6H÷bÿ
�FþL÷�ñ1�Bñ1	Fñ1��û
�½ý�ûG�BôN� ö+#2�3õ�ô&#'�#û��>ô�÷bò��Fõ

d(x, y) := |||x− y|||p (x, y ∈ X)
�2ÿ3ô�ò�ô |||·||| �FþLý�öùô&���
� ó�ý�	Fô�ö#÷ p WXö3ñ/ò��'(f�ñ/ö#ó�ô�ò�þ�ô�	 û 6:RLû�ô�ò�þ.; oBA2�	ò�ñ�ó�ô&#~÷bÿHý�÷w÷bÿ3ô�÷�ñ1�Bñ1	Fñ1��û�ñ��Bý�	Fñ�õ�ý�	�	 û��Bñ1�	ö+#	ô&#!÷�ñ1�Bñ1	Fñ1�:�Fõ�ý�	'ó�ô�õ�÷�ñ/ò,þ��Hý/õ�ô

Xõ�ý�ö��Bô�#	ô&#2�3õ�ô&# �¯ò�ñ1� ýG���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��'6D�2ÿ
�Fõ�ÿ �½ý�û3�BôÃñ1�	÷�ý�� ö3ô&# ý/þ°÷bÿ3ô>I4� ö
��ñ)�¦þ����%��	ö3õ�÷��Fñ/öHý�	�ñ��
ý"�Bñ1�	ö+#	ô&#\�Hý�	�ý�ö3õ�ô&#kö3ô�����ÿ��Bñ/òbÿ3ñ�ñ�#

B
ñ�� 8�ô�ò�ñ?H

‖x‖ := ‖x‖B := inf
{
0 < λ ∈ R : x ∈ λB

}
(x ∈ X).

J ���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò�� �½ý�û��Bô.#2�Fþ�õ�ñ/ö#÷�� ö��3ñ1�3þ%� ö0� ÷�þ,ñ)�2öÃ÷�ñ1�Bñ1	Fñ1��û�;�> n26�o2(�>:( nBA�(:RQñ)��ô�ó�ô�ò)6�ô�ó�ô�òbû"���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��
�Fþ¦ô&���
� ó�ý�	Fô�ö#÷¦÷�ñ½ý~õ�ñ/ö#÷�� ö��3ñ1�3þNñ/ö3ô:6	þ�� ö3õ�ô�ý

p
WXö3ñ/ò�� �Fþ¦õ�ñ/ö#÷�� ö��3ñ1�3þ)(

-�.0/2143�165714893 :�<�
7<3J @�B	�����4C��L�/�������k�FE	�����\�
p
W���|/��D½�b�½�FE	���������FþQý����Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&#�þ��Hý/õ�ô �2ÿ
�Fõ�ÿ

�Fþ¦õ�ñ1���
	Fô�÷�ôF� ö'� ÷�þ��>ô�÷bò��FõF�	ö
� ��ñ/ò���� ÷Zû (
xM(mp#yHn�p�N # D��D  T?�V����W6X4��� ��YZ	[� �^]��
_[	

X := (X, ‖ · ‖) `QWFR>b � R>��W4���2d
e>	 _[� �0� R^���fR
C > 1

W'�
_[� YM]fe>	�R 	

(
������b�	i��_[	k��T?�V����W6X>� ���f�
_ bU�^]��
_[	

)
W l �����Z� �?e �aW l�l � �P	���	i���G��	i��W>	 �

(xk)
Wm�
X

� ��_ b�R>bf��R
∑∞

k=1C
k‖xk‖ <∞ R>b�	i��	 	��2W'� R � ∑∞

k=1 xk ∈ X
�����

∥∥∥∥
∞∑

k=1

xk

∥∥∥∥ 6

∞∑

k=1

Ck+1‖xk‖.

C
U�ô�ô°I ý�	�����ò�ý�ö+#3ý\;�>�ú
6	a7ÿ3ô�ñ/ò�ô�� >:(�>CA�(

Ba7ÿ3ô'�Hý/þ��Fõkò�ô�þ��
	 ÷�þ½ñ��V÷bÿ3ô4�2ý�öHý/õ�ÿ þ��Hý/õ�ôk÷bÿ3ô�ñ/òbûeþ��3õ�ÿ ý/þ½ñ1�Bô�ö �½ý��
�
� ö
� ÷bÿ3ô�ñ/ò�ô�� ý�ö+#e÷bÿ3ô
õ�	Fñ�þ�ô&# ��ò�ý��	ÿ ÷bÿ3ô�ñ/ò�ô�� � ��ñ/ò�	�� ö3ô�ý�òÀñ1�Bô�ò�ý�÷�ñ/ò�þC�vý�ò�ôùó�ý�	��$# ý�	Fþ�ñ � ö ÷bÿ3ô�õ�ñ/ö#÷�ôCS'÷Àñ��"���Hý/þ��ÄW��2ý�öHý/õ�ÿ
þ��Hý/õ�ô�þ)6	þ�ô�ô�; n�A�(

-�.0/2143�165714893 :�<��<LJ ���Hý/þ��ÄW��2ý�öHý/õ�ÿ ����Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&# 6
p
W��2ý�öHý/õ�ÿ��ùþ��Hý/õ�ô

(X, ‖ · ‖) �Fþùõ�ý�	�	Fô&#ý @�B	�����4C��L�/��������J �����¯����� ��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û 6 @�B	�����4CZ��|/��D½�b��J �����¯������6
p
W��L�/�������YJ �����¯��������� ��6 � öuý1#
#2� ÷��Fñ/öD6

X
�FþLý~ó�ô�õ�÷�ñ/ò�	�ý�÷b÷��Fõ�ô�ý�ö+# |x| 6 |y| �����
	��Fô�þ ‖x‖ 6 ‖y‖ ��ñ/òLý�	�	 x, y ∈ X

(
*_p�N Nüo # D��zD��^�+�����;T?�V����W6X4��� ��YZ	[� e4��R�R>W>_[	

X
e4��R�R>W>_[	G��] 	i����R>W>� �0�c����	Z_[� �fR>Wm�f���V���Z����� R>b�	

] ����WFR>WF��	 _[� ��	aW'�U_ie>����	[� 6 � � ��	[�)��	i� * W l ���;Wm��_i��	�����Wm�2d
(
�?	[_i��	�����Wm�2d

)
��	�R

(xα)α∈A
W'�GT?�V����W6X4��� ��Y

_[� �f��	i� d?	i�fRkR �
x ∈ X * R>b�	i� x = supα∈A xα (x = infα∈A xα)

6
C
a7ÿ
�FþÃõ�ý�ö �Bô ô�ö3þ��	ò�ô&#4TU�3þb÷>ý/þ"� ö ÷bÿ3ô õ�ý/þ�ô ñ��N�2ý�öHý/õ�ÿ�	�ý�÷b÷��Fõ�ô��3þ�� ö
�3�>ñ/ö3ñ/÷�ñ/ö
�Fõ�� ÷Zû ñ��Q÷bÿ3ô

���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò�� ý�ö+#'���Hý/þ��ÄWX÷bò���ý�ö
�:	FôF� ö3ô&���Hý�	�� ÷Zû (
BMZ÷ ��ñ1	�	Fñ)�¦þ �¯ò�ñ1� P�ô����½ý�ø2( ok÷bÿHý�÷�÷bÿ3ôvõ�ñ1���
	Fô�÷��Fñ/ö ñ��Lý4���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&# 	�ý�÷b÷��Fõ�ô

X
�Fþ~ý'���Hý/þ��ÄW

�2ý�öHý/õ�ÿ 	�ý�÷b÷��Fõ�ô"� ö3õ�	��+#2� ö
�
X

ý/þVý>ó�ô�õ�÷�ñ/ò°þ��
�
	�ý�÷b÷��Fõ�ô:(BJM	Fñ/ö
�Àþ�������	�ý�òN	�� ö3ô�þ)6�� ÷Nõ�ý�öüý�	Fþ�ñ,�Bô"�	ò�ñ�ó�ô&#
÷bÿHý�÷½JM�>ô���� û#ý2� þÃò�ô�þ��
	 ÷½ñ/öeõ�ñ1���
	Fô�÷�ô�ö3ô�þ�þ½ñ��Nö3ñ/ò��>ô&#�	�ý�÷b÷��Fõ�ô�þO�FþÃ÷bò��3ôG� öe÷bÿ3ôÀõ�ñ/ö#÷�ôCS'÷½ñ��F���Hý/þ��ÄW
ö3ñ/ò��>ô&# þ��Hý/õ�ô�þ H7�GT?�V����W6X4��� ��YZ	[�Ge4��R�R>W>_[	

X
W'�M_[� YM]fe>	�R 	 W l �����\� �?e � W l 	���	i��� Wm��_i��	�����Wm�2d�� ����_ b��

��	[T?��	i��_[	 Wm�
X

W'� _[� �f��	i� d?	i�fR 6 a7ÿ
�Fþ �Xý/õ�÷%� ö>õ�ñ1���
� öHý�÷��Fñ/ö���� ÷bÿ>a7ÿ3ô�ñ/ò�ô�� ø2( <F	Fô�ý1#	þ,÷�ñN÷bÿ3ô.��ñ1	�	Fñ)��� ö
�
ò�ô�þ��
	 ÷)(

xM(mp#yHn�p�N # D�C�D���� � �ZT?�V����W6X4��� ��YZ	[�G�^]��
_[	
X := (X, ‖ · ‖) `QWFR>b �GR>��W4���2d
e>	�_[� �0� R^���fR

C > 1R>b�	 l � eme>�)`QWm�2dG���i��	i� R>W>� �0�K����	 	[T?�)WF�[��e>	i�fR��
(1) X

W'�k� T?�V����W6X>� ���f�
_ b e4��R�R>W>_[	 6
(2)

��� �c	���	i��� ��	i��W>	 �
(xk)

Wm�
X+

� ��_ b R>bf��R ∑∞
k=1C

k‖xk‖ < ∞ R>b�	i��	Z	��2W'� R �
x ∈ X

`QWFR>b
x =

∑∞
k=1 xk

6
(3)

��� �c	���	i��� ��	i��W>	 �
(xk)

Wm�
X+

� ��_ b R>bf��R ∑∞
k=1C

k‖xk‖ < ∞ R>b�	i��	Z	��2W'� R �
x ∈ X

`QWFR>b
x = o

X∑∞
k=1 xk := supn∈N

∑n
k=1 xk

6
C
U�ô�ôO;�>�ø26	a7ÿ3ô�ñ/ò�ô�� ø2( =)A�(

B



<:< ���������
	��� 6��V6 ��������������	���� 6 � 6
-�.0/2143�165714893+:�<��7<'J ���Hý/þ��ÄW��2ý�öHý/õ�ÿ'	�ý�÷b÷��Fõ�ô

(X, ‖ · ‖) ��ý/þ.��ô�	�	mý/þ7÷bÿ3ôF���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò�� ‖ · ‖ �7�Fþ7þ�ý��$#÷�ñ0�Bô>|/�b�#���!��|/�H�¯���0B	|)B#��62� �
xα ↓ 0

�����
	��Fô�þ ‖xα‖ ↓ 0
��ñ/ò¦ý�ö#ûvö3ô�÷

(xα)α∈A
� ö
X
(	MV�,ý�ò��
� ÷bò�ý�òbûvö3ô�÷�þ

ý�ò�ôVò�ô��
	�ý/õ�ô&#\�#ûÀþ�ô&���3ô�ö3õ�ô�þ)6	ñ/ö3ô°þ��Bô�ý�� ñ��¦|/�b�#���
σ
C���|/�H�¯���0B��¯�¯�:(

xM(mp#yHn�p�N # DFEzD	��� �K� T?�V����W6X>� ���f�
_ b e4��R�R>W>_[	
X

R>b�	 l � eme>�)`QWm�2dG����	 	[T?�)WF�[��e>	i�fR��
�U>B�

X
W'�K� ���?	i� _[� �fR>Wm�f���V��� 6

��ø � � ��	i���UWm��_i��	�����Wm�2dU� ���?	i� S �V�)���?	[�a��	[T?��	i��_[	PWm�
X+

W'�K_[� �f��	i� d?	i�fR 6
�LZ �

X
W'� g 	[�?	���Wm���

σ
X^_[� YM]fe>	�R 	 �����G� ���?	i�

σ
X^_[� �fR>Wm�f���V��� 6

C
U�ô�ôO;�>�ø263a7ÿ3ô�ñ/ò�ô�� ø2(�>)@BA�(

B-�.0/2143�165714893 :�<>=��7<�J ���Hý/þ��ÄW��2ý�öHý/õ�ÿO	�ý�÷b÷��Fõ�ô
(X, ‖·‖) �Fþ_þ�ý��$#Ã÷�ñNÿHý�ó�ô¦÷bÿ3ôFH��b��I������X|)BKE��b| E3�����¯�

��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û H��b��I
σ
C������X|)BcE��b| E3�����¯�
�M� ��÷bÿ3ô�ò�ô~ôCS2�Fþb÷�þ

K > 0
�¯õ�ý�	�	Fô&#�÷bÿ3ô�H��b��I	�����X|)Bü��|/�	���X�/�H�/�

þ��3õ�ÿÃ÷bÿHý�÷ ��ñ/ò,ô�ó�ô�òbû�� ö3õ�ò�ô�ý/þ�� ö
�Vö3ô�÷
(xα)

��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û~þ�ô&���3ô�ö3õ�ô
(xn)

�D��� ÷bÿÃ÷bÿ3ô7þ��
�	ò�ô����
�
x ∈ X��ô_ÿHý�ó�ô ‖x‖ 6 K supα ‖xα‖

��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û ‖x‖ 6 K supn ‖xn‖
�C(�MV�

K = 1
÷bÿ3ô�ö ‖x‖ = supα ‖xα‖ý�ö+#\� öÀ÷bÿ
�FþLþ�� ÷��Hý�÷��Fñ/ö

X
�Fþ2þ�ý��$#À÷�ñ~ÿHý�ó�ô°÷bÿ3ô
�����X|)B�E��b| E3�����¯����ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û

σ
W������X|)B�E��b| E3�����¯�
�C(

-�.0/2143�165714893 :�<>=?=?<~U'ý�û@÷bÿHý�÷eýE���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&# 	�ý�÷b÷��Fõ�ô
(X, ‖ · ‖) ÿHý/þ ÷bÿ3ô�m��L���E��b| E3�����¯�

��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û
σ
C��m��L��PE��b| E3�����¯�
�,� �

supα xα
��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û

supn xn
�>ôCS2�Fþb÷�þ,��ñ/òÀô�ó�ô�òbû � ö3õ�ò�ô�ý/þ�� ö
�

ö3ô�÷
(xα)

��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û þ�ô&���3ô�ö3õ�ô
(xn)

��� ö
X+

�	ò�ñ�ó��$#	ô&# ÷bÿHý�÷
supα ‖xα‖ < ∞ ��ò�ô�þ��Bô�õ�÷�� ó�ô�	 û

supn ‖xn‖ <∞ �C(�J @�B	�����4C
KB

CX�FE	�����-�Fþ�ý�ö½ñ/ò/#	ô�ò�õ�ñ/ö#÷�� ö��3ñ1�3þ.���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&#O	�ý�÷b÷��Fõ�ô���� ÷bÿ½÷bÿ3ô¦P�ô�ó��
�	ò�ñ1�Bô�òb÷Zû (

�°n�y��_yHl�ð�î�ð�y�r # D¯A # D��f� ]?] ����	 R>bf��R
X

W'�Z� T?�V����W6X4��� ��YZ	[� e4��R�R>W>_[	\`QWFR>bJR>b�	aOQ	���W%]f����] 	i� R�� 6
�jb�	i�

X
W'�k� g 	[�?	���Wm���U_[� YM]fe>	�R 	MT?�V����W6X>� ���f�
_ bUe4��R�R>W>_[	�`QWFR>b R>b�	M` 	���� �f��R �V��]f����] 	i� R�� 6

C
a7ÿ3ô �Xý/õ�÷ ÷bÿHý�÷ ý ���Hý/þ��ÄWXö3ñ/ò��>ô&# 	�ý�÷b÷��Fõ�ô ��� ÷bÿ ÷bÿ3ô P�ô�ó��G�	ò�ñ1�Bô�òb÷Zû@ÿHý/þeý�	Fþ�ñ ÷bÿ3ô ��ô�ý��

dHý�÷�ñ1�E�	ò�ñ1�Bô�òb÷Zû �Fþk÷bÿ3ôüñ/ö
	 û ÷bÿ
� ö
�u÷bÿHý�÷kö3ô�ô&#	þkó�ô�ò�� !Hõ�ý�÷��Fñ/öD(Qa7ÿ3ô �	ò�ñ�ñ��0�Fþùþ�������	�ý�òk÷�ñ ÷bÿHý�÷ùñ��
Q,ò�ñ1�Bñ�þ�� ÷��Fñ/ö ø2( <+(�> n0� ökI�ô�û�ô�ò�WZYM�Fô��Bô�ò��4;�>B=BA�(
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‖ 6

k∑

j=1
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ôCS2�Fþb÷�þF� ö
Xu ý�ö+#3��ñ/ò

π′ := IXu − π
��ô

ÿHý�ó�ô
Nπ′e = supn π
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‖yn‖ 6 ‖ẑn‖κ 6 A

ý�ö+# ‖x‖ = limn ‖yn‖ 6 A
6
�2ÿ3ô�ö3õ�ô
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