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x, y ∈ A
$
f(x, y) = 0
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xy = 0,
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f(x, y) = Φ(xy)
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A+ = {a ∈ A : a > 0} 52-./��!'7'2��& §�°³¢�8³�+£ ¯ § ¯ "¢²¶��"¥�¢ �!H A :q(�#�
a, e ∈ A+ $>�����#% e 52-;/��!'7'2��&O� ¶��"±�8³�"¥�¢N¥1§ �!H

a
5IH
e ∧ (a− e) = 0.]V%K�!'7�8�#+��N�
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a, b ∈ A+ 57*1��'752��-

ab ∈ A+ $
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a ∧ b = 0
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c > 0
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ac ∧ b = ca ∧ b = 0.
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u∧ v = 0

H]��������/��4� �!57�
(u, v)

�!H &>52-���57%�/#���#'2�#*S�#%)��-k57%
S : de�mH]��'7'2��Z;-[H ����* e����% � -�'2�#*1*h�,��� �!�

�#68�#��94�����������8��% �!' -�9>-����#* �!H ¤ 52-;/���%)�N�!57%���&057%P� *h�b3>57*h�!'������������8��% �!' -�9>-����#* :] -���+�-��#�
S
57%P�U68��/#�����V'<�!����52/��

E
52-V/��!'7'2��& £C�"¨ ¯ 9 5IH 57�kH]��'7'2��Z;-;H ����* |u| 6 |v| 57% E �!%�&

v ∈ S��� �!�
u ∈ S : ] -���'752& 68��/#������-���+�-�� ��/��[�!H"�;68��/#������'<�!����52/��[52- /��!'7'2��& ¦"¥ ¯ 9�¢$¦"¨ : `����[52&����!' P 57%1�V68��/#�����

'<�!����52/��S52- 8%  ¯ ±²¢ Zk���#%��#68�#�,57��H]��'7'2��Z;-�H ����* inf(a, b) ∈ P
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nε-���/��\��� �!� |an − a| 6 εv
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#
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0 6 v ∈ A
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Ψ : An → B
52-U-N�!52&r���O+"� 8³�+£ ¯ § ¯ "¢Zk���#%��#68�#�

(a1, . . . , an) ∈ (A+)
n 57*1��'752��-

Ψ(a1, . . . , an) ∈ B+ : ] *,��'7��57'757%����!�j*h�!�
Ψ

52-.-N�!52&P���
+"� �" �§�°(�+£N©"±�±²¢�§�  ¯ ¶ 5IH[H]��� �!'7' (a1, . . . , an) ∈ An -���/��R��� �!�
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1 6 i, j 6 n57*1��'752��-
Ψ(a1, . . . , an) = 0 :

	 x � |º� �f���A@���{ }�@
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1) A = I1 ⊕ I2 ⊕ . . .⊕ In
���-! 2 �-�/� 2 �	��*%���K�-!��³��!r���³����� 2

I1, I1, . . . , In
�	#
A
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2) A = Rx1 ⊕ Rx2 ⊕ . . .⊕ Rxn
���-! 2 �-�/�¬�������/��#%� 2

x1, x2, . . . , xn ∈ A 5
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Ii
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y+, y− ∈ {ei}dd :q(�#�
f1 = π

{y+}dd
(ei)

�!%�&
f2 = π
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H]���[��X�3���&S57%�&���3

i
Zk57���

1 6 i 6 n :`����#%
y = y+ − y−

Zk57���
y+, y− ∈ {ei}dd .

dEH
y+ 6= 0

�!%�&
y− 6= 0

$(57�j52-j����-�9K���0-����1��� �!�,�����
-�9>-����#* {e1, e2, . . . , ei−1, y

+, y−, ei+1, . . . , en}
52-j�!%\�����������8��% �!'m-�9>-����#* �!H�'2�#%������

n + 1
$"Zk��52/��



C � 4 �-�����5� 5 , �%�� "�I��� 5 � 5
52-.�1/���%)���N��&>52/#��52��% : \��#%�/���$ y+ = 0

���
y− = 0 : `����#%($������,+ �!%�& {ei}dd

52-;�����N�!'7'79O����&��#����&0H]�����!'7'
1 6 i 6 n : p[9R^ i>$ ������"��-�57��52��% :�ae$ {ei}dd = Rei

H]���.�!'7'
1 6 i 6 n : \��#%�/���$�����,+ �!%�&P�8�#%��#�N�!����&

+)9
ei
57%
Au Zk57'7'+"�V��W)� �!'���

Rei : `����#% Au = Re1⊕Re2⊕ . . .⊕Ren
H]����-���*S�

n ∈ N : \��#%�/�� Au52-�X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��% : [[��%)68�#��-��#'798$�5IH Au 52-�X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��%($������#%0-��U52-;/#'2���!��'79
A : B

� ��� ����� ��� dEH � 68��/#�����;'<�!����52/��
A
52-�X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��%0�����#%

A = Au.
 ��%���ZY� ��68� �!'7'
57%�������&>52�#%)��-V���1��5768��������X���-��;*h�!57%0����-���'7�;�!H ����52-V-���/#��52��% :
������z ����� 	 x7	6���

A � �i� 
+�C���3�-!²�����$�����C����#��
Au � �é�.� 2  "#³�.
+��! 2 ���¬�C�-��*%���������-# 5 �Û����#t�����

���-�	�����6�	#�� 2 ��!��K� �³ "�.
C������#%�"!
# : $

A
�%� 2 ����� *%!����C�C�������-#.*%!���*���!-��(´��#��²�.� 2 �³�)*6����� 2 1 #³�.�3� 5

# `$
A = I1 ⊕ I2 ⊕ . . . ⊕ In

���-! 2 �-�/� 2 �	��*%���¬�-!��³��!r���³����� 2
I1, I2, . . . , In

�	#
A
, ��#��

n ∈ N
5

# i$
Au � 2r2  �*���! ���C�³�����	#����C�-��*%�����3�¬��#�� �_!-���	#³����# 5

# o $
Au � 2r2  �*���! ���C�³�����	#����C�-��*%�����3�¬��#�� 2  �*���! �_!-���	#³����# 5

# t$
Au � 2r2  �*���! ���C�³�����	#����C�-��*%�����3�¬��#��	�¬����������!$����# 5

# B$
Au � 2r2  �*���! ���C�³�����	#����C�-��*%�����3�¬��#�� 2  �*���!
�¬����������!$����# 5

# � $
Au �%� 2 ���6����� 2 �=�-#�� 2  �*���!L���3�-�I��� �������p�-!��³��!� "#³�.� 5

# � $
A
� 2 1 #³�.�3�¬���	�/��# 2 ���-# 5

C (1)⇒ (2)
`���52-kH]��'7'2��Z;-kH ����* ������"��-�57��52��%�-

1
�!%�&

2 :
(2) ⇒ (3)

h)57%�/��
A = Rx1 ⊕ Rx2 ⊕ . . . ⊕ Rxn

H]���K-���*S�
n ∈ N

�!%�& -���*S�_�#'2�#*S�#%)��-
x1, x2, . . . , xn ∈ A $>57��H]��'7'2��Z;-k��� �!� Au = A : \��#%�/���$=������-��#�k�!H �!'7'
����&��#�k52&����!'2-;�!H A 52-[X�%�57���j�!%�&
�����#%

A
52-r]V����57%�5<�!% :

(3)⇒(4)
`���52-k� �!���052-k����576=5<�!' :

(4)⇒ (6)
q(�#�

(Bn)n∈N
+"�,�!%057%�/#������-�57%��h-���W)���#%�/��j�!H�+ �!%�&�-;57%

Au.
`����#% (

Bd
n

)
n∈N

52-V�1&���/�d
������-�57%��0-���W)���#%�/��U�!H[+ �!%�&�-.57%

Au : p[90����� HE��/#�.��� �!�
A
52-�-����"�#�K]V����57%�5<�!%($57�.H]��'7'2��Z;-.��� �!�������#���

��3>52-���-
n0 ∈ N

-���/��\��� �!�
Bd

n = Bd
n0

H]��� �!'7'
n > n0 : [[��%�-���W)���#%)��'798$ Bn = Bn0

H]���,�!'7'
n > n0 :`����#����H]�����

Au 52-;-����"�#�rg��������#��5<�!% :
(6)⇒ (7)

q(�#�
S = {ei : i ∈ I}

+"�,�1*h�b3>57*h�!' �����������8��% �!' -�9>-����#* 57%
Au : `����#% e = sup {ei :

i ∈ I} 52-V� Z[����44����&��#�;��%�57�V�!H
Au : h)57%�/�� Au 52-;-����"�#�rl.��&�� 4=57%�&4/���*1��'2�#����$�57��H]��'7'2��Z;-;��� �!�;�����#���

��3>52-���-��!% �!�.*S��-��./�����%)�N�!+�'2�S-���+�-��#�
T = {en : n ∈ N} �!H

S
-���/��K��� �!�

e = sup {en : n ∈ N} :q(�#�
(Bn)n∈N

+"�U�!%K57%�/#������-�57%��0-���W)���#%�/��U�!Hm+ �!%�&�-.57%
Au Zk���#���

Bn = {∨16i6nei}dd :
h)57%�/��

Au52-,-����"�#��g��������#��5<�!%($(57��H]��'7'2��Z;-j��� �!�,�����#���S��3>52-���-
n0 ∈ N

-���/��R��� �!�
Bn = Bn0

H]��� �!'7'
n > n0 :[[��%�-���W)���#%)��'798$ {∨16i6n0

ei}dd = {∨16i6nei}dd
H]�����!'7'

n > n0 : `����#����H]������$ en = 0
H]�����!'7'

n > n0�!%�&K�����#%
S
52-j�SX�%�57���1-��#� : q(�#� S = {fjn , jn ∈ Jn}

+"�1�!%\�����������8��% �!'m-�9>-����#* �!H
Au -���/�� ��� �!�

en = sup {fjn , jn ∈ Jn}
H]���,�!'7'

1 6 n 6 n0 : h)57%�/��S�����S-��#� S′ = {fjn , jn ∈ Jn, 1 6 n 6 n0}52-0�R*h�b3>57*h�!'j�����������8��% �!',-�9>-����#* �!H
Au,

57�lH]��'7'2��Z;-4��� �!�
S′ 52-0�\X�%�57��� -��#� :�n -�57%��_�����K-N�!*S�

�!������*S�#%)�0Zk57���Y����/��
fjn

$[Z[� &���&>��/��K��� �!�4�����#��� ��3>52-��
m0 ∈ N

�!%�&Y�r*h�b3>57*h�!'j�����������8��% �!'
-�9>-����#*

K = {kn, 1 6 n 6 m0}
�!H
Au Zk57���

e = sup {kn, 1 6 n 6 m0}
-���/��R��� �!�

K
Zk57'7'm+"�

�����.X�%���-��V�����������8��% �!' -�9>-����#* *S���!%�57%��h��� �!�;Z[�j/��!%�%����;��-���������&���/���*1�"��-�57��52��%O�����=/���-�-V�!%��������#�
��57*S� : [[��%�-���W)���#%)��'798$ Au

e = Au
k1

⊕ Au
k2

⊕ . . . ⊕ Au
km0

.
q(�#�

1 6 n 6 n0
�!%�&r'2�#�

0 6 x 6 kn :q(�#�
Hkn =

{
y ∈ Au

kn
, y =

∑
16i6m αihi

Zk���#���
αi ∈ R

�!%�&
hi

52-V�1/���*1�"��%��#%)���!H
kn
} : de�V52-V%����� �!��&R���0������68�h��� �!�

He
52-U�4�)9=�"�#� d�]V��/���57*S��&����!%G68��/#�����U-���+�'<�!����52/��l�!H

Au : h)57%�/�� K 52-U�cX�%���-��
�����������8��% �!' -�9>-����#*0$>57�kH]��'7'2��Z;-k��� �!�;�����j-��#�;�!H �!'7'�/���*1�"��%��#%)��-V�!H

kn
52- {0, kn} :p[9�j����#��&��#%)��� �!'Wh)�"��/#���N�!'�`����������#*0$�����#���,��3>52-���-

xm =
∑

16i6m αihi = αmkn
Zk57���

xn → x
(r. u) : `����#����H]������$������#���r��3>52-���-

αn ∈ R
-���/�� ��� �!�

x = αnkn : \��#%�/���$ Hkn = Au
kn

H]���K�!'7'
1 6 n 6 n0 :h)57%�/�� �!%)9T���#'<�!��5768�#'79T��%�5IH]����*1'79 /���*1��'2�#���_�)9=�"�#� d�]V��/���57*S��&����!% 68��/#����� '<�!����52/��r52-K�!HhX�%�57���
&>57*S�#%�-�52��% # -����0^;: :�$v`����������#*S-Ui � : B>$�B�: : o�ae$ ^;:�`�$v`����������#* iba $�$��!%�&

Au
kn

52-����#'<�!��5768�#'79 ��%�5IH]����*1'79
/���*1��'2�#����$�57��H]��'7'2��Z;-;��� �!�

Au
e

52-;�!H X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��% : `����#����H]������$ e 52-;-����"�#�V�!����*152/ :



� �%��!N�����3��!$�	+�������-# 2 �������	#³�.�3���L�	�/��# 2 ���-#%�����_!��3�³�	�/�C�³����# ���C���3�-!
	����$�����C� 2 C�:

(7)⇒ (8)
q(�#�

e
+"�,�S-����"�#���!����*152/jZ[����40����&��#�V��%�57���!H

Au : `����#% Au
e

52-V�!H X�%�57���,&>57*S�#%�-�52��% :h)57%�/��
x ∧ ne→ x (r.u)

H]���V�!'7'
0 6 x ∈ Au $>57��H]��'7'2��Z;-;��� �!� Au 52-;�!H X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��% :

(8)⇔(1)
`���52-;��W)��576��!'2�#%�/���52-k����576=5<�!' :

(1)⇒(5)
h)57%�/��

Au 52-[�!H(X�%�57���.&>57*S�#%�-�52��%($=������-��#���!H �!'7'
����&��#�[52&����!'2-��!H
Au 52- X�%�57�����!%�&l�����#%

Au -N�!��52- X ��-k�����,��-�/��#%�&>57%��h/�� �!57%P/���%�&>57��52��%P��%452&����!'2-��!%�&0-��UZ[�,�!����&���%�� : Bq(�#�
A

+"�l�468��/#�����,'<�!����52/��c�!%�&
E

+"�l�c68��/#�����U-���+�'<�!����52/��l�!H
A : ] �"��-�57��5768�S'757%����!� ���"�#�N�!�����

π : E → A
52-�-N�!52&h���,+"��� 8³�+£ ¯ § ¯ "¢¬�" �§�°(�"±é�"  81° ¯ £N± 5IH

π (x)∧ y = 0
Zk���#%��#68�#�

x∧ y = 0
H]��������/��

x, y ∈ E : ]V% �" �§�°(�"±é�"  81° ¯ £N± 52-������S&>5��
�#���#%�/��h�!H��eZ[�0�"��-�57��5768�1����������*S��������52-�*S- : Orth(E,A)Zk57'7'[&��#%������h�����S68��/#�����,'<�!����52/��l�!HV�!'7'[����������*S��������52-�*S- H ����*
E

���
A : Z (E,A)

Zk57'7'[&��#%������h�����
-���+�'<�!����52/��j�!H

Orth(E,A)
/���%�-�52-���57%��h�!H ������-��

π
H]���kZk��52/��O�����#����52-;�U%���%>dE%��#�)�!��5768�j�����!'

λ
Zk57���

−λx 6 π (x) 6 λx

H]���;�!'7'
x ∈ E+ : q(�#� A +"��� '<�!����52/���de����&��#����&P�!'7�8�#+��N� : M(A)

&��#%�������-k������-��#�;�!H��!'7'"*h�b3>57*h�!'(�eZ[�!d
-�52&���&\�!'7�8�#+��N�c52&����!'2- : 
 �1/���%�-�52&��#� �c-���+�-��#�

m(A)
�!H
M(A)

/���%�-�52-���57%��O�!H����#'<�!��5768�#'79K��%�5IH]����*1'79
/#'2��-���&452&����!'2- :]V'7'
�����#����W)��52-�57����-��!����*h��&��.H]���k�����j-���/���%�&c*h�!57%0����-���'7�V�!H ����52-;-���/#��52��% :������z �������vx 	6���

A � ��� 
+�C���3�-!/�����$�����C�¹��#��k�����
Au � ���.� 2  "#³�.
+��! 2 �����C�-��*%���������-#  "#³�.�����

f
�.�����³� � !N� 5 �Û����#����������-�	�����6�	#����C�-#����.�����-# 2 ��!��K� �³ "�.
C������#%�"!

# : $
A
� 2 1 #³�.�3�¬���	�/��# 2 ���-# 5

# `$'& 
+��!)(������(�	�����v�/���1 "����!n�����³� � !N�µ���³�����v�	# Au � 2 !����������.
+��� (� "#³�;���-!$�I� (������ 2 �C� 5# i$
Orth(A,Au) = Z(A,Au)

5

C (1)⇒(2)
h)57%�/��

A
52-��!H�X�%�57���m&>57*S�#%�-�52��%($b�����#%

Au 52-��!H�X�%�57���m&>57*S�#%�-�52��%U-��k��� �!� Au +"��/���*S��-� pk�!% ��/��0'<�!����52/�� : de��52-�Z[�#'7'Id 4=%���Zk%O��� �!�V�!%)9l*h�b3>57*h�!'
*S�=&>��'<�!�V�!'7�8�#+��N�U52&����!'(�!H��U/���*1*,���N�!��5768�
pk�!% ��/��K�!'7�8�#+��N�U52-;/#'2��-���& : h=�UZ[�,�!���j&���%�� :

(2)⇒ (3)
h)57%�/��l�!%)9\*h�b3>57*h�!'m*S�=&>��'<�!�1�!'7�8�#+��N�052&����!'[�!H

Au 52-,���#'<�!��5768�#'79 ��%�5IH]����*1'79R/#'2��-���&
�!%�&0+)94��-�57%��S�����j*h�!57%O����-���'7���!HV^;:�ibae$�Z[�,&���&>��/��j��� �!�

Orth(Au) = Z(Au) : oP��������68�#��$ 57�V52-;%����
� �!��&4���U������68�j��� �!�

Orth(Au) = Orth(A,Au)
�!%�&

Z(A,Au) = Z(Au) :
(3)⇒ (1)

h)57%�/��
Orth(Au) = Orth(A,Au)

$
Z(A,Au) = Z(Au)

�!%�&
Orth(Au) = Z(A,Au)

$
57� H]��'7'2��Z;-m��� �!�

Orth(Au) = Z(Au) = Au : [[��%�-���W)���#%)��'798$ Au +"��/���*S��-��jpk�!% ��/��l'<�!����52/��.�!%�&S57� 52-
Z[�#'7'Id 4=%���Zk%0��� �!�;�!%)9hpk�!% ��/��4��%�5768�#��-N�!'7'79l/���*1��'2�#���.68��/#������'<�!����52/��.52-��!H(X�%�57���.&>57*S�#%�-�52��% : \��#%�/���$
A
52-;�!H X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��%K�!%�&cZ[�,�!���j&���%�� : Bde�k52-�Z[�#'7'Id 4=%���Zk%P��� �!���!%)9l��%�5768�#��-N�!'7'794/���*1��'2�#����68��/#�����;'<�!����52/��

A
52-k�!H �����.H]����*

C∞ (X)
H]���

-���*S�W\.�!��-�&������S��3>�����#*h�!'7'79,&>52-�/���%�%���/#����& /���*1� ��/#� �����"��'2����52/��!'>-�� ��/��
X

# 5 : � : �����m/#'2��-������[�!H��#68�#��9���"�#%f-��#�h�!H
X

52-h�!'2-��\���"�#%M$ : `����0-�9=*,+"��'
C∞ (X)

&��#%�������-S�����O/���'7'2��/#��52��% �!H,�!'7'V/���%)��57%)������-
H ��%�/#��52��%�-

f : X → [−∞,+∞]
H]���;Zk��52/��O�����,���"�#%O-��#�

dom f = {x ∈ X : −∞ < f (x) < +∞}52- &��#%�-��_57%
X : de�K52- Z[�#'7'Id 4=%���Zk% ��� �!�

C∞ (X)
/��!% +"�_��W)��57���"��&QZk57��� � ��%�57�N�!'

f
d �!'7�8�#+��N�

*,��'7��57��'752/��!��52��% : oP��������68�#��$
C∞(X)

52- � l.��&�� 4=57%�& /���*1��'2�#���
f
d �!'7�8�#+��N� Zk57���

e := χX
��-

� ��%�57�Y�#'2�#*S�#%)� : `����Q����������*S��������52-�*S-Y57%
C∞(X)

�!��� ����� �"��57%)�eZk52-��Q*,��'7��57��'752/��!��52��%�-�$0-��
Orth(C∞(X)) = C∞(X).de%0����&��#�;���1������/��O�������!57*0$�Z[��%�����&4������H]��'7'2��Zk57%����

������z ������� ^;:#o $�:�t!a x
	U�.
+��# ��#����Õ��!��������	� (���� 2 �C�-#³#��C���3�C�´�C�-��*v����� 2 *v���C�
X
, �����,���-�	�����6�	#��

*%!���*���!-����� 2 ���c�,*��-�	#%�
x ∈ X

��!�� *v���	!��6� 2 ��� �³ "�.
C������#%�"!
# : $ �Û���r�	#%�3��! 2 �C�������-#����W��
+��!)( 2 � �³ ���#��C�¬����#�������� � �-!$������� 2 ��� x � 2 ��#�������� � �-!$�������¹��� x 5# `$

x ∈ dom f
���-!L���	�

f ∈ C∞(X)
5

# i$ 0 �
f ∈ C∞(X)

��#��
f(x) = 0

, ������#
f ≡ 0

�	# 2 �-�/�r#�������� � �-!$�������¹��� x 5����������������������� `����S�"��57%)�
x
52-,/��!'7'2��&

σ
dE52-���'<�!����& # ��� �

P
dE�"��57%)��$����j+"����%�&���& $.Zk���#%��#68�#�

x�#%�g���9>-V�!%)94�!H �������������"�#����52��-k57%¹`����������#* t :



C�` 4 �-�����5� 5 , �%�� "�I��� 5 � 5
������z ������� ^;:#o $ :�tba x��Û���¬�����(�	�����U�����³� � !N�����³����� 2 ��� C∞(X)

���-!
x ∈ X

��!��I���L�����7���-!$�
(C∞(X))x := {f ∈ C∞(X) : f ≡ 0

�	# 2 �-�/�_#�������� � �-!$����������� x}.

 ��%���ZY� ��68�j�)�!�����#����&O�!'7'(57%�������&>52�#%)�;H]���k����������57��&4����-���'7�V�!H ����52-;-���/#��52��% :
������z �������%x'	6���

A � �µ�¹
+�C���3�-!K�����$�����C����#��i����� Au (= C∞ (X)) � �é "#³�.
+��! 2 ���=�C�-��*%���������-#
 "#³�.�����

f
�.�����³� � !N�²��� A 5 �Û����#������ ���-�	�����6�	#��¹�C�-#����.�����-# 2 ��!��¬� �³ "�.
C������#%�"!

# : $
A
� 2 ��� 1 #³�.�3�¬���	�/��# 2 ���-# 5

# `$'& ���3� �������/��#%�b���
X
� 2
σ
��� 2 �-�����3�C� 5

C (1) ⇒ (2)
h)57%�/��

A
52-4�!H X�%�57���\&>57*S�#%�-�52��%($;�����#%

Au 52-4�!H X�%�57���\&>57*S�#%�-�52��% �;�����#����H]�����
Au +"��/���*S��-��hpk�!% ��/��K��%�57�N�!'

f
d �!'7�8�#+��N�c�!%�&O57��52-VZ[�#'7'Id 4=%���Zk% ��� �!���!%)90*h�b3>57*h�!' �!'7�8�#+��N�h52&����!'

�!H
�./���*1*,���N�!��5768�Vpk�!% ��/��h�!'7�8�#+��N�.52-�/#'2��-���& : p[9µ`����������#* 6
$��!%)9 *h�b3>57*h�!' �!'7�8�#+��N�.52&����!'�52-��!H�����

H]����*
(C∞(X))x

H]��� -���*S�
x ∈ X

�!%�&S-�57%�/��
(C∞(X))x (C∞(X))x

52-����#'<�!��5768�#'79U��%�5IH]����*1'791/#'2��-���&
$
�����#%

x
52-
σ
dE52-���'<�!����& # -����S^;:#o�$ :�tba $ :

(1) ⇒ (2)
h)57%�/��4�!%)9\�"��57%)�1�!H

X
52-
σ
dE52-���'<�!����&
$ 57�jH]��'7'2��Z;-U��� �!�1�!%)9\*h�b3>57*h�!';�!'7�8�#+��N�O52&����!'

�!H
Au 52-c���#'<�!��5768�#'79f��%�5IH]����*1'79q/#'2��-���& # -����_^;:#o�$,:�tba $ : p[9f�����P*h�!57%q����-���'7�4�!Hc^;:�ibae$[Z[�K&���&>��/��

��� �!�
Orth(Au) = Z(Au) : h)57%�/�� Orth(Au) = Z(Au) = Au, Au +"��/���*S��-,�cpk�!% ��/�� '<�!����52/��h�!%�&

57� 52-jZ[�#'7'Id 4=%���Zk%G��� �!�1�!%)9\pk�!% ��/��_��%�5768�#��-N�!'7'79R/���*1��'2�#���h68��/#����� '<�!����52/��l52-,�!HkX�%�57���l&>57*S�#%�-�52��% :\��#%�/���$
A
52-;�!H X�%�57���j&>57*S�#%�-�52��%K�!%�&cZ[�,�!���j&���%�� : B

g���3>��$)Z[��Zk57'7'"��5768���j%��#Zs/#'<��-�-��!H�%���%>d]X�%�57����&>57*S�#%�-�52��%cL��#��� �����=&>��/#�;�!'7�8�#+��N��-[H]���[Zk��52/��4�����
/�� �!�N��/#���#��57Lb�!��52��% �!H�`����������#* `U����'2&�- :

������z �������Õx5	6���
A � ����# �_!��3�³�	�/�C�³����#m "#³�.�����

f
�.�����³� � !N� 5 �Û����# A � 2 "��!��7*%!����1 ����_�³���3��!L�

�I�	#��C�²�;�c��#����-#³� (i�;�
A
� 2 � (A*���!L� �_!��3�³�	�/�C�³����# 5

C
j����j����� �����=�!Hk�!H�� ��%�'79O5IH	� � �!����$"Z[�UZk57'7'���-��U�����U-N�!*S�S�!������*S�#%)�U��-.57%G^;:�B�$�`����������#* � a :]�-�-���*S�;��� �!���#68�#��9S+�57'757%����!��*h�!�

f : A×A→ B
$8Zk���#���

B
52-��!%4�!��+�57���N�!��9S68��/#������-�� ��/�����68�#�

K
$

Zk57���0�����.�������"�#���e9l��� �!��H]���V�!'7'
x, y ∈ A

$
f(x, y) = 0

Zk���#%��#68�#�
xy = 0

$>52-k�!H ������H]����*
f(x, y) =

Φ (xy)
H]��� -���*S�m'757%����!� *h�!�

Φ : A→ B : h)�����"��-���$b�"�#� /���%)���N�>$���� �!� A 52- %���� �)9=�"�#� d�]V��/���57*S��&����!% :de�;H]��'7'2��Z;-V��� �!�������#��� ��3>52-���-��1����57*S�,52&����!'
I
Zk��52/��P52-V%����V*h�b3>57*h�!' : \��#%�/��,�����,W)������52�#%)� A/I 52-

'757%����!��'79P����&��#����&K-�� ��/��,��� �!�.52-V%����.52-���*S��������52/ ���
R

# -����l^;: :8$%`����������#* ` � : ic�!%�&Ki�i : `ba $ : q(�#� x $
y
57%
A/I

��� �!�1�!���S'757%����!��'79\57%�&��#�"�#%�&��#%)� : \��#%�/�� x + y, x
�!���S'757%����!��'79\57%�&��#�"�#%�&��#%)� : p[9K��-�57%��

e����% � -bq(�#*1*h�>$=57�[52-[%����[� �!��&h��� ������68����� �!�
x
$
y
�!����/���%)�N�!57%���&c57%4��\.�!*S�#'+ ��-�52-

H1
�!%�&

x+ y,
x
�!���U/���%)�N�!57%���& 57%R��\.�!*S�#' + ��-�52-

H2
-���/��K��� �!�

H1 6= H2.
`����#%K�����#���1��3>52-��.�eZ[�c'757%����!��*h�!��-

f : A/I → R
-���/�� ��� �!�

f (x) = 1
�!%�&

f(y) = −1
�!%�&

g : A/I → R
-���/�� ��� �!�

g(x + y) = 1�!%�&
g(y) = −1 : q(�#�j�����U+�57'757%����!��*h�!� Ψ : A × A → R

+"�U&���X�%���& +)9
Ψ(a, b) = f(a)g(b)

$H]���
�!'7'

a, b ∈ A : q(�#� a, b ∈ A
-���/��r��� �!�

ab = 0 : h)57%�/�� I 52-U�4����57*S�h52&����!'E$�57�jH]��'7'2��Z;- ��� �!�
a ∈ I���

b ∈ I : \��#%�/�� a = 0
���
b = 0 : [[��%�-���W)���#%)��'798$ f(a) = 0

���
g(b) = 0 : `����#����H]����� Ψ(a, b) = 0 :\��#%�/���$

Ψ
52-.����������-�9=*1*S�#����52/ : 
 ���#������-�$

Ψ(x, y) = f(x)g(y) 6= f(y)g(x) = Ψ(y, x).
`�� �!�.52-

Ψ52-�%����k-�9=*1*S�#����52/ : \��#%�/�� Ψ 52-[%����;�!H�������H]����*
Φ(xy)

H]����-���*S�.'757%����!��*h�!�
Φ : A→ R

$=Zk��52/��452-
�1/���%)���N��&>52/#��52��% :`����#%
�e5IH	�\� �!���K���#*h�!57%�- : 
 �RZk57'7'U��-��r�����_-N�!*S�G�!������*S�#%)�R��-P57% ^;: � $L`����������#* :�a : q(�#�
Ψ : A×A→ B

$ Zk���#���
B

52-l�!%s�!��+�57���N�!��9 68��/#�����c-�� ��/��O��68�#�
K
$ Zk57��� �����0�������"�#���e9 ��� �!�hH]���

�!'7'
x, y ∈ A

$
Ψ(x, y) = 0

Zk���#%��#68�#�
xy = 0.q(�#�

x, y ∈ A.
de� H]��'7'2��Z;-S��� �!�

x =
∑n

i=1 αi ei
�!%�&

y =
∑m

j=1 βjfj,
Zk���#���

ei
�!%�&

fj
�!���

/���*1�"��%��#%)��-��!H
e = |x|+ |y| : `����#%

Ψ(x, y) =
∑

16i6n,
16j6m

αiβjΨ(ei, fj) .
# : $



� �%��!N�����3��!$�	+�������-# 2 �������	#³�.�3���L�	�/��# 2 ���-#%�����_!��3�³�	�/�C�³����# ���C���3�-!
	����$�����C� 2 C�i
q(�#�

edi
+"�.������&>52- g���57%)�V/���*1��'2�#*S�#%)�.�!H

ei : \��#%�/�� e = ei + edi
Zk���#���

ei ∧ edi = 0.
`����#%

fj = fj ∧ e = fj ∧
(
ei + edi

)
=
(
fj ∧ ei

)
+
(
fj ∧ edi

)
.

h)57%�/�� (
fj ∧ edi

)
∧ ei = 0

$������#% (
fj ∧ edi

)
ei = 0 : [[��%�-���W)���#%)��'798$

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
ei,
(
fj ∧ ei

)
+
(
fj ∧ edi

))
= Ψ

(
ei, fj ∧ ei

)
.

oP��������68�#�
ei = ei ∧ e = ei ∧

(
fj + fdj

)
=
(
fj ∧ ei

)
+
(
ei ∧ fdj

)
.
\��#%�/���$

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
ei, fj ∧ ei

)
= Ψ

((
fj ∧ ei

)
+
(
ei ∧ fdj

)
, fj ∧ ei

)
.

h)57%�/�� (
ei ∧ fdj

)
∧
(
fj ∧ ei

)
= 0,

57�kH]��'7'2��Z;-;��� �!� (
ei ∧ fdj

)(
fj ∧ ei

)
= 0

�!%�&4�����#%

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
fj ∧ ei, fj ∧ ei

)
= Ψ(fj, ei)

p[9l��-�57%��1�����j-N�!*S�,�!������*S�#%)��$�Z[��������68�j��� �!�

Ψ(ei, fj) = Ψ
(
ei, fj ∧ ei

)
= Ψ

(
fj ∧ ei, fj ∧ ei

)
= Ψ(fj, ei).

`����#����H]������$�57%06=52�#ZY�!H���W)� �!'757�e9 # : $�$�Z[��� ��68�

Ψ(x, y) = Ψ(y, x).
# `$

q(�#�
u
+"�,�����,��%�57���!H

A
�!%�&P'2�#�

z ∈ A.
`����#%K�����jH]��'7'2��Zk57%��c+�57'757%����!�.*h�!�

Ψz : A × A → B&���X�%���&f+)9
Ψz (x, y) = Ψ (xz, y)

$�H]���c�!'7'
x, y ∈ A,

-N�!��52- X ��-S�����0�������"�#���e9 ��� �!�
Ψ(x, y) = 0Zk���#%��#68�#�

xy = 0.
`����#����H]������$ +)9R��-�57%��K�����4�!������*S�#%)�h��-,H]���

Ψ
$�Z[�c&���&>��/��c��� �!�

Ψz (x, y) =
Ψz (y, x) = Ψx (z, y) = Ψx (y, z)

$ H]���c�!'7'
x, y ∈ A.

de% � �!����52/#��'<�!�c5IH
z = u,

57�SH]��'7'2��Z;-l��� �!�
Ψ(x, y) = Ψx (y, e) = Ψ (xy, e) : [[��%�-���W)���#%)��'798$ Ψ 52-m%������!H������;H]����*

Φ(xy)
$)Zk���#���

Φ : A→ B52-;&���X�%���&4+)9
Φ(x) = Ψ (x, e)

$=H]���V�!'7'
x ∈ A

�!%�&4Z[�,�!���j&���%�� : Bde�j-�������'2& +"�U%�������& ��� �!� �l���#'<�!��5768�#'79 ��%�5IH]����*1'79K/���*1��'2�#���S��%�57�N�!' �)9=�"�#� d�]V��/���57*S��&����!%
f
d �!'Id

�8�#+��N�452-j�!H�X�%�57���h&>57*S�#%�-�52��% # -����0^;: :8$v`����������#*S-Ui � : B>$�B�: : o�ae$m^;:�`>$v`����������#* iba $ : [[��%�-���W)���#%)��'798$Z[��� ��68�������.H]��'7'2��Zk57%��l/�� �!�N��/#���#��57Lb�!��52��% :������z �������Õx 	6���
A � �b�n!����������.
+��� (´ "#³�;���-!$�I� (p "#³�.����� f �.�����³� � !N� 5 �Û����#´����� ���-�	�����6�	#��7*%!���*���!L�

����� 2 ��!��¬� �³ "�.
C������#%� 5
# : $

A
� 2 "��!��,*%!����1 ����=�³���3��!$�I�	#��C� 5

# `$
A
� 2 � (A*���!L� �_!��3�³�	�/�C�³����# 5

# i$
A
� 2 ��� 1 #³�.�3�¬���	�/��# 2 ���-# 5

� ���0�)���=����A@
âNÑ����
	���� �����Cä(� �+� �.���6� Çb���+��� �N�"� Î�� �3�.�[x³�.�-É�Ê+È3���6�3�.�3�.Çb� �+�$ÉbÍ Î �N��Ï����Z�����.�������+�3�����.�$ÉbÏC� Ã É���ÇbÄ��Z�.���C�.��Ñ������! 

"$#&%('*) Å v ÿ-â$þ-Å���� Î Ñ,+ ü Å+�+��Ñ�âNÅ"Ä+Ä�Ñ�â-+Nÿ-."â ü +-Ñ
v Ñ�/10 243 � �65�7��*81�:9�;�<�;�= #?>�@A' ;4 &=�BC ED�F > G ;6H
= #&I Å�x³�.� �+È��3�.�N��Å,J%�Z�CK��N�������Z�"É�Å�â-LNþNÿ-Ñ+-Ñ�MON?0 P 4QR�TS* 7�������ß������.� È�� ÜEU ��É��3�.�$ÉV�6� �-� ��� �N�LÍ Î �N��Ï����Z��ÑXW�=4 -Y )�Z�)�[ = ) F1Y #]\�) Å�â-L?L v Å���� Î Ñ*L v ÍcÅ-�+��Ñ v Å-Ä+Ä�Ñ v +?L-.
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fCÑ�8���2 �TSkj � lkmn SX�Toqp �,r-�NÇb� U Ï+���3�.�N���.� �N�+�v�N�tsÛ� ����ÓcÍ Î �N��Ï����Z��Ñ�Wu I d % d(v-d % BZÅ v ÿNÿNþ-Å"��� Î Ñ�â$ÿ-Å"Ä+Ä�Ñ ý +-â�. ý +Nþ-Ñþ-Ñ�` o 0 wX� �TS 5g0  7��*xy� lX��N?�43�0 S*4zX�?{ n �XWu I d % d(v?;}|q�*;�= #&%  &= I Å�ß��N�"É��N��Å"ÍÕÈ$�NÉ�Ñ!x³�.������Å�â-L�w]fCÑý Ñ��1	c� SX� N p �*~!� lXMON?0 P 4QR�TS* 7��*���+Í Î Çb�N��� f Ü � Î �NÏ��3���Z�Û�Z�"É d

Ü � Î �N��Ï����Z��Ñ "$#&%('*) W�=4 -Y )��:#&� H
=�d \-G ;�W ' d >  I6)��  -Y ) Å
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L-Ñ�x 	 � ��� 5E	c� ��� f � F > G ;6H
= #&I # < \ |�= %('  �  &= � ' d Ic�yI6) W '*) �O)k@A' ; I d I Åbß���� É�����ÅUß���� É���� ���+� ��Ñ Årâ-L�w-âNÑ�� U�Ã ×
â$ÿ-Ñ â$ÿ-â$þ i4� Ñ � Çr�N�-Ñ v ÿNÿ�w-Ñ ÿ?+�Ñ ÿNÿ]L-Ñâ$ÿ-Ñ��:N	�X	 Q�
 N?� �� �!`O�,~!� l�� ���T�
	��:�A7��+Ív�.È��+� Çb�$É��$�Z����Ê+�Z�.� ���C�1sÛ� ����Ó r-Ä"�ZÈ�����Ñ ��a b]; )A"$#&%('*)qe!) Å�â-LNþ ý Å���� Î Ñ,+ ü Å
Ä+Ä�Ñ ý v f6. ý +?L-ÑX� U�Ã ×�â$ÿ-Ñ â$ÿ-â$þ i4� Ñ � �"É+�Z��Ñ v ÿ-â ü Ñ ÿ?+�Ñ ÿNÿ�âNÑâNâNÑ��:N	�X	 Q�
 N?� �� �*`O�*~!� l j��?�TS 	 S `O��7����,;4Y %  &=�� #&% % dgY�; I6) Ã Å+ÍÛÇb���.�3��É+�ZÇnÅ�K��Z���.� Ü Ý�� Î Î �Z�"É�Å�â-L ý âNÑ

â v Ñ�MON?0 P 4QR�TS* 7��!���*r-�NÇb�6ÍÛ�"� Î �N�N� ���Ûà%�3��Æ������K�%�NÇbÇUÊ������.� ����sÛ� �+�N��Å!sÛ� ����Ó r-Ä"�ZÈ����v�Z�"ÉR�6� �����.� Ï+Ê��.� ���6ß������.� È����Æv� �.� r-Çr� Î Î �����4� Î ��Çb���C�$Ñ�� ; \ ;�= > ) Fub #]\�)�� ; % ) � W�=4 -Y ) �$� ;�= ) Í ýNý ÅKâ-L ý�ü Å_��� Î +Nþ-ÅrÄ+Ä�Ñnâ-+ v ."â üCý ÑC� U�Ã ×â$ÿ-Ñ â$ÿNÿ ý?i ��âNâNâNâ ý$Ü ÿNÿNþ Ü ÿNÿ üCý�Ü ÿ-Ñ
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