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�	��xþlø�ý�þ�� þ�		ü	ÿ{ü{ý�ø�����ù ���÷�ú�þ���
�	��xþLû1þ��  ��
�(ú7÷�ú�� �,ý85�0 ��÷
	�� ��ø�	��7ý�	��xþ©û1þ��  ��
�ú7÷�ú�� � a*536�û ÷7ø�ø�ùb÷�ú�û	ü	ý#÷7þ�ú�ø�ÿ ý����	û���ø �rý�� ���
��		ü1ù ��ø�ú�ü

ý�ý�þ�� þ�	�	����e÷
�	û	ü��7û�	���� ø�ý����1ø�ú�ý ���1ÿ � ��	��	û1þ�ú�	���� �� 	����	ü���	 ÷ ��
�	���� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý©ü ��÷7þ�ú�ø�ÿ
	1þ�� �7ú��7û�� � �����+�7û©û1þ��  ��
�ú7÷�ú��7ý�� �7ú�	���ø�ÿ��!ü �#ø�ÿ � ���	ü1ø�÷
		ü	� ���7û ÷���÷�û	ü1ø�ø��7ý#÷ ���7ú�þ�	��	ü ÷ ��÷ �

9 z;:Ü���7�b� }	���=<'��>@? ö=AI�CB�� �7�b�#ö��ED
m ��÷7ø�ø�hKü	�+�7û��	ü�	 ÷

Φ
��ü�		ý#÷�û	ü ÷
		ú�	�� � �7ú�	���ø�ü	ú�þ���
�	�� ���1þ�û ÷�ú��7û ÷

Iα,
þ�ø�ú�
 �������	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��

�	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
S

2!ý#÷�û��1þ�ý���� �� 	����	ü������7û	ú���+��	 ÷ ��
�	���� ù�	���+��� � þ�	 ÷7ùGF
∫

Rn

xjω(x) dx = 0, |j| = 0, 1, 2, . . . , xj = xj11 · · · xjnn , |j| = j1 + · · ·+ jn.

u 	��! !þ�ø�ú�ý��
Φ

� �!�7ú�	��IýIý�þ�ø��7ý���ù��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�þ
Lp(Rn, w), w ∈ Ap

� # �'ú�þ��7û1þ�ùb÷IH � & 0 �'�� ü��1þ�û1ø�ü�		  �1ÿ'û�	�� �tü�		ú�þ��û ÷ �
Dα ���	û1þ�� þ��1ÿ	þ�ú�ø�ÿ �'÷
� �	û1þ�� þ��

Dα := lim
ε→0

Dα
ε

�@9� þ
Dα
ε �

 ø�þ��1þ�	�	�� �C�ü��1þ�û1ø�ü�		  �1ÿ'û�	�� ��ü�		ú�þ��û ÷ �

Dα
ε f(x) =

1

dn,`(α)

∫

|y|>ε

(
∆`

yf
)
(x)

|y|n+α
dy, α > 0, " % %
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 � H
9� þ

∆`
hf(x) =

∑`
k=0(−1)k

(
`
k

)
f(x−kh) � � ��	1þ���	 ÷�ÿ{û ÷���	���ø�ú�
 ���7û#ÿ ���'÷

` > α �� 	����	ü	ü f
ü
dn,`(α) � 	��7û1ù�ü	û��7ý�����	 ÷�ÿ � ��	1ø�ú7÷
		ú7÷ ��ý�� �7û ÷
	�	 ÷�ÿ!ú7÷
�����	ú������ ����ø�ú�û���þ�		ü1þ4ý " % % 	1þ���÷�ý�ü1ø�þ��!��7ú
` " �����1û�����	���ø�ú�ürø�ù � ý4� #��=%��Xlû	ü � ü���ø�ü	û��7ý#÷
	�	���ù ε > 0  ø�þ��1þ�	�	��xþ��ü��1þ�û1ø�ü�		  �1ÿ'û�	��xþ[ü�		ú�þ��û ÷ ���Wü1ù,þ��Lú{ý�ü �

Dα
ε f(x) = C(ε)f(x) +

∑̀

k=1

Ck(ε)

∫

|t|>kε

f(x− t)

|t|n+α
dt, " &�%

���
�  � ÷7þ�ù�� �����1þ�ý�ü ��	��xù�ü �	û1þ����7û ÷��+�7ý#÷
		ü	ÿ	ù�ü �
. �1ÿ � ��	1þ���	����Üû ÷���	���ø�ú�þ�� �� 	����	ü	ü f ü1ù,þ�þ�úáù,þ�ø�ú�� �	û1þ�� ø�ú7÷�ý�� þ�		ü1þ

(
∆`

hf
)
(x) =

∫

Rn

(∆`,α) (x− y, h)Dαf(y) dy, ` > α, " 0 %
9� þqû ÷�ý�þ�	1ø�ú�ý��

∆`,α(x, h) = ∆`
hkα(x)

ø��	û ÷�ý�þ����1ü	ý���þ�� ��� �	û ÷
��	1þ��rù,þ�û1þ���	 ÷ �� 	����	ü	ÿ � f ∈ Φ,� �7ú�ÿ ��	��Iý�þ�û�	�� ���1ÿ ���
� þ�þ�2!ü	û���� ��+� � ��÷7ø�ø�÷ �� 	����	ü����	ø�ù � � # � " &�� � 0 % �'�k ø�þ��1þ�	�	��xþ;�ü��1þ�û1ø�ü�		  �1ÿ'û�	��xþ�ü�		ú�þ��û ÷ ��� Dα
ε f
ý��0û ÷� �÷��Lú�ø�ÿ/�1þ�û1þ���ø�ý���� �	û1þ�� þ��

ϕ = Dαfø ����ù ��� 
��^÷
���	û�����ø�ü1ùb÷
�	ü	ürþ��1ü�		ü�����F

(Dα
ε f) (x) =

1

εn

∫

Rn

K`,α

(
x− y

ε

)
ϕ(y) dy =: K`,α

ε ϕ, " 6 %
9� þ

K`,α(|x|) =
1

dn,`(α)|x|n
∫

|y|<|x|

k`,α(y) dy, " � %

k`,α(x) = ∆`,α(x, e1), e1 = (1, 0, . . . , 0) " ø�ù � � # � " &�� � &�% �=%��� �1û��
K`,α

ü1ù,þ�þ�ú ���1þ�	��  � # � � þ�ù,ùb÷ &�� # � �

|K`,α(|x|)| 6 c

{
|x|min{α−n,0}, α 6= n

#
ln 2

|x| , α = n,

�	û	ü |x| 6 1,

|K`,α(|x|)| 6 c|x|α−n−`−1,
�	û	ü |x| > 1.

" H %

. �1ÿÜÿ �1û ÷
K`,α(|x|)

ü	��ý�þ�ø�ú�	 ÷ � �7û1ù  ��÷ � # � " &�� ��� % �
F (K`,α)(ξ) =

1

dn,`(α)|ξ|α
∫

|y|>1

(1− eiξy)`

|y|n+α
dy, "���%

9� þ
(Fϕ)(x) = ϕ̂(x) � �	û1þ����7û ÷��+�7ý#÷
		ü1þ j  û	
�þ �� 	����	ü	ü ϕ.` �����
�!���ü	ÿ©ý$2!ý#÷�û��1þ�ý���ù �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�þ

S
��÷ ��÷7þ�ú�ø�ÿ ø��1þ�ú�	��xù�	 ÷����7û���ù " ���
� �% 	��7û1ù

νk,j(ω) = sup
x∈Rn

(1 + |x|)k|(Djω)(x)|, k ∈ N0, j ∈ Nn
0 , ω ∈ S .

Z�� ���1ü1ù ��ø�ú�
 ����ø�� þ��!�7ý#÷�ú�þ���
�	���ø�ú�ü
ωm → ω

ýIú������
�!���ü	ü
S

����	 ÷1� ÷7þ�ú
� �	ú��
lim

m→∞
νk,j(ωm − ω) = 0

���1ÿ ��� ����� � ü���ø�ü	û��7ý#÷
	�	����
k
ü
j.



� � 2 ����� -©243���3 *�� ����"��'�����I����
 243	��3
Xlû���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý���hKü	�+�7û��	ü�	 ÷

Φ
��ø�	��7ý�	���� �� 	����	ü�� ü��1ý����1ø�ú�ý�þ�	�	���þ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��

Ψ =
F (Φ)

ÿ'ý��1ÿ��Lú�ø�ÿ8��÷7ù���	  ú��xù�ü��������	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷7ù�ü ý
S

�7ú�	���ø�ü	ú�þ���
�	��  �'÷���÷
	�	���� ú������
�!��(
�ü	ü�� �	û	ü )�ú���ù 	 ÷ �� 	����	ü	ÿ � ω ∈ S

)�ú7÷<ú������
�!���ü	ÿ )��	ý�ü	ý#÷ � þ�		ú�	 ÷�ú������
�!���ü	ü��E��÷ ��÷�ý#÷7þ�ù ���
���
�  	��7û1ùb÷7ù�ü

νk,l,j(ω) = sup
x∈Rn

|x|l
(
1 + |x|

)k∣∣(Djω
)
(x)
∣∣, k ∈ N0, l ∈ Z, j ∈ Nn

0 , ω ∈ S .

]q÷
����ù�		ü1ù �E�	ú��
Φ′ = S ′/P,

9� þ
S ′/P

þ�ø�ú�
 � ÷
�	ú��7û�( �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
S ′���{ù�	��! !þ�ø�ú�ý  P

ý�ø�þ��Üù�	���+��� � þ�	��7ý " ø�ù � � # �	ø � 0 #��=%��
� ��~l~L} 9 z ô z�� " - ���N"���$�����
 -

Φ
�	$	
���"�����$���$ -[- ��$ - ������������$ -q- /��®"���� - "��x 1��������$	$ -��7-�� �	/��®"	�

���	$ �  ���
�"�$ -��7- �	$���� � "��#" - 
���$	��

Dα
ε , ε > 0,

� - /��®"���� - "��<��
'�®"Í���	�
K`,α

ε , ε > 0.

C . ���'÷���÷�ú�þ���
�ø�ú�ý�� � þ�ù,ù��Wø�ù � ýIû ÷����7ú�þ$� 6 �'� B
� z�õ B����~L����}	<'��>@? ö=AI���E<'� �#��� �b�#ö��ED

� ��~l~L} � z ô z � /��®"���� - "
K`,α = K`,α

ε |ε=1
$���/#"Í�®"�.0
'��$ 
I/#" - ���N"���$�����
'�

Φ.

C
X����'÷� !þ�ù � �	û1þ� � þIý�ø�þ�+��� �	ú�� ���1þ�û ÷�ú��7û

K`,α ø����'û ÷
		ÿ	þ�ú �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��
Φ. . ��ø�ú7÷�ú�����(

	�� �����'÷���÷�ú�
�� �	ú��  ù�	��! !þ�		ü1þ 	 ÷ �	û1þ����7û ÷��+�7ý#÷
		ü1þ j  û	
�þ!ÿ � þ�û )�ú�ü � ���1þ�û ÷�ú��7û��7ý ø����'û ÷
		ÿ	þ�ú
�1ý����1ø�ú�ý�þ�	�	���þ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��

Ψ = F (Φ) �U ������	 ÷1�	ü	ý
m(ξ) := K̂`,α(ξ),

�1þ�û1þ�� ���1ÿ ý "���% �����
�1ÿ'û�	��xù � ���7û��1ü�	 ÷�ú7÷7ù ������ø�� þ4��÷7ù,þ�	
�����!���7ü	ÿ©üÜý�û ÷���þ�		ü	ÿ ���
�  � ÷7þ�ù

m(ξ) =

∞∫

|ξ|

E(ρ)

ρ1+α
dρ, " � %

9� þ
E(ρ) = 1

dn,`(α)

∫
Sn−1(1 − eiρσ1)` dσ.

hqþ��� � ý�ü � þ�ú�
����	ú��
m ∈ C∞(Rn \ {0}), ý�ø�þ �	û��7ü	��(

ý�����	��xþ �� 	����	ü	ü m ø�ú�û1þ�ù�ÿ'ú�ø�ÿ���� �	û	ü |ξ| → ∞ üeü1ù,þ��Lú 	1þ ���
� þ�þ����1þ�ùWø�ú�þ��1þ�	�	�����û���ø�ú
�	û	ü |ξ| → 0,

�	ú�� ü �÷�û ÷
		ú�ü	û  þ�ú  �'÷���÷
	�	���þÜø����'û ÷
	1þ�		ü1þ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
Ψ

�	û	ü  ù�	��! !þ�		ü	ü	 ÷
m(ξ) �
. ���'÷���÷�ú�þ���
�ø�ú�ý�� 	1þ��	û1þ�û��0ý�	���ø�ú�ü  ù�	��! !þ�		ü	ÿ 	 ÷

m(ξ)
ú�û1þ��  þ�ú ���
� þ�þ�÷
���  û ÷�ú�	����vû ÷7ø�(

ø   � þ�		ü�� � X  ø�ú�
 ����ø�� þ��!�7ý#÷�ú�þ���
�	���ø�ú�
 �� 	����	ü�� ψs(x), s ∈ N,
ü	�

Ψ
ø-� ���1ü	ú�ø�ÿ �

0
ý�ú���(

���
�!���ü	ü �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
S : lims→∞ νk,j(ψs) = 0

���1ÿvý�ø�þ��
k
ü
j � ]   	�� �	û��7ý�þ�û	ü	ú�
����	ú��

lims→∞ νk,j(mψs) = 0
���1ÿÜú���+�  !þqù�	��! !þ�ø�ú�ý#÷{ü�	 � þ���ø��7ý

k
ü
j.
YKù,þ�þ�ù

Dj(m(x)ψs(x)) =
∑

06i6j

(
j
i

)
Dim(x)Dj−iψs(x),

Dim(x) =
∑

|k|=1

xk

|x|D
i−k

(
E(|x|)
|x|1+α

)
=
∑

|k|=1

xk

|x|
∑

06h6i−k

(
i− k
h

)
Dh
(
|x|−1−α

)
Di−k−hE(|x|),

Dh
(
|x|−1−α

)
= |x|−1−α−|h|Ph(x),

9� þ
Ph(x) � ����	��7û�����	�� �©ù�	���+��� � þ�	Üø�ú�þ��1þ�		ü |h|. `�÷
� �'÷
�

∣∣Dh
(
|x|−1−α

)∣∣ 6 C|x|−1−α−|h| ü |DjE(|x|)| 6 C|x|`−|j|,
ú��

|Dim(x)| 6 C|x|1−α−|h|+`−|i|+1+|h|
6 C|x|−α+`−|i|. "$# � %



��� - /	������$	�	� /#" - ���N"���$�����
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 ���
Uiú�ø�����÷ |Dim(x)| 6 C|x|−1−[α]+`−|i|,

9� þ
[α] � �1þ���÷�ÿ � ÷7ø�ú�
 �	ü1ø���÷

α.
Z�� þ��!�7ý#÷�ú�þ���
�	����

νk,j(mψs) 6
∑

06i6j C(i, j)νk,`−1−[α]−|i|,j−i(ψs).
Uiú�ø�����÷rý�ø�ü �  )��	ý�ü	ý#÷ � þ�		ú�	���ø�ú�ü ú������
�!��(

�ü���� ��÷ ��÷�ý#÷7þ�ù���� ���
�  	��7û1ùb÷7ù�ü νk,j ü νk,`,j, ���
�  �	ü1ù lims→∞ νk,j(mψs) = 0,
�	ú���ürú�û1þ�����(

ý#÷ �!��ø�
 � B
y >,�7�;B <'� ��� � z 9 z � /��®"���� - "

Dα
ε

$���/#"Í�®"�.0
'��$ 
{/#" - ���N"���$�����
'�
Φ
����
Ü��� � -��7-

ε > 0.

C . ��ø�ú7÷�ú�����	�� ��÷7ù,þ�ú�ü	ú�
�� �	ú���ý ���7û ÷���÷ � j  û	
�þrü1ù,þ�þ�ù D̂α
εω(ξ) = |ξ|αm(εξ)ω̂(ξ),

9� þ
|ξ|αm(εξ)

ÿ'ý��1ÿ	þ�ú�ø�ÿqù  ��
�ú�ü�� �1ü��'÷�ú��7û���ùrý Ψ, � �
��
Lø�� �7û�� m ÿ'ý��1ÿ	þ�ú�ø�ÿqú7÷7ù©ù  ��
�ú�ü�� �1ü��'÷�ú��7û���ùý{ø�ü �  � þ�ù,ù�� &�� #�� B
� ��~l~L} � z � z � /��®"���� - "�.

K`,α
ε

�'� - � 
���� 
 /#"��
ε → 0


�/#" - ���N"���$�����
'�
Φ
� �®���	$	���7$ - �Í 

- /��®"���� - "1 3

C
]   	�� �!���'÷���÷�ú�
����	ú�� ���1ÿ �	û��7ü	��ý��
��
�	���� �� 	����	ü	ü ω ∈ Φ

ý�� ���
��		ÿ	þ�ú�ø�ÿ

lim
ε→0

νk,j(K
`,α
ε ω − ω) = 0, k ∈ N0, j ∈ Nn

0 . "$#�# %
]q÷
����ù�		ü1ù � �	ú��<ø���9��÷7ø�	�� � þ�ù,ù,þ &�� # ���1þ�û ÷�ú��7û��

K`,α
ε

ø����'û ÷
		ÿ��Lú �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��
Φ.
`�÷
���'÷
�

ú������
�!���ü	ÿ[ý/�	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�þ
F (S ),

ü�	 �  �	ü	û��7ý#÷
	�	 ÷�ÿ!ü	�4�	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷�� ý#÷�û�� ÷
S ,

ø��7ý�� ÷ ��÷7þ�ú
ølú������
�!���ü1þ�� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

S ,
ú�� "$#�# % û ÷�ý�	���ø�ü ��
�	��áø����7ú�	���2�þ�		ü	ÿ	ù

lim
ε→0

νk,j([m(εx) − 1]ψ(x)) = 0, k ∈ N0, j ∈ Nn
0 , "$# % %

9� þ
m � �� 	����	ü	ÿ " � % ü ψ = ω̂ ∈ Ψ._�÷7ø�ø�ù �7ú�û	ü1ù�ø�	 ÷1� ÷ ��÷Lø��  � ÷
� j = 0.

]q÷ �!�/�����'÷���÷�ú�
����	ú��
limε→0 supx∈Rn(1+|x|)k|m(εx)−

1||ψ(x)| = 0.
YKù,þ�þ�ù

supx∈Rn(1 + |x|)k|m(εx) − 1||ψ(x)| = max {S1(ε), S2(ε)} ,
9� þ

S1(ε) := sup
|x|<1

(1 + |x|)k|m(εx)− 1||ψ(x)|, S2(ε) := sup
|x|>1

(1 + |x|)k|m(εx)− 1||ψ(x)|.

. �1ÿ
S1(ε)

ü1ù,þ�þ�ù
S1(ε) 6 νk,j(ψ) sup|x|<1 |m(εx) − 1|. `�÷
� �'÷
�

m(0) = K̂`,α(0) = 1
ü

m(x)
	1þ��	û1þ�û��0ý�	 ÷ � ú��

limε→0 S1(ε) = 0.

. �1ÿ
S2(ε),  �	ü	ú��0ý#÷�ÿ �G�	ú�� ���1ÿ ��� ����+� �	ü1ø���÷

µ > 0
ø��	û ÷�ý�þ����1ü	ý#÷ ���1þ�	��'÷ |ψ(x)| 6

C|x|−k−µ,
9� þKý�� ���7û���ù

µ
û ÷7ø����7û#ÿ �1ü1ù,ø�ÿ �����1 !þ������
�  �	ü1ù

S2(ε) 6 C sup
|x|>1

|x|−µ|m(εx)− 1| = Cεµ sup
|x|>1

|m(εx)− 1|
(ε|x|)µ .

ULø�ú7÷7þ�ú�ø�ÿ������'÷���÷�ú�
��;�	ú�� �	û	ü 	1þ�� �7ú��7û���ù^ý�� ���7û1þ
µ �� 	����	ü	ÿ |m(y) − 1||y|−µ ���û ÷
		ü	�1þ�	 ÷ �Xlû	ü |y| > 1

)�ú7÷ ���û ÷
		ü	�1þ�	�	���ø�ú�
 ���1þ�ý�ü ��	 ÷ ���1ÿ ��� ����+�
µ > 0 � m���9��÷ |y| < 1

ý���ø����
��
��  þ�ù,ø�ÿ
� �7û1ù  �!��� " � % üÜú�þ�ù � ÷
�	ú���ù �	�	ú�� 1 = K̂`,α(0),

ý{ø�ü �  �1þ�+�

|m(y)− 1|
|y|µ =

1

|y|µ

|y|∫

0

E(ρ)

ρ1+α
dρ.

hqþ��� �{ý�ü � þ�ú�
��	�	ú�� ��� þ�ø�
 �	û ÷�ý#÷�ÿ"� ÷7ø�ú�
 ���û ÷
		ü	�1þ�	 ÷ �	û	ü©ý�� ���7û1þ
µ > `− α.



# � � 2 ����� -©243���3 *�� ����"��'�����I����
 243	��3
XKþ�û1þ�� � þ�ù�� ø��  � ÷�� j 6= 0.

YKù,þ�þ�ù

Dj
(
[m(εx)− 1]ψ(x)

)
=
[
m(εx)− 1

]
Djψ(x) +

∑

06i6j,
i6=0

(
j
i

)
Λi(ε, x), "$#!&�%

9� þ
Λi(ε, x) := ε|i|(Dim)(εx)Dj−iψ(x).

XKþ�û	ý���þrø���÷��÷7þ�ù ��þrý "$#!&�%   !þ����1þ�	1þ�	��vý��G2�þ ����(
ø�� �
��
��  Djψ(x) ∈ Ψ, j ∈ Nn

0 . . �1ÿ
Λ(ε, x)

ø  �1þ�ú���ù����1þ�	��	ü "$# � % ���
�  �	ü1ù
|Λ(ε, x)| 6 ε`−αCi,j|x|`−α−|i||Dj−iψ(x)|.

Uiú�ø�����÷ �	û	ü � ���1ü1ù � ���1þ�	���þ
νk,j(Λ(ε, x)) 6 Cε`−ανk,`−1−[α]−|j|,j−i(ψ),

9� þ
[α] � �1þ���÷�ÿ � ÷7ø�ú�


�	ü1ø���÷
α._�þ��1�lù�ü	û  ÿ �!�	û	ü � ���1ü1ù�� "$# % %�� B

� z�� B�ö�� � ö=AI� �E<'� �#��� �b�#ö��ED
� z ô z�� ���=B�}	ö����©� <'�#��~L��ö�}'� ��}	B�����7�b��>,�#ö�����z
����	�
��
��
�����
���������X  ø�ú�
 X � �1ü�	1þ���	���þ4����� ù�	��! !þ�ø�ú�ý��Ký

Φ′ ü f ∈ Φ′.
V  � þ�ù4+�7ý��7û	ü	ú�
���	ú��

f ∈ Iα(X)
�
α > 0,

þ�ø��1ü ø  ��þ�ø�ú�ý  þ�ú{û ÷7ø��	û1þ�� þ�� þ�		ü1þ ϕ ∈ X
ú7÷
� ��þ����	ú��

(f, ω) = (ϕ, Iαω) "$# 0 %
���1ÿqý�ø�þ��

ω ∈ Φ " 	 ÷
����ù�		ü1ù ���	ú�� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��
Φ
ü�		ý#÷�û	ü ÷
		ú�	�� �7ú�	���ø�ü	ú�þ���
�	�� ���1þ�û ÷�ú��7û ÷

Iα %��a ����ø�� þ��  ����þ�ù  ø�þ��1þ�	�	��xþ �ü��1þ�û1ø�ü�		  �1ÿ'û�	��xþ ü�		ú�þ��û ÷ ��� " % % ��������þ�	�	���� �� 	����	ü	ü
f ∈ Φ′ ���	û1þ�� þ��1ÿ��Lú�ø�ÿ©û ÷�ý�þ�	1ø�ú�ý���ù

(Dα
ε f, ω) := (f,Dα

εω) "$# 6 %
ø  �1þ�ú���ùWü�		ý#÷�û	ü ÷
		ú�	���ø�ú�ü��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

Φ
�7ú�	���ø�ü	ú�þ���
�	�� ���1þ�û ÷�ú��7û ÷

Dα
ε , ε > 0,

ø�ù � � þ�ù=(ù  % � #��
� �#� ����~L} � z 9 z �  1�����

X �
�	�	$����	$ - �e/ - ����$ - �{������
 - /#" - ���N"���$�����
��

Φ′.
2 ���®�1 ����!���

 ���
'�®"	�[�Í��$	��
<"���
�$ - ���	����$	.��
(P1) f ∈ Iα(X);
(P2)

�» ��á������
� 1��� �N��������$��
φ ∈ X

����� - � * ��� -
Dα
ε f

�'� - ������� 
 �
φ


Φ′ :

lim
ε→0

(Dα
ε f, ω) = (φ, ω), ω ∈ Φ,

/#"��!��� - �"�N��������$��
φ
�#�N��������$��

ϕ
�1 "$# 0 % � - 
�/������ �[�!�	���!�N��������$���.W/#" - ���N"���$�����
��

Φ′.

C
X����'÷� !þ�ù �3�	ú��

(P1) ⇒ (P2).
a ø�ü �  " &�% ü�ø�� þ�� ø�ú�ý�ü	ÿ &�� % �	û	ü ��� ����ù � ü���ø�ü	û��7ý#÷
	�	���ù

ε > 0
ü1ù,þ�þ�ù

(Dα
ε f, ω) = (f, Dα

εω) = (f, Dα
ε I

αDαω),
9� þ�ù��wý���ø����
��
��+�7ý#÷ �1ü1ø�
eú�þ�ù �=�	ú��

ω = IαDαω
���1ÿ

ω ∈ Φ.` ��9��÷iýLø�ü �  � �7û1ù  ��� " 6 % ü1ù,þ�þ�ù (Dα
ε f, ω) = (f,K`,α

ε Dαω).
`�÷
� �'÷
�

K`,α
ε Dαω ∈ Φ

ýLø�ü � � þ�ù,ù�� % � # ü ���1þ�û ÷�ú��7û��
K`,α

ε
ü
Dα � ��ù,ù  ú�ü	û  �Lú 	 ÷ �� 	����	ü	ÿ �©ü	� Φ, ú�� ��� ���	û1þ�� þ�� þ�		ü	�

���7û ÷���÷
Iα(X)

ø  ��þ�ø�ú�ý  þ�ú �� 	����	ü	ÿ ϕ ∈ X,
ú7÷
�'÷�ÿ4�	ú��

(Dα
ε f, ω) = (ϕ,K`,α

ε ω). "$# � %
a ø�ü �  � þ�ù,ù�� &�� & ���
�  � ÷7þ�ù lim

ε→0
(Dα

ε f, ω) = (ϕ, lim ε→0
(S )

K`,α
ε ω) = (ϕ, ω).

Z�� þ��!�7ý#÷�ú�þ���
�	����
φ = ϕ

ü
(P2)

���
�  �1þ�	�� �



��� - /	������$	�	� /#" - ���N"���$�����
��["������ - 
�. �Ü/ - ����$��	����� - 
 # � #
. ���'÷� !þ�ù

(P2) ⇒ (P1).
_�÷7ø�ø   ��÷�ÿ �'÷
�vüvý �	û1þ������  ��þ�ù �  	��	ú�þ��Íú��
��
�� ��ý ���7û ÷�ú�	���ù

	 ÷
�	û ÷�ý�� þ�		ü	ü��1ü1ù,þ�þ�ù
(φ, ω) = lim

ε→0
(Dα

ε f, ω) = lim
ε→0

(f, Dα
εω) = lim

ε→0
(f, Dα

ε I
αDαω)

= lim
ε→0

(f, K`,α
ε Dαω) = (f, lim

ε→0
(S )

K`,α
ε Dαω) = (f,Dαω).

`�÷
�	ü1ù����7û ÷��+��ù �
(f,Dαω) = (φ, ω).

Z�� þ��!�7ý#÷�ú�þ���
�	����
(φ, Iαω) = (f, ω), ω ∈ Φ,

�	ú�� ��÷�ý�þ�û	2I÷7þ�ú
�!���'÷���÷�ú�þ���
�ø�ú�ý��áú�þ��7û1þ�ù�� � B
� z 9 z����©}�������� ��ö=A�� �����7� ���	>,�#� �#ö��ED������ }	ö�}'��� � ��~ ����� B <'��}	ö=B <'� �

X
z a�ø�� þ��  � (��þ�ù �  	��	ú�þLù�� ü	�  � ÷7þ�ù ���7û ÷��

Iα(X)
���7ú�þ�	��	ü ÷ ��÷�_,ü1ø�ø�÷ �#ú�û ÷
�	ú  þ�ù�� �Üý!ø�ù��xø�� þLû ÷7ø��	û1þ�� þ�(

� þ�		ü�����9� þ
X � �	û��7ü	��ý��
��
�	���þ ��÷
	 ÷ � �7ý�� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�� �� 	����	ü�� 	 ÷

Rn,  �!�7ý�� þ�ú�ý��7û#ÿ�����þ�þ	1þ�� �7ú��7û��xù ÷
�	û	ü��7û�	��xù �	û1þ������
�!�! !þ�		ü	ÿ	ù �a û ÷����1ü	��	����  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü	ÿ � 		ü	 !þ �  � þ�úÜü1ø����
��
��+�7ý#÷�ú�
�ø�ÿ�����	��Üü �1ü 	1þ�ø�� �
��
�� � ü	�{ø�� þ�(
�  ���!ü ��ø�ý����1ø�ú�ý �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

X
F

(S1)
Xlû���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��

X
���
��÷ ��÷7þ�ú�ø�ý����1ø�ú�ý���ùoû1þ�2�þ�ú��	üEF�þ�ø��1ü

ϕ ∈ X
ü |ψ(x)| 6 |ϕ(x)|,

x ∈ Rn,
ú��

ψ ∈ X
ü ‖ψ‖X 6 ‖ϕ‖X .

(S2)
Xlû���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��

X
	1þqø���� þ�û7 Iü	ú�ù�	���+��� � þ�	 �

(S3)
ur÷
��ø�ü1ùb÷ ��
�	�� � ���1þ�û ÷�ú��7û

Mϕ(x) := 1
|B(x,r)|

∫
B(x,r) |ϕ(y)|dy

���û ÷
		ü	�1þ�	 ý
X.

(S4)
U/�1þ�û ÷�ú��7û��

K`,α
ε

ÿ'ý��1ÿ��Lú�ø�ÿe÷
���	û�����ø�ü1ùb÷
�	ü1þ�� þ��1ü�		ü�����F
limε→0 ‖K`,α

ε ϕ − ϕ‖X = 0���1ÿ�ý�ø�þ��
ϕ ∈ X.

(S5)
Xlû���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��

X ′,
÷7ø�ø����	ü	ü	û��7ý#÷
	�	���þ!ø

X,
ø���� þ�û7 Iü	ú � ��÷7ø�ø

Φ.]q÷
����ù�		ü1ù ���	ú���÷7ø�ø����	ü	ü	û��7ý#÷
	�	��xù ø
X

	 ÷����0ý#÷7þ�ú�ø�ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��
X ′ �� 	����	ü�� ψ 	 ÷

Rnú7÷
�	ü � �	�	ú��
∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
<∞ (∀ϕ ∈ X), ‖ψ‖X′ = sup

‖ϕ‖X=1

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ϕ(x)ψ(x) dx

∣∣∣∣∣∣
,

ø�ù � � � �	ø � � �'�
������
	�
������
 ����� ��Xlû	ü 	 ÷ �1ü	�	ü	ü<ø�ý����1ø�ú�ý#÷

(S1)
ýqø�ý����1ø�ú�ý�þ

(S2)
�!��ø�ú7÷�ú�����	�� ���7ú�û1þ����7ý#÷�ú�
��

�	ú������ � ��	1ø�ú7÷
		ú�� � �7ú+�1ü	��	��xþ �7ú 	  �1ÿ � 	1þ��	û	ü�	 ÷ ��� þ� �÷ �1ü ��� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý  X.]q÷7ù ����	 ÷ �!����ÿ'ú�ø�ÿ 	1þ�� �7ú��7û��xþáý�ø�����ù ���÷�ú�þ���
�	��xþ  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü	ÿ ��� ���û ÷
		ü	�1þ�	�	���ø�ú�ü ���1þ�(
û ÷�ú��7û��7ýáø�ý�þ�û	ú��	ü ý �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�þ

X.U ������	 ÷1�	ü1ù �1þ�û1þ��
K

� ��÷7ø�ølÿ � þ�û
k(x),  �!�7ý�� þ�ú�ý��7û#ÿ����!ü �  ø��!�7ý�ü	ÿ	ù |k(x)| 6 K (|x|), 9� þ

K (x) ∈ L1(Rn), K (r), r ∈ R+,  ���0ý#÷7þ�ú
�1ü

Kεϕ :=
1

εn

∫

Rn

k

(
x− y

ε

)
ϕ(y) dy.

d �7û���2 � ü	��ý�þ�ø�ú�	�� " ø�ù � �/	 ÷
�	û	ü1ù,þ�û�� � H � 9� � 6 � 53% � #�� ���7ú����1þ���	���þ�	1þ�û ÷�ý�þ�	1ø�ú�ý�� |Kεϕ(x)| 6

cMϕ(x),
9� þ

k ∈ K.
Y � )�ú���+� 	1þ�û ÷�ý�þ�	1ø�ú�ý#÷{ø�� þ��  þ�ú  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü1þ �:Ü���7��>,�#� �#ö���� � z � z��  1�����

k ∈ K.
� /��®"���� - "�.

Kε
"���
�$ - ���®"�$ -�-�� "���$	������$	.w
 ��� � - �

/#" - ���N"���$�����
'�
X
� - ��
 - ������
������

(S1)
�
(S3).. �1ÿ 	 ÷7ø����
� þ�þqø���� þ�û7 �÷�ú�þ���
�	��xùtÿ'ý��1ÿ	þ�ú�ø�ÿ ø�� þ��  ����þ�þ  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü1þ�F

� ��~l~L} � z��z �  1�����
0 < α <∞ �

` > α.
+�-�� ���

K`,α ∈ K
3

C
k ú�ý�þ�û7 � þ�		ü1þ�� þ�ù,ù�� ø�� þ��  þ�ú{ü	� ���1þ�	��	ü " H %�� B

� z � z � ���=B�}	ö����Ü� <'�#��~L��ö�}'�8B������b��~L� B <'� ����ö�� ��~L� ����� B <'��}	ö=B <'� }
X
z a���÷ ��
�	1þ���(

2�þ�ù ø��	ü	ú7÷7þ�ù ���	ú��
X � ��÷
	 ÷ � �7ý�� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�� �� 	����	ü�� 	 ÷

Rn ø 	��7û1ù ��� ‖ · ‖X .
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����	�
��
��
�����
 ����� ��V  � þ�ù +�7ý��7û	ü	ú�
��=�	ú�� ��	 ÷1�1þ�		ü1þ � ÷�û ÷7ù,þ�ú�û ÷

α > 0
ÿ'ý��1ÿ	þ�ú�ø�ÿ�þ�ø�ú�þ�(

ø�ú�ý�þ�	�	��rø����7ú�ý�þ�ú�ø�ú�ý  ���!ü1ù �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý  X,
þ�ø��1ü �� 	����	ü���	 ÷ � f ∈ Iα(X)

ÿ'ý��1ÿ	þ�ú�ø�ÿvû1þ�(
  �1ÿ'û�	��xùsü ø<ú�����	���ø�ú�
�� �!��ù�	���+��� � þ�	 ÷�ø��7ý�� ÷ ��÷7þ�ú ø��rø-� ���1ÿ��!ü1ù,ø�ÿ ü�		ú�þ��û ÷ �!��ù "$# % ���1ÿ
ý�ø�þ��

ϕ ∈ X
ú7÷
�	ü � � �	ú��

f(x) =
∫
Rn kα(x − y)ϕ(y) dy + P (x), ϕ ∈ X.

a )�ú���ù ø��  � ÷7þ �1þ�û	ý���þ
ø���÷��÷7þ�ù ��þ{ý �	û ÷�ý���� � ÷7ø�ú�ü �  � þ�ù 	 ÷����0ý#÷�ú�
 ü�		ú�þ��û ÷ ��
�	��xù �	û1þ�� ø�ú7÷�ý�ü	ú�þ�� þ�ù �� 	����	ü���	 ÷ ��÷
f ∈ Iα(X).]q÷
�	û	ü1ù,þ�û��	ýIø��  � ÷7þ X = Lp(Rn), 1 < p <∞,

��	 ÷1�1þ�		ü	ÿ	ù�ü
α,
þ�ø�ú�þ�ø�ú�ý�þ�	�	��{ø����7ú�ý�þ�ú�ø�ú�ý  (���!ü1ù�ü �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý  Lp(Rn),

ÿ'ý��1ÿ��Lú�ø�ÿ
α ∈

(
0, np

)
.
atø��  � ÷7þKý�þ�ø��7ý���+� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

Lp
γ(R

n) :=



ϕ :

∫

Rn

|ϕ(x)|p(1 + |x|)γdx <∞



 , γ > −n,

 �'÷���÷
	�	�� � ü�		ú�þ�û	ý#÷ � ��÷7ù,þ�		ÿ	þ�ú�ø�ÿ�ü�		ú�þ�û	ý#÷ �!��ù
α ∈ (0, n+γ

p ).
a^ø��  � ÷7þ � ��9��÷

X
þ�ø�ú�
 �	û���(

ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��rUiû �1ü	� ÷�ü�		ú�þ�û	ý#÷ � ���1ÿ�þ�ø�ú�þ�ø�ú�ý�þ�	�	�� ø����7ú�ý�þ�ú�ø�ú�ý  ���!ü � ��	 ÷1�1þ�		ü�� α
ù �! !þ�ú����0ú�


���
�  �1þ�	{ýlú�þ�û1ù�ü�	 ÷ �Iü�	 � þ���ø��7ý[ur÷�ú  2�þ�ý�ø�� ��� � Uiû �1ü	� ÷lü  ø��!�7ý�ü	ÿ{ø-� ���1ü1ù ��ø�ú�üáü�		ú�þ��û ÷ ��÷lý
� �7û1ù  � þ " % H % ø�� þ��  ����þ�+� � ÷�û ÷��û ÷ � ÷ � 	 ÷��1þ�ùvù���	1þ ��ø�ú7÷
	 ÷�ý��1ü	ý#÷7þ�ù,ø�ÿ � X  ø�ú�
!ú�þ��1þ�û	
 X �ú7÷
� 	 ÷����0ý#÷7þ�ù ��þ �û ÷
	 �	( �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��Ihqþ���þ��÷

L̊
p)
a (Rn)

ø �û ÷
	 �1ü	��÷�ú��7û���ù
a(x) " ø�ù � ���	û1þ�� þ�� þ�(		ü1þqý " %�% %9%�� `�÷
�	ü1þ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷áü1ø�ø�� þ��!�7ý#÷ �1ü1ø�
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Dα
ε f = K`,α

ε ϕ+ Pε(x). " % # %
Uiú�ø�����÷Üø�� þ��  þ�ú  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü1þ "$# ��%�
 ϕε = K`,α

ε ϕ,
÷áú7÷
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� �'÷
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	1ø�ú�ý��

X,
ú���ýeø�ü �  ø�ý����1ø�ú�ý#÷

(S2) �� 	����	ü���	 ÷ � K`,α
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Pε(x) = 0.
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�	����û ÷�ý�þ�	1ø�ú�ý�� " % # % ý�����ù �! 	��{ú��
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Pε(x) = 0,
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�÷�F ‖τhϕ‖X 6 C(h)‖ϕ‖X ,
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τhϕ = ϕ(x − h), h ∈ Rn,
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C(h)
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sup|h|<N C(h) =: CN < ∞.
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�	ü	� �����7ý�þ�� þ�		ü	üáü � � ��	1þ���	����áû ÷���	���ø�ú�þ�� � m���	1þ���	��xþxû ÷���	���ø�ú�ü ����������þ�	�(
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f ∈ Iα(X),
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h ∈ Rn.
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∆`,α(·, h),
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(∆`
hf, ω) = (f,∆`

−hω) = (ϕ, Iα(∆`
−hω))

= (ϕ,∆`
−hI

αω) = (ϕ,∆`,α(·,−h) ∗ ω)) = (∆`,α(·, h) ∗ ϕ, ω).
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hf
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B
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2
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X
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� �#� ����~L} � z�� " . ��ø�ú7÷�ú�����	��xþ  ø��!�7ý�ü	ÿ % z �  1����� α > 0
�
f ∈ Φ′ � Dα

ε f, ε > 0, �
- � - � �á��$��
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α
ε f ∈ X

�v�» ��á������
� 1���
lim ε→0

(X)
Dα
ε f = ϕ,

� -
f ∈ Iα(X)
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4.1

�
f = Iαϕ.

C
YKù,þ�þ�ù |(Dα

ε f − ϕ, ω)| 6 ‖Dα
ε f − ϕ‖X‖ω‖X′ → 0

�	û	ü
ε → 0

ý�ø�ü �  ø�ý����1ø�ú�ý#÷ (S5).`�÷
�	ü1ù ���7û ÷��+��ù �
limε→0(D

α
ε f, ω) = (ϕ, ω)

���1ÿ ý�ø�þ��
ω ∈ Φ

ü ú���9��÷
f ∈ Iα(X)

ý ø�ü � )��	ý�ü	ý#÷ � þ�		ú�	���ø�ú�ü  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü��
(P1)

ü
(P2)

ú�þ��7û1þ�ù�� 0 � % � By >,�7�;B <'� ��� � z ô�� z �  1�����I/#" - ���N"���$�����
 -
X
- � �����������á��
 - ������
������

(S2), (S4)
�
(S5). �
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Dα
ε f ∈ X

�
Dα
ε f
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��#� "$# ��% *
� �Í�

ϕε
�'� - ������� 
 
{/#" - ���N"���$�����
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X
/#"��

ε→ 0.
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�	ú�ü	�1þ�ø��	ü ���
��	���ø�ú�
�� ü1ø�ø�� þ��!�7ý#÷ �1ü�ý����	û���ø

��� ���	ü1ø�÷
		ü	ü ���7û ÷���÷
Iα(X), α > 0,

���1ÿ �	û��7ü	��ý��
��
�	���+���	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X �� 	����	ü�� 	 ÷

Rn �	û	ü
ý�� ���
��	1þ�		ü	ü�	1þ�� �7ú��7û����v÷
�	û	ü��7û�	���� �	û1þ������
�!�! !þ�		ü�� � �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�þ

X.
U ��	 ÷
� ��� )�ú��Üø-� þ�(

��÷
	�� �	û	ü  ø��!�7ý�ü	ü��	�	ú�� ���1þ�û ÷�ú��7û
Iα

����		ü1ùb÷7þ�ú�ø�ÿ©ý{ø�ù��xø�� þKû ÷7ø��	û1þ�� þ�� þ�		ü�� � Z  ��þ�ø�ú�ý�þ�	�	�� �
ü�		ú�þ�û1þ�ø �	û1þ�� ø�ú7÷�ý��1ÿ	þ�ú ���	ü1ø�÷
		ü1þ�÷���ø��
���Lú�	��<ø-� ���1ÿ��!ü �#ø�ÿ�ü�		ú�þ��û ÷ �!�7ý

Iαϕ, ϕ ∈ X. � ú���� ���	(	 ÷
� ����ú�û1þ��  þ�úIû ÷����7ú��tý � ��	��	û1þ�ú�	���ù �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�þ�F �!���  ø�ú�ü1ù��xþ ��	 ÷1�1þ�		ü	ÿ α ��÷�ý�ü1ø�ÿ'ú�ú���9��÷�7ú �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X.

atø�� þ��  ����þ�ù � ÷�û ÷��û ÷ � þqù�� �'÷7ø�÷7þ�ù,ø�ÿC)�ú���+�Iý����	û���ø�÷ ���1ÿ 	1þ�� �7ú��7û����
� ��÷7ø�ø�ü	�1þ�ø��	ü �{ü 	1þ�ø�ú7÷
	 ��÷�û	ú�	���� �� 	����	ü���	 ÷ ��
�	���� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý � mlû���ù,þxú���+����ýqø�� þ��  ����þ�ù� ÷�û ÷��û ÷ � þKû ÷7ø�ø�ùb÷�ú�û	ü	ý#÷7þ�ú�ø�ÿ�ý����	û���ø ��ý�� ���
��		ü1ù ��ø�ú�ü ���1ÿ 		ü �Üø�ý����1ø�ú�ý

(S1) � (S5).
�z�� � A ���	>,ö���~L� B <'� B�� � �=B <'�

(S1) � (S5)
� � ����� B <'��}	ö=B <'� �

Iα(X)B����#ö�}����#ö��ED�~L�
α,
�7B <'�7B <'� �#ö�ö�� B�� � <'� �7<�B <'� ���
	���~L� ����� B <'��}	ö=B <'� �

X
a��	û	ü	ý�þ�� þ�	�	�����		ü	 !þKú�þ��7û1þ�ù,þ �����'÷���÷
	������	ú��Iý�ø�þqø�ý����1ø�ú�ý#÷

(S1) � (S5)
ý�� ���
��		ÿ��Lú�ø�ÿ ���1ÿ

�	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý
Xi

ü	�xø�� þ��  ����þ�+�lø��	ü1ø��'÷ �	û	ü{ø����7ú�ý�þ�ú�ø�ú�ý  ���!ü � �	û1þ������
�!�! !þ�		ü	ÿ � � � ÷�û ÷7ù,þ�ú�(
û ÷ � �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý�F

• � ��÷7ø�ø�ü	�1þ�ø��	ü1þ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷{hqþ���þ��÷
X1 = Lp(Rn), 1 < p <∞;

• ý�þ�ø��7ý��xþ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X2 = Lp(Rn, w), 1 < p <∞,

9� þ
w � ý�þ�øqur÷
��þ�	 ��÷  �	ú7÷�#

• �û ÷
	 �	( �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷Ühqþ���þ��÷ X3 = L̊
p),θ
a (Rn), 1 < p < ∞, θ > 0, �� 	����	ü�� f �  �!�7ý�� þ�(ú�ý��7û#ÿ����!ü �  ø��!�7ý�ü	ÿ	ù

‖f‖
L
p),θ
a (Rn)

:= sup
0<ε<p−1

εθ





∫

Rn

|f(x)|p−εa(x)
ε
p dx





1
p−ε

<∞ " %�% %
ü
limε→0 ε

pθ
∫
Rn

|f(x)|p−εa(x)
ε
pdx = 0,

9� þ
a ∈ L1(Rn)

ü
a  �!�7ý�� þ�ú�ý��7û#ÿ	þ�ú  ø��!�7ý�ü	� "$# H %��

• �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷xhqþ���þ��÷
X4 = Lp(·)(Rn)

ø �1þ�û1þ�ù,þ�	�	��xù �����'÷���÷�ú�þ�� þ�ù
p(x) " ø�ù � � #�# � # %�� #!&-�=% �9� þ

1 < infx∈Rn p(x) 6 supx∈Rn p(x) <∞,
���	û1þ�� þ��1ÿ	þ�ù��xþ 	��7û1ù ���

‖f‖Lp(·)(Rn) = inf



λ > 0 :

∫

Rn

∣∣∣∣
f(x)

λ

∣∣∣∣
p(x)

dx 6 1



 ,

9� þ
p(x)  �!�7ý�� þ�ú�ý��7û#ÿ	þ�ú<ø�ú7÷
	 ��÷�û	ú�	��xù����1ÿÜú7÷
�	ü � �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý  ø��!�7ý�ü	ÿ	ùGF
|p(x)− p(y)| 6 C

ln 1
|x−y|

, |x− y| < 1

2

ü |p(x)− p(∞)| 6 C

ln 1
e+|x|

, x, y ∈ Rn;

• �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷rUiû �1ü	� ÷
X5 = LM (Rn),

9� þ
M � �� 	����	ü	ÿ�� 		�÷ � �� 	����	ü	ÿ M ü �!��(

���
��		ü	ú�þ���
�	 ÷�ÿ � 	1þ��  �!�7ý�� þ�ú�ý��7û#ÿ��Lú  ø��!�7ý�ü	�  �1ý���þ�		ü	ÿ �
� �#� ����~L} �z ô z� ���[� - �i�1L/#" - ���N"���$�����


X1
8
X5

/#"��< 	�	�����$	$	. ��
�.��á�0/#"Í�®��/ - � - �{��$	��
 �
- � �����������!
'����������
 - ������
������

(S1)
8
(S5)

3
C
a � ���
��		ü1ù ��ø�ú�
�ø�ý����1ø�ú�ý#÷

(S1)
���1þ�ý�ü ��	 ÷ �Z�ý����1ø�ú�ý��

(S2)
���1ÿ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

X1
ú7÷
�	 !þ����1þ�ý�ü ��	�� �;. �1ÿ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

X2
ø  �1þ�(ú���ù ��÷7ù,þ�� ÷
		ü	ÿ 0 � & ��	��vø�� þ��  þ�ú�ü	�rø�ý����1ø�ú�ý#÷ ∫

Rn w(x) dx = ∞ ý�þ�ø��7ý ur÷
��þ�	 ��÷  �	ú7÷�#0ø�ù � �	 ÷
�	û	ü1ù,þ�û�� � # 0!� � þ�ù,ù  H � 6 � � �7ú��  ��÷�ý��0ú�þ��'÷7þ�ú  �'÷���÷
	�	���þ©ø�ý����1ø�ú�ý�� �=. �1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X3ø�ý����1ø�ú�ý��

(S2)
ø�� þ��  þ�ú{ü	�qý��!�! !þ�		ü	ÿ

L̊p),θ
a (Rn) ⊂ Lp−ε

(
Rn, a

ε
p
)
, 0 < ε < p− 1, " % &�%

ø  �1þ�ú���ùeø�ý����1ø�ú�ý#÷ "$# H % #��!���'÷���÷�ú�þ���
�ø�ú�ý�� )�ú���+�qý��!�! !þ�		ü	ÿ�ù �! 	�� 	 ÷
�	ú�üáý+� �-�'� Z�ý����1ø�ú�ý�� (S2)���1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý
X4

ü
X5

���1þ�ý�ü ��	�� �



��� - /	������$	�	� /#" - ���N"���$�����
��["������ - 
�. �Ü/ - ����$��	����� - 
 # ��6
Z�ý����1ø�ú�ý��

(S3)
���1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý

X1
ü
X2

� �7û���2 �áü	��ý�þ�ø�ú�	�����ø�ù � �!	 ÷
�	û	ü1ù,þ�û���� # 0!�1ú�þ��7û1þ�(ù  H � &-�'��. �1ÿ �û ÷
	 �	( �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X3

ø�ý����1ø�ú�ý��
(S3)

�!���'÷���÷
	��iý/� � � ��÷ ���1ÿ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X4 �ý�û ÷����7ú�þ"� # 6 �'��. �1ÿ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

X5
ø�ý����1ø�ú�ý��

(S3)
�!���'÷���÷
	���ý � # � � ��ø�ù � ú7÷
�	 !þ4� # H ��ú�þ��7û1þ�(ù  % � #�� #��'�Z�ý����1ø�ú�ý��

(S4)
���1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý

X1
ü
X2

ÿ'ý��1ÿ	þ�ú�ø�ÿIø�� þ�� ø�ú�ý�ü1þ�ù�ü	��ý�þ�ø�ú�	�����ú�þ��7û1þ�ù ���q÷
��(
�	û�����ø�ü1ùb÷
�	ü	ü þ��1ü�		ü����tý!ý�þ�ø��7ý���� �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷ � �1ø�ù � � # �#ú�þ��7û1þ�ù  H � & #��'� Z�ý����1ø�ú�ý�� (S4)

���1ÿ
�	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

X3
�!���'÷���÷
	��rý � � �'�E. �1ÿ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

X4
ø�ý����1ø�ú�ý��

(S4)
ø�� þ��  þ�ú ø  �1þ�ú���ù� þ�ù,ù�� 0 � 6Kü	� ������þ��<ú�þ��7û1þ�ù�� ���!÷
���	û�����ø�ü1ùb÷
�	ü	ü©þ��1ü�		ü����tý �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷ �<hqþ���þ��÷[ø �1þ�û1þ�(

ù,þ�	�	��xù �����'÷���÷�ú�þ�� þ�ù ��ø�ù � � #�# �'ú�þ��7û1þ�ù  6 � #�#�� � ÷ ���1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X5  ø�ú7÷
	��7ý�� þ�	��áý4� # ���'�Z�ý����1ø�ú�ý��

(S5)
���1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý

X1
�
X2

�
X4

ü
X5

���1þ�ý�ü ��	�� ��. �1ÿ��	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷
X3ý{ø�ü �  ý��!�! !þ�		ü	ÿ " % &�% ü1ù,þ�þ�ù

L(p−ε)′
(
Rn, a

− ε
p(p−ε−1)

)
=
[
Lp−ε

(
Rn, a

ε
p

)]′
⊂
[
Lp),θ
a

(
Rn
)]′

. " %�0 %
a�ý�ü �  "$# H % ü1ù,þ�þ�ù a ε

p ∈ Ap−ε
�	û	ü 	1þ�� �7ú��7û���ù

ε
ü<ú���9��÷

a
− ε

p(p−ε−1) ∈ A(p−ε)′ .
a4�!�! !þ�		ü1þ

Φ ⊂
L(p−ε)′

(
Rn, a

− ε
p(p−ε−1)

) ���1þ�ý�ü ��	������	ú��Lýlø�ü �  ý��!�! !þ�		ü	ÿ�ý " %�0 % �!���'÷����0ý#÷7þ�ú[ø�ý����1ø�ú�ý�� (S5). B
. ÷ �1ü1ù ú7÷
�	 !þ[ü�	 � �7û1ùb÷
�	ü	� ���Iü1ù�� �1ü��'÷
�	ü	ÿ �

f ∈ Iα(X) ⇒ f ∈ Xα ü
Dα
ε f

ø-� ���1ÿ'ú�ø�ÿ ý
X, " %�6 %

f ∈ Xα ü
Dα
ε f

ø-� ���1ÿ'ú�ø�ÿ ý
X ⇒ f ∈ Iα(X), " % � %9� þ

Xα � 	1þ�� �7ú��7û���þ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý���� ���	û1þ�� þ��1ÿ	þ�ù ��þLü1ø-� ����	��xù �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý���ù
X
ü � ÷�û ÷7ù,þ�ú�(

û���ù
α,

���1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý
X
ü	�qú���+�  !þ[ø��	ü1ø��'÷ ��. �1ÿ 		ü ��ü	��ý�þ�ø�ú�	��áø�� þ��  ����þ�þ�F

#�� X  ø�ú�
 0 < α < n
p .
YKù�� �1ü��'÷
�	ü	ü " %�6 % ü " % � % ø Xα = Lq(Rn), 1

q = 1
p−α

n ,
ü	��ý�þ�ø�ú�	�����÷�ý�	����

ø�ù � � # ��ø � 6 & % � 6 & �-� �G� # � � ��� % � ��ø � # H � � # � 0 �'� Uiú�ù,þ�ú�ü1ù ú7÷
�	 !þ�û ÷����7ú  � % #�� �E9� þ ���	ü1ø�÷
		ü1þ �	û���(
ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý#÷

Iα(Lp)
���
�  �1þ�	��lýlú�þ�û1ù�ü�	 ÷ �Iø-� ���1ü1ù ��ø�ú�ü$�ü��1þ�û1ø�ü�		  �1ÿ'û�	����Iü�		ú�þ��û ÷ �!�7ý[ùb÷ �!��+�

���7û#ÿ ���'÷ �7ú�ø�ú7÷�û	2!ü � �	û��7ü	��ý�����	���� ��ú � þ � � ��	1ø�ú�û  ���	ü���ý�ü ��÷ D
α−[α]
ε Djf, |j| = [α];

ý�ø��  � ÷7þ�1þ������
α

�	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý��
Iα(Lp)

ø��7ý�� ÷ ��÷7þ�ú<ø �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý���ù ú�ü�� ÷áZ �����
� þ�ý#÷
W p,q(Rn) =

{
f ∈ Lq(Rn), Djf ∈ Lp(Rn)

���1ÿÜý�ø�þ��
j
ú7÷
�	ü � �	�	ú�� |j| = α

}
.

% � \/	 ÷ �!���ü	��	��xþiû1þ��  ��
�ú7÷�ú������1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý!hqþ���þ��÷[ø0ý�þ�ø�÷7ù�ü<ur÷
��þ�	 ��÷  �	ú7÷ ���
�  �1þ�	��ý4� %�% �'�
&���. �1ÿ �û ÷
	 �	( �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ý hqþ���þ��÷

L̊
p),θ
a (Rn), 0 < α < n

p ,
ü1ù�� �1ü��'÷
�	ü	ü " %�6 % ü " % � % ø

Xα = L̊
q),θ
a (Rn)

�!���'÷���÷
	�� ý � � � ü � 6 � ø����7ú�ý�þ�ú�ø�ú�ý�þ�	�	��Ký �	û1þ������
�!�! !þ�		ü	ü�� �	ú�� a  �!�7ý�� þ�ú�ý��7û#ÿ	þ�ú
 ø��!�7ý�ü	� "$# H %��0 �-. �1ÿ �	û���ø�ú�û ÷
	1ø�ú�ýqhqþ���þ��÷

Lp(·)(Rn)
ø��1þ�û1þ�ù,þ�	�	��xù �����'÷���÷�ú�þ�� þ�ù

p(x)
ü1ù�� �1ü��'÷
�	ü	ü " %�6 %ü " % � % ø Xα = Lq(·)(Rn), 1

q(x) = 1
p(x) − α

n ,
���
�  �1þ�	�� ý � % &-� ü � %�0 � ø����7ú�ý�þ�ú�ø�ú�ý�þ�	�	�� � � ú�üû1þ��  ��
�ú7÷�ú��sù �! 	�� 	 ÷
�	ú�ü©ú7÷
�	 !þ[ý ��		ü	�þ$� #!&��'�6 � X  ø�ú�
 M−1(u)

��������	 ÷1� ÷7þ�ú �� 	����	ü	� �����7û ÷�ú�	  � � �� 	����	ü	ü
� 		�÷
M(u),

ü
α
ú7÷
� �7ý����

�	ú��0ü�		ú�þ��û ÷ � ∫ u
0 t

−α
n
−1M−1(t) dt

ø-� ���1ü	ú�ø�ÿ!ü �� 	����	ü	ÿ Mα(u)
���	û1þ�� þ��1ÿ	þ�ú�ø�ÿ�ø�ý���þ�� ���7û ÷�ú�	����EF

M−1
α (u) =

u∫

0

M−1(t)

t1+
α
n

dt. " % H %
Z�� þ��  ���!ü1þ  ú�ý�þ�û7 � þ�		ü	ÿ©û ÷�ý�	���ø�ü ��
�	�� ø�ù � � # � 
�� %�% � � %�% &-� ��� # �-� F
# % f ∈ Iα(LM );% % f ∈ LMα(Rn)

ü
Dαf ∈ LM (Rn).
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