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δ(x) = δa(x) = [a, x]

Q`�-!����	�
x ∈ A��#�� ‖δ‖A→A = ‖δa‖N →N

5 � �-!��B�"
+��! T �°����#i�2����� 1 � 1  ��2�n��#n�������/��#%�
a ∈ N

� 1 Q`�-�	��� T�1('
‖a‖N 6 1

2 · ‖δa‖N →N

5

� t�� ,7������x�L����ºñ L
bD����ü������7ü���ó ó���ôÍö ö�ø � ó$ôÍü"û

M
ôÍö �+û �,����ô	ó����,��� ��ü"û eKø������+û�û �+ù���ø������8	 @ ø ��ø � �+ù	ùqó����+ó� 5���ü54$ø � ó$ôÍü"û p ∈ P(M )

ôÍö � �+ù	ùÍø1� �� �:9 ;�� ô !
0 6= q ∈ P(M )

�
q 6 p

ô���5�ù�� ó����+ó
q = p

	
]#!
q
ôÍö&�+û)�+ó�ü�� ó��7ø�û

q · M · q = q · C 	
)Ãz+�BA\��L��ºñ����%� ��t9M ���

(E , ‖ · ‖E ) N �J�7O���#%���2� ∗ ! �����������	# ������
+�-# �Ã�� "����#�#���� ��� N !M� M
��#��

�����
δ : E → E N �Z�Â����!$�.
B�������-#��-# E

5 & ����#
δ
� 1 �Ø�B�-#%���	#% ��� 1 ����R�R%�	#��u�-#

(E , ‖ · ‖E )
5

C
@ ô	ó��7ü���ó^ùÍü�ö�öKü,!9��ø�û7ø����+ù	ô	ó �*�%÷TøS���1�)�"ö�ö����ØøÃó����+ó

δ
ôÍö3� ∗ l ��ø��$ô����+ó$ôÍü"ûF	�f�ô	û � ø (E , ‖ · ‖E )

ôÍö
�Zh6�+û�� � �Âö�5�� � ø��"ô	ó�ôÍö�ö���< � ôÍø�û�ó\ó�ü35���ü ��øcó����+ó�ó��7øD�����,5��Âü,!

δ
ôÍö � ùÍü�ö�ø1� 	�f���5�5�ü�ö�ø:� � ü"û�ó����,���*	�bD�7ø�û

ó��7ø���ø�øCB(ôÍö$ó �Hö�ø1J��7ø�û � ø {an}∞n=1 ⊂ E
�+û
�)�+ûõø�ùÍø��Øø�û�ó

0 6= a ∈ E
ö�� � �õó����+ó a = a∗

� ‖an‖E → 0�+û
� ‖δ(an)− a‖E → 0
�"ö
n→ ∞ 	

m�ø�ó
a = a+ − a−

��ø;�+û ü��$ó��7ü���ü"û��+ù ��ø � ü���5�ü�ö$ô	ó$ôÍü"û ü,!
a
��ó����+óÃôÍö

a+, a− ∈ E
�
a+, a− > 0

�
�+û
�

a+a− = 0
	�@ ô	ó��7ü���óVùÍü�ö�öVü,! ��ø�û7ø����+ù	ô	ó �*��÷Tø&���1���"ö�ö����Øø�ó����+ó

a+ 6= 0
��ü"ó��7ø��$÷côÍö�ø^÷Tø � ü"û7ö$ô>��ø��

ó��7øZö�ø1J��7ø�û � ø {−an}∞n=1

	7f�ô	û � ø a ∈ E
��ó��7ø���øJøCB(ôÍö$ó�ö6�S5���ü54$ø � ó$ôÍü"û p ∈ M

ö�� � �gó����+ó pap > λp
!ªü��

ö�ü��Øø
λ > 0

	([^ø�5�ù+� � ô	û�� an ÷cô	ó�� an
λ

÷Tø ���1� �"ö�ö����Øø
pap > p

	�kKø�û � ø��*!ªü��<ö�ü��ØøKü�5�ø����+ó�ü�� c ∈ M
�

÷Tø$���1��ø
p = c∗papc ∈ E

	
bD�7ø���øS�,��øJó`÷Tü;5�ü�ö�ö$ô���ùÍø � �"ö�øBö	�
(i)

bD�7ø���øÃøCB(ôÍö$ó�ö&�+û)�+ó�ü��
0 6= q ∈ P(M )

ö�� � �uó����+ó q 6 p 

(ii)

bD�7øJù+�+ó$ó$ô � ø
P(M )

��ü�øBö<û7ü"ó � ü"û�ó��+ô	û �+ó�ü��Øö
q 6= 0

ö�� � �uó����+ó q 6 p
	

]`û�ó��7ø � �"ö�ø (i)
��÷Tø����1��ø

q ∈ E
�+û
�

q 6 qaq
	�f�ô	û � ø q ôÍöS�+û/�+ó�ü��-��ô	ó3!ªü"ù	ùÍü-÷�ö

qanq = λnq
�

λn ∈ C
� �+û
� ÷TøØô����Øø1�(ô+�+ó�ø�ù��/��ø1�8� � øÂó����+ó limn→∞ λn = 0

!'��ü�� ó��7øU�"ö�ö�����5�ó$ôÍü"û ‖an‖E → 0
	

f�ô	û � ø
δ(qanq) = δ(q)anq + qδ(anq)) = δ(q)anq + qδ(an)q + qanδ(q)

ô	óD!ªü"ù	ùÍü-÷�ö�ó����+ó
‖δ(qanq)− qδ(an)q‖E 6 2‖δ(q)‖M ‖an‖E → 0,

�
s n→ ∞,

�+û
�
q 6 qaq = ‖ · ‖E − lim

n→∞
δ(qanq) = ‖ · ‖E − lim

n→∞
δ(λnq) = δ(q) lim

n→∞
λn = 0.

bD��ôÍö � ü"û�ó������(ô � ó�ö^÷cô	ó��uó��7øS�"ö�ö�����5�ó$ôÍü"ûuó����+ó
q 6= 0

	
]`ûuó��7ø � �"ö�ø (ii) �4ó��7ø���ø�øCB(ôÍö$ó�ö&��5��+ô��$÷côÍö�ø�ü��$ó��7ü���ü"û��+ù6ö�ø1J��7ø�û � ø {en}∞n=1 ⊂ P(M )

ö�� � �õó����+ó
0 6= en 6 p

!ªü����+ù	ù
n > 1

	\jVùÍø �,�$ù��*��÷TøU���1��ø {en}∞n=1 ⊂ E
�+û
�

enaen > en
!ªü����+û�� û��+ó������+ù

û����S��ø��
n ∈ N

	�m�ø�ó {mn}∞n=1

��øI�+û��gö�ø1J��7ø�û � øÃü,!@5�ü�ö$ô	ó$ô���øZô	û�ó�ø���ø���öKö�� � �uó����+ó
mn > (2n+ 1)/‖en‖E , n > 1.

E@�"ö�ö$ô	û��Øó�ü��yö����7ö�ø1J��7ø�û � øJô !6û7ø � øBö�ö��,���*�(÷Tø$���1�-�"ö�ö����ØøJ÷cô	ó��7ü���ó�ùÍü�ö�ö�ü,!@��ø�û7ø����+ù	ô	ó �gó����+ó
‖an‖E < m−1

n 2−n, ‖δ(an)− a‖E < m−1
n



E�[ O^��!�� 5��c5 ,�� ���	�	�	# � 5(0�5 ,��  "�(���2����
 �c5 � 5

�+û
�gó����+ó
‖an‖E < 2−1nm−1

n ‖δ(en)‖−1
M÷6�7ø�û7ø���ø��

n > 1
ôÍö�ö�� � �uó����+ó δ(en) 6= 0

	7m�ø�ó:�7ö:��ø�27û7øS�+ûõø�ùÍø��Øø�û�ó

c :=
∞∑

n=1

mnenanen ∈ E

÷6�7ø���ø<ó��7øcö�ø��$ôÍøBö � ü"û���ø�����øBö�ô	ûyó��7ø<û7ü���� ‖·‖E

�"ö$ô	û � øT÷TøD���1��ø ‖mnenanen‖E < 2−n 	5@ ø<ô	û�ó�ø�û
�yó�ü
ü���ó��+ô	û � � ü"û�ó������(ô � ó$ôÍü"ûU���Hö��7ü-÷cô	û��Ãó����+ó\ó��7øcû7ü���� ‖δ(c)‖E

ôÍö�ù+�,����ø��\ó����+ûU�+û��P5�ü�ö$ô	ó$ô���øcô	û�ó�ø���ø��
n
	

]`û
��øBø1� ��2�B(ô	û��Âö�� � � n > 1
�(÷Tø$���1��ø ‖δ(c)‖E > ‖enδ(c)en‖E

�+û
�
‖enδ(c)en‖E = ‖δ(enc)en − δ(en)cen‖E = mn‖δ(enanen)en − δ(en)enanen‖E

= mn‖enδ(enanen)en‖E = mn‖enδ(an)en + enδ(en)anen + enanδ(en)en‖E

> mn‖en(δ(an)− a)en + enaen‖E −mn‖enδ(en)anen‖E −mn‖enanδ(en)en‖E

> mn(‖enaen‖E − ‖en(δ(an)− a)en‖E )− 2mn‖an‖E ‖δ(en)‖M

> mn(‖enaen‖E − ‖δ(an)− a‖E )− n > mn‖enaen‖E − 1− n > mn‖en‖E − 1− n > n.

bD��ôÍö^ö��7ü-÷�öcó����+ó
δ
ôÍö&� � ü"û�ó$ô	û��7ü��7ö ���,5�5�ô	û��Âü"û

(E , ‖ · ‖E )
	
B)Ãz+�BA\��L��ºñ����%� � t@M ���

(E , ‖ · ‖E ) N �Z�PO���#%���2� ∗ ! �����������	# ������
+�-# �Ã�� "����#�#°��� ��� N !M� M
��#��

�����
δ N �/� ����!$�.
B�������-# �-#

E
5�& ����#

δ
� 1 � �B�-#%���	#% ��� 1 ����R�R%�	#�� �-#

(E , ‖ · ‖M )
��#�� ‖δ‖∞ :=

‖δ‖(E ,‖·‖M )→(E ,‖·‖M ) 6 2‖δ‖ ,9T ����!�� ‖δ‖ = ‖δ‖(E ,‖·‖E )→(E ,‖·‖E )
5

C
h4� E9��ü�5�ü�ö$ô	ó$ôÍü"û/E8� �U��ø��$ô����+ó$ôÍü"û

δ : E → E
ôÍö$� � ü"û�ó$ô	û��7ü��7ö�ü"û (E , ‖ · ‖E )

��ô	û 5��,�$ó$ô � ��ù+�,� �
‖δ‖ := ‖δ‖E →E <∞ 	

m�ø�ó
x ∈ E

�+û
�
δ(x) 6= 0

	%m�ø�ó
0 < ε < ‖δ(x)‖M

�+û
�)��ø�û7ü"ó�øS���
px

ó��7ø�ö�5�ø � ó����+ùA5���ü54$ø � ó$ôÍü"û
ü,!6ó��7øÃü�5�ø����+ó�ü�� |δ(x)| � ü�����øBö�5�ü"û
�(ô	û��Øó�üHó��7øJö�ø����Øø�û�ó [‖δ(x)‖M − ε, ‖δ(x)‖M ]

	�oKö$ô	û���rZø�ù !#�+û
���
e3�+ô����,�$ú/ó��7øBü���ø��-�7ü"û7ø � �+ûõü���ó��+ô	ûuó����+ó px 6= 0

	
@ ø$���1��øJó����+ó

0 < (‖δ(x)‖M − ε)px 6 |δ(x)|px
	�bD�7ø�û

px ∈ E
�+û
�

|δ(x)|px = (px|δ(x)|2px)1/2 = (pxδ(x)
∗δ(x)px)

1/2 = |δ(x)px|.
f�ô	û � øJó��7øJû7ü���� ‖ · ‖E

ôÍö6�Øü"û7ü"ó�ü"û7ø��7÷TøÃü���ó��+ô	ûõó����+ó
(‖δ(x)‖M − ε)‖px‖E 6 ‖δ(x)px‖E = ‖δ(xpx)− xδ(px)‖E 6 ‖δ(xpx)‖E + ‖xδ(px)‖E

6 ‖δ(xpx)‖E + ‖x‖M ‖δ(px)‖E 6 ‖δ‖‖xpx‖E + ‖x‖M ‖δ‖‖px‖E

6 ‖δ‖‖x‖M ‖px‖E + ‖x‖M ‖δ‖‖px‖E = 2‖δ‖‖x‖M ‖px‖E ,

ó����+ó�ôÍö
(‖δ(x)‖M − ε)‖px‖E 6 2‖δ‖‖x‖M ‖px‖E .

XKô���ô>�(ô	û��;��� ‖px‖E

�+û
�%�7ö$ô	û����,����ô	ó����,�$ô	û7øBö�öKü,!
ε
�(÷TøJô	û8!ªø���ó����+ó

‖δ(x)‖M 6 2‖δ‖‖x‖M .

bD���7öTó��7ø^ü�5�ø����+ó�ü��
δ
ôÍö ��ü���û
��ø1�Â÷cô	ó�����øBö�5�ø � óTó�üÃó��7ø�û7ü���� ‖ · ‖M

��ô	û �����(ô	ó$ôÍü"ûF� ‖δ‖∞ 6 2‖δ‖ 	 BeKü-÷ ÷Tø$��ô���øS�75���ü�ü,!\ü,!6bD�7øBü���ø�� ÿ�	
C
���������	����
����������������XZø�û7ü"ó�ø ���

Ẽ
�+û
�

Ê
ó��7ø � ùÍü�ö�����øJü,!�ó��7øKô>��ø �+ù

E
÷cô	ó�� ��øBö�5�ø � ó<ó�ü

ó��7ø$��û�ô !ªü���� �+û
�g÷Tø �+úgü�5�ø����+ó�ü��^ó�ü�5�ü"ùÍü����*����øBö�5�ø � ó$ô���ø�ù��*	4bD�7ø�û
E ⊂ Ẽ ⊂ Ê

	�]`ócôÍö � ùÍø �,��ó����+ó
Ẽ
ôÍö

�
C∗ l ö������+ù���ø�������ô	û M

�+û
�qó��7ø7��ø��$ô����+ó$ôÍü"û
δ
øCB(ó�ø�û
��ö3��� � ü"û�ó$ô	û���ô	ó � < ö�øBø�E9��ü�5�ü�ö$ô	ó$ôÍü"û � = ��5qó�ü

����ø��$ô����+ó$ôÍü"û
δ̃ : Ẽ → Ẽ

�(ô	û)�����(ô	ó$ôÍü"û ‖δ̃‖∞ = ‖δ‖∞
	



����!$�.
B�������-# 1 �-#-O���#%���2� ∗ ! 0 ������� 1 �	# 
+�-# �Ã�� "����#�# �^� ��� N !M� 1 E*.
f�ô	û � ø

Ê
ôÍö@�

wo l � ùÍü�ö�ø1��ó`÷Tü l ö$ô>��ø1��ô	û M
�-ô	ó !ªü"ù	ùÍü-÷�ö � ���FE9��ü�5�ü�ö$ô	ó$ôÍü"û/ÿ��-ó����+ó

Ê = z ·M !ªü���ö�ü��Øø
� ø�û�ó����+ù?5���ü54$ø � ó$ôÍü"û z ô	û M

	�bD�7ø�û
Ê
ôÍöS�

W ∗ l ö������+ù���ø������g÷cô	ó���ó��7øyô>��ø�û�ó$ô	ó � z 	�h4�qbD�7øBü���ø�� E8�
ó��7øS��ø��$ô����+ó$ôÍü"û

δ̃
øCB(ó�ø�û
��ö&��5õó�üU�;��ø��$ô����+ó$ôÍü"û

δ̂ : Ê −→ Ê
�7ô	û �����(ô	ó$ôÍü"ûF�%ó��7ø���ø�øCB(ôÍö$ó�ö �+ûqø�ùÍø��Øø�û�ó

a ∈ Ê
ö�� � �uó����+ó δ(x) = δa(x) = [a, x]

!ªü��&�+ù	ù
x ∈ E

�+û
� ‖a‖M 6 1
2‖δa‖∞ = 1

2‖δ‖∞ 6 ‖δ‖ 	 B
~��4z+�%���8,�z�� ð < � !�	�ý [8�"bD�7øBü���ø�� �8	 E� = tUM ���

(E , ‖·‖E ) N �T�&O���#%���2�Ø����������� Q��B�-�SR������6�CR���!M���2�-! 1
�	#

B(H)
��#��u�����

δ : E → E N ���u����!$�.
B�������-# �-#
E
5*& ����# ������!��H��W(� 1 � 1 ��# �CR���!M���2�-!

a ∈ B(H)1  ��2� ���%���
δ(x) = [a, x]

Q`�-!Ã���	�
x ∈ E

5 � �-!��B�"
+��! ,?T �y����# �2����� 1 � 1  ��2� ��# �������/��#%�
a
� 1 Q`�-�	��� T�1('

‖a‖M 6 ‖δ‖E →E

5
~��4z+�%���8,�z�� � < � !�	\ý	ÿ E���bD�7øBü���ø�� H8	 E� = t M ���

M N �H�õ�B�-�H�� ��`�����.
+�u
+�-# �Ã�� "����#�# ��� ��� N !M���#��Â�����
(E , ‖ · ‖E ) N �Z�7O���#%���2� ∗ ! �����������	# M

5 & ����#°��#�X�����!$�.
B�������-#
δ
�-#

E

B��#�� 1 ��� 1�5

a ��ø�ó��+ô	ùÍø1� ö$ó��
�8� ü,!&��ø��$ô����+ó$ôÍü"û7öHü"û ó��7ø�ô>��ø �+ùÍö�ô	û � ü����S��ó��+ó$ô���ø
AW ∗ l �+ù���ø������"öyôÍöS��ô���ø�û ô	û

ó��7ø 5��,5�ø�� ý	ÿ E,� 	c]`û 5��,�$ó$ô � ��ù+�,� ��ô	ógôÍöuö��7ü-÷cû��7ø���ø°ó����+óuô !yó��7ø h<ü�ü"ùÍø �+û �+ù���ø������
P(M )

ü,!;�+ù	ù
5���ü54$ø � ó$ôÍü"û7öVô	ûØó��7ø � ü����S��ó��+ó$ô���ø

AW ∗ l �+ù���ø������ M
ôÍö�û7ü"ó

σ l �(ôÍö$ó��$ô�����ó$ô���ø�ó��7ø�ûÂó��7ø���ø�øCB(ôÍö$ó�ö4�Zû7ü"û l0-ø���üU��ø��$ô����+ó$ôÍü"û�ü"ûqô>��ø �+ùÍöKô	û
M

÷cô	ó��)���+ù��7øBöKô	û � � ü����S��ó��+ó$ô���ø ∗ l �+ù���ø������ C∞(Q) ⊕ i · C∞(Q)
�

÷6�7ø���ø
Q
ôÍö �Âf�ó�ü"û7ø � ü���5�� � ó���� � ü�����øBö�5�ü"û
�(ô	û��Âó�üHó��7ø�h<ü�ü"ùÍø �+û)�+ù���ø������

P(M )
	4a^û)�+û��+ùÍü���ü��7ö

��øBö���ù	óD!ªü��:��ø��$ô����+ó$ôÍü"û7ö^ü"û"�+û"�+ù���ø������
C∞(Q,C)

÷D�"ö�ø �,�$ù	ôÍø��^ü���ó��+ô	û7ø1�-���/a7	4rP	��3�7ö����"ø��°ý	ÿ �� !ªü��
�7��ø�û7ø����+ù�f�ó�ü"û7ø � ü���5�� � ó����-	

��x��`x�z+x�����x�L
ÐM¼��	��
������� C∗ ����� ��������� �!� "$# W ∗ ����� ��������� �.®�Ä%�2©.¢ � ��®�¬- �©.� �+»M�2©ª¿ºÈ4�2©.¢ ��»�®�Ð&%�ïBÐM¼
ÎB¼('*)�+�,�-/.1032�� 4�56.�-/ 798:��;/"	<���=&# >	?�<�@A= "(<B=3<DC	�!EFC	��= �HG�=1IKJ�@D"���� �*LM= "	����� I���#ON&= @D"	<QP�R	�H��� <B= �H�.®	S�©.��¨-� ����+���\Ë	�\¼ �`¼ Ò`®
Å��c�2©$¼"�Z���.��¼�¬-�B�M¼ ®�Ð&% í %-®$T�©`���+�ª¢ ���$¼"���4�Z���.��¼��K�M�+�M»�©$¼ ®"¨��M¢	¼�Ð�\-¼

Ñ-¼U5V��W�XO)�7ZY3� 4K��[\
])�^�+�-&_a`K�%¬B«��c�c�2�ª©.� ��§���©.�c�c���"�¬- "�������<���3b� ��2©`���.��©.��¼�c�dQe*�H@D"��9�*"]���HfKd*gh� <DC	d ®%Î�ÏMÏC\-®
¨��M¢	¼ í ÎBÐM®" + �¼,\-ÐHi"Ð�ÎBÐM¼ì ¼��	^�+$��X�X1-/7kjV�lLM= �Hmn;�#����\� �o=1Iqpr= msR$� �H<O��� Gtpr= "	<�@D"	>	= >]�uP�R	�H��� <B= �H��dhv���?/= "$#wRx�H@D"	<�@D"]��®ly�©.»M��¡+�+� �ª�ª����2©
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� ��� � ����� � �����������������u� ® � ¼ � ¼ δ(x) := δa(x) = [a, x] = ax− xa ® x ∈ M
® �u� � �u���8���������7�$� a ∈ M
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a ∈ B(H) ®�� ��� δ(x) = [x, a]
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a ∈ M

®�� ��� δ(x) = [x, a]
�u� � ������¡ x ∈ E
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