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cíì^î�ï�ð�ì^î�ï�ñ	ò1ð�ó�ô	ñ'õ�ï�ð�ô�ó�ïBî�õ!ò�îBó�ï�ö|ñ1ó�÷1ö�ø1ù�ú�û�üJï�ó�ýrþ�ö�ÿ��´ý��Bø�ð��	ñ	ý���ñ	÷1öBï�ð�ú	��
 ô�ö����î���îd÷��1ö��
ï�ý��!ð��	ñ	ñ�����î���ì,ð��	ïBî���îBó�ó�û�����ð��	ñ�����öB÷��1ð���ðLø�ð��	ñ���ñ���öBô'î�ú�î�ï�ðLø1ù�ó�ï	����÷��1ð��1÷1ö�ø�î���î�üJï�ó�ý��	�0÷1ö�ø��
�1ð������dì3ñ�öB÷��1ð���ðLø�ð������dð�û�óLø�ö���ñ	ý`ñ'ø1ñ`ú�îíô'î�ô	ñ1ì3ñ�� ø1ñ1ÿ�öÏ÷1ð��1ð�ì,ð������dì3ñ�ú�î�ô��1ð�÷'ø1ý	ð�ï�ó�ý �1ö�ø1ù
ö�ÿ���ð�ô	ï�ö��"!,û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ'õÏöB÷��1ð���ðLø�ð������dìWû�óLø�ö���ñ	ý	ì�&(')�	ñ1ì,ð��1ö�ìmö�ÿ��´ý��Bø�ð��	ñ	ý*��ñ	÷1öBï�ð�ú+�
óLø1û��Gñ	ï,����î�ú�îÊþ#��ó�ü-�1û.�	ñ��!ð
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 ÷1ö�ø"��î�ýÊÿBû�ø�ð��#îGî�ø"��ð�ÿ���î���!	óJô�öBï�ö��1ö��/��î�ò	ñ���îBð�ï�ó�ýróLø�ð��1û�ü��

$!ñ��Ñ÷�î���î��+��î��0��î����1ö���ó�ïBî�ï�ù�ñ1&�c�öB÷��1ð���ðLø�ð����1ö�ì ó�ì2�dóLø�ð43�ïBî,����î�ú�î�þ��Iñ	ô�ó�ñ��	û�ð�ï��ÊÿBû�ô���û
Bñ5��ö�ÿ�î��Bø1ý	ð�ï þ#�	�1ð�ì,ð����	û�ü�� î�ô�ó�ñ1ö�ì3û

γ(B)
!2�bö��1ì^î�ø1ñ	ú�û�ü%$!û�ü û�ï	��ð��6����ð��	ñ1ð þ

B

 ÷1ö�ø"��î�ý

ÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î���&
cã÷1ö+��î��Bø1ý'ü%$�ð�ì ÿ�ö�ø1ù	7!ñ��1ó�ï	��ðÆóLø1û�ò�îBð��839���bð�ô	ï�!Á÷��1öBñ	ú+��ö+�1ñ1ì2��� ö�ÿ��´ý��Bø�ð��	ñ1ð�ì:��ñ	÷1öBï�ð��

ú+��!;��÷1ö�ø"�1ðr÷1ö��	ý'ï�ð��<��î=�1ð+�bö��1ì^î�ø1ù	�1ö�ìWû��1ö��	�1ð	!(�1ö�ñ1ó�÷1ö�ø1ù�ú�ö��#î��	ñ1ð�ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò����5õ<��îBÿ�ö��1ö��
�bö��1ì3û�ø/��ô'î�ò1ð�ó�ï	��ð���ñ	÷1öBï�ð�újñ'ø1ñrú�î�ô'ø1üJò1ð��	ñ��r÷��	ñ��	û�����îBð�ï ôröB÷��1ð���ðLø�ð����1ö���î�ô	ô	û���î�ï	�1ö�ó�ï�ñ1&

Ü q Ü q Y3îBó�ó�ì^î�ï	�	ñ��#îBð�ì^î�ý,��îBì3ñ�÷��1ö�ÿ�ø�ð�ì^î�ï�ñ	ô'îJõ�î���î�ô	ï�ð�����î%��î�ø1ñ	ò	ñ1ð�ì þ�ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò����5õGû�ï	��ð����
����ð��	ñ��>��!�÷��1ð���ó�ïBî��Bø1ý'ü%$!ñ'õÑó�ö�ÿ�ö���ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò����dð!ì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î.�bö��1ì3û�ø?&	Xlî�ô�ö��	�dì3ñ�ý��Bø1ý'üJï�ó�ý>!
��î�÷��	ñ1ì,ð��1!�û�ï	��ð��6����ð��	ñ	ýêþ�ó�ñ1ó�ï�ð�ì^î

X
ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ý�ì,ö+��ðLø1ù�üWï�ð�ö��	ñ	ñ

T
� ñ'ø1ñÏþ�ó�ñ1ó�ï�ð�ì^î

X
û#��ö��

�Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï<÷��	ñ���@	ñ	÷	ûÆì^î�ô�ó�ñ1ì3û'ì^î���&
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� ���L"1 	�g�� #"Á���� ��g��
 - �$����B$ -��B-  	$	�	
'��"Á�� 1��� ���

abö���ñ	ò1ð�ó�ô	ñ1ð\ó���ý'ú�ô	ñíþ�ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò����5õ<û�ï	��ð��6����ð��	ñ��>��ö�ÿ��1ð�ïBî�üJï�ó�ì2�dóLøÆÿ�ø�î���ö+��î��#ýÆì,ðLõ�î��	ñ	ú��
ì3û5�bö��1ì^î�ø1ù	�1ö���ö8�	����ö+��î�&^fbî�÷��	ñ1ì,ð��1!�ð�óLø1ñ õ#öBï�ýÏÿ�� ö+�"�1ö�ñ	úÊû�ï	��ð��6����ð��	ñ��

Γ
ñ'ø1ñ

∆
ÿ�ð�ó��

ô�ö��1ð�ò��1ö�!^ï�ö�ñ1ì3÷'ø1ñ	ô'î�@	ñ	ý
Γ⇒∆

ó�îBì^î�÷1öíó�ð�ÿ�ðÆó�ì2�dóLø�î8�1ðÊñ1ì,ð�ð�ï�!(�1ö ����î�ú�îêþ
Γ
�Bø�ð�ò1ð�ï

∆�Gï�ð�ö��	ñ	ñ
T
�G÷1ö+����îBð�ï�ó�ý �bö��1ì^î�ø1ñ	ú�î�@	ñ	ñ ����ñ���ð��	����ö+�1ñ1ì,ö�ó�ï�ñ	�

T,Γ ` ∆
&

Ü q�
gq '\û�ó�ï�ù
T

ãô'î�ô'î�ý�� ø1ñ1ÿ�ö�ï�ð�ö��	ñ	ý ��ì2�1ö9�!ð�ó�ï	��ö�÷��1ð��	ø�ö9�!ð��	ñ�� �0ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
ñÊ÷	û�ó�ï�ù

Γñ
∆

 ÷��1öBñ	ú+��ö�ø1ù	���dðÊì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î=�bö��1ì3û�ø ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
&O��o �1ö9�!ð�ó�ï	�#î

Γ
ñ
∆
ì,ö���û�ï�ÿ��0ï�ù

ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò����dì3ñÑñÆó�ö+��ð��6��î�$!ñ1ð�ó�ý ���	ñ'õ �bö��1ì3û�ø"��ì,ö���û�ï�ñ1ì,ð�ï�ù��Bõ#ö9����ð��	ñ	ýÑó���ö�ÿ�ö+�"���5õÊ÷1ð��1ð��
ì,ð������5õ>& �IcO����ö+�1ñ1ì,ö�ó�ï�ù�ú�î�ô'ø1üJò1ð��	ñ	ý

∆
ñ	ú,��ñ	÷1öBï�ð�ú+�

Γ
� ��îBì3ô'î�õíï�ð�ö��	ñ	ñ

T
ú�î�÷	ñ1ó����#îBð�ï�ó�ý

�*��ñ���ð
T,Γ ` ∆

ñ öB÷��1ð���ðLø1ý	ð�ï�ó�ý ÷1ö�ó��1ð���ó�ï	��ö�ì ÷1ö��	ý'ï�ñ	ý �bö��1ì^î�ø1ù	�1ö���ö*�	����ö+��î �Ïñ1ó�ò	ñ1ó��
ø�ð��	ñ	ñ ÷��1ð��1ñ	ô'î�ï�ö����1�	ø1ý�ø1ü\ÿ�ö�� �bö��1ì3û�ø"�

δ ∈ ∆
ó�û�$�ð�ó�ï	��û�ð�ïr÷1ö�óLø�ð���ö��#î�ï�ðLø1ù	�1ö�ó�ï�ù8�bö��1ì3û�ø

ϕ1, . . . , ϕn
ïBî�ô'î�ý>!�ò	ï�ö

ϕn = δ
ñ�ô'î�����î�ý,�bö��1ì3û�ø�î

ϕi
ø1ñ1ÿ�ö\÷��	ñ���î#�	ø�ð��Gñ	ï

T ∪Γ
!�ø1ñ1ÿ�ö\÷1ö�ø1û�ò�î#�

ð�ï�ó�ýÑñ	új÷��1ð��"7�ð�ó�ï	��û�ü%$!ñ'õ �bö��1ì3û�ø
ϕ1, . . . , ϕi−1

ób÷1ö�ì,ö�$!ù�üWô'ø�îBó�ó�ñ	ò1ð�ó�ô	ñ'õ�÷���î���ñ'ø=�	����ö+��î�!
ú�î!ñ1ó�ô'ø1üJò1ð��	ñ1ð�ìê÷���î���ñ'ø�ó\ô��#î��	ï�ö���îBì3ñÑ÷1ö�ó���ö�ÿ�ö+�"���dìê÷1ð��1ð�ì,ð������dì�! �Bõ#ö+�1ý�$!ñ1ì �

Γ
&

Ü q�´q ')�	ñ���ð���ð�������� �	ñ��!ð4�jî�ô	ï��1ð�÷1ö�ó��1ð���ó�ï	��ð����1ö �	�0ï�ð�ô'îBð�ï ñ	úbï�ð�ö��1ð�ì2� öG÷1ö�ø"�1öBï�ð	&
2 �g���1 ����!�g�0 g��
'��"	�j�Á��$	���<"���
�$ - ���	����$	. �
���#�

T,Γ ` ∆ ���� �
T,Γ ` δ �����Ê
'����� δ ∈ ∆ �� � � �����`����� - ��� - "g�Á ��	.

δ ∈ ∆
�� �� ������
� 1��� ����� - � � - $g���B$	.0��$���� - "

γ1, . . . , γn ∈ Γ
*

��� -
T ` (∀ v̄)(γ1 ∧ · · · ∧ γn ⇒ δ)

* � �Á�
v̄ ! /g��"Á������$��Ï��
 - � - ��$	."�Ï/g��"Á������$	$	."� * 
#� - �$�%�!�%�



γ1, . . . , γn, δ ��'&�� �����Ê����� - �r� - �Á���	�

X
��� - "��	�

T
�Ê����� -��B-�- �$����B�	
���$	���

ν : V → X
��
 - � - ��$	."�Æ/g��"Á�)(

����$	$	."�
V
* 
#� - �$�%�!�%��


Γ∪∆
* �1��g�����	$	$ - �����

X � γ[ν]
������
'�����

γ ∈ Γ

�.\�����	�����|�g�����	$	$ - �����

X � δ[ν]
�����Ê
'�����

δ ∈ ∆
4

Ü q+*�q o�ðLõ�î��	ñ	ú�ì ö�ÿ��´ý��Bø�ð��	ñ	ýrô�ö��1ð�ò��1ö�� ��ñ	÷1öBï�ð�ú+�
Γ = {γ1, . . . , γn}

÷1ö+����îBð�ï�ó�ý�ÿ�ö�ø�ð�ðb÷��1ö��
ó�ï�ö����bö��1ì^î�ø1ñ	ú�î�@	ñ	ñ1&	c 3�ï�ö�ì óLø1û�ò�îBð\ó|÷1ö�ì,ö�$!ù�ü ú�îBì,ð���� ó���ö�ÿ�ö+�"���5õ<÷1ð��1ð�ì,ð������5õ��bö��1ì3û�ø"�
γ := γ1 ∧ · · · ∧ γn

��î�ô�ö��1ó�ïBî��	ï	� ì,ö9���1ö ö�ÿ�ö��	ï�ñ1ó�ù5�bö��1ì^î�ø1ù	���dì3ñ �	����ö+��îBì3ñ1!�ú�î#��ð��1ó�ï	��û6�
ü%$!ñ1ì3ñíø1ñ�7!ùÑ÷��1ð��	ø�ö9�!ð��	ñ	ý>& ,!ö��1ì^î�ø1ñ	ú�ì�!3ó�ï�ö�ý�$!ñ�� ú�î þ��Iñ	ô�ó�î�@	ñ1ð��>��ö�ÿ���ð�ô	ï�ö��

v1, . . . , vm
!

û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ'õ�û�óLø�ö���ñ	ü
γ(v1, . . . , vm)

! ��îBó�ô������#îBð�ï�ó�ý óLø�ð��1û�ü%$!ñ1ì �jî�ô	ï�ö�ì�!�ø�ð���ô�ör÷��1ö��
��ð��#ý	ð�ì2�dì ó\÷1ö�ì,ö�$!ù�ü ï�ð�ö��1ð�ì2� ö�÷1ö�ø"�1öBï�ð	&

-| 1�����
v̄ := v1, . . . , vm ! /g��"Á������$��Ñ��
 - � - ��$	."�Ñ/g��"Á������$	$	."� * 
#� - �$�%�!�%�r
.� - "g�Á ��� 

γ(v̄)
4

/,������� - �L"��1� ��� � $����� #"1 
Σ∗ * / - �� �����$	$� �� �1

Σ
� - �B��
��g��$	�g��� � - $g������$g�

c̄ := c1, . . . , cm
* �r��� - (

"����
T ∗ ��� � $����� #"�. Σ∗ * / - �� �����$	$� �� �1

T
� - �B��
��g��$	�g��� ���1��� - �3.

γ(c̄)
4

���#�10 ���Ê����� - �2� - "g�Á ��	.
δ(v̄)

��� � $����� #"�.
Σ

T ∗ ` δ(c̄) ⇔ T, γ(v̄) ` δ(v̄) ⇔ T ` (∀ v̄)
(
γ(v̄) ⇒ δ(v̄)

)
.

��� ��3 ���	�
T ` (∃ v̄) γ(v̄) * � - T ∗ � - $g����"�
������	
�$ - "����54!�#"������ T * � 4 � 4 ����������� -��B- /#"Á����� - (����$	���

ϕ
��� � $����� #"�.

Σ
T ∗ ` ϕ ⇔ T ` ϕ.

Ü q�6gq fbî�÷��	ñ1ì,ð��1!"����îBì3ô'î�õ���ñ	÷1öBï�ð�ú+� þ
B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î�� �	����î��!ð��	ñ1ð

ZFC ` (V(B)
� ZFC),

ó�ñ1ì2��ö�ø1ñ	ú�ñ��	û�ü%$�ð�ð���öBô'î�ú�û�ð�ì,ö�ó�ï�ù/�87$91: ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò��1ö���öÆû�ï	��ð��6����ð��	ñ	ý þ
V(B)

ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ý�ì,ö+��ð��
ø1ù�ü;7$91:���! �bö��1ì^î�ø1ù	�1ö�3�ô���ñ��#î�ø�ð��	ï	�1ö �	����ö+�1ñ1ì,ö�ó�ï�ñ

ZFC, B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î ` (V(B)

� ZFC),
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ô�öBï�ö���î�ý>!"��ó���öBümöBò1ð��1ð��1ù"!�öBú+��î�ò�îBð�ï ò	ï�ö��	ø1ý ��ó�ý'ô�ö���ö�÷��1ð��	ø�ö9�!ð��	ñ	ý
ϕ
!'ý��Bø1ý'ü%$�ð���ö�ó�ýrï�ð�ö��1ð��

ì,ö�� 7$91:%!��	�0÷1ö�ø"�	ý	ð�ï�ó�ýrø1ü\ÿ�ö�ð\ñ	újóLø�ð��1û�ü%$!ñ'õÊï	�1ðLõ ��î��	�1ö�ó�ñ'ø1ù	���5õÑû�óLø�ö���ñ��	�
���#�

ZFC, B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î ` (V(B) � ϕ);��� �

ZFC ` (∀B)(B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î ⇒ V(B) � ϕ);� � �

ZFC∗ ` (V(B) � ϕ),���ð
ZFC∗ 
 ��îBó�7!ñ��1ð��	ñ1ð 7$91:`ô�ö��1ó�ïBî��	ï�ö�� B ñÑî�ô�ó�ñ1ö�ì,ö��Ïþ

B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î���&


gq��!u�à,è#ç�Þ1â#ylx��ly	�GèÑx�à,é�è#ä�ßlx	á	�lè�
��lálè�
�á	
�v'è�w�

c5ó�ü-�1û �	ñ��!ð
B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î�&


gq Ü q '\û�ó�ï�ù
X
!
[=]X
!
[∈]X


 öB÷��1ð���ðLø1ý	ð�ì2�dð=� 7$91: ï�ð��1ì2� ñ'ø1ñ`ô'ø�îBó�ó���&5k�ö���ö��#ý'ï�!5ò	ï�ö
(X, [=]X , [∈]X)

ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ý�� ������������{1}B��{1��� � ï�öBò��1ð�ð	!
B
� ��{1}B��{1��� � }����L� � ��}B�1�'���������ã���1��~G���I���

������{1}B~������
Σ := {=,∈} ñ'ø1ñ1!�ÿ�ö�ø�ð�ðbô�ö��1öBï�ô�ö�! B � ���1��~G���I��� !'ñ1ì,ð�ý/�,��ñ��1ûÆô�ö����´ü%�	ô�@	ñ	üãóLø�ð��

�1û�ü%$!ñ'õ��bö��1ì3û�ø �
X 6= ∅, [=]X : X2 → B, [∈]X : X2 → B,

[=]X(x, x) = 1B,

[=]X(x, y) = [=]X(y, x),

[=]X(x, y) ∧B [=]X(y, z) 6B [=]X(x, z),

[∈]X(x, y) ∧B [=]X(y, z) 6B [∈]X(x, z),
[∈]X(x, y) ∧B [=]X(x, z) 6B [∈]X(z, y)

�	ø1ý���ó�ðLõ
x, y, z ∈ X

&1c5ì,ð�ó�ï�ö
(X, [=]X , [∈]X)

÷	ñ�7!û�ï�÷��1ö�ó�ï�ö
X
&


gq�
gq ')�1ð��1÷1ö�ø�ö9�Gñ1ì�!#ò	ï�ö
X


B
�Ãó�ñ1ó�ï�ð�ì^î�&��bø1ý�ô'î�����ö��.�bö��1ì3û�ø"�

ϕ(x̄)
ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
!����ð

x̄ = x1, . . . , xn

 ÷1ö�ø"�����íó�÷	ñ1ó�öBô�ó���ö�ÿ�ö+�"���5õ�÷1ð��1ð�ì,ð������5õ

ϕ
! �	��ð���ð�ì

n
�Ãì,ð�ó�ï	�����8�Iû��	ô�@	ñ1ö��

��î�ø1ù	������ó�ñ1ì2��ö�ø
[ϕ(x̄)]X

!	û�óLø�ö���ñ1ì,ó�ýrú�î�÷	ñ1ó����#î�ï�ù<ï�ð��1ì
[ϕ(x̄)]X(x̄)

����ñ���ð
[ϕ]X

ñ/��îBó�7!ñ��	ñ1ì
ï�ð�ö��	ñ	ümöB÷��1ð���ðLø�ð��	ñ	ý	ì3ñ

[x = y]X = [=]X(x, y), [x∈ y]X = [∈]X(x, y),

[ϕ ∨ ψ]X = [ϕ]X ∨B [ψ]X , [ϕ ∧ ψ]X = [ϕ]X ∧B [ψ]X , [¬ϕ]X = ¬B [ϕ]X ,

[(∃x)ϕ]X = supB

{
[ϕ]X : x ∈ X

}
, [(∀x)ϕ]X = infB

{
[ϕ]X : x ∈ X

}
,

���ð
ϕ
ñ
ψ

 �bö��1ì3û�ø"� ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
! ¬B


 öB÷1ð���î�@	ñ	ý���öB÷1ö�ø"�1ð��	ñ	ý/��ÿBû�ø�ð���ö���î�ø"��ð�ÿ��1ð
B
&

,!ö��1ì^î�ø1ù	�1ö*��ö���ö��#ý>!0÷��	ñ���ð���ð������dð �	��7�ð=�bö��1ì3û�ø"� ô�ö����1ð�ô	ï	�1ö öB÷��1ð���ðLø1ý'üJï �Iû��	ô�@	ñ1ö��
��î�ø1ù	���dðíó�ñ1ì2��ö�ø"�

[ϕ(x̄)]X
� ��îBì3ô'î�õ�ï�ð�ö��	ñ	ñ1!0÷1ö�ø1û�ò1ð����1ö�� ñ	ú 7$91: ��ö�ÿ�î��Bø�ð��	ñ1ð�ì ��ñ	÷1öBï�ð�ú

þ
B

 ÷1ö�ø"��î�ý�ÿBû�ø�ð��#î<î�ø"��ð�ÿ���î��<ñÏþ

X


B
�Ãó�ñ1ó�ï�ð�ì^î���&�U|÷��1ð���ðLø�ð��	ñ	ý 3�ï�ñ'õÑó�ñ1ì2��ö�ø�ö��"! �<ó���öBü

öBò1ð��1ð��1ù"! ��îBó�7!ñ��#ý'üJï ó�ñ��+��î�ï�û��	û ñ î�ô�ó�ñ1ö�ì^î�ï�ñ	ô	û !|÷��	ñ���ö+�1ý�ô�ô�ö��1ó�ð����#î�ï�ñ��	�1ö�ì3û ��îBó�7!ñ��1ð��
�	ñ	ü

ZFC∗ ñ1ó·õ#ö+�"�1ö�� ï�ð�ö��	ñ	ñ1&(� V�ö�öBï	��ð�ï�ó�ï	��û�ü%$!ñ�� �bö��1ì^î�ø1ñ	ú�ì�ÿ�ö�ø�ð�ð�÷1ö+�"�1ö�ÿ��1ö/��îBó�ó�ì,öBï	�1ð��
���+��� & ��')�	ñ 3�ï�ö�ì �	ø1ý ø1ü\ÿ�ö�� �bö��1ì3û�ø"�

ϕ(x̄)
ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
�
ZFC∗ �	����ö+�1ñ1ì^î<�bö��1ì3û�ø�î

(∀ x̄ ∈ X) [ϕ(x̄)]X ∈ B
&	c<��î�ø1ù	�1ð���7�ð�ì ì2� ÿBû#��ð�ìÏ÷	ñ1ó�î�ï�ù 7$91: ��ì,ð�ó�ï�ö

ZFC∗ !��1ð�ý��	�1öG÷��	ñ1ó�ö��
ð��1ñ��	ý'ýÆôÑî�ô�ó�ñ1ö�ì^î�ï�ñ	ô�ð���ó�ðbó+�bö��1ì3û�ø1ñ��1ö��#î������dð���ñ	÷1öBï�ð�ú+� ñÑöB÷��1ð���ðLø�ð��	ñ	ý>&


gq�´q k�ö���ö��#ý'ï�!�ò	ï�ö.�bö��1ì3û�ø�î
ϕ(x̄)

ó�ñ��+��î�ï�û����
Σ
�1��~��1{1{1}<�

X
!1ñÑ÷	ñ�7!û�ï

X � ϕ(x̄)
!�ð�óLø1ñ

[ϕ(x̄)]X = 1B
&?� ')�	ñ/3�ï�ö�ì ÷1ö+�"��î�ú�û'ì,ð��#îBð�ï�ó�ý ��ô'ø1üJò1ð��	ñ1ð

x̄ ∈ X & �V�ñ1ó�ï�ð�ì3û
X
��î�ú+���#î�üJï�� ������������{1}B��{1��� �

B
� ��{1}B��{1��� � �I���B�������`�I{1� � ����~G��}

Φ
÷��1ð��	ø�ö9�!ð��

�	ñ�� ó�ñ��+��î�ï�û����
Σ
!^ñ ÷	ñ�7!û�ï

X � Φ
!�ð�óLø1ñ

X � ϕ
�	ø1ý ��ó�ðLõ

ϕ ∈ Φ
& 'Iö+�!� ������������{1}B��{1���

�
B
� ��{1}B��{1��� � �I���B������� ~G�������1� ÷1ö��	ñ1ì^îBð�ï�ó�ýêì,ö+��ðLø1ùíì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î=��ó�ðLõ ï�ð�ö��1ð�ì:3�ï�ö�� ï�ð�ö��	ñ	ñ1&



� ���L"1 	�g�� #"Á���� ��g��
 - �$����B$ -��B-  	$	�	
'��"Á�� 1��� &��

U|ï�ì,ð�ï�ñ1ì�!'ò	ï�ö��GóLø1û�ò�îBð\ÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò��1ö���ö�ì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î
Φ
û�óLø�ö���ñ1ð

X � Φ
ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ýÆÿ�ð�ó�ô�ö��1ð�ò����dì

û�ï	��ð��6����ð��	ñ1ð�ì:��ó�ì�&�� �#��!	÷��1ð���ó�ïBî��Bø1ý'ü%$!ñ1ì`ó�ö�ÿ�ö��/��îBÿ�ö�� �bö��1ì3û�ø {X � ϕ : ϕ ∈ Φ} &[bî�ô ñ	ú+��ð�ó�ï	�1ö�!2��ÿBû�ø�ð���öBú+��î�ò��1ö��êó�ñ1ó�ï�ð�ì,ð<ñ1ó�ï�ñ������ ��ó�ð ïBî���ï�ö�ø�ö���ñ	ñ1!�îÆ÷���î���ñ'ø�î �	����ö+��î
ó�ö�õ���î��	ý'üJï�ñ1ó�ï�ñ����1ö�ó�ï�ù"&�XÁöBò��1ð�ð���ö���ö��#ý>!2��÷��1ð��1÷1ö�ø�ö9�!ð��	ñ	ñ1!�ò	ï�ö

X
ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ý

B
�Ãó�ñ1ó�ï�ð�ì,ö��1!

ó�÷���î���ð��	ø1ñ��	� óLø�ð��1û�ü%$!ñ1ð��jî�ô	ï	���
���#�

ZFC ` (X � Φ)
! � �Á�

Φ

 � - 
 - �� 	/	$ - ����� 
'����������
'� - � -�� �	� ��� � $����� #"�.

Σ ���� � �����	� �3$ - ��������
���/#"Á����� - ����$	�	�
Γ
�

∆
��� � $����� #"�.

Σ
����� - 
�. * ��� -

ZFC ` (X � Γ)�
Γ ` ∆

! � -
ZFC ` (X � ∆)

&
Xlî�ô	ñ1ì�ö�ÿ���î�ú�ö�ì�! �<ú�î�÷	ñ1ó�ñ

X � ZFC
÷1ö+� 7$91: ì,ö9���1öÊ÷1ö��	ñ1ì^î�ï�ùÆô'î�ô�ó�ö���öBô	û�÷��1ö�ó�ï�ùró�÷1ð��

@	ñ�î�ø1ù	���5õÑî�ô�ó�ñ1ö�ì 7$91:%!	ïBî�ôÑñró�ö���öBô	û�÷��1ö�ó�ï�ù ��ó�ðLõÊï�ð�ö��1ð�ì 7$91:%&

gq+*�q -| 1�����

X ! B
(Ã���g���������\�G/� 1�����

ϕ(x, ȳ) ! /#" - �1�
 - ����$�� � � - "g�Á ����b��� � $����� #"�.
Σ
*�� �Á�

ȳ = y1, . . . , yn
4Á+�-�� ����
 7$91: � - �	��� 1��� -�* ��� - �����Æ������."�

x1, x2, ȳ ∈ X
�
b ∈ B

[x1=x2] > b ⇒ [ϕ(x1, ȳ)] ∧ b = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ b.

C
V�ö���ø�îBó��1ö ��& � ���#�5ó�÷���î���ð��	ø1ñ���ö<ó�ö�öBï	�1ö�7�ð��	ñ1ð

[
ϕ(x, ȳ) ∧ (x= xi) ⇔ ϕ(xi, ȳ) ∧ (x=xi)

]
= 1B .

V^ø�ð���ö��#î�ï�ðLø1ù	�1ö�!

[ϕ(x1, ȳ)] ∧ [x1 =x2] = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ [x1 =x2],

î!ú+��î�ò	ñ	ï�! ��óLø1û�ò�îBð
[x1 =x2] > b

ì2� ñ1ì,ð�ð�ì

[ϕ(x1, ȳ)] ∧ b = [ϕ(x1, ȳ)] ∧ [x1 =x2] ∧ b = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ [x1=x2] ∧ b = [ϕ(x2, ȳ)] ∧ b. �


gq�6gq c óLø1û�ò�îBð
ZFC ` (X � ZFC)

ú�î�÷	ñ1ó�ñ
[ϕ(x̄)]X

ñ
X � ϕ(x̄)

ö�ÿ��1ð�ïBî�üJï�ó�ì2�dóLø��1ðJï�ö�ø1ù�ô�ö
�	ø1ý �bö��1ì3û�ø

ϕ
ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
!>�1öÆñ8�	ø1ý �bö��1ì3û�ø?!�ó�ö+��ð��6��î�$!ñ'õ �Bõ#ö9����ð��	ñ	ýíø1ü\ÿ��5õíöB÷��1ð���ð��

ø1ý	ð�ì2�5õ�� 7$91:`÷��1ð��1ñ	ô'î�ï	���5õÑñ/�Iû��	ô�@	ñ1ö���î�ø1ù	���5õÑó�ñ1ì2��ö�ø�ö��"&�]^óLø1ñ
ϕ

>ïBî�ô'î�ý �bö��1ì3û�ø�î�!	ï�ö

÷1ö+�
[ϕ(x̄)]X

÷1ö��	ñ1ì^îBð�ï�ó�ý
[ψ(x̄)]X

!6���ð
ψ

 �1ð�ú�û�ø1ù�ïBî�ï�� �1���I�1{1}��1�1� öB÷��1ð���ðLø1ý	ð�ì2�5õÆó�ñ1ì2��ö�ø�ö��"!

ï�&�ð	&,ïBî�ô'î�ý �bö��1ì3û�ø�î
ψ
ó�ñ��+��î�ï�û����

Σ
!,ò	ï�ö

ZFC ` (ϕ ⇔ ψ)
&�c>ò�îBó�ï	�1ö�ó�ï�ñ1! ��îBó�ó�ì^î�ï	�	ñ��#î�ý

ÿBû�ø�ð���öBú+��î�ò��	û�ü ì,ö+��ðLø1ù
X
ï�ð�ö��	ñ	ñ87$91:%!�ì2�`ñ1ì,ð�ð�ì5��öBú�ì,ö9���1ö�ó�ï�ùGû�÷1öBï	�1ð�ÿ�ø1ý'ï�ù�ïBî�ô	ñ1ðJï�ð��1ì2�

ñ/�bö��1ì3û�ø"��!	ô'î�ô
[x ∩ y = ∅]X

ñ'ø1ñ
X � (f : x→ y)

&
[)�1ö�ì,ð�ï�ö���ö�!>�rô�ö��1ó�ï	�	û�ô�@	ñ	ý�õ ��ñ���î

[ · · · ]X
ñ
X � (· · ·) ��öB÷	û�ó�ô'îBð�ï�ó�ý5�1ð+�bö��1ì^î�ø1ù	�1ö�ð�û�÷1ö��ï	�1ð�ÿ�ø�ð��	ñ1ð þ#�	�1ð�7��	ñ'õ �íï�ð��1ì,ö��"!^öB÷��1ð���ðLø1ý	ð�ì2�5õ � 7$91:%&^fbî�÷��	ñ1ì,ð��1!(��ô�ö��	ï�ð�ô�ó�ï�ð

f : A→Xú�î�÷	ñ1ó�ù
[f(a1)= f(a2)]X = b

óLø1û��Gñ	ï ó�öBô���î�$�ð��	ñ1ð�ì<�bö��1ì3û�ø"�

(∃x1, x2)
(
x1 = f(a1) ∧ x2 = f(a2) ∧ [x1=x2]X = b

)
.


gq��´q V�ñ1ó�ï�ð�ì^î
X
��î�ú+���#îBð�ï�ó�ý ��~ �B���1���I��� !'ð�óLø1ñ

(∀x, y ∈ X)
(
[=]X(x, y) = 1B ⇒ x = y

)
.

c`óLø1û�ò�îBð
2
�Ãó�ñ1ó�ï�ð�ì2��!"���ð

2 := {0, 1} 
 ÷��1ö�ó�ï�ð���7Gî�ýrÿBû�ø�ð��#îGî�ø"��ð�ÿ���î�!1öBï9��ðLø1ñ1ì,ö�ó�ï�ù<öBú+��î�ò�îBð�ï
ó�ïBî�����î��	ï	�1ö�ó�ï�ù<ñ��	ï�ð��	÷��1ð�ïBî�@	ñ	ñ ��î���ð��1ó�ï	�#î%�

[=]X(x, y) = 1 ⇔ x = y
&



& � �  g������$�� 4 3 4

´q��Æßlály��lálë	� ëlÞ��^å�è�wJx��,ëlè#ßlè�wJè	��álç�x	ylá�æ á`wJx � 
�á3w|uÁwJx

c5ó�ü-�1û �	ñ��!ð
B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î�!

X

 öBï9��ðLø1ñ1ì^î�ý

B
� ú+��î�ò���î�ý�î�ø"��ð�ÿ���î�ñ	ò1ð�ó�ô'î�ý

ó�ñ1ó�ï�ð�ì^î�ó�ñ��+��î�ï�û����
Σ := {=,∈} !'÷��	ñ	ò1ð�ì � X ñ1ó�ï�ñ�����î�î�ô�ó�ñ1ö�ì^î�3�ô�ó�ï�ð��1ó�ñ1ö���î�ø1ù	�1ö�ó�ï�ñ	�

X � (∀x, y)
(
(∀ z)(z ∈ x⇔ z ∈ y) ⇒ x = y

)
.

V ��î�ú�û�öBï�ì,ð�ï�ñ1ì�!�ò	ï�ö�3�ø�ð�ì,ð��	ï	�
x
ïBî�ô�ö��Æó�ñ1ó�ï�ð�ì2�

X
ö+�"�1öBú+��î�ò��1ö�öB÷��1ð���ðLø1ý'üJï�ó�ý<ú+��î�ò1ð��	ñ��

ý	ì3ñ
[z ∈x]X

�
z ∈ X

�)�1ð�óLø1ñ
x, y ∈ X

ñ
[z ∈x]X = [z ∈ y]X

�	ø1ý ��ó�ðLõ
z ∈ X

!	ï�ö
x = y

&
i\ï�ö�ÿ��mú�î�÷	ñ1ó�ñ�ÿ��5ø1ñíì,ð��1ð�ð��+�1ö�ì,öBú��1ô	ñ1ì3ñ1!´û�óLø�ö���ñ1ì,ó�ý�öB÷	û�ó�ô'î�ï�ùrñ�����ð�ô�ó��

B
ñ
X
�Æó�ñ1ì �

��ö�ø�î�õ
supB

! ∧B

!
[ . . . ]X

!
ascX
! ↑X
!
mixX

ñrï�&	÷1&
´q Ü q '\û�ó�ï�ù

C

>÷1ö+��ì2�1ö9�!ð�ó�ï	��ö

B ×X
&�
^ø�ð�ì,ð��	ï

x ∈ X
��î�ú+���#î�üJï� �����B���I�L�W������~G�B��~��

��~G�����
C
ñrö�ÿ�öBú+��î�ò�î�üJïÊó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì

ascC
!	ð�óLø1ñ

[z ∈x] = sup
(b,y)∈C

(
b ∧ [z= y]

) �	ø1ý ��ó�ðLõ
z ∈ X.

c óLø1û�ò�îBð ó�ö�öBï	��ð�ï�ó�ï	��ñ	ý>!Iú�î#��î����1ö���ö ÷�î��1ö��Wó�ð�ì,ð��1ó�ï	�
(bi)i∈I ⊂ B

!
(xi)i∈I ⊂ X

!%��ì,ð�ó�ï�ö
asc{(bi, xi) : i ∈ I} ñ1ó�÷1ö�ø1ù�ú�û�ð�ï�ó�ýÑÿ�ö�ø�ð�ðIô�ö�ì3÷�î�ô	ï	��î�ýÑú�î�÷	ñ1ó�ù asc

i∈I
bixi
&	Xlî�ô	ñ1ì ö�ÿ���î�ú�ö�ì�!"�	����î#�

�!ð��	ñ1ð
x = asc

i∈I
bixi

öBú+��î�ò�îBð�ï

[z ∈x] = sup
i∈I

(
bi ∧ [z=xi]

) �	ø1ý���ó�ðLõ
z ∈ X.

�bø1ý
b ∈ B

ñ
Y ⊂ X

÷1ö+�"��ð�ì
asc({b} × Y )

��î�ú+���#îBð�ï�ó�ý�� �����B���I�L� �I{1� � ����~G��}
Y
���B�����L�

bñÑö�ÿ�öBú+��î�ò�îBð�ï�ó�ý�ó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì
bY ↑ &�
^ø�ð�ì,ð��	ï x = bY ↑ öB÷��1ð���ðLø1ý	ð�ï�ó�ýÑó�ö�öBï	�1ö�7�ð��	ñ	ý	ì3ñ

[z ∈x] = b ∧ sup
y∈Y

[z= y]
�	ø1ý���ó�ðLõ

z ∈ X.

c óLø1û�ò�îBð
b = 1B

÷1ö+�"��ð�ì
bY ↑ ö�ÿ�öBú+��î�ò�î�üJï Y ↑ ñ���î�ú+���#î�üJï�� �����B���I�L� �I{1� � ����~G��}

Y
&

´q�
gq k�ö���ö��#ý'ï�!�ò	ï�ö
X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï�� ���1{ �1� � � � �����B���I} !'ð�óLø1ñ

(∀C ⊂ B ×X)(∃x ∈ X)(x = ascC),

(∀x ∈ X)(∃C ⊂ B ×X)(x = ascC).

´q�´q '\û�ó�ï�ù
Y

 ÷1ö+��ì2�1ö9�!ð�ó�ï	��öÆñ'ø1ñ�÷1ö+�1ô'ø�îBó�ó

X
&´V�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì

Prt(B, Y )
û�óLø�ö���ñ1ì,ó�ý�ö�ÿ�ö��

ú+��î�ò�î�ï�ùÆô'ø�îBó�ó4��ó�ðLõ �Iû��	ô�@	ñ��
P : D → Y

!�öB÷��1ð���ðLø�ð������5õ ��î,��î�ú�ÿBñ1ð��	ñ	ý�õ�ð��1ñ��	ñ�@��mÿBû�ø�ð���ö��
î�ø"��ð�ÿ����

B
!'ï�&1ð	&���î�ïBî�ô	ñ'õÆ÷1ö+��ì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î�õ

D ⊂ B
!�ò	ï�ö

supD = 1B, (∀ d1, d2 ∈ D)(d1 6= d2 ⇒ d1 ∧ d2 = 0B).

^ø�ð�ì,ð��	ï

x ∈ X
��î�ú+���#îBð�ï�ó�ý�� �Ã�g���b��������}B{1����� �Iû��	ô�@	ñ	ñ

P ∈ Prt(B,X)
ñ ö�ÿ�öBú+��î�ò�îBð�ï�ó�ý

ó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì
mixP

!	ð�óLø1ñ
[x=P (d)] > d

�	ø1ý ��ó�ðLõ
d ∈ D.

n)�1ö����îG÷1ö+� ��î�ú�ÿBñ1ð��	ñ1ð�ì`ð��1ñ��	ñ�@�� û#��ö�ÿ��1öG÷1ö��	ñ1ì^î�ï�ù<ó�ð�ì,ð��1ó�ï	��ö
(di)i∈I ⊂ B

ïBî�ô�ö�ð	!1ò	ï�ö

sup
i∈I

di = 1B, (∀ i, j ∈ I)(i 6= j ⇒ di ∧ dj = 0B).

�bø1ý ��î�ú�ÿBñ1ð��	ñ	ý�ð��1ñ��	ñ�@��
(di)i∈I ⊂ B

ñ�ó�ð�ì,ð��1ó�ï	�#î
(xi)i∈I ⊂ X

ó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì
mix
i∈I

dixi
ö�ÿ�öBú+��î#�

ò�îBð�ï�ó�ý/3�ø�ð�ì,ð��	ï
x ∈ X !	û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ��Ñû�óLø�ö���ñ	ü

[x=xi] > di
�	ø1ý ��ó�ðLõ

i ∈ I.
[bî�ôÆø�ð���ô�ö,��ñ���ð�ï�ù"!

mix
i∈I

dixi = mix{(di, xi) : i ∈ I, di 6= 0} &



� ���L"1 	�g�� #"Á���� ��g��
 - �$����B$ -��B-  	$	�	
'��"Á�� 1��� & �

V�ö���öBô	û�÷��1ö�ó�ï�ù�÷1ð��1ð�ì,ð�7!ñ��#î��	ñ�� ��ó�ð���öBú�ì,ö9�����5õ �Iû��	ô�@	ñ��
P ∈ Prt(B, Y )

��î�ú+���#îBð�ï�ó�ý
�1�����1�1�'����������� � �L�1��� ����� ÷1ö+��ì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î

Y ⊂ X
ñrö�ÿ�öBú+��î�ò�îBð�ï�ó�ý�ó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì

cyc Y
&

´q+*�q k�ö���ö��#ý'ï�!�ò	ï�ö
X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï � ���1{ �1� � � � �Ã�g���b��������}B{1��� !'ð�óLø1ñ
(
∀P ∈ Prt(B,X)

)
(∃x ∈ X)(x = mixP ).

´q�6gq '\û�ó�ï�ù
ϕ(x, ȳ)


:�bö��1ì3û�ø�î|ó�ñ��+��î�ï�û����
Σ
!���ó�ð5ó���ö�ÿ�ö+�"���dð0÷1ð��1ð�ì,ð������dð0ô�öBï�ö��1ö�� ó�ö+��ð����

��î�ï�ó�ý=�Êó�÷	ñ1ó�ô�ð
x, ȳ
! ���ð

ȳ = y1, . . . , yn
&´V�ñ1ó�ï�ð�ì^î

X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï � ���1{ �1� � ���I} �������I���I}

����� � �����I�����
ϕ
!1ð�óLø1ñ

(∀ ȳ ∈ X)(∃x0 ∈ X) [(∃x)ϕ(x, ȳ)] = [ϕ(x0, ȳ)].

[bî�ôÆø�ð���ô�ö���ñ���ð�ï�ù"!�ð�óLø1ñ
X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï<÷��	ñ���@	ñ	÷	ûÆì^î�ô�ó�ñ1ì3û'ì^î��	ø1ý

ϕ
!'ï�ö

(∀ ȳ ∈ X)
(
X � (∃x)ϕ(x, ȳ) ⇒ (∃x ∈ X)X � ϕ(x, ȳ)

)
.

k�ö���ö��#ý'ï�!^ò	ï�ö
X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï � ���1{ �1� � �Ñ�I} �������I���I} !3ð�óLø1ñ

X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï ÷��	ñ���@	ñ	÷	û

ì^î�ô�ó�ñ1ì3û'ì^î��	ø1ý<ø1ü\ÿ�ö�� �bö��1ì3û�ø"� ó�ñ��+��î�ï�û����
Σ
&>� e ��ð�ó�ù<ì2��ñ1ì,ð�ð�ì ��ðLø�ö�óIöBò1ð��1ð��"���dì þ�ÿ�ð�ó��

ô�ö��1ð�ò����dìêû�ï	��ð��6����ð��	ñ1ð�ì-��!gó�ì�&�� �	& �
´q��´q V�ö���ø�îBó��1ö � ��! �	&+� ��!1�	&+��������ó�ì�&�ïBî�ô��!ð�� � !���&+�	& ��!���&+�	& � � � � 7$91: ��öBô'î�ú�û�ð�ì2�WóLø�ð��1û�ü%$!ñ1ð

ó�ö�öBï	�1ö�7�ð��	ñ	ýÑì,ð����1ûÊó+�bö��1ì3û�ø1ñ��1ö��#î������dì3ñ �	��7�ð\÷��	ñ���@	ñ	÷�îBì3ñ1&
-| 1�����

X ! /#" - �1�
 - ����$�� �
B
(Ã���g��������� ��� � $����� #"�.

Σ
4

���#� 3 ���	� ���g���������
X
 �� - 
��g����
 - "������ /#"��	$��	�	/� �/ - �
	´�����<��
Ê$g�����g�����	$	$��Æ���1��� - �����L�1�)(

����$g��� - $�������$ - ����� * � -
X
 �� - 
��g����
 - "�������/#"��	$��	�	/� r/g��"Á�����54!�	
���$	��� 4

��� ��3 ���	�
X
 �� - 
��g����
 - "������</#"��	$��	�	/� í/ - �
	´�����<��/#"��	$��	�	/� �����1���1�Á 1���G����� � - "g�Á ��	.

x∈ y * � - X  �� - 
��g����
 - "������!/#"��	$��	�	/� Ñ/g��"Á�����54!�	
���$	��� 4
� � � -| 1�����

X
 �� - 
��g����
 - "�������/#"��	$��	�	/� Ñ/g��"Á�����54!�	
���$	��� 43+�-�� ���

X
 �� - 
��g����
 - "�������/#"��	$ (

�	�	/� r�����1���1�Á 1��� 4
´q��q��Ñè�w\wJxgq 3 ���	�

B
(Ã���g���������

X
 �� - 
��g����
 - "������ /#"��	$��	�	/� �/g��"Á�����54!�	
���$	��� * � - �����

������."�
(bi)i∈I ⊂ B

�
(xi)i∈I ⊂ X

$����#�1 g��� �
b ∈ B

�
(yi)i∈I ⊂ cyc{xi : i ∈ I} �����	�g� * ��� -

sup
i∈I

(
bi ∧ [z=xi]

)
= b ∧ sup

i∈I
[z= yi]

�����Æ
'�����
z ∈ X.

C
c óLø1û�ò�îBð

I = ∅
û�ï	��ð��6����ð��	ñ1ðIø�ð�ì,ì2� öBò1ð���ñ��"�1ö�& '\û�ó�ï�ù

I 6= ∅
&

'Iö�ø�ö9�Gñ1ì
b = supi∈I bi

!
I∗ = I ∪ {I} ! dI = ¬b ñ ��îBó�ó�ì,öBï	�	ñ1ì ÷��1öBñ	ú+��ö�ø1ù	����� 3�ø�ð�ì,ð��	ï

xI ∈ {xi : i ∈ I} &´V�ö���ø�îBó��1ö<÷��	ñ���@	ñ	÷	ûrñ1ó�ò1ð��	÷����#î��	ñ	ý*��ó�ì�&	� � !$��&+�	&+� �����#� � �|ó�û�$�ð�ó�ï	��û�ð�ï ïBî�ô�ö�ð��î�ú�ÿBñ1ð��	ñ1ð�ð��1ñ��	ñ�@��
(di)i∈I∗ ⊂ B

!1ò	ï�ö
di 6 bi

�	ø1ý ��ó�ðLõ
i ∈ I∗

&�e´îBì,ð�ï�ñ1ì�!�ò	ï�ö
supi∈I di = b

&
_�ø�î���ö+��î��#ýí÷��	ñ���@	ñ	÷	û�÷1ð��1ð�ì,ð�7!ñ��#î��	ñ	ý �

X
ñ1ì,ð�ð�ï�ó�ý83�ø�ð�ì,ð��	ï

x = mixi∈I∗ dixi
!�õ�î���î�ô	ï�ð��	ñ��

ú�û�ü%$!ñ��1ó�ýró�ö�öBï	�1ö�7�ð��	ñ	ý	ì3ñ

[x=xi] > di
�	ø1ý ��ó�ðLõ

i ∈ I∗.
���#�

'IöÆï�ö�� �!ð�÷��	ñ	ò	ñ��1ð,�	ø1ý�ô'î�����ö���ö
i ∈ I

�
X
ñ1ì,ð�ð�ï�ó�ý 3�ø�ð�ì,ð��	ï

yi = mix{(bi, xi), (¬bi, x)}
!

û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ�� �1ð���î���ð��1ó�ï	�#îBì

[yi=xi] > bi, [yi=x] > ¬bi.
��� �

'IöBô'î��!ð�ì�!Áò	ï�öró�ð�ì,ð��1ó�ï	��ö
(yi)i∈I

ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ýíñ1ó�ô�ö�ì2�dì�&3U|ò1ð���ñ��"�1ö�!
(yi)i∈I ⊂ cyc{xi : i ∈ I} &��î�ø�ð�ð	!��	ø1ý���ó�ý'ô�ö���ö,3�ø�ð�ì,ð��	ïBî

z ∈ X
ó\û�ò1ð�ï�ö�ì ��� ��ñ8��& & ì2� ñ1ì,ð�ð�ì

sup
i∈I

(
bi ∧ [z=xi]

)
= sup

i∈I

(
bi ∧ [z= yi]

)
6 b ∧ sup

i∈I
[z= yi].



&�& �  g������$�� 4 3 4

V<�"�	û���ö��ró�ï�ö��1ö�����!�ÿ�ø�î���ö+��î��#ý ���#��ñ8��& & ó�÷���î���ð��	ø1ñ��	� ó�ö�öBï	�1ö�7�ð��	ñ	ý

b ∧ [z=x] = sup
i∈I

(
di ∧ [z=x]

)
= sup

i∈I

(
di ∧ [z=xi]

)
6 sup

i∈I

(
bi ∧ [z=xi]

)
,

öBï�ô	û#��îGó\û�ò1ð�ï�ö�ì ��� ��ñ8��& & óLø�ð��1û�ð�ï�!1ò	ï�ö��	ø1ý ��ó�ðLõ
i ∈ I

b ∧ [z= yi] =
(
bi ∧ [z= yi]

)
∨
(
b ∧ ¬bi ∧ [z= yi]

)

=
(
bi ∧ [z=xi]

)
∨
(
b ∧ ¬bi ∧ [z=x]

)

6
(
bi ∧ [z=xi]

)
∨ sup

j∈I

(
bi ∧ [z=xi]

)
= sup

i∈I

(
bi ∧ [z=xi]

)
,

ñr÷1ö�3�ï�ö�ì3û
b ∧ supi∈I [z= yi] = supi∈I

(
b ∧ [z= yi]

)
6 supi∈I

(
bi ∧ [z=xi]

) &
B

´q��´q��Ià,è�� 
�v'ç�álè1q -| 1�����
X ! - �·�Á���	�1��� �

B
(Ã���g��������� * 
 � - � - " - ���g�����	$	$��<���1��� - ��� �L�1�)(

����$g��� - $�������$ - ����� 4

(1)
3 ���	�

X
 �� - 
��g����
 - "������d/#"��	$��	�	/� !/g��"Á�����54!�	
���$	��� * � - �����j����� -��B- � -�- ��
'��������
����

C ⊂
B ×X

$����#�1 g��� �
b ∈ B

�
Y ⊂ cycC[B]

�����	�g� * ��� - 

X
�� �� ������
 - 
���$	�g�

ascC
"���
�$ - ���	����$ -

�� �� ������
 - 
���$	���
bY ↑ * /#"�������� ascC = bY ↑ 4

(2)
3 ���	�

X
 �� - 
��g����
 - "������J/#"��	$��	�	/� G/ - �
	´����� * � - �����!����� -��B-

x ∈ X
�� �� ������
� ��j�

b ∈ B�
Y ⊂ X

�����	�g� * ��� -
x = bY ↑ 4 -d"�� ��� - � b = [x 6=∅]

�
[y∈x] = b

�����Ê
'�����
y ∈ Y 4

*�q��Æè#ßlx	ß���á	�lè�
��´x�æ 
�v'ßÁu �lv�u�ßlx�ä1u�à,è#ç�Þ1â#ylx��lylÞ�� 
�á	
�v'è�w�

c5ó�ü-�1û �	ñ��!ð
B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î�!

X

 öBï9��ðLø1ñ1ì^î�ý

B
� ú+��î�ò���î�ý�î�ø"��ð�ÿ���î�ñ	ò1ð�ó�ô'î�ý

ó�ñ1ó�ï�ð�ì^îÊó�ñ��+��î�ï�û����
Σ := {=,∈} !�÷��	ñ	ò1ð�ì�ó�ñ1ó�ï�ð�ì^î

X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ïr÷��	ñ���@	ñ	÷	û�÷1ö+�"��ð�ì^î<ñ

�%�1ð��jñ1ó�ï�ñ�����î\î�ô�ó�ñ1ö�ì^î�3�ô�ó�ï�ð��1ó�ñ1ö���î�ø1ù	�1ö�ó�ï�ñ1&�U|ï�ì,ð�ï�ñ1ì�!�ò	ï�ö���3�ï�ö�ì�óLø1û�ò�îBð
X
û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï

ïBî�ô��!ðb÷��	ñ���@	ñ	÷�îBì ÷1ð��1ð�ì,ð�7!ñ��#î��	ñ	ýrñrì^î�ô�ó�ñ1ì3û'ì^î ��ó�ì�& � & � ��&
*�q Ü q UJÿ�öBú+��î�ò	ñ1ì�ó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì

∅X

÷1ö+�"��ð�ì
ascX ∅

÷	û�ó�ï�ö���öÊó�ö�öBï	��ð�ï�ó�ï	��ñ	ý
∅ ⊂ B ×X

& 
^ø�ð��
ì,ð��	ï

∅X ∈ X
ñ��+��îBð�ï/�	�	û�ï	�	ñ

B
�Ãó�ñ1ó�ï�ð�ì2�

X
�1ö�ø1ùr÷	û�ó�ï�ö���öÆì2�1ö9�!ð�ó�ï	�#î�!Áï�&´ð	&

X � (∅X =∅)ñ'ø1ñ1!	ò	ï�öGï�ö��!ðjó�îBì,ö�ð	!
X � (∀ y)¬(y ∈∅X)

&
�bø1ý

x ∈ X
ñ
b ∈ B

÷1ð��1ð�ì,ð�7!ñ��#î��	ñ1ð
mix{(b, x), (¬b,∅X)}

û�óLø�ö���ñ1ì,ó�ýrö�ÿ�öBú+��î�ò�î�ï�ù ó�ñ1ì2��ö��
ø�ö�ì

x|b
ñ���î�ú+���#î�ï�ù ��� � ��{1�����

x
{1}

b
�

[x|b =x] > b, [x|b =∅] > ¬b.
*�q�
gq �Ñè�w\wJxgq 0 ��� ������."�

a, b, bi ∈B
*
x, xi, y, yi ∈X

*
Y ⊂X

��/#"���
'�����	�	
�. � -�- ��$ - 4 ��$	���
	

(1) [ϕ(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym)]∧ b = [ϕ(x1|b, . . . , xn|b, y1, . . . , ym)]∧ b *�� �Á� ϕ ! /#" - �1�
 - ��� (
$�� � � - "g�Á �������� � $����� #"�.

Σ;

(2) [y∈x|b] = [y∈x] ∧ b;
(3)

(
x|a
)∣∣

b
= x|a∧b;

(4) x|b= y|b ⇔ [x= y] > b;

(5)
(
asci∈I bixi

)∣∣∣
b
= asci∈I (bi ∧ b)xi = asci∈I (bi ∧ b)xi|b;

(6) (aY ↑)|b = (a∧ b)Y ↑ 4

C
ZJï	��ð��6����ð��	ñ1ð ���#��óLø�ð��1û�ð�ï ñ	ú���& & ÿ�ø�î���ö+��î��#ý �1ð���î���ð��1ó�ï	�#îBì

[xi =xi|b] > b
&

Y3î���ð��1ó�ï	��ö=��� �O�	�0ï�ð�ô'îBð�ï ñ	úbóLø�ð��1û�ü%$!ñ'õrö�@1ð��1öBô	�

[y∈x|b] > [y∈x] ∧ [x=x|b] > [y∈x] ∧ b;
[y∈x|b] 6 [x|b 6=∅] = ¬[x|b=∅] 6 ¬¬b = b;

[y∈x|b] = [y∈x|b] ∧ b 6 [y∈x|b] ∧ [x|b =x] 6 [y∈x].



� ���L"1 	�g�� #"Á���� ��g��
 - �$����B$ -��B-  	$	�	
'��"Á�� 1��� &��

� � �5n\ú ��� �5óLø�ð��1û�ð�ï�!1ò	ï�ö [
y∈
(
x|a
)∣∣

b

]
= [y ∈x|a] ∧ b = [y∈x] ∧ a ∧ b = [y∈x|a∧b]

&
�'&��|]^óLø1ñ

x|b = y|b
!�ï�öÊÿ�ø�î���ö+��î��#ý ���#�|ì2� ñ1ì,ð�ð�ì

[x= y] ∧ b = [x|b = y|b] ∧ b = b
!göBï�ô	û#��î

[x= y] > b
&1fbîBö�ÿ�ö��1öBï�!1ñ	ú

[x= y] > b
óLø�ð��1û�ð�ï

[x|b = y|b] > [x|b =x] ∧ [x= y] ∧ [y= y|b] > b;

[x|b = y|b] > [x|b =∅] ∧ [y|b =∅] > ¬b,
î!ú+��î�ò	ñ	ï�!

[x|b = y|b] = 1B
ñÆï�ð�ìêó�îBì2�dì

x|b = y|b
ÿ�ø�î���ö+��î��#ý�öBï9��ðLø1ñ1ì,ö�ó�ï�ñ1&

��� �dV û�ò1ð�ï�ö�ì ���#��ñ ��� � �	ø1ý ��ó�ðLõ
y ∈ X

ì2� ñ1ì,ð�ð�ì
[
y ∈

(
asc
i∈I

bixi

)∣∣∣
b

]
=
[
y ∈ asc

i∈I
bixi

]
∧ b = sup

i∈I
[y=xi] ∧ bi ∧ b

=
[
y ∈ asc

i∈I
(bi ∧ b)xi

]
= sup

i∈I
[y=xi|b] ∧ bi ∧ b =

[
y ∈ asc

i∈I
(bi ∧ b)xi|b

]
.

Y3î���ð��1ó�ï	��ö=� � ��ý��Bø1ý	ð�ï�ó�ýrò�îBó�ï	���dìêóLø1û�ò�îBð�ì ��� ��&
B

*�q�´q V ÷1ö�ì,ö�$!ù�ü ï	��î��1ó+�Iñ��	ñ	ï	�1ö�� �1ð�ô	û��1ó�ñ	ñ ��ó�ì�& � � ! �	& ��& � ! �	& ��&+��� �ÑöB÷��1ð���ðLø1ñ1ì ô'ø�îBó�ó��
�Iû��	ô�@	ñ	ü�!	ó�öB÷1ö�ó�ïBî��Bø1ý'ü%$!û�ü ô'î�����ö�ì3ûrö�� �1ñ���î�ï�û

α ∈ On
÷1ö+��ì2�1ö9�!ð�ó�ï	��ö

Xα ⊂ X
!	÷1ö�ø�î���î�ý

Xα =
{
ascC : C ⊂ B ×⋃β<αXβ

}
.

[bî�ô�ø�ð���ô�ö/��ñ���ð�ï�ù"!
Xα ⊂ Xβ

÷��	ñ
α 6 β

!
X0 = {∅X}

!
Xα+1 = {ascC : C ⊂ B × Xα}�	ø1ý ��ó�ðLõ

α ∈ On
&

*�q+*�q UJÿ�öBú+��î�ò	ñ1ìêô'ø�îBó�ó ⋃
α∈OnXα

ó�ñ1ì2��ö�ø�ö�ì
X∞
&

�Ñè�w\wJxgq�� �g������$g�
x ∈ X

/#"��	$������g���G�g�
X∞

� -�� ���b�Ñ� - ����� - � -�� ��� * � -�� ���
x = ascC

�����
$g��� - � - " -��B-

C ⊂ B ×X∞
4

C
fIð�ö�ÿ�õ#ö+�1ñ1ì,ö�ó�ï�ùÆö�ÿ�ð�ó�÷1ð�ò	ñ��#îBð�ï�ó�ý�öB÷��1ð���ðLø�ð��	ñ1ð�ìêô'ø�îBó�ó�î

X∞
&�'Iö�ý	ó��	ñ1ì*��ö�ó�ïBî�ï�öBò��1ö�ó�ï�ù"&

]^óLø1ñ
x = ascC

!"���ð
C ⊂ B ×X∞

!�ï�ö.�	�dÿBñ���î�ý �	ø1ýÑô'î�����ö���ö 3�ø�ð�ì,ð��	ïBî
y ∈ Y := imC

ö����
�1ñ���î�ø

α(y)
!1û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ��Ñû�óLø�ö���ñ	ü

y ∈ Xα(y)
!'ú�î�ô'ø1üJò�îBð�ì�!1ò	ï�ö

Y ⊂ ⋃y∈Y Xα(y) ⊂Xα
!

���ð
α = supy∈Y α(y)

!�î!ú+��î�ò	ñ	ï�!
C ⊂ B ×Xα

ñrï�ð�ìÏó�îBì2�dì
x ∈ Xα+1 ⊂ X∞

&
B

*�q�6gq U|÷��1ð���ðLø1ñ1ìêô'ø�îBó�ó�� �Iû��	ô�@	ñ	ü
ω
ñ	ú

X
�
B
!'÷1ö�ø�î���î�ý

ω(x) = sup{b ∈ B : x|b ∈ X∞}, x ∈ X.

�Ñè�w\wJxgq 0 ���Æ������."�
b ∈ B

*
x ∈ X

�1�������!������� - �L�	
��	
����g��$g��$ - �����

x|b ∈ X∞ ⇔ b 6 ω(x).

C
Y3îBó�ó�ì,öBï	�	ñ1ì ÷��1öBñ	ú+��ö�ø1ù	����� 3�ø�ð�ì,ð��	ï

x ∈ X
ñÆ÷1ö�ø�ö9�Gñ1ì

Ω(x) = {b ∈ B : x|b ∈ X∞} &'IöBô'î��!ð�ì�!lò	ï�örì2�1ö9�!ð�ó�ï	��ö
Ω(x)

��îBó���$�ð��1ö/�	�	ñ	ú��Áð�óLø1ñ
a ∈ Ω(x)

ñ
b 6 a

!´ï�ö
b ∈ Ω(x)

&
�!ð��1ó�ï	��ñ	ï�ðLø1ù	�1ö�!�÷	û�ó�ï�ù

a ∈ Ω(x)
!	ï�&�ð	&

x|a ∈ X∞
&�V�ö���ø�îBó��1ö &"& &<ó�÷���î���ð��	ø1ñ���ö ÷��1ð���ó�ïBî��Bø�ð��	ñ1ð

x|a = ascC
�	ø1ý/�1ð�ô�öBï�ö��1ö���ö

C ⊂ B ×X∞
&�XÁö����î �ÊóLø1û�ò�îBð

b 6 a
óbû�ò1ð�ï�ö�ì &"& ��� � ��! ��� �dñ &"& &

ì2� ñ1ì,ð�ð�ì
x|b = x|a∧b =

(
x|a
)∣∣

b
= (ascC)|b = ascCb,

���ð
Cb = {(c ∧ b, y) : (c, y) ∈ C} ⊂ B ×X∞

!�î!ú+��î�ò	ñ	ï�!
x|b ∈ X∞

&
UJó�ïBîBð�ï�ó�ý ��öBô'î�ú�î�ï�ù"!5ò	ï�ö

ω(x) ∈ Ω(x)
!�ï�&5ð	&

x|ω(x) ∈ X∞
& �bø1ý ��ó�ý'ô�ö���ö

b ∈ Ω(x)
ñ	ú

��ô'ø1üJò1ð��	ñ	ý
x|b ∈ X∞

ó|û�ò1ð�ï�ö�ì &"& &�óLø�ð��1û�ð�ï�!'ò	ï�ö
x|b = ascCb

�	ø1ý �1ð�ô�öBï�ö��1ö���ö
Cb ⊂ B×X∞

&
'Iö�ø�ö9�Gñ1ì

C =
⋃

b∈Ω(x) Cb
&��\ó��1ö�!1ò	ï�ö

C ⊂ B ×X∞
!�îGú+��î�ò	ñ	ï�! �<ó�ñ'ø1û &"& &,�	ø1ýÑö�ÿ�ö�ó��1ö��#î��	ñ	ý
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��ô'ø1üJò1ð��	ñ	ý
x|ω(x) ∈ X∞

��ö�ó�ïBî�ï�öBò��1öb÷1öBô'î�ú�î�ï�ù"!�ò	ï�ö
ascC = x|ω(x)

& �!ð��1ó�ï	��ñ	ï�ðLø1ù	�1ö�!	�	ø1ý���ó�ðLõ
z ∈ X

óIû�ò1ð�ï�ö�ì &"& ����� �0ì2��ñ1ì,ð�ð�ì

[z ∈ ascC] = sup
(a,y)∈C

(a ∧ [z= y]) = sup
b∈Ω(x)

sup
(a,y)∈Cb

(a ∧ [z= y]) = sup
b∈Ω(x)

[z ∈ ascCb]

= sup
b∈Ω(x)

[z ∈x|b] = sup
b∈Ω(x)

([z ∈x] ∧ b) = [z ∈x] ∧ sup
b∈Ω(x)

b = [z ∈x] ∧ ω(x) = [z ∈x|ω(x)],

öBï�ô	û#��î
ascC = x|ω(x)

ÿ�ø�î���ö+��î��#ý öBï9��ðLø1ñ1ì,ö�ó�ï�ñ ó�ñ1ó�ï�ð�ì2�
X
ñ ñ1ó�ï�ñ����1ö�ó�ï�ñ � �1ð�� î�ô�ó�ñ1ö�ì2�

3�ô�ó�ï�ð��1ó�ñ1ö���î�ø1ù	�1ö�ó�ï�ñ1&
B

*�q��´q��Ñè�w\wJxgq 0 ���Æ����� -��B-
x ∈ X

�� �� ������
� 1���
z ∈ X

����� - � * ��� -

[z ∈x] > ¬ω(x), ¬ω(z) > ¬ω(x).

C
Y3îBó�ó�ì,öBï	�	ñ1ì�÷��1öBñ	ú+��ö�ø1ù	������3�ø�ð�ì,ð��	ï

x ∈ X
&�V�ö���ø�îBó��1ö � & ����� �>��î����1û�ï�ó�ý

b ∈ B
ñ
Y ⊂ XïBî�ô	ñ1ð	!1ò	ï�ö

x = bY ↑ !	÷��	ñ	ò1ð�ì b = [x 6=∅]
ñ
[y∈x] = b

�	ø1ý ��ó�ðLõ
y ∈ Y &'Iö�ø�ö9�Gñ1ì

c = infy∈Y ω(y)
&�cíó�ñ'ø1û &"& �-�	ø1ý���ó�ðLõ

y ∈ Y
ó�÷���î���ð��	ø1ñ���ö%��ô'ø1üJò1ð��	ñ1ð

y|c ∈ X∞
&

[)�1ö�ì,ð�ï�ö���ö�!�ñ	ú &"& ����� �|óLø�ð��1û�ð�ï�!gò	ï�ö
x|c = ascy∈Y (b ∧ c)y|c

!�öBï�ô	û#��î
x|c ∈ X∞

ó�ö���ø�îBó��1ö &"& &"!
î�ú+��î�ò	ñ	ï�!

c 6 ω(x)
&	Xlî�ô	ñ1ì ö�ÿ���î�ú�ö�ì�!

supy∈Y ¬ω(y) > ¬ω(x) &'Iöj÷��	ñ���@	ñ	÷	û�ñ1ó�ò1ð��	÷����#î��	ñ	ý �!ÿBû�ø�ð���ö��rî�ø"��ð�ÿ��1ð
B
ó�û�$�ð�ó�ï	��û�ð�ïGî��	ï�ñ�@1ð�÷	ù

(dy)y∈Y
ïBî�ô'î�ý>!

ò	ï�ö
supy∈Y dy > ¬ω(x) ñ dy 6 ¬ω(y) �	ø1ý<��ó�ðLõ y ∈ Y

&O'IöBô'î��!ð�ì�!5ò	ï�ö
z := mixy∈Y dyyý��Bø1ý	ð�ï�ó�ýrñ1ó�ô�ö�ì2�dì 3�ø�ð�ì,ð��	ï�ö�ì

X
!	ï�&1ð	&

[z ∈x] > ¬ω(x) ñ ¬ω(z) > ¬ω(x) &�bø1ý.��ó�ðLõ
y ∈ Y

ì2� ñ1ì,ð�ð�ì
[z= y] > dy

ñ
[y∈x] = [x 6=∅] > ¬ω(x) !'öBï�ô	û#��î!óJû�ò1ð�ï�ö�ì ��& &óLø�ð��1û�ð�ï�!1ò	ï�ö

[z ∈x] ∧ dy = [y∈x] ∧ dy > ¬ω(x) ∧ dy.
c�ú�ý�� ó�û�÷��1ð�ì3û'ìÏ÷1ö

y ∈ Y
!'÷1ö�ø1û�ò�îBð�ì

[z ∈x] > ¬ω(x) &�bø1ý*��öBô'î�ú�î�ï�ðLø1ù�ó�ï	�#î5�1ð���î���ð��1ó�ï	�#î ¬ω(z) > ¬ω(x) ÷1ö�ø�ö9�Gñ1ì a = ω(z) ∧ ¬ω(x) ñ ��ö��÷	û�ó�ï�ñ1ì:��öB÷��1ð�ô	ñ*��öBô'î�ú+���#îBð�ì,ö�ì3û !^ò	ï�ö
a 6= 0B

&2'Iö�ó�ô�ö�ø1ù�ô	û
0B 6= a 6 ¬ω(x) 6 supy∈Y dy

!
��î�����ð�ï�ó�ý�ïBî�ô�ö��83�ø�ð�ì,ð��	ï

y ∈ Y
!�ò	ï�ö

dy ∧ a 6= 0B
&�V�ö���ø�îBó��1ö.&"& � �1ð���î���ð��1ó�ï	��ö

dy ∧ a 6 ω(z)ö�ÿ�ð�ó�÷1ð�ò	ñ��#îBð�ï���ô'ø1üJò1ð��	ñ1ð
z|dy∧a ∈ X∞

&	V �"�	û���ö��Êó�ï�ö��1ö�����!'ñ	ú
0B 6= dy ∧ a 6 ¬ω(y) óLø�ð��1û�ð�ï�!ò	ï�ö �1ð���î���ð��1ó�ï	��ö

dy ∧ a 6 ω(y)
�1ð ñ1ì,ð�ð�ï�ì,ð�ó�ïBî�!^îrú+��î�ò	ñ	ï�!

y|dy∧a /∈ X∞
& �bø1ý ÷1ö�ø1û�ò1ð��	ñ	ý

÷��1öBï�ñ���ö��1ð�ò	ñ	ýÏö�ó�ïBîBð�ï�ó�ý ú�îBì,ð�ï�ñ	ï�ù"!lò	ï�ö ��ó�ñ'ø1û &"& ���'&��bñ	ú
[z= y] > dy

�	�0ï�ð�ô'îBð�ï8��î���ð��1ó�ï	��ö
z|dy∧a = y|dy∧a

&
BU|ï9��ðLø1ñ1ì3û�ü
B
�Ãó�ñ1ó�ï�ð�ì3û���î�ú+���#î�üJï � ������������{1}B��{��Á� �

B
� ��{1}B��{��Á� � ��{1���B�Ã�������I�L� ��ó�ì�& � & � ��!

ð�óLø1ñ<ö���îIû#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý	ð�ï�÷��	ñ���@	ñ	÷	ûG÷1ö+�"��ð�ì^îjñ,�4�1ð�� ñ1ó�ï�ñ������ î�ô�ó�ñ1ö�ì^î43�ô�ó�ï�ð��1ó�ñ1ö���î�ø1ù	�1ö�ó�ï�ñ
ñ�î�ô�ó�ñ1ö�ì^î��1ð���û�ø1ý����1ö�ó�ï�ñ5� �Iû����1ñ��1ö��#î��	ñ	ý �)�

(∀x)
(
(∃ y)(y ∈ x) ⇒ (∃ y ∈ x)(∀ z)¬(z ∈ x ∧ z ∈ y)

)

ñ'ø1ñ1!	ò	ï�öGï�ö��!ðjó�îBì,ö�ð	!
(∀x)

(
x 6= ∅ ⇒ (∃ y ∈ x)(y ∩ x = ∅)

) &
[bî�ô!ñ	ú+��ð�ó�ï	�1ö���ó�ì�& � � ! & � ��!9�	ø1ýbø1ü\ÿ�ö��!÷1ö�ø"�1ö��GÿBû�ø�ð���ö��Gî�ø"��ð�ÿ����

B
ó�û�$�ð�ó�ï	��û�ð�ï

B
� ú+��î�ò������

û��	ñ���ð��1ó�û'ì�&#XÁöBò��1ð�ð	!#ñ1ì,ð�üJï�ó�ý ïBî�ô	ñ1ð|öB÷��1ð���ðLø1ý	ð�ì2�dð\ó0÷�î���îBì,ð�ï	�1ö�ì
B
ô'ø�îBó�ó��

V(B)
!
[[=]]

ñ
[[∈]] !ò	ï�ö

ZFC ` (∀B)
(
B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î ⇒ (V(B), [[=]], [[∈]]) 
 B

� ú+��î�ò������rû��	ñ���ð��1ó�û'ì )
.

_5ö�ø�ð�ðIï�ö���ö�!	ô'ø�îBó�ó�ñ	ò1ð�ó�ô	ñ��
B
� ú+��î�ò������Ñû��	ñ���ð��1ó�û'ì

V(B)
öBô'î�ú+���#îBð�ï�ó�ý�ì,ö+��ðLø1ù�ü 7$91:��

ZFC, B

>÷1ö�ø"��î�ýrÿBû�ø�ð��#î�î�ø"��ð�ÿ���î ` (V(B)

� ZFC).

*�q��q���è#Þ�ßlè�wJxgq 3 ���	�
X ! �� ��g��
 - �$����B$	.0�r 	$	�	
'��"Á�� 1� * � -

X =
⋃

α∈OnXα
4



� ���L"1 	�g�� #"Á���� ��g��
 - �$����B$ -��B-  	$	�	
'��"Á�� 1��� & �

C
Y3îBó�ó�ì,öBï	�	ñ1ì

B
� ú+��î�ò������Êû��	ñ���ð��1ó�û'ì

X
ñ<÷��1ð��1÷1ö�ø�ö9�Gñ1ì ��öB÷��1ð�ô	ñ ��öBô'î�ú+���#îBð�ì,ö�ì3û !	ò	ï�ö

ó�û�$�ð�ó�ï	��û�ð�ï/3�ø�ð�ì,ð��	ï
y1 ∈ X

! �1ðG÷��	ñ���î#�	ø�ð���î�$!ñ��
X∞
&>'Iö�ø�ö9�Gñ1ì

b = ¬ω(y1)
&´n\ú &"& �ÆóLø�ð��

�1û�ð�ï�!�ò	ï�ö
b 6= 0B

&�V�ö���ø�îBó��1ö &"& �Gñ1ì,ð�ð�ï�ó�ý 3�ø�ð�ì,ð��	ï
y2 ∈ X

!1û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ��=�1ð���î���ð��1ó�ï	�#îBì
[y2 ∈ y1] > b

ñ ¬ω(y2) > b
&3þ�n\ï�ð��	ñ��	û�ý ��3�ï�ñ ��îBó�ó�û�����ð��	ñ	ý*� î ó�ï	�1ö���ö.��ö���ö��#ý>!�÷��	ñ1ì,ð��	ý'ý �1ð��

ô	û��1ó�ñ	ü>ñ î�ô�ó�ñ1ö�ì3û8�	�dÿ�ö���î ��!�÷1ö�ø1û�ò�îBð�ì ÷1ö�óLø�ð���ö��#î�ï�ðLø1ù	�1ö�ó�ï�ù
(yn)n∈N

3�ø�ð�ì,ð��	ï�ö��
X
ïBî�ô	û�ü�!

ò	ï�ö
[yn+1 ∈ yn] > b

�	ø1ý ��ó�ðLõ
n ∈ N

&
Y3îBó�ó�ì,öBï	�	ñ1ìê÷1ö+�"��ð�ì

x := {yn : n ∈ N}↑ &'_�ø�î���ö+��î��#ýÆñ1ó�ï�ñ����1ö�ó�ï�ñ/� X î�ô�ó�ñ1ö�ì2� �1ð���û�ø1ý����
�1ö�ó�ï�ñbñ	ú

[x 6=∅] = 1B
óLø�ð��1û�ð�ï

[(∃ y ∈ x)(y∩x = ∅)] = 1B
!�î�ú+��î�ò	ñ	ï�!�÷1ö0÷��	ñ���@	ñ	÷	ûIì^î�ô�ó�ñ1ì3û'ì^î

ó�û�$�ð�ó�ï	��û�ð�ï,3�ø�ð�ì,ð��	ï
y ∈ X

!'û#��ö��Bø�ð�ï	��ö��#ý'ü%$!ñ�� ��î���ð��1ó�ï	�#îBì
[y ∈x] = [y ∩ x = ∅] = 1B

&
'Iö�ó�ô�ö�ø1ù�ô	û

supn∈N[y= yn] = [y∈x] = 1B
!�ó�ö���ø�îBó��1ö<÷��	ñ���@	ñ	÷	ûrñ1ó�ò1ð��	÷����#î��	ñ	ý �<ÿBû�ø�ð���ö��

î�ø"��ð�ÿ��1ð
B
��î�����ð�ï�ó�ý ��î�ú�ÿBñ1ð��	ñ1ð�ð��1ñ��	ñ�@��

(dn)n∈N
ïBî�ô�ö�ð	!�ò	ï�ö

dn 6 [y= yn]
�	ø1ý/��ó�ðLõ

n ∈ N
!

ï�&1ð	&
y = mixn∈N dnyn

&"'Iö�ø�ö9�Gñ1ì
z = mixn∈N dnyn+1

&1XÁö����î�ó\û�ò1ð�ï�ö�ì ��& & ì2��ñ1ì,ð�ð�ì

[z ∈ y] = sup
n∈N

dn ∧ [z ∈ y] = sup
n∈N

dn ∧ [yn+1 ∈ yn] > sup
n∈N

dn ∧ b = b

[z ∈x] = sup
n∈N

dn ∧ [z ∈x] = sup
n∈N

dn ∧ [yn+1 ∈x] = sup
n∈N

dn = 1B > b,

öBï�ô	û#��î
[y ∩x 6= ∅] > [z ∈ y∩x] > b > 0B

!�ò	ï�ö!÷��1öBï�ñ���ö��1ð�ò	ñ	ï���î���ð��1ó�ï	��û
[y∩x = ∅] = 1B

&
B

�Ñálv'è#ßlx	v�u�ßlx
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