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GL3(F )
°�«�±½°J¶�± Ãt²½°�± ³M± ¹�»t¹�ÉÀH³M¯�ÆM±½´

F
¹�Ê�ÆM± Â�¯�ÃtË��Ì
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M0 Ò
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M
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p
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GL3(K
(p))

¹�ÉÀ
p
ÌÝ¼�«�Ê�ÈÉ¯�ÂJ¿�´b³M¯�ÆM±½´
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Þhß	àtá'â�ãMä5â[å�ß £ ã ¥#æM³M¯�Æ�¹��º0Æ�»�¹M± Ã�¹��º5ÈÉ«�Ê�³�³� Ò ² ³M±½¼�°�«t´��°�«�»�¾�¿ Ò ÀM»��ÈÉ¯�¹��Æ�»MÏ »M«�Ê�±½´��º0´��°�«�»�¾� Ò n ÌÝ¼�«�Ê�ÌÈÉ¯�Â�¯J±,³M¯�ÆM± Ò �Æ�ÈÉ±½®J«M�»�ÇM±½²½¼�¯J±,ÏÉ�´	¿�¼��¹�»M±3³M¯�ÆMº�Í

s¸ç�èMé�êMë�ìtí�èMì�ë�î�ï<ï'ð�ñ	ò0ó<ð�ô'í<õ1öZé�êM÷�êbø�õ�ì�ù,ì�ñ	ëMèbú'è�û�í�êMóÑü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú�êMózþ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ò þ1ê�õ1ñ1êMó
õ1ô	ñ1ì�ó	ñ1êMó�÷�ç	ÿ�þ	þ	ò

GL3(F )
ë�ç1ì�ë � ì�ó�î�ë�ì�þ1ì�ñ	ôzñ�è�ízþ	ç1êMô���ð�ê�õ � ñ	òtù¸þ1ê�õ�ì�ù F ñ	ÿ�õ�ì�ð�êMó���è�ç�è�ú	ë�ì��

ç	ô1î�ë�ô	ú	ô � `Zç	ô�ø�ë�ê�ù 	 êMþ	ô	ç�è�ï	î � ñ�èÚëMè�ú�êMóÕç1ì
��ÿ�õ � ëMè�ë 	 ðÅ÷�ç	ÿ�þ	þ1ì GL3(F )
ñ�è�íÕþ1ê�õ�ì�ù

F
ê�í1ñ1êM÷�ê

î�þ1ì�ü	ô�è�õ � ñ1êM÷�ê ð�ô'í�è¬ð�ò5í�ìJõ1ï'öHë�î�ï ñ1ì�ú�êMë�êMç	òtìÕú�êMñ1ì�ý	ñ	òtì�ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô1ì�þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ò � `Gì�ç	ð�òtìô1î�îJõ�ìJí�êMð#è�ñ	ô	ïÑü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô��<þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þzþ1ê�õ1ñ1êMó<õ1ô	ñ1ì�ó	ñ1êMóÑ÷�ç	ÿ�þ	þ	ò
GLn(F )

ñ�è�ízþ1ê�õ�ì�ù
F
þ	ç	ô

n = 2
ô
n = 3

þ1êÚî�þ1ì�ú	ë�ç	ÿzì�ìGùlè�ë�ç	ô	ü�éMò5õ1ô�ñ�è�ý�è�ë�ò ð��� 	������X[è�úÚôEðGç�èMé�êMë�ì�� � � ù3ò í�èMì�ù�ÿ�î�ô'õ�ì�ñ	ô1ì0ç1ì
��ÿ�õ � ëMè�ë�êMðbô���� ����	 êMë�ñ1ê�î�ï��!ô��#î�ïÚë�ê�õ � ú�êGúÚîJõ1ÿ�ý�è�öè�õ1÷�ì�éMç�è�ô	ý1ì�î�ú	ô���èMù3ú	ñ	ÿ�ë�êM÷�êEþ1ê�õ1ï � `Zç	ôzø�ë�ê�ù ù3ò ô1î�þ1ê�õ � ��ÿ�ì�ù¸ñ1ì�î�ú�ê�õ � ú�êÚô	ñ1êMó�þ1ê�í��#ê�í 	 ê�î�ñ1ê��ð#è�ñ	ñ	ò0óÎñ�èÚî�ð�êMó1î�ë�ð#è�����è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú	ô���ú�êMç	ñ1ì�ó�ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ�èÅêMë<ùlè�ë�ç	ô	ü	ò���î�ù � � � 	 î ���! ���	� " 	 î �#� " �%$��^lõ�ìJí1ÿ�ö&�!ô	óVç1ì
��ÿ�õ � ëMè�ë 	 ê�î�ñ1êMð#è�ñ	ñ	ò0ó ñ�è î�ð�êMó1î�ë�ð#è��Vî�þ1ì�ú	ë�ç�è ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ	ñ1êMóiùlè�ë�ç	ô	ü	ò 	þ1ê'��ð�ê�õ1ï	ì�ë¸ð�ò0ý	ô1îJõ1ï'ë � õ1öZé�êMó ø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë¸ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú�êMó þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ò þ1ê�õ1ñ1êMó õ1ô	ñ1ì�ó	ñ1êMó�÷�ç	ÿ�þ��
þ	ò

GL3(F )
ð�îJõ1ÿ�ý�èMì

charF = 0
� þ	ç1ìJí1ð#è�ç	ô	ë�ìJõ � ñ1ê�ì<î�ê�ê�é'��ì�ñ	ô1ì�í�è�ñ1êzð(� ���%$�� Thë�ù,ì�ë�ô1ù 	 ý	ë�êð�ò0ý	ô1îJõ�ì�ñ	ô1ìÚð�òtî�êMú	ô��¬î�ë�ì�þ1ì�ñ1ì�ó ùlè�ë�ç	ô	ü	òaô1î�þ1ê�õ � ��ÿ�ì�ë�î�ï¬þ	ç	ô êMþ	ç1ìJí�ìJõ�ì�ñ	ô	ô ñ�è�ô1é�ê�õ �!) ì�÷�ê�þ1ê

ù,ê�í1ÿ�õ1ö î�ê�é�î�ë�ð�ì�ñ	ñ1êM÷�ê*��ñ�è�ý1ì�ñ	ô	ïÎùlè�ë�ç	ô	ü	ò+��î�ù � � , 	 î � �!"���-��!"!" �%$��
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��� �	�	�	���������	����/ - ����"1 	/	/�����/ - �	$ - ���	�	$����	$ - ����"1 	/	/	. �J"Ô����	'���¬������/���$	� � �

�|#���}|�Hy���v��5���	�

α
*
β
*
γ � �'��"�������� "����������������	���Ñ� - "�$	�¸�����J"�� � .

M ∈ GL3 (F )
* � -

� �	�	�	���������	����/ - ����"1 	/	/�� 〈M〉 * / - " - �b�Ô��$	$���� �����J"�� � ��� M $���� / - �����
F
$� �����
 - ���'��"����������

"��������	�	� *Ô- /#"Ô� �Ô�������������<"���
'��$�����
����3���
1)

Mn =
∆1

w
M2 +

∆2

w
M +

∆3

w
M0,

/#"��<"�����	���M$	.��
α
*
β
*
γ �

w =

∣∣∣∣∣∣

α2 α 1
β2 β 1
γ2 γ 1

∣∣∣∣∣∣
,

∆i �
- /#"Ô� �Ô���	��������	 * / - �� �����$	$	.0�Î�������$ - �

i
��� - ��� - �! � � - /#"Ô� �Ô���	���������

w
��� - �! � - �

t(αn, βn, γn);

2)

Mn = − ∆1

(α− β)2
M2 − ∆2

(α− β)2
M − ∆3

(α− β)2
M0,

�½�Ô�
α � ��
� 	�#"�����$	.0�z� - "Ô��$�	 � β � /#" - ��� - �Ñ� - "Ô��$�	 � ∆i �

- /#"Ô� �Ô���	��������	 * / - �� �����$	$	.0�z��������
$ - �

i
��� - ��� - �! � � - /#"Ô� �Ô���	���������

∣∣∣∣∣∣

α2 α 1
2α 1 0
β2 β 1

∣∣∣∣∣∣
��� - �! � - � t(αn, nαn−1, βn) �

3)

Mn =
n(n− 1)

2
αn−2M2 +

(
2n− n2

)
αn−1M +

1

2
(n− 1) (n− 2)αnM0,

�½�Ô�
α � �J"Ô�"�'�#"�����$	.0�#�'��"�������� "����������������	�	��� - "Ô��$�	<�����J"�� � .

M
4

C
� $�$ `Zÿ�î�ë � M ∈ GL3 (F )

ô
α, β 	 γ % ç�è���õ1ô	ý	ñ	òtì ��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú	ô1ìÚú�êMç	ñ	ô ùlè�ë�ç	ô��

ü	ò
M 	 ð�ê�ê�é'��ìz÷�êMð�êMç#ï 	 þ	ç	ô	ñ�è�í	õ�ì�û�è��!ô1ìÎú	ÿ'éMô	ý1ì�î�ú�ê�ù3ÿ ç�èMî ) ô	ç1ì�ñ	ô	ö þ1ê�õ1ï

F � `GêÕë�ì�êMç1ì�ù,ìd'èMù3ô'õ � ë�êMñ�è % XZø�õ1ô ��î�ù ��	 ñ�è�þ	ç	ô1ù,ì�ç 	 � " 	 î � � �! ��%$ ô�þ1ê'&[êMç1ù3ÿ�õ�èMù s�ô1ì�ëMèÑþ	ç	ô n = 3 	 î�þ	ç�è��ð�ìJí	õ1ô	ð�òtù¸ôÑí	õ1ï�ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ1êMðÅñ�è�í�õ1öZéMòtù þ1ê�õ�ì�ù
F
ô1ù,ì�ì�ù

M3 = (α+ β + γ)M 2 − (αβ + αγ + βγ)M + αβγM 0.
� � $

W �tç�è�ð�ì�ñ1î�ë�ð#è*� � $ îJõ�ìJí1ÿ�ì�ë 	 ý	ë�ê M4 ë�ê�û!ìhù,ê�ûEñ1ê[ð�ò0ç�è���ô	ë � ý1ì�ç1ì
� M2 	 M ô
M0 	 ÿ'ù3ñ1ê�û�è�ïí	õ1ï ø�ë�êM÷�ê¸ê�é�ì�ý�èMî�ë�ô+� � $ ñ�è M ô ��èMù,ì�ñ	ï'ï þ1ê�ï'ðMõ1ï'ö&�!ÿ�öZî�ï ð õ�ì�ð�êMó ý�èMî�ë�ô ùlè�ë�ç	ô	ü	ÿ

M3
þ	ç�è�ð�êMóÑý�èMî�ë � ö�� � $
	 ô<ð�ê�ê�é'��ì 	 þ1êMð�ë�êMç#ï'ïÑþ1ê�îJõ�ìJí�êMð#è�ë�ìJõ � ñ1êEø�ë�êMë�þ	ç1êMü1ì�î�îHñ	ÿ�ûEñ1ê�ìHý	ô1îJõ�ê�ç�è�� 	ù3ò�þ1ê�õ1ÿ�ý	ô1ù ç�è�ð�ì�ñ1î�ë�ð�ê

Mn = pnM
2 + qnM + rnM

0,
� � $

þ	ç	ô�ñ1ì�ú�êMë�êMç	ò �
pn, qn, rn ∈ F 	 n > 3 	 M 0 = E % ìJí1ô	ñ	ô	ý	ñ�è�ïÎùlè�ë�ç	ô	ü�è�ë�ç1ì�ë � ì�÷�êÚþ1êMç#ï�í1ú'è �`Zÿ�î�ë � λ % î�ê�é�î�ë�ð�ì�ñ	ñ1ê�ì ��ñ�è�ý1ì�ñ	ô1ìGùlè�ë�ç	ô	ü	ò

M � n êM÷�í�è 	 ú'è�úzô���ð�ì�î�ë�ñ1ê��î�ù ��	 ñ�è�þ	ç	ô1ù,ì�ç 	 � " 	î ��� � �%$�	 ì�îJõ1ô f(M) % ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ�êMëÅùlè�ë�ç	ô	ü	ò
M 	 ë�êÚî�ê�é�î�ë�ð�ì�ñ	ñ1ê�ì���ñ�è�ý1ì�ñ	ô1ì!ùlè�ë�ç	ô	ü	ò f(M)ç�è�ð�ñ1ê

f(λ) � `GêMø�ë�ê�ù3ÿÕð�ð�ô'í1ÿ � � $ ø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë�ò pnλ
2 + qnλ + rn

ô
λn

ï'ðMõ1ï'öHë�î�ï¬î�ê�é�î�ë�ð�ì�ñ	ñ	òtù3ô
��ñ�è�ý1ì�ñ	ô	ï	ù3ô�ùlè�ë�ç	ô	ü	ò

Mn �n êM÷�í�è 	 ÿ�ý	ô	ë�ò0ð#è�ï 	 ý	ë�ê αn 	 βn 	 γn % î�ê�é�î�ë�ð�ì�ñ	ñ	òtì ��ñ�è�ý1ì�ñ	ô	ï�ùlè�ë�ç	ô	ü	ò
Mn þ1ê�õ1ÿ�ý�èMì�ù

î�ô1î�ë�ì�ù3ÿÑÿ�ç�è�ð�ñ1ì�ñ	ô	ó




pnα
2 + qnα+ rn = αn,

pnβ
2 + qnβ + rn = βn,

pnγ
2 + qnγ + rn = γn.

� � $



� � � ������
�� 4�� 4 *�� ����� - 
�� � 4�� 4

Thþ	ç1ìJí�ìJõ1ô	ë�ìJõ � ø�ë�êMóÎî�ô1î�ë�ì�ù3ò

w =

∣∣∣∣∣∣

α2 α 1
β2 β 1
γ2 γ 1

∣∣∣∣∣∣
= (α− β) (α− γ) (β − γ) 6= 0

% ì�î�ë � êMþ	ç1ìJí�ìJõ1ô	ë�ìJõ � s0è�ñ'í�ì�ç1ù,êMñ'í�èZë�ç1ì�ë � ì�÷�êZþ1êMç#ï�í1ú'è � e}ì ) è�ïEî�ô1î�ë�ì�ù3ÿ� � $ þ1êHþ	ç�è�ð�ô'õ1ÿ�XZç�è��ù,ì�ç�è 	 ñ�è��#ê�í1ô1ù¸ú�êMø�& &Gô	ü	ô1ì�ñ	ë�ò pn 	 qn 	 rn $
pn =

∆1

w
, qn =

∆2

w
, rn =

∆3

w
,

÷�í�ì

∆1 =

∣∣∣∣∣∣

αn α 1
βn β 1
γn γ 1

∣∣∣∣∣∣
, ∆2 =

∣∣∣∣∣∣

α2 αn 1
β2 βn 1
γ2 γn 1

∣∣∣∣∣∣
, ∆3 =

∣∣∣∣∣∣

α2 α αn

β2 β βn

γ2 γ γn

∣∣∣∣∣∣
,

ë�ì�ù¸î�èMù3òtù þ � �Hí�êMú'è���è�ñ �
� $�$ ^lõ1ÿ�ý�è�ó í1ð�ÿ�ú	ç�è�ë�ñ1êM÷�ê�ú�êMç	ñ	ï � `Zÿ�î�ë � α 	 β 	 γ % ��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú	ô1ìÎú�êMç	ñ	ô ùlè�ë�ç	ô��

ü	ò
M 	 þ	ç	ô	ý1ì�ù α % í1ð�ÿ�ú	ç�è�ë�ñ	ò0ó 	 β % þ	ç1ê�î�ë�êMóÎú�êMç1ì�ñ � ô 	 ��ñ�è�ý	ô	ë 	 γ = α �`Zÿ�î�ë � M ÿ�í�êMðMõ�ì�ë�ð�êMç#ï	ì�ëÅÿ�ç�è�ð�ñ1ì�ñ	ô	ö � � $
� n êM÷�í�èEç�èMî�î�ùlè�ë�ç	ô	ð#èMì�ù ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ

f (x) = xn − pnx
2 − qnx− rn.

� � $
n è�ú ú'è�ú

α % í1ð�ÿ�ú	ç�è�ë�ñ	ò0ó ú�êMç1ì�ñ � ø�ë�êM÷�ê ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ�è 	 ë�ê êMñ ï'ðMõ1ï	ì�ë�î�ï ëMè�ú	û!ì�ú�êMç	ñ1ì�ùþ	ç1êMô���ð�ê�í1ñ1êMóÕù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ�è
f(x) 	 ë � ì �

nαn−1 − 2pnα− qn = 0.

n êM÷�í�èÚþ1ê�õ1ÿ�ý�èMì�ù¸î�ô1î�ë�ì�ù3ÿ




pnα
2 + qnα+ rn = αn,

2pnα+ qn = nαn−1,

pnβ
2 + qnβ + rn = βn.

n è�ú ú'è�ú þ1ê�ÿ�îJõ�êMð�ô	ö
α 6= β 	 ë�ê�êMþ	ç1ìJí�ìJõ1ô	ë�ìJõ � ø�ë�êMó î�ô1î�ë�ì�ù3ò −(α− β)2 6= 0 	 ô ç1ì ) è�ïêMë�ñ1ê�î�ô	ë�ìJõ � ñ1ê pn 	 qn 	 rn þ1ê�þ	ç�è�ð�ô'õ1ÿzXZç�èMù,ì�ç�è 	 þ1ê�õ1ÿ�ý�èMì�ù

pn = − ∆1

(α− β)2
, qn = − ∆2

(α− β)2
, rn = − ∆3

(α− β)2
,

÷�í�ì
∆i %

êMþ	ç1ìJí�ìJõ1ô	ë�ìJõ � 	 þ1ê�õ1ÿ�ý1ì�ñ	ñ	ò0ó���èMù,ì�ñ1êMó i �Ù÷�êÚî�ë�ê�õ�éMü�èÚêMþ	ç1ìJí�ìJõ1ô	ë�ìJõ1ï
∣∣∣∣∣∣

α2 α 1
2α 1 0
β2 β 1

∣∣∣∣∣∣
î�ë�ê�õ�éMü1ê�ù t(αn, nαn−1, βn)

ôÎë�ì�ù î�èMù3òtù�&[êMç1ù3ÿ�õ�è�í	õ1ï
Mn ðÚç�èMî�î�ùlè�ë�ç	ô	ð#èMì�ù,ê�ù îJõ1ÿ�ý�èMìGí�ê��

ú'è���è�ñ�è �� $�$ ^lõ1ÿ�ý�è�ó ë�ç1ì��'ú	ç�è�ë�ñ1êM÷�ê(��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú�êM÷�ê ú�êMç	ñ	ï $ α = β = γ � n êM÷�í�è ú�êMç1ì�ñ � αï'ðMõ1ï	ì�ë�î�ïÑú�êMç	ñ1ì�ù ù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ�è�� � $ ôzì�÷�êbþ1ì�ç	ð�êMózô<ð�ë�êMç1êMózþ	ç1êMô���ð�ê�í1ñ1êMó � `GêMø�ë�ê�ù3ÿÚí	õ1ï<ú�êMø�& �&Gô	ü	ô1ì�ñ	ë�êMðÚç�è�ð�ì�ñ1î�ë�ð#è�� � $ þ1ê�õ1ÿ�ý�èMì�ù

pn =
n(n− 1)

2
αn−2, qn =

(
2n− n2

)
αn−1, rn =

1

2
(n− 1) (n− 2)αn. �



��� �	�	�	���������	����/ - ����"1 	/	/�����/ - �	$ - ���	�	$����	$ - ����"1 	/	/	. �J"Ô����	'���¬������/���$	� � "
c!êMú'è���è�ñ	ñ�è�ï ë�ì�êMç1ì�ùlè �Úþ1ê'��ð�ê�õ1ï	ì�ëÕô1î�îJõ�ìJí�êMð#è�ë � ð�êMþ	ç1ê�î<ê�ú�êMñ1ì�ý	ñ	ò � ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô�� þ1ê�í��

÷�ç	ÿ�þ	þ�è���þ1ê�õ1ñ1êMóÕõ1ô	ñ1ì�ó	ñ1êMó¬÷�ç	ÿ�þ	þ	ò
GL3

(
K(n)

) ñ�è�í
n
�Ùú	ç	ÿ�÷�êMð�òtù þ1ê�õ�ì�ù

K(n) ï'ðMõ1ï'ö&��ì�ù,î�ï
þ1ê�õ�ì�ù�ç�è���õ�ê�û!ì�ñ	ô	ï�í1ð�ÿ�ý'õ�ì�ñ�è

xn−1
ñ�è�íEþ1ê�õ�ì�ù

K
ñ	ÿ�õ�ì�ð�êMó ��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ú	ô ��î�ð�êMó1î�ë�ð#èHëMè�ú	ô��

þ1ê�õ�ì�óÅô���õ�ê�û!ì�ñ	ò ð � � 	 î � ��� �%$�� THé�ê'��ñ�è�ý	ô1ù ý1ì�ç1ì
� E(n) ù3ñ1ê�û!ì�î�ë�ð�ê!ú�êMç	ñ1ì�óÑù3ñ1êM÷�êMý'õ�ì�ñ�è xn−1 �s�ð�ìJí�ì�ùÕëMè�ú	û!ìtê�é�ê'��ñ�è�ý1ì�ñ	ô1ì
N3

(
K(n)

) í	õ1ï!ý	ô1îJõ�èZü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô���þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þÚþ1êMç#ï�í1ú'è
n
ðZ÷�ç	ÿ�þ��

þ1ì
GL3

(
K(n)

) � n êM÷�í�èEô1ù,ì�ì�ëÅù,ì�î�ë�êÚîJõ�ìJí1ÿ�ö&�Eè�ï

�|#���}|�Hy���v��E��� ���  - � - /#" - ��� - � - �M�������

p
� - �	����������
 - � �	�	�	���������	��� / - ����"1 	/	/ / - �

"������	�
p
* / - " - �b�������3.��a������� - $����	�1��#"1 1���3.t�3� �����J"�� � ���3��
 / - �	$ - � �	�	$����	$ - � ��"1 	/	/��

GL3

(
K(p)

) $����
p � �#"1 �� - 
�.t�¸/ - �����

K(p) $� �����
 - �'�'��"�������� "��������	�	�Õ���������������� - "��Ô �� - �

N3

(
K(p)

)
= p2 + p+ 1.

C
^�ñ�è�ý�è�õ�è�éMÿ�í�ì�ù ç�èMî�î�ùlè�ë�ç	ô	ð#è�ë � îJõ1ÿ�ý�è�ózùlè�ë�ç	ô	üÑîhþ	ç1ê�î�ë�òtù î�þ1ì�ú	ë�ç1ê�ù 	 ë � ì � þ	ÿ�î�ë � ùlè�ë'�ç	ô	ü�è
M ∈ GL3

(
K(p)

) ô1ù,ì�ì�ë¬ç�è���õ1ô	ý	ñ	òtì���è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú	ô1ì�ú�êMç	ñ	ô
α 	 β 	 γ 	 þ	ç	ô	ñ�è�í	õ�ì��û�è��!ô1ì 	 ð�ê�ê�é'��ìG÷�êMð�êMç#ï 	 è�õ1÷�ì�éMç�è�ô	ý1ì�î�ú�ê�ù3ÿ��èMù3ò0ú'è�ñ	ô	öiþ1ê�õ1ï

K(p) � `Gê�î�ë�ç1êMô1ù¸ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ÿ�öþ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ÿ 〈M〉 < GL3

(
K(p)

) þ	ç1ê�î�ë�êM÷�êÑþ1êMç#ï�í1ú'è
p 	 þ1êMç1ê�û�í�ì�ñ	ñ	ÿ�ö>ùlè�ë�ç	ô	ü1ì�ó

M � c[õ1ï�ø�ë�ê��÷�êÎðÕë�ì�êMç1ì�ù,ì �Åþ1ê�õ�ê�ûEô1ù
n = p

ô þ1êMë�ç1ì�éMÿ�ì�ù 	 ý	ë�ê�éMò |〈M〉| = p 	 M p = E 	 Mk 6= E
þ	ç	ô

1 6 k 6 p 	 ÷�í�ì E % ìJí1ô	ñ	ô	ý	ñ�è�ï�ùlè�ë�ç	ô	ü�èEë�ç1ì�ë � ì�÷�êÚþ1êMç#ï�í1ú'è �s î�ô'õ1ÿÑë�ì�êMç1ì�ù3ò �Gø�ë�ê�ë�ç1ì�é�êMð#è�ñ	ô1ì[ç�è�ð�ñ1ê�î�ô'õ � ñ1êÅë�ê�ù3ÿ 	 ý	ë�ê
∆1 = 0, ∆2 = 0, ∆3 = w.

� " $
`Zç	ôÅø�ë�ê�ù ��èMù,ì�ë�ô1ù 	 ý	ë�êGí	õ1ïÚþ1ê�õ1ÿ�ý1ì�ñ	ô	ïÅç�è�ð�ì�ñ1î�ë�ð#è Mp = E

í1ç	ÿ�÷�ê�ìtë�ç1ì�é�êMð#è�ñ	ô1ì ∆1
w M2+

∆2
w M = 0 	 ÷�í�ì 0 % ñ	ÿ�õ�ì�ð#è�ï�ùlè�ë�ç	ô	ü�è 	 ñ1ìGéMÿ�í�ì�ëÚô1ù,ì�ë � ù,ì�î�ëMè �n êM÷�í�èEðÅî�ô'õ1ÿ<ë�ì�êMç1ì�ù3ò+�Zô1ù,ì�ì�ù¸î�ô1î�ë�ì�ù3ÿÑÿ�ç�è�ð�ñ1ì�ñ	ô	ó

∣∣∣∣∣∣

αn α 1
βn β 1
γn γ 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣

α2 αn 1
β2 βn 1
γ2 γn 1

∣∣∣∣∣∣
= 0,

∣∣∣∣∣∣

α2 α αn

β2 β βn

γ2 γ γn

∣∣∣∣∣∣
= w.

� � $
e}ì ) ô	ð ø�ë�ÿ î�ô1î�ë�ì�ù3ÿ¸êMë�ñ1ê�î�ô	ë�ìJõ � ñ1ê αn 	 βn 	 γn 	 þ1ê�õ1ÿ�ý	ô1ù αn = βn = γn � `Gê�í�î�ëMè�ðMõ1ï'ï

ô��Õð�ë�ç1ì�ë � ìÚç�è�ð�ì�ñ1î�ë�ð�êÎî�ô1î�ë�ì�ù3ò � � $
	 éMÿ�í�ì�ù ô1ù,ì�ë �
∣∣∣∣∣∣

α2 α αn

β2 β αn

γ2 γ αn

∣∣∣∣∣∣
= w 	 êMë�ú	ÿ�í�è αn = 1 	 ñ1ê

ë�êM÷�í�è!ô
βn = 1 	 γn = 1 	 ô ��ñ�è�ý	ô	ë 	 α, β, γ ∈ K(p) 	 ë�êMý	ñ1ì�ì α 	 β 	 γ ∈ E(p) � jGêbëMè�úzú'è�úzùlè�ë�ç	ô��ü�è

M
þ1êHÿ�îJõ�êMð�ô	ö ô1ù,ì�ì�ëGþ	ç1ê�î�ë�êMóÅî�þ1ì�ú	ë�ç 	 ë�êHñ�è�í<è�õ1÷�ì�éMç�è�ô	ý1ì�î�ú�ê�ù(��èMù3ò0ú'è�ñ	ô	ôÚþ1ê�õ1ï K(p) êMñ�è

þ	ç	ô	ð�ê�í1ô	ë�î�ïÕúÎí1ô�è�÷�êMñ�è�õ � ñ1ê�ù3ÿÎð�ô'í1ÿ � `GêMø�ë�ê�ù3ÿ�ñ1ìbñ�è�ç	ÿ ) è�ï�ê�é'�!ñ1ê�î�ë�ô�ç�èMî�î�ÿ�û�í�ì�ñ	ô	ó¬ù,ê�ûEñ1ê
î�ý	ô	ëMè�ë � M =




α 0 0
0 β 0
0 0 γ


 	 ÷�í�ì α, β, γ ∈ E(p) �

e3èMî�î�ù,êMë�ç	ô1ù ë�ì�þ1ì�ç � îJõ1ÿ�ý�è�ó ùlè�ë�ç	ô	ü	ò M 	 ô1ù,ì�ö&��ì�ó í1ð�ÿ�ú	ç�è�ë�ñ	ò0ó ��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú	ô	óú�êMç1ì�ñ � α ô!þ	ç1ê�î�ë�êMóEú�êMç1ì�ñ � β 	 þ1êMú'èZî�ý	ô	ëMè�ï!ô��bþ	ç	ô	ñ�è�í	õ�ì�û�è��!ô1ù3ô<è�õ1÷�ì�éMç�è�ô	ý1ì�î�ú�ê�ù3ÿ ��èMù3ò0ú'è��ñ	ô	öVþ1ê�õ1ï
K(p) � `Gê�î�ú�ê�õ � ú	ÿ<õ1öZéMÿ�ö ùlè�ë�ç	ô	ü	ÿÑñ�è�í�è�õ1÷�ì�éMç�è�ô	ý1ì�î�ú	ô���èMù3ú	ñ	ÿ�ë�òtù¸þ1ê�õ�ì�ù¸ù,ê�ûEñ1ê

þ	ç	ô	ð�ì�î�ë�ô�úÎë�ç1ì�ÿ�÷�ê�õ � ñ1ê�ù3ÿÎð�ô'í1ÿ 	 ë�ê<î�ç�è���ÿ�ù,ê�û!ì�ù î�ý	ô	ëMè�ë � 	 ý	ë�ê M =




α x y
0 α z
0 0 β


 	 ÷�í�ì x 	

y 	 z % ñ1ì�ú�êMë�êMç	òtìbø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë�ò ô��bè�õ1÷�ì�éMç�è�ô	ý1ì�î�ú�êM÷�ê ��èMù3ò0ú'è�ñ	ô	ï�þ1ê�õ1ï
K(p) � n êM÷�í�èÚô1ù,ì�ì�ù

Mp =




αp pαp−1x αp−βp

α−β y

0 αp αp−βp

α−β z

0 0 βp


 .

� , $



�!� � ������
�� 4�� 4 *�� ����� - 
�� � 4�� 4

n ç1ì�éMÿ�ïÚë�ì�þ1ì�ç � 	 ý	ë�ê�éMò Mp = E 	 éMÿ�í�ì�ù�ô1ù,ì�ë � 	 ý	ë�ê pαp−1x = 0 	 êMë�ú	ÿ�í�è x = 0 	 þ1ê�î�ú�ê�õ � ú	ÿþ1ê�õ�ì
K(p) ô1ù,ì�ì�ëÚñ	ÿ�õ�ì�ð�ÿ�ö ��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ú	ÿ �

fHý	ô	ë�ò0ð#è�ï<ì
��ì0þ	ç	ôÅø�ë�ê�ù 	 ý	ë�ê αp = βp = 1 	 þ1ê�õ1ÿ�ý�èMì�ù Mp = E 	 ÷�í�ì M =




α 0 y
0 α z
0 0 β


 �

]lîJõ1ô
y = 0 	 z = 0

ë�ê
Mp = E

ô
M =




α 0 0
0 α 0
0 0 β


 ô ��ñ�è�ý	ô	ë 	 ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô1ìZþ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ò

þ1êMç#ï�í1ú'è
p 	 þ1êMç1ê�û�í�èMì�ù3òtì�ëMè�ú	ô1ù3ô�ùlè�ë�ç	ô	ü�èMù3ô�éMÿ�í1ÿ�ëÅð�ú'õ1öHý1ì�ñ	ò ðÅú�êMñ1ì�ý	ñ	ÿ�öpî�êMð�êMú	ÿ�þ	ñ1ê�î�ë �

ô��
N3

(
K(p)

) ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô���þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þÎ÷�ç	ÿ�þ	þ	ò
GL3

(
K(p)

) �s îJõ1ÿ�ý�èMìGë�ç1ì��'ú	ç�è�ë�ñ1êM÷�ê ��è�ç�è�ú	ë�ì�ç	ô1î�ë�ô	ý1ì�î�ú�êM÷�êÑú�êMç	ñ	ï
α
� , $ éMÿ�í�ì�ëÚô1ù,ì�ë � ð�ô'í

Mp =




αp 0 pαp−1y
0 αp pαp−1z
0 0 αp


 .

n êM÷�í�èÕùlè�ë�ç	ô	ü�è
M

éMÿ�í�ì�ë�þ1êMç1ê�û�í�è�ö&�!ô1ù ø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë�ê�ùVü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú�êMó¸þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ò>þ1êMç#ï�í1ú'è
p 	ë�ê�õ � ú�êÚë�êM÷�í�è 	 ú�êM÷�í�è αp = 1

ô
y = 0 	 z = 0 	 ë � ì � α ∈ E(p) �n è�ú	ô1ù ê�éMç�è���ê�ù 	 ñ�èMù3ô ÿ�î�ëMè�ñ1êMðMõ�ì�ñ1ê 	 ý	ë�ê¸þ1êMç1ê�û�í�è�ö&�Eè�ïVùlè�ë�ç	ô	ü�è

M 6= E
ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì��

î�ú�êMózþ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ò þ1êMç#ï�í1ú'è
p
÷�ç	ÿ�þ	þ	ò

GL3

(
K(p)

) í�ê�õ1ûEñ�èbô1ù,ì�ë � í1ô�è�÷�êMñ�è�õ � ñ	ò0ó�ð�ô'í 	 þ	ç	ô	ý1ì�ùì�ìZí1ô�è�÷�êMñ�è�õ � ñ	òtì[ø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë�ò þ	ç	ô	ñ�è�í	õ�ì�û�è�ë
E(p) �`Gì�ç1ì�ó'í�ì�ù ë�ì�þ1ì�ç � ú þ1ê�í�î�ý1ì�ë�ÿ ý	ô1îJõ�èÎü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô�� þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ þ1êMç#ï�í1ú'è p ð GL3

(
K(p)

) �XGê�õ1ô	ý1ì�î�ë�ð�ê�ð�î�ì�ð�ê'��ù,ê�ûEñ	ò � ùlè�ë�ç	ô	ü
M

ÿ�ú'è���è�ñ	ñ	ò � ð�ô'í�êMð�ç�è�ð�ñ1êÎý	ô1îJõ1ÿ�ç�è���ù,ì
��ì�ñ	ô	ó îÚþ1ê��
ð�ë�êMç1ì�ñ	ô	ï	ù3ô

A
3
p = p3 � s�òté�ì�ç1ì�ù¸þ	ç1êMô���ð�ê�õ � ñ	ÿ�öaùlè�ë�ç	ô	ü	ÿ

M1 	 þ1êMç1ê�û�í�è�ö&�!ÿ�ö ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ÿ�ö
þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ÿ 〈M1〉

þ1êMç#ï�í1ú'è
p
ð<÷�ç	ÿ�þ	þ1ì

GL3

(
K(p)

) � ^�ë�ç1êMô1ù ð�ë�êMç	ÿ�öiü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ÿ�öaþ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ��
þ	ÿ 〈M2〉

þ1êMç#ï�í1ú'è
p
ð
GL3

(
K(p)

) ëMè�ú 	 ý	ë�ê�éMò 〈M1〉∩ 〈M2〉 = {E} � `Zç1ê�í�ê�õ1û�è�ï<ø�ë�êMëbþ	ç1êMü1ì�î�î 	ñ�è�þ1ê�îJõ�ìJí1ñ1ì�ù ) è�÷�ì<î�ë�ç1êMô1ùVü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ÿ�ö þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	ÿ 〈Ms〉 	 ÷�í�ì s = N3

(
K(p)

) 	 þ	ç	ô ø�ë�ê�ùú'è�û�í�êMó ü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú�êMó þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ1ì 〈Mi〉
ð!��è�ô1ù3ñ1ê ê�í1ñ1ê'��ñ�è�ý	ñ1ê î�êMþ1ê�î�ëMè�ðMõ1ï	ì�ë�î�ï ÿ�þ1êMç#ï�í�êMý1ì�ñ��

ñ	ò0óÑñ�èMé�êMç<ë�ç1ì��<ø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë�êMð�ô��
E(p) 	 ð�ê�ê�é'��ìH÷�êMð�êMç#ï 	 îhþ1êMð�ë�êMç1ì�ñ	ô	ï	ù3ôzëMè�ú	ô��<ø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë�êMð � n è�úú'è�ú¬ðÑø�ë�ô��Õü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô���þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ�è���ô1ù,ì�ì�ë�î�ï�ë�ê�õ � ú�ê�ê�í1ô	ñ ê�é'�!ô	óÕø�õ�ì�ù,ì�ñ	ë E 	 þ1êMð�ë�êMç#ï'ö ��!ô	ó1î�ï

p
ç�è�� 	 ë�ê�ô��[ê�é'��ì�÷�ê�ú�ê�õ1ô	ý1ì�î�ë�ð#èÚùlè�ë�ç	ô	ü 	 ð'�#ê�í1ï��!ô��zð�ê!ð�î�ìZü	ô	ú'õ1ô	ý1ì�î�ú	ô1ì[þ1ê�í1÷�ç	ÿ�þ	þ	òñ	ÿ�ûEñ1ê[ô1î�ú'õ1öHý	ô	ë � N3
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