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Àííîòàöèÿ. Â ñòàòüå ïðèâåäåíà âûñîêî÷àñòîòíàÿ àñèìïòîòèêà ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà, îïèñûâàþ-

ùåé äâèæåíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè â îáëàñòè, îãðàíè÷åííîé âèáðèðóþùåé ïîâåðõíîñòüþ.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ òðåáóþò ñîâïàäåíèÿ âåêòîðîâ ñêîðîñòåé ìàòåðèàëüíîé ÷àñòèöû æèäêîñòè è òîé

òî÷êè ãðàíèöû, â êîòîðîé ÷àñòèöà íàõîäèòñÿ; òåì ñàìûì èñêëþ÷àåòñÿ êàê ñêîëüæåíèå æèäêîñòè

âäîëü ãðàíèöû (óñëîâèå ïðèëèïàíèÿ), òàê è ïðîòåêàíèå ïåðâîé ÷åðåç âòîðóþ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

äâèæåíèå ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî è ïåðèîäè÷íî ïî âðåìåíè, ïðè÷åì îãðàíè÷åííàÿ åþ îáëàñòü

â ñðåäíåì ïîêîèòñÿ, íî ìîæåò, âîîáùå ãîâîðÿ, èçìåíÿòü �îðìó. ×àñòîòà êîëåáàíèé ãðàíèöû ñòðå-

ìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè, à àìïëèòóäà � ê íóëþ, íî îòíîøåíèå àìïëèòóäû ê òîëùèíå ñòîêñîâà ñëîÿ

îñòàåòñÿ âåëè÷èíîé ïîðÿäêà åäèíèöû. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò � ÿâíûé âèä óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ

óñëîâèé, îïðåäåëÿþùèõ ñðåäíåå òå÷åíèå â ñàìîì îáùåì ñëó÷àå, áåç ñïåöèàëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé

î äàííûõ çàäà÷è. Íà ýòîé îñíîâå èññëåäîâàí ðÿä êîíêðåòíûõ òå÷åíèé, â ÷àñòíîñòè, òå÷åíèå â êðóã-

ëîé òðóáå, âûçûâàåìîå íîðìàëüíîé âèáðàöèåé åå ñòåíîê.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèñòåìà Íàâüå � Ñòîêñà, âûñîêî÷àñòîòíàÿ àñèìïòîòèêà, âèáðàöèÿ, ñðåäíåå òå-

÷åíèå.

Mathematial Subjet Classi�ation (2010): 76D05, 76D10, 76D17, 35Q30, 35Q35.

Îáðàçåö öèòèðîâàíèÿ: Èëüèí Ê. È., Ìîðãóëèñ À. Á. Âèáðîòå÷åíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêî-

ñòè

ïðè âûñîêèõ ÷èñëàõ �åéíîëüäñà // Âëàäèêàâê. ìàò. æóðí.�2019.�Ò. 21, âûï. 2.�Ñ. 5�17. DOI:
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1. Âèáðîòå÷åíèÿ è äðåé� Ñòîêñà

�àññìîòðèì òå÷åíèå âÿçêîé íåñæèìàåìîé è îäíîðîäíîé æèäêîñòè â êîíòåéíåðå, âû-

çûâàåìîå çàäàííûì ïåðèîäè÷åñêèì äâèæåíèåì åãî ñòåíîê. Ñàì êîíòåéíåð ìåíÿåò, âî-

îáùå ãîâîðÿ, ñâîþ �îðìó, íî â ñðåäíåì ïîêîèòñÿ. Õàðàêòåðíûå ìàñøòàáû òàêîãî òå-

÷åíèÿ: óñðåäíåííûé ðàçìåð êîíòåéíåðà L, àìïëèòóäà êîëåáàíèé ñòåíîê êîíòåéíåðà A,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÷àñòîòà Ω. Ïðèìåì L çà ìàñøòàá äëèíû, Ω−1

� çà ìàñøòàá âðåìåíè,

U = AΩ � çà ìàñøòàá ñêîðîñòè, è ρALΩ2
� çà ìàñøòàá äàâëåíèÿ (ãäå ÷åðåç ρ = const
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îáîçíà÷åíà ïëîòíîñòü æèäêîñòè). Êðîìå òîãî, âñå äàííûå çàäà÷è (1)�(2) ñ÷èòàåì 2π-
ïåðèîäè÷åñêèìè ïî τ , è ðàçûñêèâàåì 2π-ïåðèîäè÷åñêèå ïî τ ðåøåíèÿ. Ïðè óêàçàííîé

íîðìèðîâêå áåçðàçìåðíàÿ �îðìà ñèñòåìû Íàâüå � Ñòîêñà âûãëÿäèò òàê:

vτ + δ(v,∇)v = −∇p+ ǫ2∆v, ∇ · v = 0 in D(τ); (1)

v(x̄+ δỸ , τ) = Ỹτ , x̄ ∈ S̄. (2)

Çäåñü τ = Ωt, δ = A/L, ǫ2 = ν/(ΩL2), è ν � âÿçêîñòü æèäêîñòè. Äàëåå, ÷åðåç D(τ)
îáîçíà÷åíà îáëàñòü, çàíÿòàÿ æèäêîñòüþ â ìîìåíò âðåìåíè τ , Ỹ = Ỹ (x̄, τ, δ) � òåêóùåå

ñìåùåíèå òî÷êè x̄ ∈ S̄, S̄ = ∂D̄, è D̄ � îòñ÷åòíàÿ îáëàñòü, êîòîðóþ ìû ñ÷èòàåì çàäàííîé

è ïîñòîÿííîé.

Ââåäåì ÷èñëî �åéíîëüäñà Re = (LU)/ν = LAΩ/ν = δ/ǫ2. Ôîðìàëüíî óñòðåìèâ

ǫ→ +0 è δ → +0, ïîëó÷èì ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ñ ¾ëèøíèì¿ ãðàíè÷-

íûì óñëîâèåì:

vτ = −∇p, divv = 0 â D̄, v = Ỹτ |δ=0 íà S̄. (3)

Ýòà ñèñòåìà íå èìååò, âîîáùå ãîâîðÿ, ðåøåíèÿ. Åñëè æå îãðàíè÷èòüñÿ ëèøü íîðìàëüíîé

ïðîåêöèåé ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (3), òî ðåøåíèå ëåãêî íàéòè, ïîëàãàÿ v = ∇Φ. ×òîáû óäî-

âëåòâîðèòü ãðàíè÷íîå óñëîâèå, ê íàéäåííîìó ïîëþ ïðèäåòñÿ ïðèáàâèòü ïîãðàíñëîéíóþ

ïîïðàâêó. Ñëåäîâàòåëüíî, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè ìû ïîëó÷èì áåçâèõðåâîå (rotv = 0)
òå÷åíèå â ¾òåëå¿ æèäêîñòè, à çàâèõðåííîñòü, ñîçäàâàåìàÿ âÿçêèì òðåíèåì î ñòåíêó, ñî-

ñðåäîòî÷èòñÿ â óçêîì ñëîå âáëèçè ñòåíêè (ñòîêñîâ ñëîé). Òîëùèíà ñòîêñîâà ñëîÿ � ïîðÿä-

êà ǫ. Îäíàêî â ñòàðøèõ ïðèáëèæåíèÿõ ïîÿâëÿåòñÿ ãëîáàëüíîå ñðåäíåå âèõðåâîå òå÷åíèå

(â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èçâåñòíîå êàê steady streaming).

Íåñìîòðÿ íà îòíîñèòåëüíóþ ìàëîñòü ñêîðîñòè, ãëîáàëüíîå ñðåäíåå òå÷åíèå ìîæåò

ïîâëèÿòü íà ïðîöåññ ïåðåìåøèâàíèÿ ìàññ æèäêîñòè íà áîëüøèõ âðåìåíàõ. Â ñàìîì äåëå,

ðàññìîòðèì óðàâíåíèå (áåçðàçìåðíîå) äâèæåíèÿ ÷àñòèö æèäêîñòè

dx/dT = δ−1v(x, τ, δ),

ãäå T = δ2τ � ¾ìåäëåííîå¿ âðåìÿ. Ïóñòü ïîëå v ïåðèîäè÷íî ïî τ ñ ïåðèîäîì 2π,

v = ṽ(x, τ) + δ(v̄(x) + ṽ1(x, τ)) +O(δ2), δ → 0,

v̄(x) � ñðåäíåå ïîëå, à ÷ëåíû, îòìå÷åííûå òèëüäîé, èìåþò íóëåâîå ñðåäíåå çà ïåðèîä.

Òîãäà

x = x̄(T ) + δ(x̄1(T ) + x̃(τ, T )) +O(δ2), δ → 0,

dx̄/dT = v̄(x) + [ṽ, w̃]/2, ṽ = w̃τ ,

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò ñòàíäàðòíûé êîììóòàòîð âåêòîðíûõ ïîëåé. Âîîáùå

ãîâîðÿ, îáà ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè dx̄/dT èìåþò íåíóëåâîé rot. Âòîðàÿ èç íèõ èçâåñòíà
êàê ïîïðàâêà èëè äðåé� Ñòîêñà. Òå÷åíèå æèäêîñòè ñ ïîëåì ñêîðîñòè v̄(x) + [ṽ, w̃]/2
íàçîâåì ý��åêòèâíûì âèáðîòå÷åíèåì.

Èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå òåîðèè ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ. �àçëè÷èÿ, ãëàâíûì îáðà-

çîì, çàêëþ÷àþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè î ÷èñëå �åéíîëüäñà âèáðîòå÷åíèÿ (the streaming

Reynolds number)

Res = (ΩA2)/ν = δ2/ǫ2.

Íà ñàìîì äåëå,

√
Res íå ÷òî èíîå, êàê îòíîøåíèå õàðàêòåðíîé àìïëèòóäû âèáðàöèè

ãðàíèöû ê òîëùèíå ñëîÿ Ñòîêñà. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îíè îäíîãî ïîðÿäêà, òàê ÷òî

δ → 0, ǫ→ 0,
√

Res = δ/ǫ
def
= β ≡ const ∼ 1, Re = βǫ−1 → ∞. (4)
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�àçëè÷íûå êîíêðåòíûå òå÷åíèÿ ñ òàêèì ñîîòíîøåíèåì ìàñøòàáîâ íà �èçè÷åñêîì óðîâíå

ñòðîãîñòè ðàññìàòðèâàëè Craik è Leibovih [1℄, Duk è Smith [2℄, Haddon è Riley [3℄,

Gopinath [4℄. Íàø ïîäõîä, áîëåå îáùèé è �îðìàëüíûé, îñíîâàí íà ìåòîäå Âèøèêà �

Ëþñòåðíèêà. Ëåâåíøòàì [5℄ èñïîëüçîâàë áëèçêèé ïîäõîä â ñëó÷àå íåïîäâèæíûõ ãðàíèö

è âèáðèðóþùåé ìàññîâîé ñèëû, è äàë ñòðîãîå îáîñíîâàíèå ïîëó÷åííîé àñèìïòîòèêå. Âëà-

äèìèðîâ [6℄, à çàòåì Èëüèí è Ìîðãóëèñ [7℄, ïðèìåíÿëè òåõíèêó Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà

íåïîñðåäñòâåííî ê òå÷åíèÿì ñ âèáðèðóþùèìè ãðàíèöàìè. Ïðè ýòîì, îäíàêî, ðàññìàò-

ðèâàëèñü ñïåöèàëüíûå êëàññû òå÷åíèé. Àñèìïòîòè÷åñêîå ðåøåíèå îáùåé çàäà÷è (1), íà-

ñêîëüêî íàì èçâåñòíî, â ëèòåðàòóðå íå èçëàãàëîñü. Äàííàÿ ðàáîòà âîñïîëíÿåò ýòîò ïðî-

áåë è íàø àíàëèç ïðèâîäèò ê óíèâåðñàëüíîìó îïèñàíèþ ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ

áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé î äàííûõ çàäà÷è (1), êðîìå îöåíêè (4).

Íà ýòîé îñíîâå ìû ðàññìàòðèâàåì ðÿä êîíêðåòíûõ âèáðîòå÷åíèé.

Âåñüìà äåòàëüíûé îáçîð ðåçóëüòàòîâ, îòíîñÿùèõñÿ ê ìàñøòàáàì (4), à òàêæå îáñóæ-

äåíèå ïðåèìóùåñòâ òåõíèêè Âèøèêà � Ëþñòåðíèêà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ïîäõîäà-

ìè, ïðèâåäåíû â ñòàòüå [7℄. Î òå÷åíèÿõ ñ ñîîòíîøåíèÿìè ìàñøòàáîâ, îòëè÷íûìè îò (4),

ñì. â îáçîðå Riley [8℄, à òàêæå ðàáîòû Longuet-Higgins [9, 10℄, ãäå (íà �èçè÷åñêîì óðîâíå

ñòðîãîñòè) ðàññìîòðåí íàèáîëåå òðóäíûé ñëó÷àé Res ≫ 1.

2. Óðàâíåíèÿ âèáðîòå÷åíèÿ

Íà÷íåì ñî âñïîìîãàòåëüíûõ îïðåäåëåíèé. Íàïîìíèì îðòîãîíàëüíîå (â ñìûñëå ìåò-

ðèêè êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè) ðàçëîæåíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ a, çàäàííîãî íà îáëàñòè D̄:
a = b+∇χ, ãäå divb = 0 è b ‖ S̄. Îáîçíà÷èì Π, Π′

ïðîåêòîðû, àññîöèèðîâàííûå ñ óêà-

çàííûì ðàçëîæåíèåì: Π : a 7→ ∇χ, Π′ : a 7→ b. �îòîð ïîëÿ a îáîçíà÷àåì ∇× a, à òàêæå

rota, äèâåðãåíöèþ � ∇ · a, à òàêæå div a.

Ïóñòü g = g(τ) � 2π-ïåðèîäè÷åñêàÿ âåêòîðíîçíà÷íàÿ �óíêöèÿ. Èìååò ìåñòî ðàçëî-

æåíèå

g = g̃ + ḡ, ḡ =
1

2π

π
∫

−π

g(τ) dτ.

Î÷åâèäíî,

˜̄g = ¯̃g = 0. Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè ÷åðòà ñâåðõó îáîçíà÷àåò óñðåäíåíèå,

à òèëüäà � ÷ëåíû ñ íóëåâûì ñðåäíèì. ×åðåç

∂−1
τ : g 7→ f, ∂τf = g

îáîçíà÷àåì ïðàâûé îáðàòíûé ê îïåðàòîðó äè��åðåíöèðîâàíèÿ, äåéñòâóþùèé íà ïîä-

ïðîñòðàíñòâå �óíêöèé g : ḡ = 0.

Ïóñòü a � �îðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä ïî ïîëîæèòåëüíûì ñòåïåíÿì íåêîòîðîé ïå-

ðåìåííîé ñ âåêòîðíûìè êîý��èöèåíòàìè. ×åðåç ma îáîçíà÷èì �îðìàëüíûé ìíîãî-

÷ëåí ïîðÿäêà m, ïîëó÷åííûé óðåçàíèåì ýòîãî ðÿäà. Åñëè b, c, . . . òàêèå ïîëèíîìû, òî

op(b, c, . . .) � ìíîãî÷ëåí, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå îò ìíîãî-

÷ëåíîâ b, c, . . .

Ïóñòü ǫ → +0 è ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (4). Ñîîòâåòñòâóþùåå àñèìïòîòè÷å-

ñêîå ðàçëîæåíèå ðåøåíèÿ v, p ñèñòåìû (1) èùåì â âèäå

v(x, τ) =

∞
∑

k=0

ǫk
(

vı(x, τ) + v♭(x, τ, η)
)

,
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p(x, τ) =

∞
∑

k=0

ǫk
(

pık(x, τ) + p♭k(x, τ, η)
)

,

η = ρ/ǫ, (v♭
k, p

♭
k)(·, η) = o(η−n), η → ∞ (∀n ∈ N),

ãäå ρ � íåêîòîðàÿ êîîðäèíàòà âáëèçè ïîâåðõíîñòè S̄, òðàíñâåðñàëüíàÿ ê íåé (íàïðèìåð,
ðàññòîÿíèå äî S̄). Òàêèì îáðàçîì, âåðõíèé èíäåêñ ı (♭) îòìå÷àåò ÷ëåíû âíóòðåííåãî (ïî-

ãðàíñëîéíîãî) ðàçëîæåíèÿ, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ îïèñàíèÿ òå÷åíèÿ â òîëùå æèäêîñòè

(â ïðèñòåííîì ñëîå Ñòîêñà). Îòìåòèì, ÷òî ðåçóëüòàò íå çàâèñèò îò âûáîðà êîîðäèíàòû ρ.
Ïîäñòàíîâêà óêàçàííûõ ðàçëîæåíèé â ñèñòåìó (1) äàåò öåïü óðàâíåíèé äëÿ êîý��è-

öèåíòîâ âíóòðåííåãî ðàçëîæåíèÿ

∂τv
ı
k = −∇pık + fk, divvı

k = 0 â D̄, v̄ı
k · n̄ = γk íà S̄, k = 0, 1, 2, . . . , (5)

ãäå fk = op( k−1v
ı), γk = op( k−1v

♭, k−1v
ı, kỸ ) è n̄ îáîçíà÷àåò ïîëå âíóòðåííåé íîðìàëè

íà S̄. Ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå (vı
k, p

ı
k) ñóùåñòâóåò ïðè óñëîâèè Π′ f̄k = 0, à â ïðîòèâ-

íîì ñëó÷àå � íå ñóùåñòâóåò. Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ, ðåøåíèå îïðåäåëåíî ñ òî÷íîñòüþ

äî ñðåäíèõ ïîëåé v̄ı
k, p̄

ı
k. Óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñðåäíåãî ïîëÿ ñëåäóþò èç óñëîâèé

ðàçðåøèìîñòè ïîñëåäóþùèõ óðàâíåíèé â öåïè (5).

Îáðàòèìñÿ ê äåòàëÿì. Ïîëàãàåì

Nγ̃
def
= ∇φ : ∆φ = 0 â D̄, n̄ · ∇φ = γ̃ íà S.

Çàïóñêàåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ïîëàãàÿ f0 = 0, γ̃0 = n̄ · Ỹ0τ , Ỹ0 = Ỹ (x, τ, 0) è γ̄0 = 0.
Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî, ïîñêîëüêó â ñðåäíåì îáëàñòü ïîêîèòñÿ. Òîãäà

vı
0 = v̄ı

0 +Nγ̃0, ∇p̃ı0 = −∂τNγ̃0.

Äàëåå, ðåøàåì óðàâíåíèÿ (5) ïðè k = 1. Âîçíèêàåò óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè

Π′(v̄ı
0,∇)v̄ı

0 = 0, div v̄ı
0 = 0 â D̄. (6)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Ýéëåðà èäåàëüíîé íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Íèæå,

â ðàçäåëå 3, ìû óâèäèì, ÷òî ýòè óðàâíåíèÿ ñëåäóåò ðåøàòü ñ óñëîâèåì v̄ı
0 = 0 íà S̄. Ïîëó-

÷èâøàÿñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå v̄ı
0 ≡ 0. Íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ

òàêæå ñóùåñòâóþò, íî ìû íå îáñóæäàåì çäåñü ýòó âîçìîæíîñòü.

�ëàâíûå ÷ëåíû, îïèñûâàþùèå ãëîáàëüíîå ñðåäíåå òå÷åíèå: v̄ı
1, p

ı
1. Óðàâíåíèÿ îòíî-

ñèòåëüíî ýòèõ ïîëåé ïîëó÷àþòñÿ èç óñëîâèé ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (5) ïðè k = 3,
òàê êàê ïðè k = 2 óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè íå âîçíèêàåò. Èòàê, â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè

ãëîáàëüíîå ñðåäíåå òå÷åíèå îïèñûâàþò óðàâíåíèÿ

∆v̄ı
1 −∇H1 = βω̄ı

1 ×V; div v̄ı
1 = 0; ω̄ı

1 = ∇× v̄ı
1; (7)

V = v̄ı
1 + β[ξτ , ξ]/2, ξ = N(∂−1

τ γ̃0). (8)

Îòñþäà âèäíî, ÷òî çà ïåðåíîñ âèõðÿ îòâå÷àåò ïîëå V, ïðè ýòîì ñòîêñîâ äðåé� îïèñûâàåò

÷ëåí β[ξτ , ξ]/2. Ïðè âûâîäå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëåçíî òîæäåñòâî

a× [b, c] + c× [a,b] + b× [c,a] = ∇(a · (b× c))

äëÿ ëþáîé òðîéêè áåçäèâåðãåíòíûõ âåêòîðíûõ ïîëåé a, b, c.

Óðàâíåíèÿ (7)�(8) âûâîäèëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ êîí-

êðåòíûõ òå÷åíèé, âîçíèêàþùèõ â îñöèëëèðóþùèõ âíåøíèõ ïîëÿõ, ñì., íàïðèìåð, [1℄.

Ïðèÿòíàÿ îñîáåííîñòü íàøåé çàäà÷è � âîçìîæíîñòü ïîëó÷èòü óíèâåðñàëüíûå ãðàíè÷-

íûå óñëîâèÿ, çàìûêàþùèå ñèñòåìó (7)�(8).
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3. �ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ âèáðîòå÷åíèÿ

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ òå÷åíèÿ â ñòîêñîâîì ñëîå. Â ïðèãðàíè÷íîé ïîëîñêå îáëà-

ñòè D̄ ââîäèì êîîðäèíàòû x 7→ (ρ, θ), ãäå ρ(x) = dist(x, S̄), è θ � òî÷êà íà S̄, áëèæàéøàÿ
ê x. Óêàçàííûå êîîðäèíàòû èíäóöèðóþò ðàçëîæåíèå h = hq + hn, ãäå ïåðâîå ñëàãàå-

ìîå � êàñàòåëüíàÿ, à âòîðîå � íîðìàëüíàÿ

♯
êîìïîíåíòà h. Ïåðåïèñûâàåì ñèñòåìó (1)

îòíîñèòåëüíî êîîðäèíàò (ρ, θ), ðàçäåëÿåì åå íîðìàëüíóþ è òàíãåíöèàëüíóþ ïðîåêöèè, è

ðàçäóâàåì ñòîêñîâ ñëîé ñ ïîìîùüþ ðàñòÿíóòîé íîðìàëüíîé êîîðäèíàòû η = ρ/ǫ. Ââèäó
ïðåäïîëîæåíèÿ (4), èçìåíåíèÿ ãðàíèöû ïîñëå ðàçäóâàíèÿ óæå íå ìàëû, ïîýòîìó óðàâ-

íåíèÿ ïîãðàíè÷íîãî ñëîÿ ïðèõîäèòñÿ ðàññìàòðèâàòü â ïåðåìåííîé îáëàñòè Σ ïëîñêîñòè

ïåðåìåííûõ η, τ , çàâèñÿùåé îò θ, êàê îò ïàðàìåòðà:

Σ = {η > βη̃0(θ, τ)}; η̃0(θ, τ) = (Ỹ0)n|ρ=0 = ∂−1
τ γ̃0(θ, τ). (9)

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñòåïåííûå ðàçëîæåíèÿ íîðìàëüíîé è òàíãåíöèàëüíîé ñêîðîñòè, à òàê-

æå äàâëåíèÿ â ñòîêñîâîì ñëîå íà÷èíàþòñÿ ñ ÷ëåíîâ ðàçíûõ ïîðÿäêîâ, òàê ÷òî

(v♭
0)n = p♭0 = p♭1 = 0.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, ââîäèì îáîçíà÷åíèÿ

(v♭
k+1)n = u♭k, p♭k+2 = P ♭

k, w
♭
k = (v♭

k)
q, wı

k = (vı
k)

q, (vı
k)n = uık, k = 0, 1, . . .

Óðàâíåíèÿ ïîãðàíñëîéíûõ ïîïðàâîê è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ê íèì ïðèíèìàþò âèä

(

∂τ + βγ̃0∂η − ∂2η
)

w♭
k=Fk; ∂ηu

♭
k = Sk; ∂ηP

♭
k = Rk â Σ, (10)

w♭
k = βk(Ỹkτ − bk)

q −wı
k; uık = βk(Ỹkτ − bk)n − u♭k−1 íà ∂Σ, (11)

(w♭
k, u

♭
k, P

♭
k) = o(η−n), η → ∞ (∀n ∈ N); (12)

bk = op( k−1v
ı, k−1w

♭, k−1u
♭, kỸ ); (13)

Fk = op( k−1u
♭, k−1w

♭, k−1P
♭, k−1v

ı, k−1p
ı); (14)

Sk = op( kv
ı, kp

ı, k−1u
♭, k−1P

♭, kw
♭); (15)

Rk = op( kv
ı, kp

ı, ku
♭, k−1P

♭, kw
♭). (16)

Çàìåòèì, ÷òî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (11) ñòàâÿòñÿ íà èçìåíÿþùåéñÿ ïîâåðõíîñòè

Γ = ∂Σ = {η = βη̃0(θ, τ)}.

Çàìåíà ïåðåìåííîé s = η − βη0 > 0 ïðåîáðàçóåò ïåðâîå óðàâíåíèå â (10) â ñòàíäàðòíîå
óðàâíåíèå òåïëîïðîâîäíîñòè, à îáëàñòü Σ â íåïîäâèæíóþ îáëàñòü {(s, τ) : s > 0}; ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ ïðè ýòîì ñìåùàþòñÿ íà ïðÿìóþ s = 0. Âûïîëíåíèå ïåðâîãî èç ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé (11) ñ òî÷íîñòüþ äî ñðåäíåãî ñòàâèò ãðàíè÷íîå óñëîâèå ïåðâîìó óðàâíåíèþ

â (10); âûïîëíåíèå âòîðîãî èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (11) ñ òî÷íîñòüþ äî ñðåäíåãî ñòàâèò

ãðàíè÷íîå óñëîâèå íîðìàëüíîé ñêîðîñòè âíåøíåãî ïîòîêà. Âûïîëíåíèå îáîèõ ãðàíè÷-

íûõ óñëîâèé (11) â ñðåäíåì ñòàâèò ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàíãåíöèàëüíîé è íîðìàëüíîé

êîìïîíåíòàì ñðåäíåãî ïîëÿ v̄ı
k. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ýòèõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé íåîáõîäè-

ìû w̄♭
k è ū

♭
k, êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ èç îñðåäíåííûõ óðàâíåíèé â (10). Ïîä÷åðêíåì, ÷òî

óñðåäíåíèå ïî τ âûïîëíÿåòñÿ îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, ò. å. ñíà÷à-

ëà ïåðåõîäèì ê ïåðåìåííîé s, à çàòåì óñðåäíÿåì. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî âñå óðàâíåíèÿ

ðåøàþòñÿ ñ óñëîâèåì çàòóõàíèÿ íà áåñêîíå÷íîñòè (12).

♯
Íîðìàëü íàïðàâëåíà âíóòðü æèäêîñòè.
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Ñèñòåìà (10)�(16) îáëàäàåò òðåóãîëüíîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò íàì íàéòè

ñíà÷àëà w♭
k, çàòåì u♭k, è, íàêîíåö, P

♭
k . Íà÷èíàåì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ïîëàãàÿ b0 = 0,

F0 = 0. Òîãäà w̄ı
0 = 0 è γ̄0 = 0, è óðàâíåíèå (6) ñíàáæàåòñÿ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè

óñëîâèÿìè, êàê è ãîâîðèëîñü â ðàçäåëå 2.

Îïóñêàÿ ãðîìîçäêèå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâåäåì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ïîëÿ v̄ı
1. Â ÷àñò-

íîñòè, ÷åðåç Ŷm îáîçíà÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå �óíêöèè Ỹ0 =
Ỹ (x, τ, 0). Íà ïîâåðõíîñòè S̄ îïðåäåëèì ïîëå q = Ỹ0−ξ, ãäå ïîëå ξ çàäàíî â (8). Ïî îïðå-

äåëåíèþ q ‖ S̄. Îáîçíà÷èì ÷åðåç q̂m, m ∈ Z, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîý��èöèåíòîâ Ôóðüå
ïîëÿ q̂. Èòàê,

β−1w̄ı
1

∣

∣

S̄
= (∇q · q)qτ/2− [Ỹ q

0τ , Ỹ
q

0 ]/2−∇q(ξqτ · Ỹ q

0 )− η̃0∇qη̃0τ − 2η̃0τ (Ỹ
q

0 ,∇)∇ρ

−(∇q · (Ỹ0 ×∇ρ)) (∇ρ× ξτ )−
1

2

∑

|m|
(

∇q · (Ŷm ×∇ρ)
)

(∇ρ× q̂−m)

−2(rot(ξ ×∇ρ) · ∇ρ− η̃0∆ρ)qτ −
∑

|m|
(

∇q|q̂m|2

+4(∇q · q̂m)q̂−m

)

/4− β(Ỹ q

0 · ∇η̃0) Ws|s=0;

(17)

Wτ = Wss, s > 0, W(0, τ) = qτ , W(∞, τ) = 0.

β−1ūı1
∣

∣

S̄
= β−1γ̄ı1 = [ξ, ξτ ]n/2. (18)

Óðàâíåíèÿ (7)�(8) âìåñòå ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (17)�(18) äàþò ïîëíóþ ñêîðîñòü âèá-

ðîòå÷åíèÿ V.

Çàìåòèì, ÷òî ïîëå V � âñåãäà êàñàòåëüíîå ê S̄.

5. Ïðèìåðû: òàíãåíöèàëüíûå è êðóòèëüíûå âèáðàöèè

Ïîä òàíãåíöèàëüíûìè âèáðàöèÿìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû, ïðè êîòî-

ðûõ îáëàñòü íå èçìåíÿåòñÿ. Ïðèìåð � êðóòèëüíûå êîëåáàíèÿ øàðà. Òàêèå äâèæåíèÿ

åñòåñòâåííû, åñëè îòñ÷åòíàÿ îáëàñòü D̄ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû ãðóïïû

äâèæåíèé R
3
. Ïðè òàíãåíöèàëüíûõ âèáðàöèÿõ

(Ỹ0)n = η̃0 = 0, ξ = 0; ūı1 = 0; q = Ỹ q

0 .

Ïîýòîìó ñòîêñîâ äðåé� âñåãäà ðàâåí íóëþ.

Ïóñòü æèäêîñòü çàïîëíÿåò ïîëóïðîñòðàíñòâî z > 0. �àññìîòðèì ïîñòóïàòåëüíûå

äâèæåíèÿ ãðàíèöû

ρ = z; Ỹ0 = Ỹ0(τ) ‖ Oxy; q = Ỹ0; ∇q|q̂k|2 = 0; ∇q · (q̂k ×∇ρ) = 0.

Ïðè òàêèõ äàííûõ ïðàâûå ÷àñòè âî âñåõ óðàâíåíèÿõ (17)�(18) ðàâíû 0, ò. å. ūı1 = 0 è

w̄ı
1 = 0 íà ïëîñêîñòè z = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäíåå ïîëå v̄ı

1 äîëæíî áûòü îïðåäåëåíî èç

óðàâíåíèÿ (7) ïðè íóëåâîì ãðàíè÷íîì óñëîâèè íà S̄. Ñëåäîâàòåëüíî, v̄ı
1 = 0 âñþäó. Òàêèì

îáðàçîì, ïîñòóïàòåëüíûå êîëåáàíèÿ ïëîñêèõ ãðàíèö íå ñîçäàþò âèáðîòå÷åíèé â ãëàâíîì

ïðèáëèæåíèè. Äàííûé âûâîä ñîãëàñóåòñÿ ñ ðàññìîòðåíèÿìè [6℄.

�àññìîòðèì âðàùàòåëüíî-ïîñòóïàòåëüíûå äâèæåíèÿ êðóãëîé òðóáû, òàê ÷òî D̄ =
{0 6 r 6 1} â öèëèíäðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ (r, θ, z), è Y0 = κ̃0(τ)eθ + κ̃1(τ)ez = q, ãäå
κ̃0(τ) è κ̃1(τ) � ñêàëÿðíûå �óíêöèè, ðàâíûå â ñðåäíåì íóëþ. Òîãäà

∇q · q = 0; ∇q|q̂k|2 = 0; ∇q · (q̂k ×∇ρ) = 0, ρ = 1− r.
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Òàêèì îáðàçîì, ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíûå òàíãåíöèàëüíûå êîëåáàíèÿ êðóãëîé òðóáû

íå äàþò âèáðîòå÷åíèÿ â ãëàâíîì ïðèáëèæåíèè.

�àññìîòðèì êðóòèëüíûå âèáðàöèè øàðà, ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â áåçãðàíè÷íóþ

æèäêîñòü. Òîãäà D̄ = {r > 1}, r = |x|, S̄ = {r = 1}, ρ = r − 1, ∇ρ = θ = x/r,

Ỹ0 = µ̃(τ)k× θ, k ≡ const, |k| = 1,

ãäå µ̃ � ñêàëÿðíàÿ �óíêöèÿ ñ íóëåâûì ñðåäíèì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç µ̂m åå êîý��èöèåíòû

Ôóðüå. Òîãäà

q̂m = µ̂mk× θ.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (17) èìååòñÿ âñåãî äâà íåíóëåâûõ ñëàãàåìûõ:

−1

4

∑

|m|∇q|q̂m|2, −1

2

∑

|m|
(

∇q · (Ŷm ×∇ρ)
)

(∇ρ× q̂−m) .

Îïóñêàÿ ðóòèííûå âû÷èñëåíèÿ, ïðèâîäèì îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò:

ūı1|S̄ = 0; w̄ı
1|S̄ = −(κβ/4) sin 2ψe, κ =

∑

|m||µ̂m|2, cosψ = k · θ,

ãäå ψ � øèðîòíàÿ êîîðäèíàòà íà S̄, âûáðàííàÿ òàê, ÷òî ψ = π/2 íà ýêâàòîðå, è e �

îðò êîîðäèíàòíîãî íàïðàâëåíèÿ ψ; íà ýêâàòîðå e ñîíàïðàâëåí k. Èòàê, êðóòèëüíûå âèá-

ðàöèè øàðà, ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â áåçãðàíè÷íóþ æèäêîñòü, ñîçäàþò ý��åêòèâíîå

âèáðîòå÷åíèå, ïåðåìåùàþùåå æèäêîñòü âäîëü ãðàíè÷íîé ñ�åðû îò ïîëþñîâ ê ýêâàòîðó

♮
,

÷òî ñîãëàñóåòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè Hollerbah è äð. [11℄ è ñ òåîðèåé, äàííîé

â [4℄.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíûå âèáðàöèè øàðà, ïîëíîñòüþ ïî-

ãðóæåííîãî â áåçãðàíè÷íóþ æèäêîñòü. Òîãäà Ỹ0 = µ(τ)k (ñ òåìè æå D̄, S̄, µ è k, ÷òî è

â ñëó÷àå êðóòèëüíûõ âèáðàöèé). Õîòÿ äàííûå âèáðàöèè íå òàíãåíöèàëüíû, îíè, òåì íå

ìåíåå, íå âûçûâàþò ñòîêñîâà äðåé�à, òàê êàê [ξτ , ξ] = 0 âñþäó. Äàëåå,

q = 3µ(θ × (k× θ))/2.

Ïóñòü µ = sin τ . Òîãäà â ãðàíè÷íîì óñëîâèè (17) íåíóëåâîå ñëàãàåìîå îäíî:

−1

4

∑

|m|
(

∇q|q̂m|2 + 4(∇q · q̂m)q̂−m

)

.

Îòñþäà íàõîäèì

ūı1 = 0; w̄ı
1 = (45κβ/16) sin 2ψe íà S̄

(â òåõ æå îáîçíà÷åíèÿõ, ÷òî è â ñëó÷àå êðóòèëüíûõ êîëåáàíèé). Èòàê, ý��åêòèâíîå âèá-

ðîòå÷åíèå, ñîçäàâàåìîå ãàðìîíè÷åñêèìè âîçâðàòíî-ïîñòóïàòåëüíûìè âèáðàöèÿìè øàðà,

ïîëíîñòüþ ïîãðóæåííîãî â áåçãðàíè÷íóþ æèäêîñòü, ïåðåìåùàåò æèäêîñòü âäîëü ãðà-

íè÷íîé ñ�åðû îò ýêâàòîðà ê ïîëþñàì.

♮
�îâîðÿ î ïîâåäåíèè ïîòîêà âáëèçè ãðàíèöû (ñòåíêè), ìû èìååì â âèäó ðàññòîÿíèå, ìàëîå ïî ñðàâ-

íåíèþ ñ õàðàêòåðíûì ðàçìåðîì ðàññìàòðèâàåìîãî òå÷åíèÿ, íî ìíîãî áîëüøåå ǫ, ò. å. òîëùèíû ñòîêñîâà

ñëîÿ.
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6. Íîðìàëüíûå âèáðàöèè

Ïîä íîðìàëüíûìè ïîíèìàþòñÿ òàêèå äâèæåíèÿ ãðàíèöû, ÷òî Ỹ q

0 = 0. Â òàêîì ñëó÷àå

Ỹ0 = η̃0∇ρ, q = −ξq.

�àññìîòðèì íîðìàëüíóþ âèáðàöèþ ãðàíèöû æèäêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà.Îáîçíà÷àåì ÷å-

ðåç ex, ey, ez îðòû äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò Oxyz, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ D̄ = {z > 0},
S̄ = {z = 0} è ρ = z. Ïóñòü η̃0 = η̃0(x, τ). Òîãäà ξ = ξex + ζez, ζ|z=0 = η̃0, q = −ξex.
Äàëåå, rot(ξ ×∇ρ) · ∇ρ = −ξx, è ïðè ýòîì ∆ρ = 0. Îòñþäà íàõîäèì

w̄ı
1|S̄ = wex, w = βη̃0xη̃0τ − (3β/2)

(

ξxξτ + (∂x/2)
∑ |k||ξ̂k|2

)
∣

∣

z=0
;

ūi1 = βψ̄x|z=0, ψ̄ = ζξτ .

Ñòîêñîâ äðåé� çàäàåòñÿ ïîëåì

β

2
[ξτ , ξ] = β(ψ̄zex − ψ̄xez), ψ̄ = ζξτ .

�àññìîòðèì òå÷åíèå, ñîçäàâàåìîå ïëîñêîé áåãóùåé âîëíîé. Ñ ýòîé öåëüþ ïîëàãàåì

η̃0(x, τ) = f(αx− τ), f(σ) =
∑

f̂ke
ikσ
. Òîãäà

ξ =
∑

f̂ke
−α|k|z+ikσ; ξ = −i

∑

f̂k sgn ke
−α|k|z+ikσ; σ = αx− τ ;

η̃0xη̃0τ = ξxξτ |z=0 = −αf ′2; ψ̄ = −∑ |f̂k|2|k|e−2|k|αz;

ūı1 = 0, v̄ı
1 = wex, w = αβf ′2/2 ≡ const,

β
2 [ξτ , ξ] = βψ̄′(z)ex = 2βα

∑ |f̂k|2k2e−2|k|αz.

Ïîëíàÿ ñêîðîñòü âèáðîòå÷åíèÿ

V =W (z)ex, W (z) = αβf ′2/2 + 2βα

(

∑

|f̂k|2k2e−2|k|αz

)

.

Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòèâíîå âèáðîòå÷åíèå, âûçâàííîå äâèæåíèåì ïëîñêîé âîëíû íîð-

ìàëüíûõ ñìåùåíèé âäîëü ãðàíèöû æèäêîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïåðåìåùàåò ìàòåðèàëü-

íûå ÷àñòèöû â íàïðàâëåíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû (òàê êàê W (z) > 0 äëÿ êàæäîãî

z > 0). Ëèíèè òîêà âåçäå ïàðàëëåëüíû íàïðàâëåíèþ äâèæåíèÿ âîëíû. Âåëè÷èíà ñêîðî-

ñòè çàâèñèò òîëüêî îò ãëóáèíû è ñ ðîñòîì ãëóáèíû ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî ïðèáëèæà-

åòñÿ ê ïîñòîÿííîé, çàâèñÿùåé ëèøü îò âèäà áåãóùåé âîëíû.

�àññìîòðèì íîðìàëüíûå êîëåáàíèÿ ñòåíêè êðóãëîé òðóáû, ñîçäàâàåìûå ñïèðàëüíîé

áåãóùåé âîëíîé. Èìååì D̄ = {r < 1}, S̄ = {r = 1}, ρ = 1− r;

η̃0(θ, z, τ) = f(αz + nθ − τ), n ∈ N, f = f(σ) =
∑

f̂ke
ikσ,

ãäå r, θ, z � öèëèíäðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Êàê îáû÷íî, Ip(s), p ∈ N, � ìîäè�èöèðîâàííàÿ

�óíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà èíäåêñà p. Ââîäèì îáîçíà÷åíèå

χk,n,α(s) =
d

2ds

(

In|k|(s)

I′
n|k|

(αn|k|)

)2

; µk,n,α =
I|k|n(α|k|)

I′
|k|n

(α|k|)
, k ∈ Z.

�ðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñðåäíåé ñêîðîñòè íà S̄ òàêîâû:

w̄ı
1 = βCn,α (neθ + αez) ; ūı1 = 0. (19)
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Îòñþäà íàõîäèì ñðåäíþþ ñêîðîñòü

v̄ı
1 = βCn,α(nreθ + αez); (20)

Cn,α =
∑

k2|f̂k|2
(

3

2

(

1 +
n2

α2

)

µ2k,n,α − 2µk,n,α
|k|α − 1

)

. (21)

Ïîïðàâêà Ñòîêñà è ñêîðîñòü V ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ òàêîâû:

(β/2)[ξτ , ξ] = β(vn,α(r)neθ + wn,α(r)αez); (22)

vn,α = 1
r

∑

k2|f̂k|2
(

dχk,n,α(α|k|r)
dr − χk,n,α(α|k|r)

α|k|r

)

; (23)

wn,α =
∑

k2|f̂k|2
(

dχk,n,α(α|k|r)
dr +

χk,n,α(α|k|r)
α|k|r

)

; (24)

V = (β/2)[ξτ , ξ] + v̄ı
1 = β

(

vdn,αneθ + wd
n,ααez

)

; (25)

vdn,α = rCn,α + vn,α; wd
n,α = Cn,α + wn,α. (26)

Òàêèì îáðàçîì, ý��åêòèâíîå âèáðîòå÷åíèå, âûçûâàåìîå ñïèðàëüíîé âîëíîé íîðìàëü-

íûõ ñìåùåíèé ñòåíêè êðóãëîé òðóáû, âûçûâàåò ïîñòóïàòåëüíî-âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå

ìàòåðèàëüíûõ ÷àñòèö, ïðè ýòîì îñåâàÿ è âðàùàòåëüíàÿ ñêîðîñòü çàâèñÿò òîëüêî îò ðàñ-

ñòîÿíèÿ îò îñè òðóáû, à ëèíèè òîêà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñïèðàëè.

Ïîïðàâêè Ñòîêñà ê îñåâîé è âðàùàòåëüíîé ñêîðîñòè âñåãäà ïîëîæèòåëüíû, ò. å. àçè-

ìóòàëüíàÿ è îñåâàÿ íàïðàâëåííîñòè ñòîêñîâà äðåé�à òàêèå æå, êàê ó âîëíû ñìåùåíèé

ñòåíêè òðóáû. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó ìîäè�èöèðîâàííîãî óðàâíåíèÿ Áåññåëÿ

(

I ′pIp
)′
+ s−1I ′pI = I ′ 2p + (1 + s−2p2)I2p ;

(

I ′pIp
)′ − s−1I ′pI =

(

I ′p − s−1Ip
)2

+ (1 + (p2 − 1)s−2)I2p .

Îòñþäà âûòåêàåò ïîëîæèòåëüíîñòü âûðàæåíèé (23) è (24). Íåñìîòðÿ íà ýòî, êàê îñå-

âàÿ, òàê è àçèìóòàëüíàÿ ñêîðîñòè ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ (26) ìîãóò ìåíÿòü çíàê,

ò. å. ðàçëè÷íûå ñëîè æèäêîñòè ìîãóò âðàùàòüñÿ è (èëè) ïåðåìåùàòüñÿ âäîëü òðóáû ðàç-

íîíàïðàâëåííî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì äëèííîâîëíîâûé ïðåäåë α→ 0, è ïóñòü f �
òðèãîíîìåòðè÷åñêèé ïîëèíîì ñòåïåíè N . Òîãäà

Cn,α =
∑

k2|f̂k|2 (1/2 − 2/(|k|n) +O(α)) , α→ 0;

vdn,α

∣

∣

∣

r=1
=

∑

k2|f̂k|2 (5/2− 4/(|k|n) +O(α)) , α→ 0;

wd
n,α

∣

∣

∣

r=1
=

∑

k2|f̂k|2 (5/2− 2/(|k|n) +O(α)) , α→ 0.

Âèäíî, ÷òî âåëè÷èíà Cn,α ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé, ò. å. âðàùàòåëüíàÿ è îñåâàÿ ñî-

ñòàâëÿþùèå ñðåäíåé ñêîðîñòè (áåç ó÷åòà ñòîêñîâîé ïîïðàâêè) ìîãóò áûòü íàïðàâëåíû

ïðîòèâîïîëîæíî äâèæåíèþ âîëíû ñìåùåíèé ïðè óñëîâèè, ÷òî n = 1, 2, 3 è α äîñòàòî÷íî

ìàëî. Êðîìå òîãî, åñëè n = 1, òî âåëè÷èíà vdn,α ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé ïðè r = 1,
ò. å. àçèìóòàëüíàÿ ñêîðîñòü ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ æèäêîñòè âáëèçè ñòåíêè òðóáû

ìîæåò áûòü ïðîòèâîïîëîæíà ïî çíàêó àçèìóòàëüíîé ñêîðîñòè âîëíû ñìåùåíèé ñòåí-

êè. Íàïðîòèâ, îñåâàÿ ñêîðîñòü â wd
n,α äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå âñåãäà ïîëîæèòåëüíà,

ò. å. îñåâàÿ ñêîðîñòü ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ îêîëî ñòåíêè òðóáû âñåãäà ñîíàïðàâ-

ëåíà îñåâîé ñêîðîñòè âîëíû ñìåùåíèé ñòåíêè.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü îñè òðóáû

lim
r→+0

vn,α(r)
r = α2

∑

0<n|k|62

k2|f̂k|
2

4|kn|I′ 2
n|k|

(α|k|)
; n = 1, 2;

lim
r→+0

vn,α

r = 0, n > 2; w1,α|r=0 =
5|f̂1|2

2I′ 2
1

(α)
, wn,α|r=0 = 0, n > 1.

Ìû çàêëþ÷àåì, ÷òî â äëèííîâîëíîâîì ïðåäåëå îñåâàÿ ñêîðîñòü ý��åêòèâíîãî âèáðîòå-

÷åíèÿ wd
n,α ìîæåò áûòü îòðèöàòåëüíîé íà îñè òðóáû, åñëè n = 2, 3. Ñëåäîâàòåëüíî, îñåâîå

âèáðîòå÷åíèå âñåãäà ñîíàïðàâëåíî âîëíå ñìåùåíèé îêîëî ñòåíêè òðóáû, íî ìîæåò ñëåäî-

âàòü â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè îêîëî îñè òðóáû. Îòìåòèì, ÷òî óêàçàííîå ÿâëåíèå

çàâåäîìî íåâîçìîæíî, åñëè n = N = 1 (íàïîìíèì, ÷òî N � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f ) èëè
n > 3.

�àññìîòðèì äëèííîâîëíîâûé ïðåäåë äëÿ óãëîâîé ñêîðîñòè ý��åêòèâíîãî âèáðîòå-

÷åíèÿ Γn,α(r) = r−1vdn,α = Cn,α + r−1vn,α. Åñëè n > 3, òî æèäêîñòü è âîëíà ñìåùåíèé

ñòåíêè âðàùàþòñÿ â îäíîì íàïðàâëåíèè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå âðàùåíèÿ ñîíàïðàâëåíû

âîçëå ñòåíêè òðóáû, à îêîëî îñè òðóáû âîçìîæíî âñòðå÷íîå âðàùåíèå. Åñëè n = 1, òî
íå èñêëþ÷åíî, ÷òî æèäêîñòü è âîëíà ñìåùåíèé ñòåíêè âðàùàþòñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ

íàïðàâëåíèÿõ è âîçëå ñòåíêè òðóáû, è ýòî íåèçáåæíî, åñëè n = N = 1, ñì. ðèñ. 1.
Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíû ïðî�èëè óãëîâîé ñêîðîñòè ý��åêòèâíîãî âèáðîòå÷åíèÿ â

çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî îñè òðóáû äëÿ f(σ) = cos(σ). Íà ïðàâîé ïàíåëè îòîáðà-

æàþòñÿ ãðà�èêè äëÿ ðàçëè÷íûõ àçèìóòàëüíûõ âîëíîâûõ ÷èñåë, â òî âðåìÿ êàê äëèíà

âîëíû �èêñèðîâàíà. Íà ëåâîé ïàíåëè îòîáðàæàþòñÿ ãðà�èêè äëÿ âîëí ðàçëè÷íîé äëè-

íû, â òî âðåìÿ êàê àçèìóòàëüíîå âîëíîâîå ÷èñëî �èêñèðîâàíî. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî

ñóùåñòâóþò òàêèå çíà÷åíèÿ äëèíû âîëíû, ÷òî óãëîâàÿ ñêîðîñòü îêàçûâàåòñÿ íàìíîãî

ìåíüøå ó ñòåíêè òðóáû, ÷åì ó îñè. �ëÿäÿ íà ïðàâóþ ïàíåëü, ìîæíî óâèäåòü, ÷òî óäâîå-

íèå àçèìóòàëüíîãî âîëíîâîãî ÷èñëà ñïîñîáíî ïåðåíàïðàâèòü âðàùåíèå âñåõ äðåé�óþùèõ

÷àñòèö. Äàëüíåéøåå óâåëè÷åíèå âîëíîâîãî ÷èñëà îò óäâîåííîãî ê óòðîåííîìó ñíîâà èç-

ìåíÿåò íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ, îäíàêî èçìåíåíèå ïðîèñõîäèò íå âåçäå, à òîëüêî âáëèçè

îñè.

�èñ. 1. Ñëåâà � ãðà�èêè Γ1,α(r): α = 1.13 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ), α = 1.1 (òî÷êè),
α = 0.99 (òî÷êè-òèðå) è α = 0.9 (ïóíêòèð). Ñïðàâà � ãðà�èêè Γn,1/2(r):

n = 1 (ïóíêòèð), n = 2 (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) è n = 3 (òî÷êè-òèðå).
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Abstrat. The artile presents the high-frequeny asymptotis of the Navier�Stokes system, whih

desribes the motion of a visous inompressible �uid in the region bounded by a vibrating surfae. The

boundary onditions require the oinidene of the veloity vetors of the material partile of the �uid and

the point of the boundary in whih the partile is loated. Consequently, the �uid is not allowed either to slip

along the boundary (the no-slip ondition) or to penetrate through it. It is assumed that the motion of the

boundary surfae is given and periodi in time, and the domain on�ned within it stays at rest on average but,

generally speaking, an be hanging its shape. The frequeny of osillations of the boundary tends to in�nity,

and the amplitude tends to zero, but the ratio of the amplitude to the Stokes's layer thikness remains of the

order of unity. The main result is the expliit form of the equations and boundary onditions that determine

the mean �ow in the most general ase, without speial assumptions about the problem data. On this basis, a

number of spei� �ows have been investigated, in partiular, a �ow in a irular pipe, aused by the normal

vibration of its walls.

Key words: Navier�Stokes system, high-frequeny asymptoti, vibration, mean �ow, steady streaming.
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