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Аннотация. Работа связана с изучением элементарных сетей (ковров) σ = (σij) и элементарных
сетевых групп E(σ). А именно, приводится разложение элементарной трансвекции в элементарной
сетевой группе E(σ). Наборы подмножеств (идеалов, аддитивных подгрупп и др.) σ = {σij : 1 6

i, j 6 n} определенного ассоциативного кольца с условиями σirσrj ⊆ σij , 1 6 i, r, j 6 n, возникали
при решении различных задач. Такие наборы назывались коврами или сетями, а связанные с ни-
ми кольца и группы — ковровыми, сетевыми, обобщенными конгруэнц-подгруппами и др. Назовем
элементарную сеть (сеть без диагонали) σ замкнутой (допустимой), если подгруппа E(σ) не содер-
жит новых элементарных трансвекций. Настоящая статья мотивирована вопросом В. М. Левчука
(Коуровская тетрадь, вопрос 15.46) о том, что необходимым и достаточным условием допустимости
(замкнутости) элементарной сети σ является допустимость (замкнутость) всех пар (σij , σji). Други-
ми словами, включение элементарной трансвекции tij(α) в элементарную группу E(σ) эквивалентно
включению tij(α) в подгруппу 〈tij(σij), tji(σji)〉 (для любых i 6= j). Тем самым становится актуаль-
ным разложение элементарной трансвекции tij(α) в элементарной сетевой группе E(σ). Рассматри-
вается элементарная сеть порядка n (элементарный ковер) σ = (σij) аддитивных подгрупп комму-
тативного кольца (сеть без диагонали), связанная с σ производная сеть ω = (ωij), сеть Ω = (Ωij),
ассоциированная с элементарной группой E(σ), причем ω ⊆ σ ⊆ Ω и сеть Ω является наименьшей
(дополняемой) сетью, содержащей элементарную сеть σ. Пусть R — произвольное коммутативное
кольцо с единицей, n — натуральное число, n > 2. Система σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных под-
групп σij кольца R называется сетью (ковром) над кольцом R порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех
значениях индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью

(элементарный ковер). Получено разложение элементарной трансвекции tij(α) из E(σ) в произве-
дение tij(α) = ah двух матриц a и h, где a — элемент группы 〈tij(σij), tji(σji)〉, h — элемент сетевой

группы G(τ ), где τ =

(

τii ωij

ωji τjj

)

, ωii ⊆ τii ⊆ Ωii. В работе получены важные характеристики

матриц a и h, участвующих в разложении элементарной трансвекции tij(α).
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1. Введение

Работа связана с изучением элементарных сетей (ковров) σ = (σij) и элементарных
сетевых групп E(σ). Точнее, приводится разложение элементарной трансвекции в эле-
ментарной сетевой группе E(σ). Пусть σ = (σij) — элементарная сеть (элементарный
ковер) аддитивных подгрупп σij кольца R порядка n [1, 2], [3, вопрос 15.46], ω = (ωij) —
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производная сеть для σ, Ω = (Ωij) — сеть, ассоциированная с элементарной сетевой
группой E(σ), ω ⊆ σ ⊆ Ω [4, 5]. Получено разложение (теорема) элементарной транс-
векции tij(α) из E(σ) в произведение двух матриц tij(α) = ah, где a — элемент группы

〈tij(σij), tji(σji)〉, а матрица b — элемент сетевой группы G(τ), где τ =

(

τii ωij

ωji τjj

)

, ωii ⊆

τii ⊆ Ωii. Уточняется результат [7], полученный ранее, о разложении элементарной транс-
векции в элементарной сетевой группе.

Наборы подмножеств (идеалов, аддитивных подгрупп и др.) σ = (σij) ассоциативно-
го кольца с условиями σirσrj ⊆ σij, 1 6 i, r, j 6 n, возникали при решении различных
задач. Такие наборы назывались сетями или коврами, а связанные с ними кольца и груп-
пы сетевыми или ковровыми, обобщенными конгруэнц-подгруппами и др. Назовем эле-
ментарную сеть σ замкнутой (допустимой), если подгруппа E(σ) не содержит новых
элементарных трансвекций. Настоящая статья мотивирована вопросом В. М. Левчука
(Коуровская тетрадь, вопрос 15.46) о том, что необходимым и достаточным условием
допустимости (замкнутости) элементарной сети σ является допустимость (замкнутость)
всех пар (σij , σji). Другими словами, включение элементарной трансвекции tij(α) в эле-
ментарную группу E(σ) эквивалентно включению tij(α) в подгруппу 〈tij(σij), tji(σji)〉
(для любых i 6= j). Тем самым становится актуальным представление элементарной
трансвекции tij(α) в элементарной сетевой группе E(σ). В силу сформулированного ре-
зультата одна из матриц разложения tij(α) = ah берется из группы 〈tij(σij), tji(σji)〉.
Поэтому для исследования указанного вопроса В. М. Левчука необходимо получить ис-
черпывающие данные о второй матрице, которая согласно нашей теореме содержится
в сетевой группе G(τ). В работе (теорема) получены важные характеристики матриц a

и h, участвующих в разложении.
Существенную роль в работе сыграло определение производной сети, а именно, цик-

лический способ дополнения диагонали элементарной производной сети до полной сети,
представленный в [6]. Отметим, что настоящая работа продолжает и уточняет исследо-
вания, начатые в [7].

В работе приняты следующие стандартные обозначения: R — произвольное комму-
тативное кольцо с единицей, n — натуральное число, n > 3, σ = (σij) — элементарная
сеть над кольцом R порядка n. Пусть e — единичная матрица порядка n, eij — матрица,
у которой на позиции (i, j) стоит 1, а на остальных местах нули; tij(α) = e + αeij —
элементарная трансвекция. Положим, далее, tij(A) = {tij(α) : α ∈ A}.

Для элементарной сети (ковра) σ мы рассматриваем элементарную сетевую груп-
пу E(σ) и ее подгруппу Eij(σ), i 6= j:

E(σ) = 〈tij(σij) : 1 6 i 6= j 6 n〉, Eij(σ) = 〈tij(σij), tji(σji)〉.

Далее, если σ — (полная) сеть, то через G(σ) обозначается сетевая группа [1].

2. Производная сеть

Основным содержанием раздела является изложение теоремы вложений, полученной
в [6]. Система σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R называется се-

тью (ковром) [1, 2] над кольцом R порядка n, если σirσrj ⊆ σij при всех значениях
индексов i, r, j. Сеть, рассматриваемая без диагонали, называется элементарной сетью

(элементарный ковер) [1, 2], [3, вопрос 15.46]. Таким образом, элементарная сеть — это
набор σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n, аддитивных подгрупп кольца R, для которых σirσrj ⊆ σij
для любой тройки попарно различных чисел i, r, j.
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Элементарная сеть σ = (σij), 1 6 i 6= j 6 n, называется дополняемой, если для неко-
торых аддитивных подгрупп (точнее, подколец) σii кольца R таблица (с диагональю)
σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, является (полной) сетью. Другими словами, элементарная сеть σ

является дополняемой, если ее можно дополнить (диагональю) до (полной) сети. Хоро-
шо известно (см., например, [1]), что элементарная сеть σ = (σij) является дополняемой
тогда и только тогда, когда σijσjiσij ⊆ σij для любых i 6= j. Диагональные подгруппы σii
определяются формулой

σii =
∑

k 6=i

σkiσik, (1)

где суммирование берется по всем k, отличным от i.
Пусть σ = (σij) — элементарная сеть над кольцом R порядка n > 3. Рассмотрим

набор ω = (ωij) аддитивных подгрупп ωij кольца R, определенных для любых i 6= j

следующим образом:

ωij =

n
∑

k=1

σikσkj,

где суммирование берется по всем k, отличным от i и j. Ясно, что ωij ⊆ σij , следователь-
но, для любой тройки попарно различных чисел i, r, j, мы имеем ωirωrj ⊆ ωij. Таким
образом, набор ω = (ωij) аддитивных подгрупп ωij кольца R является элементарной
сетью. Элементарная сеть ω является дополняемой [6, предложение 1]. Дополним эле-
ментарную сеть ω до (полной) сети циклическим способом, предложенным в [6], полагая

ωii =
∑

k 6=s

σikσksσsi,

где суммирование ведется по всем 1 6 k 6= s 6 n. Построенную сеть мы называем произ-

водной сетью (для элементарной сети σ).
Пусть σ = (σij) — элементарная сеть над кольцом R порядка n. Для произвольных

i 6= j положим
Ωij = σij + σijγij ,

где

γij = ΩijΩji =
∞
∑

m=1

(σjiσij)
m, i 6= j.

Таблица Ω = (Ωij) является элементарной сетью, причем дополняемой, т. е. справед-
ливы включения ΩijΩjiΩij ⊆ Ωij для любых i 6= j [4, предложение 5]. В силу форму-
лы (1) дополним элементарную сеть Ω до (полной) сети стандартным способом, положив
Ωii =

∑

k 6=iΩikΩki, где суммирование берется по k, k 6= i. Нетрудно видеть, что

Ωii =
∑

k 6=i

ΩikΩki =

n
∑

k=1,k 6=i

γik.

Сеть Ω называется сетью, ассоциированной с элементарной группой E(σ).

Предложение 1 [6, теорема 1]. Элементарная сеть σ индуцирует производную сеть ω

и сеть Ω, ассоциированную с элементарной группой E(σ), при этом выполняются вклю-

чения ω ⊆ σ ⊆ Ω, причем

ωirΩrj ⊆ ωij , Ωirωrj ⊆ ωij

для любых r, i, j. Далее, для любых попарно различных i, r, j мы имеют место вклю-

чения: ΩirΩrj ⊆ ωij.
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Предложение 2 [7, предложение 2]. Пусть σ — элементарная сеть порядка n над R,

Ω — сеть, асссоциированная элементарной группой E(σ). Если a = (δij + aij) ∈ E(σ),
то aij ∈ Ωij.

3. Теорема о разложении

На протяжении всего дальнейшего изложения мы предполагаем, что n — натуральное
и n > 3. Основным результатом раздела является разложение элементарной трансвекции
tij(α) ∈ E(σ) в элементарной сетевой группе E(σ). Для простоты, не умаляя общности,
мы предполагаем, что i = 2, j = 1.

По данным сетям ω = (ωij) и Ω = (Ωij), определенным для элементарной сети σ, мы
построим новую сеть τ следующим образом. В элементарной сети Ω на позицию (1, 2)
вместо Ω12 поставим ω12, а на позицию (2, 1) вместо Ω21 поставим ω21. Согласно пред-
ложению 1 таблица, полученная таким образом, будет элементарной сетью, причем она
является дополняемой элементарной сетью. Дополним ее до (полной) сети следующим
образом. А именно, положим τii = Ωii, i = 3, . . . , n,

τ11 = ω11 +Ω13Ω31 + . . .+Ω1nΩn1, τ22 = ω22 +Ω23Ω32 + . . . +Ω2nΩn2.

Построенная сеть имеет вид

τ =













τ11 ω12 Ω13 . . . Ω1n

ω21 τ22 Ω23 . . . Ω2n

Ω31 Ω32 Ω33 . . . Ω3n

. . . . . . . . . . . . . . .

Ωn1 Ωn2 Ωn3 . . . Ωnn













.

В силу предложения 1 построенная таблица Ω = (Ωij) является (полной) сетью.

Лемма 1. Имеют место включения

τ11Ω12 ⊆ ω12, Ω12τ22 ⊆ ω12, τ22Ω21 ⊆ ω21, Ω21τ11 ⊆ ω21, (2)

γ12τ11 ⊆ ω11 ∩ ω22, γ12τ22 ⊆ ω11 ∩ ω22. (3)

⊳ Доказательства формул (2) повторяют друг друга, поэтому мы воспроизводим одно
из них. Докажем, например, включение τ22Ω21 ⊆ ω21. Для доказательства последнего
включения достаточно показать, что (ω22)Ω21 ⊆ ω21 и при i > 3 имеет место включение
Ω2iΩi2Ω21 ⊆ ω21. Оба этих включения вытекают непосредственно из предложения 1.

Докажем формулы (3). Докажем, например, включение γ12τ22 ⊆ ω11 ∩ ω22. Согласно
предложению 1 (γ12 = Ω12Ω21) мы имеем Ω21Ω12ω22 ⊆ Ω21ω12 ⊆ ω11 ∩ ω22, далее,

Ω21Ω12Ω2iΩi2 ⊆ Ω21ω1iΩi2 ⊆ Ω21ω12 ⊆ ω11 ∩ ω22, i > 3. ✄

Рассмотрим подгруппу

H =
〈

tij(σij) : 1 6 i 6= j 6 n; {i, j} 6= {1, 2}
〉

,

порожденную подгруппами tij(σij) на всех позициях, за исключением позиций (1, 2)
и (2, 1). Очевидно, что H ⊆ E(τ) ⊆ G(τ).

Следующее предложение доказывается простым «вытаскиванием» элементарных
трансвекций t12(ξ), ξ ∈ σ12, t21(ζ), ζ ∈ σ21.

Предложение 3. Справедливо равенство E(σ) = E12(σ)H, где H ⊆ E(τ) ⊆ G(τ).
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Предложение 4. Пусть t21(α) ∈ E(σ). Тогда t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ),

a = diag

((

1 + a11 a12
a21 1 + a22

)

, en−2

)

, h = diag

((

1 + h11 h12
h21 1 + h22

)

, en−2

)

,

(

1 0
α 1

)

=

(

1 + a11 a12
a21 1 + a22

)(

1 + h11 h12
h21 1 + h22

)

, (4)

a11 = h22, αa12 ∈ ω11 ∩ ω22, a11α ∈ ω21, α− a21 ∈ ω21, (5)

aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12, ω11 ∩ ω22, i, j = 1, 2. (6)

⊳ Согласно предложению 3 нам нужно доказать включения (5) и (6). Заметим в на-
чале, что из h, h−1 ∈ G(τ) следует, что h11, h22 ∈ τ11 ∩ τ22. Из включения a ∈ E12(σ) мы
имеем a11, a22 ∈ γ12, a21 ∈ Ω21. Далее, согласно предложению 2 мы имеем α ∈ Ω21.

Согласно предложению 3 имеем включение E(σ) ⊆ E12(σ)G(τ). Следовательно,
t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ).

Докажем включения (5). Из (4) следует равенство
(

1 + a22 −a12
−a21 1 + a11

)(

1 0
α 1

)

=

(

1 + h11 h12
h21 1 + h22

)

. (7)

Отсюда, в частности, a11 = h22, a12 = −h12. Далее, имеем [2, лемма 1] τ22Ω21 ⊆ ω21,
откуда h22Ω21 ⊆ ω21, а потому (a11 = h22) a11Ω21 ⊆ ω21, следовательно, (α ∈ Ω21)
a11α ∈ ω21. В силу (7) мы имеем −a21 + α + αa11 = h21 ∈ ω21, но согласно доказанному
a11α ∈ ω21, следовательно, α − a21 ∈ ω21. Отметим, наконец, что включение αa12 ∈
ω11 ∩ ω22 вытекает из предложения 1.

Докажем включения (6). Согласно замечанию, сделанному в начале доказательства
теоремы, мы имеем включение a11 = h22 ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12. Далее, из (7) a22 − αa12 = h11,
но согласно доказанному αa12 ∈ ω11 ∩ ω22 ⊆ τ11 ∩ τ22. Согласно замечанию, сделанному
в начале доказательства теоремы, h11 ∈ τ11 ∩ τ22, поэтому a22 ∈ τ11 ∩ τ22, но a22 ∈
γ12, откуда a22 ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12. С другой стороны, αa12 ∈ Ω21ω12 ⊆ Ω21Ω12 ⊆ γ12,
поэтому h11 ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12. Таким образом, мы показали, что aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12,
i = 1, 2. Но теперь из последнего включения и (3) вытекает справедливость включений
aiiajj, aiihjj, hiihjj ∈ ω11 ∩ ω22, i, j = 1, 2. ⊲

Теорема. Пусть n > 3, t21(α) ∈ E(σ). Тогда t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ). Если

a = diag

((

1 + a11 a12
a21 1 + a22

)

, en−2

)

, h = diag

((

1 + h11 h12
h21 1 + h22

)

, en−2

)

,

и выполнено (4), то aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12, i = 1, 2,

α, a21 ∈ Ω21, α− a21 ∈ ω21, a12, h12 ∈ ω12, h21 ∈ ω21, (8)

a22 + a11, a22 − h11, a22 + h22, h11 + h22, h11 + a11 ∈ ω11 ∩ ω22, (9)

⊳ Представление t21(α) = ah, a ∈ E12(σ), h ∈ G(τ) вытекает из предложения 4. Вклю-
чения aii, hii ∈ τ11 ∩ τ22 ∩ γ12, i = 1, 2, и включения (8) следуют также из предложения 4.

Докажем включения (9). Из (7) мы имеем a22 − a12α = h11, откуда a22 − h11 =
a12α ∈ ω11 ∩ ω22 (см. предложение 4, формулу (5)). Далее, из (6) следует, что a11a22 ∈
ω11 ∩ ω22, а из предложения 1 (так как a21 ∈ Ω21, a12 ∈ ω12) следует включение a21a12 ∈
ω11 ∩ ω22. Но так как det(a) = 1, то a22 + a11 ∈ ω11 ∩ ω22. Далее, a11 = h22, поэтому
a22 + h22 ∈ ω11 ∩ ω22. Аналогично, из того, что det(h) = 1 и того, что h11h22 ∈ ω11 ∩ ω22

следует включение h11 + h22 ∈ ω11 ∩ ω22. Наконец, из равенства a11 = h22 мы имеем h11+
a11 ∈ ω11 ∩ ω22. ⊲
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DECOMPOSITION OF ELEMENTARY TRANSVECTION
IN ELEMENTARY NET GROUP

Itapova, S. Y.1 and Koibaev, V. A.1,2
1 North-Ossetian State University,

46 Vatutin St., Vladikavkaz 362025, Russia;
2 Southern Mathematical Institute VSC RAS,
22 Marcus St., Vladikavkaz 362027, Russia

E-mail: sitarova1991@gmail.com, koibaev-K1@yandex.ru

Abstract. The paper deals with the study of elementary nets (carpets) σ = (σij) and elementary net
groups E(σ). Namely, decomposition of an elementary transvection in elementary net group E(σ) is given.
The colections of subsets (ideals, additive subgroups and etc.) σ = {σij : 1 6 i, j 6 n} of an associative ring
with the conditions σirσrj ⊆ σij , 1 6 i, r, j 6 n, arose in a different situations. Such collections are called
carpets or nets and a rings, while the associated groups are called carpet (net, congruence, etc.) subgroups.
An elementary net (a net without diagonal) σ is closed (admissible) if the subgroup E(σ) does not contain
new elementary transvections. The study was motivated by the question of V. M. Levchuk (The Kourovka
notebook, question 15.46) whether or not a necessary and sufficient condition for the admissibility (closure)
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of the elementary net σ is the admissibility (closure) of all pairs (σij , σji). In other words, the inclusion of
an elementary transvection tij(α) in the elementary group E(σ) is equivalent to the inclusion of tij(α) in the
subgroup 〈tij(σij), tji(σji)〉 (for any i 6= j). Thus, the decomposition of elementary transvection tij(α) in the
elementary net group E(σ) becomes relevant. We consider an elementary net σ = (σij) (elementary carpet)
of the additive subgroups of a commutative ring of order n, a derived net ω = (ωij) depending on the net
σ, the net Ω = (Ωij) associated with the elementary group E(σ), where ω ⊆ σ ⊆ Ω and the net Ω is the
least (complemented) net among all the nets which contain the elementary net σ. Let R be a commutative
unital ring and n ∈ N, n > 2. A set σ = (σij), 1 6 i, j 6 n, of additive subgroups σij of the ring R is said
to be a net or a carpet over the ring R of order n if σirσrj ⊆ σij for all i, r, j. A net without diagonal is
said to be elementary net or elementary carpet. We prove that every elementary transvection tij(α) ∈ E(σ)
can be decomposed tij(α) = ah into a product of two matrices a and h, where a is a member of the group

〈tij(σij), tji(σji)〉, h is a member of the net group G(τ ), where τ =

(

τii ωij

ωji τjj

)

, ωii ⊆ τii ⊆ Ωii. Important

characteristics of matrices a and h involved in the decomposition of elementary transvection tij(α) were also
obtained in the paper.

Key words: nets, carpets, elementary net, net group, closed net, derivative net, elementary net group,
transvections.
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