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Аннотация. Очевидным свойством произвольной ненулевой гладкой антипериодической функции
является отсутствие соответствующего периода у ее производной. Другими словами, если r — фикси-
рованное положительное число и на вещественной оси f(x+r)+f(x−r) = 0 и f ′(x+r)−f ′(x−r) = 0,
то f = 0. Этот факт допускает нетривиальные обобщения на многомерные пространства. Одним из
общих методов для таких обобщений является следующая теорема Брауна — Шрейбера — Тей-
лора о спектральном анализе: любое ненулевое подпространство U в C(Rn), инвариантное отно-
сительно всех движений Rn, содержит радиальную функцию вида (λ|x|)1−

n

2 Jn

2
−1(λ|x|), где λ —

некоторое комплексное число, Jν — функция Бесселя первого рода порядка ν. В частности, ес-
ли функция f ∈ C1(Rn) и ее нормальная производная имеют нулевые интегралы по всем сфе-
рам фиксированного радиуса r в Rn, то f = 0. В терминах сверток это означает инъективность
оператора Pf = (f ∗ ∆χr, f ∗ σr), f ∈ C(Rn), где ∆ — оператор Лапласа, χr — индикатор ша-
ра Br = {x ∈ Rn : |x| < r}, σr — поверхностная дельта-функция, сосредоточенная на сфере
Sr = {x ∈ Rn : |x| = r}. В данной работе изучается задача об обращении оператора P на классе
распределений. Получена новая формула восстановления распределения f ∈ D

′(Rn) по известным
сверткам f ∗∆χr и f ∗ σr. В работе используются методы гармонического анализа, а также теории
целых и специальных функций. Ключевым шагом в доказательстве основного результата являет-
ся разложение дельта-функции Дирака по системе радиальных распределений с носителями в Br,
биортогональной к некоторой системе сферических функций. Подобный подход можно использовать
для обращения других операторов свертки с радиальными распределениями из E

′(Rn).

Ключевые слова: радиальные распределения, периодичность в среднем, преобразование Помпейю,
формулы обращения.
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1. Введение

Задача о восстановлении функции по ее сферическим средним восходит к Г. Минков-
скому [1], П. Функу [2] и И. Радону [3]. В последнем разделе указанной статьи И. Радона
содержится, в частности, следующее утверждение.

c© 2023 Волчкова Н. П., Волчков Вит. В.
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Предложение 1. Пусть r > 0 фиксировано, λ — произвольный положительный нуль

функции Бесселя J0. Тогда при любом k ∈ Z функция

Jk

(
λ
√
x2 + y2

r

)(
x+ iy√
x2 + y2

)k

имеет нулевые интегралы по всем окружностям радиуса r в R2.

Аналогичные примеры, связанные с нулями функции Бесселя Jn
2
−1, можно постро-

ить и для сферических средних в Rn при n > 2. Отсюда видно, что знание средних
функции f ∈ C(Rn) по всем сферам одного радиуса недостаточно для однозначного вос-
становления f . В дальнейшем изучением класса функций f ∈ C(Rn), имеющих нулевые
интегралы по всем сферам фиксированного радиуса в Rn, занимались многие авторы
(см. [4–9] и библиографию к этим работам). Весьма общий метод для его исследования
был разработан Л. Брауном, Б. М. Шрейбером и Б. А. Тейлором [10]. Они доказали,
что любое ненулевое подпространство U в C(Rn), инвариантное относительно всех дви-
жений Rn, содержит радиальную функцию In

2
−1(λ|x|), где λ — некоторое комплексное

число, |x| — евклидова норма вектора x ∈ Rn,

Iν(z) =
Jν(z)

zν
, ν, z ∈ C.

Эта теорема о спектральном анализе влечет, в частности, следующий результат.

Теорема 1. Пусть r > 0 фиксировано, Sr(x) = {y ∈ Rn : |y − x| = r} — сфера

радиуса r с центром в точке x ∈ Rn, dσ — элемент площади на Sr(x) и ∂
∂n

означает

дифференцирование по внешней нормали к Sr(x). Тогда оператор

Pf(x) =

( ∫

Sr(x)

f dσ,

∫

Sr(x)

∂f

∂n
dσ

)
, f ∈ C1(Rn), (1)

является инъективным.

Оператор P можно интерпретировать как преобразование Помпейю, ассоциирован-
ное с распределениями ∆χr и σr, где ∆ — оператор Лапласа, χr — индикатор шара
Br = {x ∈ Rn : |x| < r}, σr — поверхностная дельта-функция, сосредоточенная на сфере
Sr = Sr(0), т. е.

〈σr, ϕ〉 =
∫

Sr

ϕdσ, ϕ ∈ C(Rn)

(см. [4, § 3], а также равенства (22) ниже). В работе [11] анонсирован следующий резуль-
тат, дающий формулу обращения для оператора P.

Теорема 2 [11]. Пусть n > 2, ωn−1 — площадь единичной сферы в Rn,

g0(x) =
1

ωn−1

∫

S1(x)

f dσ, g1(x) =
n− 1

ωn−1

∫

S1(x)

∂f

∂n
dσ, f ∈ C1(Rn).

1) Если n = 2q, q ∈ N, то справедливо разложение f в виде суммы сверток

f = A1 ∗ g1 +A0 ∗ g0,
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в котором A0, A1 — распределения с носителями в шаре |x| 6 1, определяемые как

обратные преобразования Фурье

A0(x) =
∨
α0(|ξ|), A1(x) =

∨
α1(|ξ|),

где

α0(s) =
1

π2(2q − 3)!!

(
sqJq(s) ln s−

π

2
sqNq(s)

)
,

α1(s) =
1

π2(2q − 1)!!

(
sq−1Jq−1(s) ln s−

π

2
sq−1Nq−1(s)

)
,

Nq — функция Неймана порядка q.

2) Если n = 2q + 1, q ∈ N, то имеет место представление f в виде

f = B1 ∗ g1 +B0 ∗ g0,

в котором распределения B0, B1 определяются равенствами

B0(x) = P

(
∂

∂ρ

)
δ(ρ− 1), B1(x) = Q

(
∂

∂ρ

)
δ(ρ − 1),

где P и Q — некоторые дифференциальные операторы с постоянными коэффициента-

ми порядка не выше n, δ(ρ − 1) — функционал, соответствующий массе, равномерно

распределенной по сфере S1 с плотностью единица.

Другие подходы к обращению операторов типа (1) развиты в [12, 13]. Целью данной
работы является нахождение новой формулы восстановления функции f по сферическим
средним из (1). В отличие от [11–13], наши конструкции основаны на идеях, предложен-
ных в [8, 14]. Формулировка основного результата приводится в § 2 (см. теорему 3 ниже).
В § 3 содержатся необходимые вспомогательные утверждения. Доказательство теоремы 3
получено в § 4.

2. Формулировка основного результата

Далее, как обычно, Cn — n-мерное комплексное пространство с эрмитовым скаляр-
ным произведением

(ζ, ς) =

n∑

j=1

ζj ςj, ζ = (ζ1, . . . , ζn), ς = (ς1, . . . , ςn),

D ′(Rn) и E ′(Rn) — пространства распределений и распределений с компактными носи-
телями на Rn соответственно.

Преобразованием Фурье — Лапласа распределения T ∈ E ′(Rn) является целая функ-
ция

T̂ (ζ) =
〈
T (x), e−i(ζ,x)

〉
, ζ ∈ Cn.

При этом T̂ растет на Rn не быстрее полинома и

〈T̂ , ψ〉 = 〈T, ψ̂ 〉, ψ ∈ S (Rn), (2)

где S (Rn) — пространство Шварца быстро убывающих функций из C∞(Rn) (см. [15,
гл. 7]).
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Если T1, T2 ∈ D ′(Rn) и хотя бы одно из этих распределений имеет компактный носи-
тель, то их свертка T1 ∗T2 является распределением в D ′(Rn), действующим по правилу

〈T1 ∗ T2, ϕ〉 =
〈
T2(y), 〈T1(x), ϕ(x + y)〉

〉
, ϕ ∈ D(Rn), (3)

где D(Rn) — пространство финитных бесконечно дифференцируемых функций на Rn.
Для T1, T2 ∈ E ′(Rn) справедлива формула Бореля

T̂1 ∗ T2 = T̂1 T̂2. (4)

Пусть E ′
♮ (R

n) — пространство радиальных (инвариантных относительно вращений
пространства Rn) распределений из E ′(Rn), n > 2. Простейшим примером распределения
из класса E ′

♮ (R
n) является дельта-функция Дирака δ с носителем в нуле. Сферическое

преобразование распределения T ∈ E ′
♮ (R

n) определяется равенством

T̃ (z) = 〈T, ϕz〉, z ∈ C,

где ϕz — сферическая функция в Rn, т. е.

ϕz(x) = 2
n
2
−1Γ

(n
2

)
In

2
−1(z|x|), x ∈ Rn

(см. [16, гл. 4]). Функция ϕz однозначно определяется следующими условиями:
1) ϕz радиальная и ϕz(0) = 1;

2) ϕz удовлетворяет дифференциальному уравнению

∆(ϕz) + z2ϕz = 0. (5)

Отметим, что T̃ — четная целая функция экспоненциального типа и преобразование
Фурье T̂ выражается через T̃ по формуле

T̂ (ζ) = T̃
(√

ζ21 + . . .+ ζ2n

)
, ζ ∈ Cn. (6)

Кроме того,

p̃(∆)T (z) = p(−z2)T̃ (z) (p — алгебраический многочлен). (7)

Множество всех нулей функции T̃ , лежащих в полуплоскости Re z > 0 и не принадле-
жащих отрицательной части мнимой оси, обозначим Z+(T̃ ).

Пусть

κr = ∆χr.

Для T = χr, T = κr или T = σr имеем (см. [9, ч. 2, гл. 3, ф. (3.90)] и (7))

χ̃r(z) = (2π)
n
2 rnIn

2
(rz), κ̃r(z) = −z2χ̃r(z), σ̃r(z) = (2π)

n
2 rn−1

In
2
−1(rz). (8)

Отсюда и из формулы

I
′
ν(z) = −zIν+1(z) (9)

(см. [17, гл. 7, п. 7.2.8, ф. (51)]) находим

χ̃′
r(z) = −(2π)

n
2 rn+2zIn

2
+1(rz), σ̃′r(z) = −(2π)

n
2 rn+1zIn

2
(rz). (10)
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Используя хорошо известные свойства нулей функций Бесселя (см., например, [17, гл. 7,
п. 7.9]), можно получить соответствующую информацию о множествах Z+(χ̃r), Z+(κ̃r)
и Z+(σ̃r). В частности, все нули χ̃r и σ̃r являются простыми, принадлежат R\{0} и

Z+(χ̃r) =

{
λ1

r
,
λ2

r
, . . .

}
, Z+(κ̃r) =

{
0,
λ1

r
,
λ2

r
, . . .

}
, Z+(σ̃r) =

{µ1
r
,
µ2

r
, . . .

}
, (11)

где
λj = γn

2
,j , µj = γn

2
−1,j ,

{γν,j}∞j=1 — последовательность всех положительных нулей функции Iν (ν > −1), за-
нумерованных в порядке возрастания. Поскольку функции Jn

2
−1 и Jn

2
не имеют общих

нулей на R\{0}, то корректно определены функции

κλ
r (x) = −

In
2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

χr(x), λ ∈ Z+(κ̃r),

σµr (x) = − 1

rµ2

In
2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

χr(x), µ ∈ Z+(σ̃r).

Пусть

pr(z) =
m∏

j=1

(
z −

(
λj

r

)2
)
, Pr(z) =

m∏

j=1

(
z −

(µj
r

)2)
, m =

[
n+ 5

4

]
, (12)

Hr = pr(∆)κr, Ωr = Pr(∆)σr. (13)

Тогда в силу формулы (7) имеем

H̃r(z) = pr(−z2)κ̃r(z), Ω̃r(z) = Pr(−z2)σ̃r(z), (14)

Z+

(
H̃r

)
=

{
0,
λ1

r
,
λ2

r
, . . .

}
∪
{
iλ1

r
,
iλ2

r
, . . . ,

iλm

r

}
, (15)

Z+

(
Ω̃r

)
=
{µ1
r
,
µ2

r
, . . .

}
∪
{
iµ1

r
,
iµ2

r
, . . . ,

iµm

r

}
, (16)

причем все нули H̃r и Ω̃r на C\{0} являются простыми. Кроме того,

Z+

(
H̃r

)
∩ Z+

(
Ω̃r

)
= ∅. (17)

Для λ ∈ Z+(H̃r) (соответственно, µ ∈ Z+(Ω̃r)) положим

H
λ
r = pr(∆)κλ

r

(
Ωµ
r = Pr(∆)σµr

)
, (18)

если λ ∈ Z+(κ̃r) (µ ∈ Z+(σ̃r)), и

H
λ
r = qr,λ(∆)κr

(
Ωµ
r = Qr,µ(∆)σr

)
, (19)

если pr(−λ2) = 0 (Pr(−µ2) = 0), где

qr,λ(z) = − pr(z)

z + λ2

(
Qr,µ(z) = − Pr(z)

z + µ2

)
. (20)
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Основным результатом данной работы является

Теорема 3. Пусть f ∈ D ′(Rn), n > 2. Тогда

f =
∑

µ∈Z+(Ω̃r)

4

µH̃
′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)

(
pr(∆)Pr(∆)

(
(f ∗ σr) ∗ χr

)
pr(∆)

(
(f ∗ κr) ∗Ωµ

r

))

+
∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

∑

µ∈Z+(Ω̃r)

4λµ

(λ2 − µ2)H̃ ′

r (λ)Ω̃ ′

r (µ)

×
(
Pr(∆)

(
(f ∗ σr) ∗ H

λ
r

)
− pr(∆) ((f ∗ κr) ∗Ωµ

r )
)
,

(21)

где ряд (21) сходится безусловно в пространстве D ′(Rn).

Используя формулу Грина и определение свертки, нетрудно получить равенства

(f ∗ κr)(x) =

∫

Sr(x)

∂f

∂n
dσ, (f ∗ σr)(x) =

∫

Sr(x)

f dσ, f ∈ C1(Rn). (22)

Таким образом, теорема 3 дает новую формулу восстановления функции f по указанным
сферическим средним (см. (12), (14)–(16), (18)–(20)). Относительно других результатов,
связанных с обращением оператора сферического среднего, см. [18–27].

3. Вспомогательные утверждения

Приведем сначала свойства функций Iν , которые потребуются в дальнейшем.

Лемма 1. 1) При ν > −1
2 , z ∈ C имеет место неравенство

|Iν(z)| 6
e|Im z|

2νΓ(ν + 1)
. (23)

2) Если ν ∈ R, то

|Iν(z)| ∼
1√
2π

e|Im z|

|z|ν+ 1

2

, Im z → ∞. (24)

3) Пусть ν > −1. Тогда

γν,j = π

(
j +

ν

2
− 1

4

)
+O

(
1

j

)
, j → ∞. (25)

Кроме того,

lim
j→∞

(γν,j)
ν+ 3

2

∣∣Iν+1(γν,j)
∣∣ =

√
2

π
. (26)

⊳ 1) Из интегрального представления Пуассона [17, гл. 7, п. 7.12, ф. (8)] имеем

Iν(z) =
21−ν

√
πΓ
(
ν + 1

2

)
1∫

0

cos(uz)
(
1− u2

)ν− 1

2 du.
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Отсюда получаем

|Iν(z)| 6
21−ν

√
πΓ
(
ν + 1

2

)
1∫

0

eu|Im z|(1− u2)ν−
1

2 du

6
21−ν

√
πΓ
(
ν + 1

2

) 1

2
B

(
1

2
, ν +

1

2

)
e|Im z| =

e|Im z|

2νΓ(ν + 1)
,

что и требовалось.

2) Из асимптотического разложения бесселевых функций [17, гл. 7, п. 7.13.1, ф. (3)]
следует равенство

Iν(z) =

√
2

π
z−ν− 1

2

(
cos
(
z − πν

2
− π

4

)
+O

(
e|Im z|

|z|

))
, z → ∞, −π < arg z < π. (27)

Учитывая, что

| cosw| ∼ e|Imw|

2
, Imw → ∞,

из (27) получаем (24).

3) Асимптотика (25) для нулей Iν хорошо известна (см., например, [8, гл. 7, ф. (7.9)]).
Тогда

cos
(
γν,j −

πν

2
− π

4

)
= cos

(
πj − π

2
+O

(
1

j

))
= O

(
1

j

)
, j → ∞.

Отсюда следует, что

lim
j→∞

∣∣∣sin
(
γν,j −

πν

2
− π

4

)∣∣∣ = 1.

Используя это соотношение и равенство

Iν+1(z) =

√
2

π
z−ν− 3

2

(
sin
(
z − πν

2
− π

4

)
+O

(
e|Im z|

|z|

))
, z → ∞, −π < arg z < π

(см. (27)), приходим к (26). ⊲

Следствие 1. Для любого r > 0

∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

1

|H̃ ′

r (λ)|
< +∞,

∑

µ∈Z+(Ω̃r)

1

|Ω̃ ′

r (µ)|
< +∞. (28)

⊳ Используя (14), (8) и (10), находим

H̃
′

r (λ) = pr(−λ2)κ̃′
r(λ)− 2λp′r(−λ2)κ̃r(λ)

= (2π)
n
2 rnλpr(−λ2)

(
r2λ2In

2
+1(rλ)− 2In

2
(rλ)

)
− 2λp′r(−λ2)κ̃r(λ).

Теперь из (11) и (15) имеем

∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

1

|H̃ ′

r (λ)|
=

m∑

j=1

1∣∣H̃ ′

r

( iλj

r

)∣∣ +
1

(2π)
n
2 rn−1

∞∑

j=1

1

λ3j
∣∣pr
(
− λ2

j

r2

)∣∣∣∣In
2
+1(λj)

∣∣
.
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Этот ряд сравним со сходящимся рядом

∞∑

j=1

1

j2m−n−3

2

(см. (12), (25) и (26)). Отсюда получаем сходимость первого ряда в (28). Сходимость
второго ряда в (28) доказывается аналогично. ⊲

Лемма 2. Пусть g : C → C — четная целая функция и g(λ) = 0 для некоторого

λ ∈ C. Тогда ∣∣∣∣
λg(z)

z2 − λ2

∣∣∣∣ 6 max
|ζ−z|62

|g(ζ)|, z ∈ C, (29)

где при z = ±λ левая часть в (29) доопределена по непрерывности.

⊳ Имеем ∣∣∣∣
2λg(z)

z2 − λ2

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
g(z)

z − λ
− g(z)

z + λ

∣∣∣∣ 6
∣∣∣∣
g(z)

z − λ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
g(z)

z + λ

∣∣∣∣ . (30)

Оценим первое слагаемое в правой части (30).

Если |z − λ| > 1, то ∣∣∣∣
g(z)

z − λ

∣∣∣∣ 6 |g(z)| 6 max
|ζ−z|62

|g(ζ)|. (31)

Пусть |z − λ| 6 1. Тогда применяя принцип максимума модуля к целой функции g(ζ)
ζ−λ

,
получаем ∣∣∣∣

g(z)

z − λ

∣∣∣∣ 6 max
|ζ−λ|61

∣∣∣∣
g(ζ)

ζ − λ

∣∣∣∣ = max
|ζ−λ|=1

|g(ζ)|.

Учитывая, что окружность |ζ−λ| = 1 содержится в круге |ζ− z| 6 2, приходим к оценке

∣∣∣∣
g(z)

z − λ

∣∣∣∣ 6 max
|ζ−z|62

|g(ζ)|, (32)

которая справедлива для всех z ∈ C (см. (31)).

Аналогично, ∣∣∣∣
g(z)

z + λ

∣∣∣∣ 6 max
|ζ−z|62

|g(ζ)|, z ∈ C, (33)

поскольку g(−λ) = 0. Из (32), (33) и (30) следует требуемое утверждение. ⊲

Лемма 3. Имеют место равенства

∆(κλ
r ) + λ2κλ

r = −κr, λ ∈ Z+(κ̃r), (34)

∆(σµr ) + µ2σµr = −σr, µ ∈ Z+(σ̃r). (35)

⊳ Для любой функции ϕ ∈ D(Rn) имеем

〈
∆(κλ

r ) + λ2κλ
r , ϕ

〉
=
〈
κλ
r , (∆ + λ2)ϕ

〉

= −
∫

|x|6r

In
2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

(∆ϕ)(x) dx − λ2
∫

|x|6r

In
2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

ϕ(x) dx.
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Применим к первому интегралу формулу Грина∫

G

(v∆u− u∆v) dx =

∫

∂G

(
v
∂u

∂n
− u

∂v

∂n

)
dσ (36)

(см., например, [28, гл. 5, § 21, п. 2]). Тогда

〈
∆(κλ

r ) + λ2κλ
r , ϕ

〉
= −

∫

|x|6r

∆

(
In

2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

)
ϕ(x) dx

+

∫

Sr

(
ϕ(x)

∂

∂n

(
In

2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

)
−

In
2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

∂ϕ

∂n

)
dσ(x)− λ2

∫

|x|6r

In
2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

ϕ(x) dx.

Отсюда и из (5), (36) следует, что

〈
∆(κλ

r ) + λ2κλ
r , ϕ

〉
=

∫

Sr

(
ϕ(x)

∂

∂n

(
In

2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

)
− ∂ϕ

∂n

)
dσ(x)

=

∫

Sr

ϕ(x)
∂

∂n

(
In

2
−1(λ|x|)

In
2
−1(λr)

)
dσ(x) − 〈χr,∆ϕ〉.

Теперь используя формулу

∂

∂n
(f(|x|)) = f ′(|x|), n =

x

|x|

и равенство (9), находим

〈
∆(κλ

r ) + λ2κλ
r , ϕ

〉
= −λ2

∫

Sr

ϕ(x) |x|
In

2
(λ|x|)

In
2
−1(λr)

dσ(x)− 〈∆χr, ϕ〉

= −rλ2
In

2
(λr)

In
2
−1(λr)

∫

Sr

ϕ(x) dσ(x) − 〈∆χr, ϕ〉.

Поскольку λ ∈ Z+(κ̃r), то учитывая соотношение (8), получаем (34).
В случае сферических средних подобным образом имеем〈

∆(σµr ) + µ2σµr , ϕ
〉
=
〈
σµr , (∆ + µ2)ϕ

〉

= − 1

rµ2

∫

|x|6r

In
2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

∆ϕ(x) dx − 1

r

∫

|x|6r

In
2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

ϕ(x) dx

= − 1

rµ2

∫

|x|6r

∆

(
In

2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

)
ϕ(x) dx +

1

rµ2

∫

Sr

ϕ(x)
∂

∂n

(
In

2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

)
dσ(x)

−1

r

∫

|x|6r

In
2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

ϕ(x) dx =
1

rµ2

∫

Sr

ϕ(x)
∂

∂n

(
In

2
−1(µ|x|)
In

2
(µr)

)
dσ(x)

= −1

r

∫

Sr

ϕ(x) |x|
In

2
(µ|x|)

In
2
(µr)

dσ(x) = −
∫

Sr

ϕ(x) dσ(x) = −〈σr, ϕ〉.

Тем самым равенство (35) также доказано. ⊲
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Замечание 1. Из (7) и инъективности сферического преобразования следует, что
для распределений U, T ∈ E ′

♮ (R
n) и ζ ∈ Z+(T̃ )

∆U + ζ2U = −T ⇔ Ũ(z) =
T̃ (z)

z2 − ζ2
. (37)

Поэтому соотношения (34) и (35) влекут равенства

κ̃λ
r (z) =

κ̃r(z)

z2 − λ2
, λ ∈ Z+(κ̃r), σ̃

µ
r (z) =

σ̃r(z)

z2 − µ2
, µ ∈ Z+(σ̃r). (38)

Лемма 4. Пусть λ ∈ Z+(H̃r), µ ∈ Z+(Ω̃r). Тогда

H̃ λ
r (z) =

H̃r(z)

z2 − λ2
, Ω̃µ

r (z) =
Ω̃r(z)

z2 − µ2
. (39)

⊳ Формулы в (39) легко следуют из (7) и замечания 1. Действительно, если
λ ∈ Z+(κ̃r), то в силу (18), (7), (38) и (14) имеем

H̃ λ
r (z) = pr(−z2)κ̃λ

r (z) =
pr(−z2)κ̃r(z)

z2 − λ2
=

H̃r(z)

z2 − λ2
.

Аналогично, если pr(−λ2) = 0, то

H̃ λ
r (z) = qr,λ(−z2)κ̃r(z) =

pr(−z2)κ̃r(z)

z2 − λ2
=

H̃r(z)

z2 − λ2

(см. (19), (20), (7) и (14)). Подобным образом получаем и второе равенство в (39). ⊲

Лемма 5. Пусть

Xλ
r =

2λ

H̃
′

r (λ)
H

λ
r , λ ∈ Z+

(
H̃r

)
\{0}, X0

r = −2pr(∆)χr

H̃
′′

r (0)
, (40)

Ψµ
r =

2µ

Ω̃ ′

r (µ)
Ωµ
r , µ ∈ Z+

(
Ω̃r

)
. (41)

Тогда ∑

λ∈Z+(H̃r)

Xλ
r =

∑

µ∈Z+(Ω̃r)

Ψµ
r = δ, (42)

где ряды в (42) сходятся безусловно в пространстве D ′(Rn).

⊳ Для произвольной функции ϕ ∈ D(Rn) определим функцию ψ ∈ S (Rn) равенством

ψ(y) =
1

(2π)n

∫

Rn

ϕ(x)ei(x,y) dx, y ∈ Rn.

Пусть λ ∈ Z+

(
H̃r

)
\{0}. Тогда (см. (2), (6) и (39))

〈
Xλ

r , ϕ
〉
=
〈
Xλ

r , ψ̂
〉
=
〈
X̂λ

r , ψ
〉
=

∫

Rn

ψ(x)X̃λ
r (|x|) dx =

2

H̃
′

r (λ)

∫

Rn

ψ(x)
λH̃r(|x|)
|x|2 − λ2

dx.
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Используя это представление и лемму 2, получаем

∣∣〈Xλ
r , ϕ

〉∣∣ 6 2∣∣H̃ ′

r (λ)
∣∣

∫

Rn

|ψ(x)| max
|ζ−|x||62

∣∣H̃r(ζ)
∣∣ dx.

Из (14), (8) и (23) имеем

max
|ζ−|x||62

∣∣H̃r(ζ)
∣∣ = (2π)

n
2 rn max

|ζ−|x||62
|ζ|2
∣∣pr(−ζ2)

∣∣∣∣In
2
(rζ)

∣∣

6
π

n
2 rn

Γ
(
n
2 + 1

) max
|ζ−|x||62

|ζ|2
∣∣pr(−ζ2)

∣∣ · er|Im ζ|
6

π
n
2 rne2r

Γ
(
n
2 + 1

) max
|ζ−|x||62

|ζ|2
∣∣pr(−ζ2)

∣∣.

Поэтому

∣∣〈Xλ
r , ϕ

〉∣∣ 6 2π
n
2 rne2r

Γ
(
n
2 + 1

) ∣∣H̃ ′

r (λ)
∣∣

∫

Rn

|ψ(x)| max
|ζ−|x||62

|ζ|2
∣∣pr(−ζ2)

∣∣ dx. (43)

Это неравенство и следствие 1 показывают, что первый ряд в (42) сходится безусловно в
пространстве D ′(Rn) к некоторому распределению f с носителем в Br. По лемме 4 для
сферического преобразования этого распределения справедливо равенство

f̃(z) =
∑

λ∈Z+(H̃r)

X̃λ
r (z) =

∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

2λ

H̃
′

r (λ)

H̃r(z)

z2 − λ2
+

2H̃r(z)

H̃
′′

r (0)z2
. (44)

При этом, если ζ ∈ Z+(H̃r)\{0}, то

f̃(ζ) =
2ζ

H̃
′

r (ζ)
lim
z→ζ

H̃r(z)

z2 − ζ2
= 1 и f̃(0) =

2

H̃
′′

r (0)
lim
z→0

H̃r(z)

z2
= 1. (45)

Далее, поскольку f̃(z) − 1 и H̃r(z) являются четными целыми функциями экспоненци-
ального типа, то в силу (45) их отношение

h(z) =
f̃(z)− 1

H̃r(z)

является целой функцией не выше первого порядка (см. [29, гл. 1, § 9, следствие из
теоремы 12]). При Im z = ±Re z, z 6= 0 она оценивается следующим образом:

|h(z)| 6 |f̃(z)|∣∣H̃r(z)
∣∣ +

1∣∣H̃r(z)
∣∣

6

∣∣∣∣∣∣
∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

1

H̃
′

r (λ)

(
1

z − λ
− 1

z + λ

)∣∣∣∣∣∣
+

2∣∣H̃ ′′

r (0)
∣∣|z|2

+
1∣∣H̃r(z)
∣∣

6
∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

1∣∣H̃ ′

r (λ)
∣∣

(
1

|z − λ| +
1

|z + λ|

)
+

2∣∣H̃ ′′

r (0)
∣∣|z|2

+
1∣∣H̃r(z)

∣∣

6
2
√
2

|z|
∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

1∣∣H̃ ′

r (λ)
∣∣ +

2∣∣H̃ ′′

r (0)
∣∣|z|2

+
1

(2π)
n
2 rn
∣∣z2pr(−z2)In

2
(rz)

∣∣ .
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Из этой оценки и соотношений (28), (24) видно, что

lim
z→∞,

Im z=±Re z

h(z) = 0. (46)

Тогда по принципу Фрагмена — Линделёфа функция h ограничена на C. Теперь из (46)
и теоремы Лиувилля следует, что h = 0. Отсюда f̃ = 1, т. е. f = δ. Аналогично получаем,
что второй ряд в (42) сходится безусловно в пространстве D ′(Rn) к дельта-функции δ.
Таким образом, лемма 5 доказана. ⊲

Лемма 6. Пусть λ ∈ Z+(H̃r)\{0}, µ ∈ Z+(Ω̃r). Тогда

(
λ2 − µ2

)
Xλ

r ∗Ψµ
r =

4λµ

H̃
′

r (λ)Ω̃ ′

r (µ)

(
Ωr ∗ H

λ
r − Hr ∗ Ωµ

r

)
. (47)

Кроме того,

X0
r ∗Ψµ

r =
4

µH̃
′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)

(
Ωr ∗ (pr(∆)χr) + Hr ∗ Ωµ

r

)
. (48)

⊳ Из (39), (37), (40) и (41) имеем

(
∆+ λ2

) (
Xλ

r

)
= − 2λ

H̃
′

r (λ)
Hr, λ ∈ Z+(H̃r)\{0}, (49)

(
∆+ µ2

)
(Ψµ

r ) = − 2µ

Ω̃ ′

r (µ)
Ωr, µ ∈ Z+(Ω̃r). (50)

Из (49), (41) и перестановочности оператора дифференцирования со сверткой получаем

(
∆+ λ2

) (
Xλ

r ∗Ψµ
r

)
=

−4λµ

H̃
′

r (λ)Ω̃ ′

r (µ)
Hr ∗ Ωµ

r .

Аналогично, из (50) следует, что

−
(
∆+ µ2

) (
Xλ

r ∗Ψµ
r

)
=

4λµ

H̃
′

r (λ)Ω̃ ′

r (µ)
Ωr ∗ H

λ
r .

Складывая два последних равенства, приходим к соотношению (47). Подобным образом
находим

∆
(
X0

r

)
= − 2Hr

H̃
′′

r (0)
,

(
∆+ µ2

) (
X0

r ∗Ψµ
r

)
=

4µ

H̃
′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)
Ωr ∗ (pr(∆)χr) ,

−∆
(
X0

r ∗Ψµ
r

)
=

4µ

H̃
′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)
Hr ∗Ωµ

r ,

откуда следует (48). ⊲
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4. Доказательство теоремы 3

Докажем, что ∑

λ∈Z+(H̃r)

∑

µ∈Z+(Ω̃r)

Xλ
r ∗Ψµ

r = δ, (51)

где ряд (51) сходится безусловно в пространстве D ′(Rn). Пусть ϕ ∈ D(Rn), ψ ∈ S (Rn) и

ϕ = ψ̂. Для λ ∈ Z+(H̃r)\{0}, µ ∈ Z+(Ω̃r) имеем (см. (4) и доказательство оценки (43))

∣∣〈Xλ
r ∗Ψµ

r , ϕ
〉∣∣ =

∣∣〈Xλ
r ∗Ψµ

r , ψ̂
〉∣∣ =

∣∣〈X̂λ
r ∗Ψµ

r , ψ
〉∣∣ =

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ψ(x)X̃λ
r (|x|)Ψ̃µ

r (|x|) dx

∣∣∣∣∣∣

=
4∣∣H̃ ′

r (λ)Ω̃ ′

r (µ)
∣∣

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ψ(x)
λH̃r(|x|)
|x|2 − λ2

µΩ̃r(|x|)
|x|2 − µ2

dx

∣∣∣∣∣∣

6
8πnr2n−1e4r∣∣H̃ ′

r (λ)Ω̃
′

r (µ)
∣∣Γ
(
n
2 + 1

)
Γ
(
n
2

)
∫

Rn

|ψ(x)| max
|ζ−|x||62

|ζ|2
∣∣pr(−ζ2)

∣∣ max
|ζ−|x||62

∣∣Pr(−ζ2)
∣∣ dx.

Аналогично (см. (14), (8)),

∣∣〈X0
r ∗Ψµ

r , ϕ
〉∣∣ = 4∣∣H̃ ′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)
∣∣

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ψ(x)
H̃r(|x|)
|x|2

µΩ̃r(|x|)
|x|2 − µ2

dx

∣∣∣∣∣∣

=
4(2π)

n
2 rn∣∣H̃ ′′

r (0)Ω̃
′

r (µ)
∣∣

∣∣∣∣∣∣

∫

Rn

ψ(x)pr(−|x|2)In
2
(r|x|) µΩ̃r(|x|)

|x|2 − µ2
dx

∣∣∣∣∣∣

6
8πnr2n−1e2r∣∣H̃ ′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)
∣∣Γ
(
n
2 + 1

)
Γ
(
n
2

)
∫

Rn

|ψ(x)| |pr(−|x|2)| max
|ζ−|x||62

∣∣Pr(−ζ2)
∣∣ dx.

Отсюда и из (28) следует, что

∑

λ∈Z+(H̃r)


 ∑

µ∈Z+(Ω̃r)

∣∣∣
〈
Xλ

r ∗Ψµ
r , ϕ

〉∣∣∣


 <∞.

Значит (см., например, [30, гл. 1, теорема 1.24]), ряд в (51) сходится безусловно в про-
странстве D ′(Rn). При этом (см. (3), (42))

∑

λ∈Z+(H̃r)

∑

µ∈Z+(Ω̃r)

〈
Xλ

r ∗Ψµ
r , ϕ

〉
=

∑

λ∈Z+(H̃r)


 ∑

µ∈Z+(Ω̃r)

〈
Ψµ

r (y),
〈
Xλ

r (x), ϕ(x + y)
〉〉



=
∑

λ∈Z+(H̃r)

〈
Xλ

r (x), ϕ(x)
〉
= ϕ(0),

что доказывает (51).
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Сворачивая обе части (51) с f и учитывая раздельную непрерывность свертывания
f ∈ D ′(Rn) с g ∈ E ′(Rn), (47), (48) и (17), находим

f =
∑

µ∈Z+(Ω̃r)

4

µH̃
′′

r (0)Ω̃ ′

r (µ)

(
f ∗ Ωr ∗ (pr(∆)χr) + f ∗ Hr ∗ Ωµ

r

)

+
∑

λ∈Z+(H̃r)\{0}

∑

µ∈Z+(Ω̃r)

4λµ

(λ2 − µ2)H̃ ′

r (λ)Ω̃ ′

r (µ)

(
f ∗ Ωr ∗ H

λ
r − f ∗ Hr ∗ Ωµ

r

)
.

(52)

Наконец, используя (52), (13) и коммутативность оператора свертки с оператором диф-
ференцирования, приходим к формуле (21). Таким образом, теорема 3 доказана.
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Abstract. An obvious property of an arbitrary nonzero smooth antiperiodic function is that its derivative
has no corresponding period. In other words, if r is a fixed positive number, f(x + r) + f(x − r) = 0 and
f ′(x + r) − f ′(x − r) = 0 on the real axis, then f = 0. This fact admits non-trivial generalizations to
multidimensional spaces. One general method for such generalizations is the following Brown-Schreiber-Taylor
theorem on spectral analysis: any non-zero subspace U in C(Rn) invariant under all motions of Rn contains
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for some λ ∈ C, the radial function (λ|x|)1−
n

2 Jn

2
−1(λ|x|), where Jν is the Bessel function of the first kind of

order ν. In particular, if a function f ∈ C1(Rn) and its normal derivative have zero integrals over all spheres of
fixed radius r in Rn, then f = 0. In terms of convolution, this means that the operator Pf = (f ∗∆χr, f ∗σr),
f ∈ C(Rn), is injective, where ∆ is the Laplace operator, χr is the indicator of the ball Br = {x ∈ Rn : |x| < r},
σr is the surface delta function centered on the sphere Sr = {x ∈ Rn : |x| = r}. In this paper, we study
the inversion problem for the operator P on the class of distributions. A new formula for reconstruction a
distribution f ∈ D

′(Rn) from known convolutions f ∗∆χr and f ∗σr is obtained. The paper uses the methods
of harmonic analysis, as well as the theory of entire and special functions. The key step in the proof of the
main result is the expansion of the Dirac delta function in terms of a system of radial distributions supported
in Br, biorthogonal to some system of spherical functions. A similar approach can be used to invert other
convolution operators with radial distributions in E

′(Rn).

Keywords: radial distributions, mean periodicity, Pompeiu transform, inversion formulas.
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