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Аннотация. В работе решена задача об одновременном восстановлении коэффициента температу-
ропроводности и быстро осциллирующего по времени коэффициента при источнике в одномерной
начально-краевой задаче с краевыми условиями Дирихле и неоднородным начальным условием для
уравнения теплопроводности по некоторым сведениям о частичной асимптотике его решения. По-
казано, что коэффициенты можно восстановить по определенным данным о неполной асимптотике
решения. Предварительно построена и обоснована асимптотика решения исходной начально-краевой
задачи. Cтатья стимулирована работами А. М. Денисова, в которых исследован ряд различных об-
ратных коэффициентных задач для параболических уравнений, но при этом не рассматриваются
высокочастотные осцилляции. Работа также продолжает исследования, начатые в работах В. Б. Ле-
венштама и его учеников, в которых впервые рассмотрены обратные задачи для параболических
уравнений с высокочастотными коэффициентами и разработана методика решения подобных задач.
В отличие от последних, где неизвестной предполагалась только функция источника или же отдель-
ные ее сомножители, в текущей работе мы предполагаем неизвестными одновременно коэффициент
температуропроводности и один из сомножителей источника. Отметим, что задачи с быстро осцил-
лирующими по времени данными моделируют ряд физических явлений и процессов, связанных с
высокочастотными воздействиями.
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Введение

В работе рассматривается начально-краевая задача для уравнения теплопроводности
в прямоугольнике с краевыми условиями Дирихле, неоднородным начальным условием,
с зависящим от времени коэффициентом температуропроводности и быстро осциллиру-
ющим по времени источником. Коэффициент температуропроводности зависит от време-
ни, а источник является произведением двух функций: одна из этих функций зависит от
пространственной переменной, а вторая — от временной и быстрой временной перемен-
ных. В п. 1 построена и обоснована асимптотика решения исходной начально-краевой
задачи при больших значениях частоты осцилляций. В п. 2 решена обратная задача,
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по условиям которой неизвестны коэффициент температуропроводности и второй со-
множитель источника. Они восстановлены в работе по значениям нескольких первых
коэффициентов асимптотики решения, вычисленных при фиксированном значении про-
странственной переменной.

Данная статья стимулирована работами [1–3], в которых исследован ряд различных
обратных коэффициентных задач для параболических уравнений (без высокочастотных
осцилляций). Работа также продолжает исследования, начатые в работах [4–6], в кото-
рых впервые рассмотрены обратные задачи для параболических уравнений с высокоча-
стотными коэффициентами и разработана методика решения подобных задач. В отличие
от последних, где неизвестной предполагалась только функция источника, в текущей ра-
боте мы предполагаем неизвестными коэффициент температуропроводности и функцию
источника.

Заметим, что задачи с быстро осциллирующими по времени данными моделируют
ряд физических явлений и процессов. К ним относятся, например: высокочастотные воз-
действия в механических системах; диффузия в среде, подверженной высокочастотным
вибрациям; конвекция жидкости в поле быстро осциллирующих сил (см. [7–10] и др.).

1. Построение и обоснование асимптотики

Рассмотрим краевую задачу Дирихле с неоднородным начальным условием для урав-
нения теплопроводности











∂u(x,t)
∂t

= k(t)∂
2u(x,t)
∂x2

+ q(x, t)r(t, ωt),

u(x, 0) = ϕ(x),

u(0, t) = u(π, t) = 0,

(1)

Здесь x ∈ (0, π), t ∈ (0, T ), T = const > 0, ω ≫ 1. Введем следующие обозначения:
S0 = [0, π] × [0, T ], S1 = [0, T ] × [0,+∞). Пусть функции q(x), k(t) и r(t, τ) опреде-
лены и непрерывны на множествах [0, π], [0, T ], S1 соответственно, кроме того, r(t, τ)
2π-периодична по τ и представима в виде r(t, τ) = r0(t) + r1(t, τ), где 〈r1(t, τ)〉 = 0, а
k(t) всюду положительна. Символом 〈f(t, τ)〉 мы обозначаем интегральное среднее по τ
произвольной 2π-периодической по τ фунции f(t, τ):

〈f(t, τ)〉 ≡
1

2π

2π
∫

0

f(t, τ) dτ, (2)

а символом {f(t, τ)} следующую функцию с нулевым средним:

{f(t, τ)} ≡ f(t, τ)− 〈f(t, τ)〉. (3)

Пусть q(x) ∈ C3([0, π]), ϕ(x) ∈ C0([0, π]), k(t) ∈ C0([0, T ]), r0(t) ∈ C0([0, T ]),
r1(t, τ) ∈ C1+γ,0(S1), где γ ∈ (0, 1). Символом C l,m(S), где l, m — неотрицательные чис-
ла, обозначаем обычные гёльдеровы пространства функций. Пусть также выполняются
условия согласования

q(0) = q(π) =
d2q

dx2
(0) =

d2q

dx2
(π) = 0, (4)

ϕ(0) = ϕ(π) = 0. (5)
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Представим решение задачи (1) в следующем виде:

uω(x, t) = u0(x, t) + ω−1[u1(x, t) + v1(x, t, ωt)] +Wω(x, t), ω ≫ 1, (6)

где v1(x, t, τ) — 2π-периодическая с нулевым средним по τ функция.
Известно, что задача (1) имеет единственное классическое решение uω(x, t). При этом

справедлива следующая теорема.

Теорема 1. Решение uω(x, t) задачи (1) представимо в виде (6), где

‖Wω(x, t)‖C(S0) = o(ω−1), ω → ∞. (7)

Замечание 1. Можно построить и обосновать полную асимптотику решения зада-
чи (1) по норме C(S0) для бесконечно дифференцируемых по x и t функций q(x), ϕ(x),
k(t), r(t, τ), удовлетворяющих условиям типа (4) любого четного порядка. Но для реше-
ния обратной задачи нам понадобится лишь асимптотика вида (6).

Замечание 2. Можно построить асимптотику решения задачи (1), заменив функцию
источника q(x)r(t, τ) на 2π-периодическую по τ функцию более общего вида f(x, t, τ),
которая определена и непрерывна на [0, π]× [0, T ]× [0,+∞). Но для удобства изложения
решения обратной задачи мы предпочитаем частное представление.

⊳ Действительно, подставим (6) в систему (1) и приравняем в полученных равенствах
коэффициенты при степенях ω0 и ω−1, а затем применим операцию усреднения по τ = ωt.
В итоге придем к следующим задачам:











∂u0(x,t)
∂t

= k(t)∂
2u0(x,t)
∂x2

+ q(x)r0(t),

u0(x, 0) = ϕ(x),

u0(0, t) = u0(π, t) = 0,

(8)

{

∂v1(x,t,τ)
∂τ

= q(x)r1(t, τ),

〈v1(x, t, τ)〉 = 0,
(9)











∂u1(x,t)
∂t

= k(t)∂
2u1(x,t)
∂x2

,

u1(x, 0) = −v1(x, 0, 0),

u1(0, t) = u1(π, t) = 0.

(10)

Отсюда, с помощью метода Фурье, находим (учтем, что в силу условий согласова-
ния (4) v1(0, t, τ) = v1(π, t, τ) = 0):

u0(x, t) =

∞
∑

n=1

sin(nx)ϕne
−n2

t∫

0

k(s)ds
+

∞
∑

n=1

sin(nx)

t
∫

0

qn(s)r0(s)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds, (11)

где

ϕn =
2

π

π
∫

0

ϕ(y) sin(ny) dy, qn =
2

π

π
∫

0

q(y) sin(ny) dy, (12)

v1(x, t, τ) = q(x)







τ
∫

0

r1(t, s) ds







, (13)
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u1(x, t) =

〈 τ
∫

0

r1(0, s) ds

〉

∞
∑

n=1

sin(nx)qne
−n2

t∫

0

k(s) ds
. (14)

Осталась задача для слагаемого Wω:














∂Wω(x,t)
∂t

= k(t)∂
2Wω(x,t)
∂x2

+ ω−1
[

k(t)∂
2v1(x,t,ωt)
∂x2

− ∂v1(x,t,ωt)
∂t

]

,

Wω(x, 0) = 0,

Wω(0, t) =Wω(π, t) = 0.

(15)

Решение задачи (15) имеет вид

Wω(x, t) =
1

ω

∞
∑

n=1

sin(nx)



q(2)n

t
∫

0

k(s)p0(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ)dξ
ds−

−qn

t
∫

0

∂p0(t, ωs)

∂t

∣

∣

∣

∣

t=s

e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds



 , (16)

где

q(2)n =
2

π

π
∫

0

d2q(x)

dx2

∣

∣

∣

∣

x=y

sin(ny) dy, p0(t, τ) =







τ
∫

0

r1(t, s) ds







. (17)

Для доказательства теоремы 1 нам достаточно показать, что

‖Wω(x, t)‖C(S0) = o(ω−1) (18)

при ω → ∞. Воспользуемся при доказательстве той же схемой, что и в работе [5], т. е.
разобъем (16) на два ряда, получим оценки для коэффициентов Фурье, применим к каж-
дому из рядов неравенство Коши — Буняковского и оценим интегралы в получившихся
рядах.

В силу того, что q(x) ∈ C3([0, π]), а также выполняются условия согласования (4) на

концах отрезка [0, π], то можем продолжить d2q
dx2

(x) нечетным 2π-периодическим образом
с сохранением класса гладкости C1 на всей вещественной прямой. Продолжение будем
обозначать также, тогда

d2q(x)

dx2
=

∞
∑

n=1

q(2)n sin(nx), x ∈ R, (19)

при этом

q(2)n =
an
n
,

∞
∑

n=1

a2n <∞. (20)

Аналогичные рассуждения можно провести и для самой функции q(x).
В силу этих соображений и неравенства Коши — Буняковского теперь нам достаточно

получить равномерную по n ∈ N оценку
∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

p(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C([0,T ])

= o(1), ω → ∞, (21)

где функция p(t, τ) является 2π-периодической по τ c нулевым средним по τ .



Обратная задача для уравнения теплопроводности 45

Оценку проведем в три этапа. Сначала возьмем произвольное ε > 0 и найдем δ > 0
такое, что для всех t ∈ [0, T ], n ∈ N и ω > 0 выполняется

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

t0

p(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

3
, (22)

где t0 = max(0, t− δ). Далее, учитывая положительность k(t), найдем такое n0 ∈ N, что
для всех n > n0, t > δ и ω > 0 имеет место

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t−δ
∫

0

p(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

3
. (23)

Наконец, разобъем отрезок [0, t − δ] для любого t > δ на m равных частей [tj , tj+1],
j = 0, . . . ,m− 1 и воспользуемся представлением

t−δ
∫

0

p(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds

=

m−1
∑

j=0







tj+1
∫

tj

p(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ)dξ
ds−

tj+1
∫

tj

p(tj, ωs)e
−n2

t−tj∫

0

k(ξ)dξ
ds







+
m−1
∑

j=0

tj+1
∫

tj

p(tj, ωs)e
−n2

t−tj∫

0

k(ξ) dξ
ds. (24)

Найдем такое m ∈ N, что для всех n 6 n0, ω > 0 выполняется
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m−1
∑

j=0







tj+1
∫

tj

p(s, ωs)e
−n2

t−s∫

0

k(ξ) dξ
ds−

tj+1
∫

tj

p(tj , ωs)e
−n2

t−tj∫

0

k(ξ) dξ
ds







∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

6
. (25)

Далее, учитывая равенство

m−1
∑

j=0

tj+1
∫

tj

p(tj, ωs)e
−n2

t−tj∫

0

k(ξ) dξ
ds

=
1

ω
e
−n2

t−tj∫

0

k(ξ) dξ m−1
∑

j=0





ωtj+1
∫

0

p(tj, τ) dτ −

ωtj
∫

0

p(tj , τ) dτ



 (26)

и тот факт, что p(t, τ) имеет нулевое среднее по τ , найдем ω0 > 0 такое, что для всех
ω > ω0 и n 6 n0 справедлива оценка

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

m−1
∑

j=0

tj+1
∫

tj

p(tj , ωs)e
−n2

t−tj∫

0

k(ξ) dξ
ds

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

<
ε

6
. (27)

Следовательно, имеет место и оценка (21). Теорема 1 доказана. ⊲
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2. Решение обратной задачи

Переходим к решению обратной задачи. Наша цель состоит в определении таких
функций k(t), r(t, τ) указанного выше класса, для которых решение uω(x, t) задачи (1)
удовлетворяет условию:

‖uω(x0, t)− ψ(t, ωt)‖|C([0,T ]) = o(ω−1), ω → ∞, (28)

где

ψ(t, τ) = ϕ0(t) +
1

ω
(ϕ1(t) + ψ1(t, τ)). (29)

Здесь x0 ∈ (0, π) — точка, в которой q(x0) 6= 0, а ϕ0(t), ϕ1(t), ψ1(t, τ) — известные
функции, причем ϕ0(t) ∈ C1([0, T ]), ϕ0(0) = ϕ(x0), а ψ1(t, τ) — 2π-периодическая с нуле-
вым средним по τ , кроме того, ψ1(t, τ) ∈ C

1+γ,1(S1).
Рассмотрим операторное уравнение

Ay(t) = ϕ1(t), (30)

где

Ay(t) =

〈 τ
∫

0

r1(0, s)ds

〉

∞
∑

n=1

qn sin(nx0)e
−n2

t∫

0

y(s) ds
. (31)

Предположим, что оно имеет единственное решение.

Теорема 2. Для любого набора функций ϕ0(t), ϕ1(t), ψ1(t, τ) и точки x0, удовлетво-

ряющих указанным выше условиям, существует единственная пара функций k(t), r(t, τ)
указанных выше классов, для которой решение задачи (1) удовлетворяет условиям (28),
(29).

Замечание 3. Если уравнение (30) разрешимо и выполняется условие d2q(x)
d2x

> 0

(d
2q(x)
d2x

< 0) для всех x ∈ [0, π], то, согласно работе [1], оно имеет единственное реше-
ние. Отмечу, что в работе [1] также приведены необходимые условия разрешимости и
некоторые примеры разрешимых уравнений.

⊳ Из теоремы 1 следует, что при заданных функциях k(t), r(t, τ) указанных выше
классов задача (1) имеет единственное классическое решение, представимое в виде (6).

Пусть пара k(t), r(t, τ) является решением обратной задачи и uω — отвечающее ему
решение задачи (1). В силу теоремы 1, условий обратной задачи, (6), (7), (28) и (29)
имеем при ω ≫ 1 равномерно по t ∈ [0, T ]:

u0(x0, t) + ω−1 [u1(x0, t) + v1(x0, t, ωt)] = ϕ0(t) + ω−1 [ϕ1(t) + ψ1(t, ωt)] + o(ω−1). (32)

Приравнивая в (32) коэффициенты при одинаковых степенях ω, проводя затем усред-
нение по τ , получаем

u0(x0, t) = ϕ0(t), (33)

u1(x0, t) = ϕ1(t), (34)

v1(x0, t, τ) = ψ1(t, τ). (35)

В силу (14), после подстановки x = x0, и (34) получаем задачу для k(t) — нелинейное
операторное уравнение

Ak(t) = ϕ1(t). (36)

По условию оно однозначно разрешимо и мы находим k(t).
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Функция u0(x, t) согласно п. 1 определяется равенством (11), продифференцировав
по t которое и подставив x = x0, получим

∂u0(x0, t)

∂t
= f(t) + q(x0)r0(t) +

t
∫

0

K(t, s)r0(s) dξ, (37)

где

K(t, s) = −

∞
∑

n=1

n2k(t− s)qne
−n2

t−s∫

0

k(ξ)dξ
sin(nx0), (38)

f(t) = −
∞
∑

n=1

n2k(t)ϕne
−n2

t∫

0

k(ξ) dξ
sin(nx0). (39)

Теперь, учитывая (33), получаем уравнение Вольтерра II рода для неизвестной r0(t):

q(x0, t)r0(t) +

t
∫

0

K(t, s)r0(s) dξ =
dϕ0(t)

dt
− f(t). (40)

В силу условий, наложенных в п. 1 на функции q(x) и ϕ(x), K(t, s) и f(t) непрерывны,
и, как следствие, уравнение (40) имеет единственное непрерывное решение r0(t).

Наконец, из (9), после подстановки x = x0, и (35) находим

q(x0)r1(t, τ) =
∂ψ1(t, τ)

∂τ
, (41)

следовательно r1(t, τ) =
∂ψ1(t,τ)
∂τ

/q(x0).
Так как найденные функции r(t, τ) = r0(t)+r1(t, τ) и k(t, τ) удовлетворяют условиям

п. 1, то для них имеет место теорема 1, и, в частности, решение задачи (1) представимо
в виде (6), (7). Покажем, что для функции uω(x, t) будут выполнены условия (28), (29).
Для этого достаточно установить равенства (33)–(35).

Из предыдущей части доказательства теоремы 2 нам известно, что функция k(t)
является решением уравнения (36), учитывая (14), (36), получаем u1(x0, t) = ϕ1(t).
Функция r0(t) является решением уравнения (40), из (37), (40) следует равенство
∂u0(x0,t)

∂t
= dϕ0(t)

dt
. Учитывая, что u0(x0, 0) = ϕ0(0) = ϕ(x0), получаем u0(x0, t) = ϕ0(t).

Функция r1 определяется равенством (41). В силу (9), (41) и учитывая, что функции
ψ1(t, τ) и v1(x, t, τ) являются 2π-периодическими с нулевым средним по τ , получаем
v1(x0, t, τ) = ψ1(t, τ). Теорема 2 доказана. ⊲

Заключение

Решена задача об одновременном восстановлении коэффициента температуропровод-
ности и высокочастотного коэффициента при источнике в одномерной начально-краевой
задаче для уравнения теплопроводности с краевыми условиями Дирихле и неоднород-
ным начальным условием по некоторым сведениям о частичной асимптотике его ре-
шения. Показано, что коэффициенты удается полностью восстановить по определен-
ным данным о неполной асимптотике решения. Предварительно построена и обоснована
асимптотика решения исходной начально-краевой задачи.
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Abstract. In this paper, the problem of the simultaneous recovery of the thermal diffusivity coefficient
and the rapidly oscillating by time source coefficient in the one-dimensional initial-boundary problem with
Dirichlet boundary conditions and the inhomogeneous initial condition for the heat equation is solved using
some information on the partial asymptotics of its solution. It is shown that the coefficients can be restored
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from certain data on the incomplete asymptotics of the solution. The asymptotics of the solution of the direct
initial-boundary value problem is preliminarily constructed and substantiated. This paper was stimulated
by A. M. Denisov research works, in which a number of different inverse coefficient problems for parabolic
equations were investigated, but without considering high-frequency oscillations. And it also continues the
research begun by V. B. Levenshtam and his students, in which inverse problems for parabolic equations with
high-frequency coefficients were considered for the first time and the methodology for solving such problems
was developed. In contrast to this study, where only the source function or its multiplicators are unknown,
in this paper, we assume that the thermal diffusivity coefficient and the source function multiplicator are
simultaneously unknown. Note that problems with rapidly oscillating in time data simulate a number of
physical phenomena and processes related with high frequency impact.
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