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Аннотация. Одним из мощных асимптотических методов теории дифференциальных уравнений
является метод усреднения, который связывают с именами известных исследователей Н. М. Кры-
лова и Н. Н. Боголюбова. Этот метод глубоко разработан не только для обыкновенных дифферен-
циальных и интегральных уравнений, но и для многих классов уравнений в частных производных.
Однако для гиперболических систем дифференциальных уравнений метод усреднения изучен еще
недостаточно. Для полулинейных гиперболических систем он обоснован в работах Ю. А. Митрополь-
ского, Г. П. Хомы и некоторых других авторов. Кроме того, ранее рядом авторов был предложен
и обоснован алгоритм построения полных асимптотик решений таких систем; решение усредненной
задачи является при этом главным членом асимптотики. В данной работе исследуется задача Ко-
ши в многомерном пространственно-временном слое для гиперболической системы квазилинейных
дифференциальных уравнений первого порядка с быстро осциллирующими по времени слагаемы-
ми. Среди такого рода слагаемых правой части могут быть большие — пропорциональные корню
квадратному из высокой частоты осцилляций, причем большие слагаемые имеют по быстрой пере-
менной (произведение частоты и времени) нулевое среднее. Спецификой рассматриваемой системы
является то обстоятельство, что слагаемые ее уравнений не зависят явно от пространственных пере-
менных. Для указанной задачи Коши построена предельная (усредненная) при стремлении частоты
осцилляций к бесконечности задача и обоснован предельный переход (метод усреднения). Последнее
означает доказательство однозначной разрешимости исходной (возмущенной) задачи и обоснование
равномерной во всем слое асимптотической близости решений исходной (возмущенной) и усреднен-
ной задач.

Ключевые слова: многомерная гиперболическая система квазилинейных уравнений, большие
быстро осциллирующие по времени слагаемые, задача Коши, обоснование метода усреднения.
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Введение

Одним из мощных асимптотических методов теории дифференциальных уравнений
является метод усреднения [1], который связывают с именами известных исследователей
Н. М. Крылова и Н. Н. Боголюбова. Этот метод глубоко разработан не только для обык-
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новенных дифференциальных и интегральных уравнений, но и для многих классов урав-
нений в частных производных и других [2–7]. Однако для гиперболических систем диф-
ференциальных уравнений метод усреднения изучен еще недостаточно. Для полулиней-
ных гиперболических систем он обоснован в работах [8–11]. При этом в работах [10, 11]
предложен и обоснован алгоритм построения полных асимптотик решений таких систем
(решение усредненной задачи является главным членом асимптотики).

В данной работе рассматривается задача Коши в многомерном пространственно-
временном слое для гиперболической системы квазилинейных дифференциальных урав-
нений первого порядка с быстро осциллирующими по времени слагаемыми. Среди та-
кого рода слагаемых правой части могут быть большие — пропорциональные корню
квадратному из высокой частоты осцилляций, причем, большие слагаемые имеют по
быстрой переменной (произведение частоты и времени) нулевое среднее. Спецификой
задачи является то обстоятельство, что слагаемые уравнений не зависят явно от про-
странственных переменных. Для указанной задачи построена предельная (усредненная)
задача при стремлении частоты осцилляций к бесконечности и обоснован предельный
переход (метод усреднения). Последнее означает доказательство однозначной разреши-
мости исходной (возмущенной) задачи и обоснование равномерной во всем слое асимп-
тотической близости решений исходной и усредненной задач. В отдельной работе мы
планируем изложить с обоснованием алгоритм построения полных асимптотик решений
гиперболических систем квазилинейных дифференциальных уравнений первого порядка
с быстро осциллирующими по времени слагаемыми в случае задачи Коши при условии
бесконечной гладкости их данных.

1◦. Зафиксируем три числа: n, m ∈ N, T > 0, и два множества: Π =
{

(x, t) ∈ R
n+1 :

x ∈ R
n, t ∈ [0;T ]

}

и Ω =
{

(u, t, τ) ∈ R
m+2 : u ∈ R

m, t ∈ [0;T ], τ ∈ [0;∞)
}

.
В многомерном слое Π рассмотрим задачу Коши для гиперболической системы ква-

зилинейных дифференциальных уравнений первого порядка, зависящих от большого па-
раметра ω (частота осцилляций):

∂ui

∂t
+

n
∑

j=1

aij(u, t, ωt)
∂ui

∂xj
= bi(u, t, ωt) +

√
ω ci(u, t, ωt),

ui(x, 0) = gi(x), i = 1, 2, . . . ,m.

(1)

Здесь вектор-функции a(i) = (ai1, ai2, . . . , ain), i = 1, 2, . . . ,m, b = (b1, b2, . . . , bm),
c = (c1, c2, . . . , cm) и g = (g1, g2, . . . , gm) — известные, а u = (u1, u2, . . . , um) — неизвест-
ная. Все рассматриваемые в работе функции предполагаются вещественными, а решения
рассматриваемых задач понимаются в классическом смысле.

Задачу (1) можно записать в векторной форме путем введения диагональных матриц

Aj =









a1j 0 . . . 0
0 a2j . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . amj









, j = 1, 2, . . . , n.

Тогда (1) допускает представление:

∂u
∂t

+
n
∑

j=1
Aj(u, t, ωt)

∂u
∂xj

= b(u, t, ωt) +
√
ω c(u, t, ωt), u(x, 0) = g(x).

Этой векторной формой записи задачи (1) мы далее пользоваться не будем.
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Для векторов v ∈ R
k и квадратных матриц A = (aij), aij ∈ R, порядка k, k ∈ N,

зададим согласованные нормы. Пусть, для определенности, далее

|v| = max
16i6k

|vi|, ‖A‖ = max
16i6k

k
∑

j=1

|aij |.

Относительно данных задачи (1) предположим следующее.
1. Вектор-функции a(i)(u, t, τ), i = 1, 2, . . . ,m, b(u, t, τ), c(u, t, τ), производная послед-

ней ∂c(u,t,τ)
∂u

и g(x) определены на множествах Ω и R
n соответственно, непрерывны и рав-

номерно ограничены некоторой константой M > 0: |a(i)|, |b|, |c|,
∥

∥

∂c
∂u

∥

∥, |g| 6 M . Кроме

того, существуют непрерывные производные ∂a(i)

∂u
, i = 1, 2,. . . , m, ∂b

∂t
, ∂2c

∂t2
, ∂2b
∂u2 , ∂2c

∂u∂t
, ∂2c
∂u2 ,

причем эти производные на множестве Ω0 = {(u, t, τ) ∈ Ω : |u| 6 2πM2T +M(T +1)+ 1}
равномерно ограничены, а ∂2c

∂u2 , кроме того, равномерно непрерывна по (u, t). Предполо-
жим еще, что вектор-функция g(x), x ∈ R

n, непрерывно дифференцируема и ее произ-
водная g′(x), x ∈ R

n, равномерно ограничена.
2. Вектор-функция c(u, t, τ) 2π-периодична по τ с нулевым средним:

〈

c(u, t, τ)
〉

τ
≡ 1

2π

2π
∫

0

c(u, t, s) ds = 0.

Существуют определенные на множестве Φ0 = {(u, t) : |u| 6 2πM2T +M(T +1) + 1, 0 6

t 6 T} вектор-функции

A(i)(u, t) = lim
N→∞

1

N

N
∫

0

a(i)(u, t, s) ds ≡
〈

a(i)(u, t, τ)
〉

τ
, i = 1, 2, . . . ,m,

B(u, t) =
〈

b(u, t, τ)
〉

τ
,

причем эти равенства остаются справедливыми при их формальном дифференцировании
по u. Например,

A(i)
u (u, t) = lim

N→∞

1

N

N
∫

0

a(i)u (u, t, s) ds.

Пусть указанные предельные равенства справедливы равномерно относительно
(u, t) ∈ Φ0.

3. Для любых векторов
i
x0 ∈ R

n, i = 1, 2, . . . ,m, рассмотрим задачу Коши

dv

dt
= P (v, t), vi(0) = gi(

i
x0), (2)

где

P (v, t) =

〈

b(u, t, τ) +
∂c(u, t, τ)

∂v

τ
∫

0

c(v, t, s) ds

〉

τ

.

В силу наших предположений она однозначно разрешима на участке t ∈ [0;T ], и при

этом ее решение V (x̄0, t), где x̄0 = (
1
x0,

2
x0, . . . ,

m
x0) ≡ (y1, y2, . . . , ymn), yi ∈ R

1, вместе
с производными по t, yr, r = 1, 2, . . . ,mn, непрерывны при (x̄0, t) ∈ Π̂ ≡ R

mn × [0;T ].
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Рассмотрим теперь задачу

d
i
y

dt
= A(i) (V (x̄0, t), t) , t ∈ [0;T ],

i
y(0) =

i
x0 ∈ R

n, i = 1, 2, . . . ,m.

Предположим, что при некотором σ > 0 и всех t ∈ [0;T ] справедливо неравенство:
∣

∣

∣

∣

∣

∣

det





t
∫

0

m
∑

p=1

(

∂A(i)
[

V (x̄0, s), s
]

∂Vp

∂Vp(x̄0, s)

∂yr

)m,mn

i,r=1

ds+ E





∣

∣

∣

∣

∣

∣

> σ.

Здесь нижними индексами p и r обозначены номера координат указанных векторов, при-
чем номера строк, стоящих под знаком суммы, связаны со значением числа i, а столб-
цов — со значением r.

2◦. Наряду с задачей (1) рассмотрим в слое Π усредненную задачу

∂vi

∂t
+

n
∑

j=1

Aij
∂vi

∂xj
= Pi(v, t),

vi(x, 0) = gi(x), i = 1, 2, . . . ,m.

(3)

Теорема 1. Задача (1) при больших ω и задача (3) имеют единственные решения

uω(x, t) и v(x, t), соответственно, и при этом справедлива асимптотическая формула

lim
ω→∞

‖uω(x, t)− v(x, t)‖C(Π) = 0.

При доказательстве теоремы 1 будем использовать классический метод характери-
стик. В связи с этим рассмотрим следующую задачу Коши для нормальной системы
ОДУ:

du
dt

= b(u, t, ωt) +
√
ω c(u, t, ωt), t ∈ [0;T ],

ui(0) = gi(
i
x0),

i
x0 ∈ R

n, i = 1, 2, . . . ,m.
(4)

Произведя в нее замену переменных

u(t) = w(t) +
1√
ω
h(w, t, ωt), (5)

где h(w, t, τ) =
∫ τ

0c(w, t, s) ds, придем к задаче

dw

dt
=

[

b(w, t, ωt) +
∂c(w, t, ωt)

∂w
h(w, t, ωt)

]

+

[

(

E +
1√
ω

∂h

∂w

)−1

− E

]

×
[

b(w, t, ωt) +
∂c(w, t, ωt)

∂w
h(w, t, ωt)

]

+

(

E +
1√
ω

∂h(w, t, ωt)

∂w

)−1

×







1√
ω





1
∫

0

∂b
(

w + 1√
ω
θh, t, ωt

)

∂w
dθh− ∂h(w, s, ωt)

∂s

∣

∣

∣

∣

s=t





+

1
∫

0





∂c
(

w + 1√
ω
θh, t, ωt

)

∂w
− ∂c(w, t, ωt)

∂w



 dθh







≡ p(w, t, ωt) + α1(w, t, ω) + α2(w, t, ω),

(6)
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wi(0) = gi(
i
x0), i = 1, 2, . . . ,m.

Здесь символами p, α1, α2 обозначены слагаемые правой части уравнения (6).

Лемма 1. Равномерно относительно (w, t): w ∈ R
n, t ∈ [0;T ], выполняются предель-

ные равенства

lim
ω→∞

∣

∣αi(w, t, ω)
∣

∣ = 0, lim
ω→∞

∥

∥

∥

∥

∂

∂w

[

αi(w, t, ω)
]

∥

∥

∥

∥

= 0, i = 1, 2.

⊳ Доказательство леммы 1 легко следует из условий п. 1. При этом учитываются
простые равенства

(

E +
1√
ω

∂h

∂w

)−1

−E = − 1√
ω

∂h

∂w

(

E +
1√
ω

∂h

∂w

)−1

,

∂

∂x̄0

(

E +
1√
ω

∂h

∂w

)−1

= − 1√
ω

(

E +
1√
ω

∂h

∂w

)−1
∂2h

∂w2

∂w

∂x̄0

(

E +
1√
ω

∂h

∂w

)−1

. �

Решения задач (4), (2) и (6) обозначим символами Uω(x̄0, t), V (x̄0, t) и Wω(x̄0, t) соот-
ветственно. Нетрудно видеть, учитывая лемму 1, что вектор-функции V (x̄0, t) и Wω(x̄0, t)
при больших ω, а потому, в силу (5), и вектор-функция Uω(x̄0, t), при x̄0 ∈ R

nm опре-
делены на участке t ∈ [0;T ] и имеют там непрерывные производные по x̄0 и t, которые
равномерно ограничены.

Лемма 2. Справедливы предельные равенства

lim
ω→∞

∥

∥Uω(x̄0, t)− V (x̄0, t)
∥

∥

C(Π̂)
= 0, (7)

lim
ω→∞

∥

∥

∥

∥

∂

∂x̄0

[

Uω(x̄0, t)− V (x̄0, t)
]

∥

∥

∥

∥

C(Π̂)

= 0. (8)

⊳ Учитывая, что вектор-функции Uω и Wω связаны соотношением (5), нам доста-
точно доказать предельные равенства (7) и (8) с заменой Uω на Wω. Воспользуемся
очевидными равенствами

Wωi(x̄0, t) =

t
∫

0

pi
[

Wω(x̄0, τ), τ, ωτ
]

dτ +
2
∑

k=1

t
∫

0

αki

[

Wω(x̄0, τ), τ, ω
]

dτ + gi(
i
x0), (9)

Vi(x̄0, t) =

t
∫

0

Pi

[

V (x̄0, τ), τ
]

dτ + gi(
i
x0), i = 1, 2, . . . ,m. (10)

Обозначив
Wω(x̄0, t)− V (x̄0, t) = Γω(x̄0, t), (11)

придем к неравенству

∣

∣Γω(x̄0, t)
∣

∣ 6 L0

t
∫

0

∣

∣Γω(x̄0, τ)
∣

∣ dτ +

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

{

p
[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

− P
[

V (x̄0, τ)
]

}

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

2
∑

k=1

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

αk

[

Wω(x̄0, τ), ω
]

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≡ L0

t
∫

0

∣

∣Γω(x̄0, τ)
∣

∣ dτ + γ(x̄0, τ, ω),

(12)
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где L0 — не зависящая от (x̄0, t) ∈ Π̂ константа. С помощью леммы 1 и стандартных при-
емов теории метода усреднения [1] (см. также [12]) доказывается предельное равенство

lim
ω→∞

∥

∥γ(x̄0, τ, ω)
∥

∥

C(Π̂)
= 0. (13)

Из соотношений (12), (13) и леммы Беллмана — Гронуолла согласно (11) и (5) следует
первое равенство леммы 2.

Перейдем к доказательству второго предельного равенства леммы 2. Продифферен-
цируем вначале равенства (3) и (10) по y0s, s = 1, 2, . . . , k :

∂Wω(x̄0, t)

∂y0s
=

t
∫

0

∂p
(

Wω(x̄0, τ), τ, ωτ
)

∂w

∂Wω(x̄0, τ)

∂y0s
dτ

+

2
∑

k=1

t
∫

0

∂αi

(

Wω(x̄0, τ), τ, ω
)

∂w

∂Wω

∂y0s
dτ +

∂g(x̄0)

∂y0s
, (14)

∂Vω(x̄0, t)

∂y0s
=

t
∫

0

∂P
(

V (x̄0, τ), τ
)

∂w

∂V

∂y0s
dτ +

∂g(x̄0)

∂y0s
s = 1, 2, . . . , k. (15)

Введем обозначение

ρs(x̄0, t) =
∂

∂y0s

[

Wω(x̄0, t)− V (x̄0, t)
]

и вычтем из равенства (14) равенство (15). Придем к неравенству

ρs(x̄0, t) 6

t
∫

0

∥

∥

∥

∥

∥

∂p
[

Wω(x̄0, τ, ωτ)
]

∂w

∥

∥

∥

∥

∥

ρs(x̄0, t) dτ

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

{

∂p
[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂w
− ∂P

[

V (x̄0, τ), τ
]

∂w

}

∂V (x̄0, τ)

∂y0s
dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

{

∂p
[

Wω(x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂w
− ∂p

[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂w

}

∂V (x̄0, τ)

∂ȳ0s
dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+

2
∑

k=1

t
∫

0

{

∂αk

[

Wω(x̄0, τ, ω)
]

∂w

∂Wω

∂y0s

}

dτ 6 L1

t
∫

0

ρs(x̄0, τ) dτ

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

t
∫

0

{

∂p
[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂w
− ∂P

[

V (x̄0, τ), τ
]

∂w

}

dτ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ L2σ
(

Γ(x̄0, τ), ω
−1
)

.

(16)

Здесь L1, L2 = const > 0, а σ(d, ε), d, ε > 0, — непрерывная в нуле функция, такая
что σ(0, 0) = 0. Для предпоследнего слагаемого равенства (16) с помощью стандартных
соображений метода усреднения устанавливается соотношение

lim
ω→∞

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

{

∂p
[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂w
− ∂P

[

V (x̄0, τ, τ
]

∂w

}

∂V (x̄0, t)

∂y0s
dτ

∥

∥

∥

∥

∥

∥

C(Π̂)

= 0. (17)
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Последнее же слагаемое в (16) легко оценивается с помощью первого предельного равен-
ства леммы 2. Из (16) с учетом отмеченных фактов следует неравенство

ρ(x̄0, t) 6 L1

t
∫

0

ρ(x̄0, τ) dτ + α(ω), ω > 0, (18)

где
lim
ω→∞

α(ω) = 0. (19)

Из (18), (19) и леммы Беллмана — Гронуолла вытекает второе соотношение леммы 2
с заменой Uω на Wω, а потому (в силу (5)) и непосредственно второе соотношение лем-
мы 2. ⊲

Перейдем к изложению еще одного вспомогательного утверждения. В связи с этим

для любого набора векторов
i
x0 ∈ R

n, i = 1, 2, . . . ,m, на временном отрезке t ∈ [0;T ] при
больших ω рассмотрим задачу Коши для системы ОДУ, состоящей из nm уравнений

d
i
x

dt
= a(i)

[

Uω(x̄0, t), t, ωt
]

, x̄0 =
( 1
x0,

2
x0, . . . ,

m
x0
)

,

i
x(0) =

i
x0, i = 1, 2, . . . ,m.

(20)

Ее решение обозначим x̄(t, x̄0) =













1
x(t, x̄0)
2
x(t, x̄0)

. . .
m
x(t, x̄0)













. Для каждого t ∈ [0;T ] зададим отобра-

жение Xt
ω : Rmn → R

mn, Xt
ω(x̄0) = x̄(t, x̄0).

Лемма 3. Существуют такие положительные числа ω0 и σ0, что при ω > ω0 отобра-

жение Xt
ω, t ∈ [0;T ], является диффеоморфизмом и при этом справедливы неравенства

∣

∣

∣

∣

∣

∣

det





t
∫

0

m
∑

p=1

(

∂a(i)
[

Uω(x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂vp

∂Uωp(x̄0, τ)

∂sr

)m,mn

i,r=1

dτ + E





∣

∣

∣

∣

∣

∣

> σ0, (21)

где x̄0 = (s1, s2, . . . , smn).

⊳ Имеем

Xt
ω(x̄0) =

t
∫

0

a
[

Uω(x̄0, τ), τ, ωτ
]

dτ + x̄0, x̄0 ∈ R
mn, t ∈ [0;T ].

Отсюда находим

∂Xt
ω(x̄0)

∂x̄0
=

t
∫

0

m
∑

p=1

(

∂a(i)
[

Uω(x̄0, τ), τ, ωτ
]

∂vp

∂Uωp(x̄0, τ)

∂sr

)m,mn

i,r=1

dτ + E. (22)

Оценка (21) вытекает из условия 3 п. 1◦ и леммы 2 с использованием стандартных при-
емов метода усреднения [1] (см. также [12]). Утверждение же о том, что Xt

ω : Rmn →
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R
mn — диффеоморфизм, вытекает из равенства (22), неравенства (21) и глобальной тео-

ремы об обратной функции Ж. Адамара (см. [13, 14]). ⊲

⊳ Доказательство теоремы 1. Наряду с задачей (20), решения которой являют-
ся проекциями характеристик системы (1) на пространство (x, t) ∈ R

mn+1, рассмотрим
задачу

d
i
y

dt
= A(i)

(

V (ȳ, t), t
)

,

i
y(0) =

i
y0,

i
y0 ∈ R

n, i = 1, 2, . . . ,m,

(23)

которая описывает проекции характеристик усредненной системы (3) на простран-
ство R

mn+1.
Выпишем эквивалентные (20) и (23) системы интегральных уравнений:

x̄(t) =

t
∫

0

a
(

Uω(x̄0, τ), τ, ωτ
)

dτ + x̄0 = ϕω(x̄0, t), (24)

ȳ(t) =

t
∫

0

A
(

V (ȳ0, τ), τ
)

dτ + ȳ0 = ϕ∞(ȳ0, t), (25)

где x̄ = (
1
x,

2
x, . . . ,

m
x), ȳ = (

1
y,

2
y, . . . ,

m
y).

На банаховом пространстве Rmn × [0;T ] определим два отображения: Φω : (x̄0, t) →
(x̄, t), Φ∞ : (ȳ0, t) → (ȳ, t), где x̄ = ϕω(x̄0, t), ȳ = ϕ(ȳ0, t). Нам понадобится одно обобще-
ние [13] глобальной теоремы об обратной функции Ж. Адамара [14] (см. также [15]).

Приведем это обобщение, следуя [16].
Пусть X и Y — банаховы пространства и F : X → Y — непрерывно дифференци-

руемое отображение, производная которого в каждой точке x ∈ X является обратимым
линейным оператором. Если существует число c > 0 такое, что

∥

∥

∥

∥

∥

∂F (x)

∂x

−1
∥

∥

∥

∥

∥

6 c (∀x ∈ X),

то F является диффеоморфизмом, а обратное отображение F−1 удовлетворяет условию
Липшица с константой c.

Из этого результата, формул (24), (25), очевидного представления ∂Φα

∂(x̄0,t)
, α = ω,∞,

и леммы 3 следует, что отображения Φω и Φ∞ являются диффеоморфизмами. Следова-
тельно [17], вектор-функции

uω(x, t) = Uω

[

Φ−1
ω (x, t)

]

, (26)

v(x, t) = V
[

Φ−1
∞ (x, t)

]

(27)

являются единственными решениями задач (1) и (3) соответственно.
Из представлений (26), (27) и леммы 2 следует, что для завершения доказательства

теоремы достаточно установить справедливость равномерного относительно (x, t) ∈ Π
предельного равенства

lim
ω→∞

∣

∣Φ−1
ω (x, t) −Φ−1

∞ (x, t)
∣

∣ = 0. (28)
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Из представлений (24), (25), в которых x(t) = y(t) = x ∈ R
n, следует соотношение

t
∫

0

(

A
[

V (ȳ0, τ), τ
]

−A
[

V (x̄0, τ), τ
]

)

dτ + ȳ0 − x̄0

=

t
∫

0

(

a
[

Uω(x̄0, τ), τ, ωτ
]

− a
[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

)

dτ

−
t
∫

0

(

A
[

V (x̄0, τ), τ
]

− a
[

V (x̄0, τ), τ, ωτ
]

)

dτ ≡ Cω(x̄0, t), (29)

где
x̄0 = ϕ−1

ω (x, t), ȳ0 = ϕ−1
∞ (x, t). (30)

Равенство (29) перепишем в виде

[ 1
∫

0

dθ

t
∫

0

Av

{

V
[

x̄0 + θ(ȳ0 − x̄0), τ
]

, τ
}

× Vx̄0

[

x0 + θ(ȳ0 − x̄0), τ
]

dτ + E

]

(ȳ0 − x̄0) = Cω(x̄0, t). (31)

Из условий п. 1 и леммы 2 вытекает предельное равенство

lim
ω→∞

∥

∥Cω(x̄0, t)
∥

∥

C(Π̂)
= 0. (32)

Соотношение (28) следует теперь из формул (31), (32) и леммы 3. ⊲
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AVERAGING OF A HIGH-FREQUENCY HYPERBOLIC SYSTEM
OF QUASI-LINEAR EQUATIONS WITH LARGE TERMS

Levenshtam, V. B.1,2
1 Southern Federal University, 8 a Milchakova St., Rostov-on-Don 344090, Russia;
2 Steklov Mathematical Institute of RAS, 8 Gubkina St., Moscow 119991, Russia

E-mail: vlevenshtam@yandex.ru

Abstract. One of the powerful asymptotic methods of the theory of differential equations is the well-
known averaging method, which is associated with the names of famous researchers N. M. Krylov and
N. N. Bogolyubov. This method is deeply developed not only for ordinary differential and integral equations,
but also for many classes of partial differential equations. However, for hyperbolic systems of differential
equations, the averaging method has not been sufficiently studied. For semilinear hyperbolic systems, it is
justified in the works of Yu. A. Mitropolsky, G. P. Khoma and some other authors. In addition, a number
of authors have previously proposed and justified an algorithm for constructing complete asymptotics of
solutions of such systems; the solution of the averaged problem is the main member of the asymptotics. In
this paper, we study the Cauchy problem in a multidimensional space-time layer for a hyperbolic system of
first-order quasi-linear differential equations with rapidly time-oscillating terms. Among such terms of the
right part there may be large — proportional to the square root of the high frequency of oscillations, and
the large terms have a zero mean for the fast variable (the product of frequency and time). The specificity
of the problem is the fact that the terms of the equations do not explicitly depend on spatial variables. For
this problem, a limit (averaged) problem is constructed with the oscillation frequency tending to infinity and
a limit transition (averaging method) is justified. The latter means proving the unambiguous solvability of
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the original (perturbed) problem and substantiating the asymptotic proximity of solutions of the original
(perturbed) and averaged problems uniform throughout the layer.

Keywords: multidimensional hyperbolic system of quasi-linear equations, large terms rapidly oscillating
in time, Cauchy problem, justification of the averaging method.
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