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Аннотация. Исследуется многомерное уравнение Соболевского типа с эффектом памяти и гранич-
ными условиями третьего рода. Для численного решения поставленной задачи исходная многомер-
ная задача сводится к третьей начально-краевой задаче для интегро-дифференциального уравнения
параболического типа с малым параметром. Доказана сходимость решения полученной модифициро-
ванной задачи к решению исходной задачи при стремлении малого параметра к нулю. Для модифи-
цированной задачи стоится локально-одномерная разностная схема А. А. Самарского, основная идея
которой состоит в сведении перехода со слоя на слой к последовательному решению ряда одномерных
задач по каждому из координатных направлений. При этом погрешность аппроксимации аддитив-
ной схемы определяется как сумма невязок для всех промежуточных схем, то есть, построенная
аддитивная схема обладает суммарной аппроксимацией, таким образом, что каждая из промежу-
точных схем цепочки может не аппроксимировать исходную задачу, аппроксимация достигается за
счет суммирования всех невязок для всех промежуточных схем. С помощью метода энергетических
неравенств получены априорные оценки, из чего следуют единственность и устойчивость решения
локально-одномерной разностной схемы, а также сходимость решения схемы к решению исходной
дифференциальной задачи.
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1. Введение

При математическом моделировании многих процессов в механике, физике, биоло-
гии, экономике встречаются такие системы с памятью, поведение которых зависит от
всей «истории» системы [1] и не определяется целиком состоянием в настоящий момент,
поэтому приходится описывать интегро-дифференциальным уравнением, содержащим
соответствующий интеграл по временной переменной, т. е. когда неизвестная функция
входит в дифференциальное выражение и, вместе с тем, фигурирует под знаком инте-
грала. Уравнения в частных производных с памятью исследованы в работах [2–5] при
описании термомеханического поведения полимеров [2, 3], вязкоупругих жидкостей при
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низких температурах [4, 5]. Уравнения Соболевского типа с памятью возникают в ма-
тематической теории термовязкоупругости [6–9], гидродинамике [10, 11], физике плаз-
мы [12] и многих других областях. Таким образом, помимо теоретического интереса,
рассматриваемая задача актуальна с точки зрения приложений.

Данная работа посвящена построению локально-одномерной разностной схемы для
численного решения третьей начально-краевой задачи для уравнения Соболевского типа
с эффектом памяти в многомерном случае, основная идея которой состоит в сведении
перехода со слоя на слой к последовательному решению ряда одномерных задач по каж-
дому из координатных направлений. Отличительной особенностью изучаемого в данной
работе многомерного уравнения Соболевского типа с эффектом памяти состоит в том,
что невозможно расщепить по направлениям оператор при старшей производной, в связи
с чем прямое использование локально-одномерного метода невозможно, поэтому постро-
ение схем расщепления достигается за счет перехода к третьей начально-краевой задаче
для интегро-дифференциального уравнения параболического типа с малым параметром.
Показано, что при стремлении малого параметра к нулю решение полученной модифици-
рованной задачи сходится к решению исходной задачи. Для полученной задачи строится
локально-одномерная разностная схема А. А. Самарского. Исследование единственно-
сти и устойчивости проводится с помощью метода энергетических неравенств, доказана
сходимость схемы.

Настоящая работа является продолжением серии работ автора [13–17], посвященных
исследованию локальных и нелокальных краевых задач для обобщенных уравнений Со-
болевского типа.

2. Постановка начально-краевой задачи

В замкнутой области QT = G × [0 6 t 6 1], основанием которой является p-мерный
куб G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 6 xα 6 1, α = 1, 2, . . . , p} с границей Γ, G = G ∪ Γ,
рассмотрим начально-краевую задачу для многомерного дифференциального уравнения
в частных производных третьего порядка гиперболического типа

∂u

∂t
+

t∫

0

u dτ = Lu+
∂

∂t
Lu− u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (1)

Πα(x, t) = β−α(x, t)u− µ−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T, (2)

−Πα(x, t) = β+α(x, t)u− µ+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T, (3)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (4)

где

Lu =

p∑

α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
, 0 < c0 6 kα(x, t) 6 c1,

|β±α(x, t)| 6 c2, u(x, t) ∈ C4,2
(
QT

)
, kα(x, t) ∈ C3,1

(
QT

)
, f(x, t) ∈ C2,1

(
QT

)
,

QT = G× (0 < t 6 T ], c0, c1, c2 = const > 0,

(5)

β±α(x, t), µ±α(x, t) — непрерывные функции, β+α = β(1, x′, t), β−α = β(0, x′, t),

µ+α = µ(1, x′, t), µ−α = µ(0, x′, t), x = (x1, x2, . . . , xp) = (xα, x
′), α = 1, 2, . . . , p,

x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp), Πα(x, t) = kα(x, t)
∂u

∂xα
+
∂

∂t

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
.
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Учитывая, что u(x, t) = ∂
∂t

∫ t
0 u(x, τ)dτ, преобразуем уравнение (1) и краевые усло-

вия (2), (3). Тогда, умножив обе части (1) и (2), (3) на et, заменив t на τ и проинтегри-
ровав полученное выражение по τ от 0 до t, получим задачу

Lu+

t∫

0

e−(t−τ)u(x, t) dτ −

t∫

0

u(x, τ) dτ − u+ f̃(x, t) = 0, (6)

{
kα(x, t)

∂u
∂xα

= B−αu− µ̃−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂u
∂xα

= B+αu− µ̃+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T,
(7)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (8)

где

f̃(x, t) =

t∫

0

e−(t−τ)f(x, τ) dτ − e−t (Lu0(x)− u0(x)) ,

B−αu(0, x
′, t) =

t∫

0

e−(t−τ)β−α(0, x
′, τ)u(0, x′, τ) dτ,

B+αu(1, x
′, t) =

t∫

0

e−(t−τ)β+α(1, x
′, τ)u(1, x′, τ) dτ,

µ̃−α(0, x
′, t) =

t∫

0

e−(t−τ)µ(0, x′, τ) dτ + e−tkα(x, 0)u
′
0(0, x

′).

µ̃+α(1, x
′, t) =

t∫

0

e−(t−τ)µ(1, x′, τ) dτ − e−tkα(x, 0)u
′
0(1, x

′).

В той же области вместо уравнения (6) рассмотрим следующее уравнение с малым
параметром ε:

εuεt = Luε +

t∫

0

e−(t−τ)uεdτ −

t∫

0

uε(x, τ)dτ − uε + f̃(x, t), (x, t) ∈ QT , (9)

где ε = const > 0.

Так как при t = 0 начальные условия для уравнения (6) и (9) совпадают, то в окрест-
ности t = 0 у производной uεt не возникает особенности типа пограничного слоя [18,
19].

Покажем, что uε → u в некоторой норме при ε → 0. Обозначим через z̃ = uε − u и
подставим uε = z̃ + u в уравнение (9). Тогда получим задачу

εz̃t = Lz̃ +

t∫

0

e−(t−τ)z̃dτ −

t∫

0

z̃dτ − z̃ + f(x, t), (x, t) ∈ QT , (10)
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{
kα(x, t)

∂z̃
∂xα

= B−αz̃, xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂z̃
∂xα

= B+αz̃, xα = 1, 0 6 t 6 T,
(11)

z̃(x, 0) = 0, x ∈ G, G = G+ Г, (12)

где f(x, t) = −ε∂u∂t .
Получим априорную оценку методом энергетических неравенств, тогда умножим

уравнение (10) скалярно на z̃:

(
ε
∂z̃

∂t
, z̃

)
=

(
p∑

α=1

∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂z̃

∂xα

)
, z̃

)

+

( t∫

0

e−(t−τ)z̃dτ, z̃

)
−

( t∫

0

z̃dτ, z̃

)
−
(
z̃, z̃
)
+

(
f(x, t), z̃

)
,

(13)

где (u, v) =
∫
G uvdx, ‖u‖

2
0 =

∫
G u

2dx, ‖u‖2L2(0,1)
=
∫ 1
0 u

2(x, t) dxα.

Далее черезMi, i = 1, 2, . . . , будем обозначать положительные постоянные, зависящие
только от входных данных исходной задачи.

С помощью ε-неравенства Коши и неравенства Коши — Буняковского после неслож-
ных преобразований из (13) получаем неравенство

ε

2

∂

∂t
‖z̃‖20 +

c0
2
‖z̃x‖

2
0 +

1

2
‖z̃‖20 6

p∑

α=1

∫

G′

kα(x, t)z̃
∂z̃

∂xα

∣∣∣∣
1

0

dx′ +M2

t∫

0

‖z̃‖20 dτ +
1

c0
‖f‖20. (14)

Оценим первое слагаемое в правой части (14):

p∑

α=1

∫

G′

kα(x, t)z̃
∂z̃

∂xα

∣∣∣∣
1

0

dx′ =

p∑

α=1

∫

G′

(
z̃(1, x′, t)B−αz̃(1, x

′, t)

− z̃(0, x′, t)B−αz̃(0, x
′, t)
)
dx′ =

p∑

α=1

∫

G′

(
− z̃(1, x′, t)

t∫

0

e−(t−τ)β+α(1, x
′, τ)z̃(1, x′, τ)dτ

−z̃(0, x′, t)

t∫

0

e−(t−τ)β−α(0, x
′, τ)z̃(0, x′, τ)dτ

)
dx′

6 ε1

p∑

α=1

∫

G′

(
z̃2(0, x′, t) + z̃2(1, x′, t)

)
dx′

+
1

ε1

p∑

α=1

∫

G′




t∫

0

e−(t−τ)β−α(0, x
′, τ)z̃(0, x′, τ) dτ




2

dx′

+
1

ε1

p∑

α=1

∫

G′




t∫

0

e−(t−τ)β+α(1, x
′, τ)z̃(1, x′, τ) dτ




2

dx′

6 ε1M3

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
+M4(ε1)

t∫

0

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
dτ.

(15)
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Выбирая в (15) ε1 = min
{

c0
4M3

, 1
4M3

}
, из неравенства (14) находим

ε

2

∂

∂t
‖z̃‖20 +

c0
4
‖z̃x‖

2
0 +M5‖z̃‖

2
0 6M6

t∫

0

(
‖z̃‖20 + ‖z̃x‖

2
0

)
dτ +

1

c0
‖f‖20. (16)

Проинтегрировав (16) по τ от 0 до t, получим

ε‖z̃‖20 +

t∫

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ 6M7

t∫

0

dτ

τ∫

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ +M8

t∫

0

‖f‖20 dτ. (17)

Оценим первое слагаемое в правой части (17), для этого перепишем (17) в виде

Y 6M7

t∫

0

Y dτ +M8F, (18)

где Y =
∫ t
0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ , F =

∫ t
0 ‖f‖

2
0 dτ .

Применяя лемму Гронуолла (см. [20, с. 152, лемма 1.1]) к неравенству (18), получим
неравенство

t∫

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ 6M9

t∫

0

F dτ =M9

t∫

0

dτ

τ∫

0

‖f‖20 dτ 6 TM9

t∫

0

‖f‖20 dτ. (19)

Таким образом, из (17) с учетом (19) получаем оценку

ε‖z̃‖20 +

t∫

0

(
‖z̃x‖

2
0 + ‖z̃‖20

)
dτ 6M10

t∫

0

‖f‖20 dτ = ε2M10

t∫

0

‖uτ‖
2
0 dτ = O(ε2). (20)

Из априорной оценки (20) следует сходимость uε к u при ε → 0 в норме ‖z̃‖21 =
ε‖z̃‖20 + ‖z̃‖22,Qt

+ ‖z̃x‖
2
2,Qt

, где ‖z̃x‖
2
2,Qt

=
∫ t
0 ‖z̃x‖

2
0 dτ , если ut — ограниченная, достаточ-

но гладкая функция. Поэтому при малом ε решение задачи (7)–(9) будем принимать
за приближенное решение третьей начально-краевой задачи для многомерного диффе-
ренциального уравнения в частных производных третьего порядка гиперболического ти-
па (1)–(4).

3. Построение локально-одномерной схемы

На отрезке [0, T ] введем равномерную сетку ωτ = {tj = jτ, j = 0, 1, . . . , j0} с шагом
τ = T/j0. Каждый интервал (tj , tj+1) разобьем на p частей точками tj+α

p
= tj + τ α

p ,

α = 1, 2, . . . , и обозначим через ∆α =
(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
.

Пространственную сетку выберем равномерной по каждому направлению Oxα с ша-
гом hα = 1

Nα
, α = 1, 2, . . . , p :

ωh =

p∏

α=1

ωhα
, ωhα

=
{
x(iα)α = iα~α, iα = 0, 1, . . . , Nα, α = 1, 2, . . . , p

}
,

~α =

{
hα, iα 6= 0, Nα,
hα

2 , iα = 0, Nα.
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Уравнение (9) перепишем в виде

p∑

α=1

Lαu
ε = 0, Lαu

ε =
ε

p

∂uε

∂t
− Lαu

ε −
1

p

t∫

0

e−(t−τ)uεdτ +
1

p

t∫

0

uεdτ +
1

p
uε − fα,

где fα(x, t), α = 1, 2, . . . , p, — произвольные функции, обладающие той же гладкостью,
что и f(x, t), и удовлетворяющие условию

∑p
α=1 fα = f.

На каждом полуинтервале ∆α, α = 1, 2, . . . , p, будем последовательно решать задачи

Lαϑ(α) =
ε

p

∂ϑ(α)

∂t
− Lαϑ(α) −

1

p

t∫

0

e−(t−τ)ϑ(α) dτ +
1

p

t∫

0

ϑ(α) dτ +
1

p
ϑ(α) − fα = 0, (21)

{
kα(x, t)

∂ϑ(α)

∂xα
= B−αϑ(α) − µ̃−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂ϑ(α)

∂xα
= B+αϑ(α) − µ̃+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T,

(22)

полагая при этом [21, с. 522]

ϑ(1)(x, 0) = u0(x), ϑ(1)(x, tj) = ϑ(p)(x, tj), j = 1, 2, . . . ,

ϑ(α)

(
x, tj+α−1

p

)
= ϑ(α−1)

(
x, tj+α−1

p

)
, α = 2, 3, . . . , p.

Аппроксимируем каждое уравнение (21) номера α неявной схемой на полуинтервале

∆α =
(
tj+α−1

p
, tj+α

p

]
, тогда получим цепочку p одномерных разностных уравнений

ε
y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
= Λαy

j+α
p +

1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )y
(
x, tj

′+α
p

)
τ

−
1

p

j∑

j′=0

y
(
x, t

j′+α
p

)
τ −

1

p
y
(
x, t

j+α
p

)
+ ϕ

j+α
p

α , (23)

где Λαy
j+α

p =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)
xα

, aα = kα
(
x(−0.5α), t̄

)
, x(−0.5α) = (x1, . . . , xα−1, xα − 0.5hα,

xα+1, . . . , xp), t̄ = tj+1/2, γh,α — множество граничных по направлению xα узлов.
Запишем разностный аналог для граничных условий (22):




a
(1α)
α y

j+α
p

xα,0
= B−αy

j+α
p − µ̃−α, xα = 0,

−a
(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
= B+αy

j+α
p − µ̃+α, xα = 1.

(24)

Условия (24) имеют порядок аппроксимации O(hα).Повысим порядок аппроксимации
до O(h2α) на решениях уравнения (21) при каком-либо α:

a(1α)α ϑ
j+α

p

xα,0
= B−αϑ

j+α
p + µ̃−α +O(hα).
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C помощью разложения Тейлора находим

kαϑ
′
(α) = a(1α)α ϑ

j+α
p

xα,0
− 0.5hα

(
kαϑ

′
(α)

)′
+O(h2α)

= a(1α)α ϑ
j+α

p

xα,0
− 0.5hα

(
ε
ϑj+

α
p − ϑj+

α−1
p

τ
−

1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )ϑ
(
x, t

j′+α
p

)
τ

+
1

p

j∑

j′=0

ϑ
(
x, tj

′+α
p

)
τ +

1

p
ϑ
(
x, tj+

α
p

)
− f j+

α
p

)
+O(h2α).

Итак,

a(1α)α ϑ
j+α

p

xα,0
− 0.5hα

(
ε
ϑ
j+α

p − ϑ
j+α−1

p

τ
−

1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )ϑ
(
x, tj

′+α
p

)
τ

+
1

p

j∑

j′=0

ϑ
(
x, t

j′+α
p

)
τ +

1

p
ϑ
(
x, t

j+α
p

)
− f

j+α
p

)

0

= B−αϑ
(
x, tj+

α
p

)
+ µ̃−α +O(h2α) +O(hατ).

(25)

В (25) отбросим величины порядка малости O(h2α) и O(hατ), заменим ϑ(α) на yj+
α
p , то-

гда (25) при xα = 0 перепишется так:

ε

p
y
j+α

p

t̄,0

=

a
(1α)
α y

j+α
p

xα,0
+ 0.5hα

p

j∑
j′=0

e−(tj−tj′ )y
j+α

p

0 τ − 0.5hα

p

j∑
j′=0

y
j+α

p

0 τ−B−αy
j+α

p

0 − 0.5hα

p y
j+α

p

0

0.5hα
+

µ−α

0.5hα
.

Аналогично при xα = 1

ε

p
y
j+α

p

t̄,Nα

= −

a
(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hα

p

j∑
j′=0

e−(tj−tj′ )y
j+α

p

Nα
τ+ 0.5hα

p

j∑
j′=0

y
j+α

p

Nα
τ+B+αy

j+α
p

Nα
+ 0.5hα

p y
j+α

p

Nα

0.5hα
+
µ+α

0.5hα
,

где B−αy
j+α

p

0 =
∑pj+α

j′=0 e
−(tj−tj′ )β−αy

j′

p

0 τ , B+αy
j+α

p

Nα
=
∑pj+α

j′=0 e
−(tj−tj′ )β+αy

j′

p

Nα
τ, µ−α =

0.5hαfα,0 + µ̃−α, µ+α = 0.5hαfα,0 + µ̃+α.

Итак, разностный аналог задачи (7)–(9) имеет вид

ε

p
y
(α)
t̄

= Λαy
(α) +Φ

j+α
p

α , α = 1, 2, . . . , p, x ∈ ωh, (26)

y(x, 0) = u0(x),
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где

Λαy
j+α

p =





Λ̃αy =
(
aαy

j+α
p

x̄α

)

xα

+ 1
p

j∑
j′=0

e−(tj−tj′ )yj
′+α

p τ − 1
p

j∑
j′=0

y
(
x, tj

′+α
p

)
τ − 1

py
j+α

p ,

1
0.5hα

Λ−
α y =

a
(1α)
α y

j+α
p

xα,0+
0.5hα

p

j∑

j′=0

e
−(tj−t

j′
)
y
j+α

p
0 τ− 0.5hα

p

j∑

j′=0

y
j+α

p
0 τ−B−αy

j+α
p

0 − 0.5hα
p

y
j+α

p
0

0.5hα
,

1
0.5hα

Λ+
α y=−

a
(Nα)
α y

j+α
p

x̄α,Nα
−0.5hα

p

j∑

j′=0

e
−(tj−t

j′
)
y
j+α

p
Nα

τ+0.5hα
p

j∑

j′=0

y
j+α

p
Nα

τ+B+αy
j+α

p
Nα

+0.5hα
p

y
j+α

p
Nα

0.5hα
,

Φα =





ϕα, xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

µ−α, xα = 0,
1

0.5hα
µ+α, xα = 1,

y
(α)
t̄

=
y
j+α

p − y
j+α−1

p

τ
p

.

4. Погрешность аппроксимации локально-одномерной схемы

Характеристикой точности решения локально-одномерной схемы является разность
z
j+α

p = y
j+α

p − u
j+α

p , где uj+
α
p — решение исходной задачи (7)–(9). Подставляя y

j+α
p =

z
j+α

p + u
j+α

p в разностную задачу (26), получим задачу для погрешности z
j+α

p :

ε
zj+

α
p − zj+

α−1
p

τ
= Λαz

j+α
p +

1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )z
(
x, t

j′+α
p

)
τ

−
1

p

j∑

j′=0

z
(
x, tj

′+α
p

)
τ −

1

p
z
(
x, tj+

α
p

)
+ ψ

j+α
p

α , (27)

где ψ
j+α

p
α = Λαu

j+α
p + 1

p

∑j
j′=0 e

−(tj−tj′ )u
(
x, t

j′+α
p

)
τ − 1

p

∑j
j′=0 u

(
x, t

j′+α
p

)
τ −

1
pu
(
x, tj+

α
p

)
+ ϕj+α

p − εu
j+α

p −u
j+α−1

p

τ .

Обозначив через ψ̊α =
(
Lαu+ 1

p

∫ t
0 e

−(t−τ)u dτ − 1
p

∫ t
0 u dτ −

1
pu+ fα − ε

p
∂u
∂t

)j+1/2
и за-

мечая, что
∑p

α=1 ψ̊α = 0, если
∑p

α=1 fα = f, представим погрешность в виде суммы

ψ
j+α

p
α = ψ̊α + ψ∗

α :

ψ
j+α

p
α = Λαu

j+α
p +

1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )u
(
x, t

j′+α
p

)
τ −

1

p

j∑

j′=0

u
(
x, t

j′+α
p

)
τ −

1

p
u
(
x, t

j+α
p

)

+ϕ
j+α

p − ε
uj+

α
p − uj+

α−1
p

τ
− ψ̊α + ψ̊α =

(
Λαu

j+α
p − Lαu

j+ 1
2

)
−

(
1

p
u
(
x, t

j+α
p

)
−

1

p
uj+

1
2

)

+


1
p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )u
(
x, tj

′+α
p

)
τ −

1

p

t∫

0

e−(t−τ)uj+
1
2 dτ


−


1
p

j∑

j′=0

u
(
x, tj

′+α
p

)
τ −

1

p

t∫

0

uj+
1
2 dτ




+

(
ϕ
j+α

p
α − f

j+ 1
2

α

)
−

(
ε
uj+

α
p − uj+

α−1
p

τ
−
ε

p

(
∂u

∂t

)j+1/2
)

+ ψ̊α = ψ̊α + ψ∗
α.
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Очевидно, что ψ∗
α = O(h2α + τ), ψ̊α = O(1),

p∑

α=1

ψ
j+α

p
α =

p∑

α=1

ψ̊α +

p∑

α=1

ψ∗
α = O(|h|2 + τ), |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p.

Запишем граничное условие при xα = 0 так:

0.5hαε

p
y
(α)
t̄

= a(1α)α y
j+α

p

xα,0
+

0.5hα
p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )y
j+α

p

0 τ −
0.5hα
p

j∑

j′=0

y
j+α

p

0 τ

− B−αy
j+α

p

0 −
0.5hα
p

y
j+α

p

0 + 0.5hαfα,0 + µ̃−α. (28)

Пусть z
j+α

p = y
j+α

p − u
j+α

p , где u — решение исходной дифференциальной зада-
чи (7)–(9). Подставим y

j+α
p = z

j+α
p + u

j+α
p в (28). Тогда получим

0.5hαε

p
z
(α)
t̄ = a(1α)α z

j+α
p

xα,0
+

0.5hα
p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )z
j+α

p

0 τ −
0.5hα
p

j∑

j′=0

z
j+α

p

0 τ

−B−αz
j+α

p

0 −
0.5hα
p

z
j+α

p

0 + a(1α)α u
j+α

p

xα,0
+

0.5hα
p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )u
j+α

p

0 τ

−
0.5hα
p

j∑

j′=0

u
j+α

p

0 τ − B−αu
j+α

p

0 −
0.5hα
p

u
j+α

p

0 −
0.5hαε

p
u
(α)
t̄,0

+ 0.5hαfα,0 + µ̃−α.

К правой части полученного выражения добавим и вычтем

0.5hαψ̊−α = 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
+

1

p

t∫

0

e−(t−τ)u dτ −
1

p

t∫

0

u dτ −
1

p
u+ fα −

ε

p

∂u

∂t

]j+ 1
2

xα=0

.

Тогда

ψ−α = 0.5hα

(
fα,0 −

ε

p
u
j+α

p

t̄,0

)
+ a(1α)α u

j+α
p

xα,0

+
0.5hα
p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )u
j+α

p

0 τ +
0.5hα
p

j∑

j′=0

u
j+α

p

0 τ − B−αu
j+α

p

0 −
0.5hα
p

u
j+α

p

0 + µ̃−α

− 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)
u+

1

p

t∫

0

e−(t−τ)udτ −
1

p

t∫

0

udτ −
1

p
u+ fα −

ε

p

∂u

∂t

]j+ 1
p

xα=0

+ 0.5hαψ̊−α

= a(1α)α u
j+α

p

xα,0
− B−αu

j+α
p

0 + µ̃−α − 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2

+ 0.5hαψ̊−α +O(h2α) +O(hατ)

= kα
∂u

j+α
p

∂xα
+ 0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+α
p

0

−0.5hα

[
∂

∂xα

(
kα

∂u

∂xα

)]j+ 1
2

−B−αu
j+α

p

0 + µ̃−α + 0.5hαψ̊−α +O(h2α) +O(hατ)

=

(
kα
∂u

j+α
p

∂xα
− B−αu

j+α
p

0 + µ̃−α

)

xα=0

+ 0.5hαψ̊−α +O(h2α) +O(hατ).
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В силу граничных условий (7) выражение, стоящее в скобках, есть ноль. Поэтому

ψ−α = 0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α, ψ∗

−α = O(h2α + τ) +O(hατ),

ε

p
z
j+α

p

t̄,0

=

a
(1α)
α z

j+α
p

xα,0
+ 0.5hα

p

j∑
j′=0

e−(tj−tj′ )z
j+α

p

0 τ − 0.5hα

p

j∑
j′=0

z
j+α

p

0 τ − B−αz
j+α

p

0 − 0.5hα

p z
j+α

p

0

0.5hα

+ ψ̊−α +
ψ∗
−α

0.5hα
,

ε

p
z
j+α

p

t̄,Nα

= −

a
(Nα)
α z

j+α
p

x̄α,Nα
− 0.5hα

p

j∑
j′=0

e−(tj−tj′ )z
j+α

p

Nα
τ + 0.5hα

p

j∑
j′=0

z
j+α

p

Nα
τ + B+αz

j+α
p

Nα
+ 0.5hα

p z
j+α

p

Nα

0.5hα

+ ψ̊+α +
ψ∗
+α

0.5hα
.

Итак, задача для погрешности z
j+α

p принимает вид

ε

p
z
(α)
t̄

= Λαz
(α) +Ψ

j+α
p

α , z(x, 0) = 0, (29)

где

Λα =





Λ̃α, xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

Λ−
α , xα = 0,

1
0.5hα

Λ+
α , xα = 1,

Ψα =





ψα, xα ∈ ωhα
,

1
0.5hα

ψ−α, xα = 0,
1

0.5hα
ψ+α, xα = 1,

ψα = ψ̊α + ψ∗
α, ψ̊α = O(1), ψ∗

α = O(h2α + τ), ψ−α = 0.5hαψ̊−α + ψ∗
−α,

ψ+α = 0.5hαψ̊+α + ψ∗
+α, ψ∗

±α = O(h2α + τ), ψ̊±α = O(1),

p∑

α=1

ψ̊±α = 0.

5. Устойчивость локально-одномерной схемы

Для доказательства устойчивости схемы (26) воспользуемся методом энергетических
неравенств. Для этого умножим уравнение (26) скалярно на y(α) = yj+

α
p :

[
ε

p
y
(α)
t̄ , y(α)

]
−
[
Λαy

(α), y(α)
]
=
[
Φ(α), y(α)

]
, (30)

где
[
u, v
]
α
=

Nα∑

iα=0

uiαviα~α,
∥∥ y(α)

∥∥2
L2(α)

=

Nα∑

iα=0

y2~α,

[
u, v
]
=
∑

x∈ω̄h

uvH, H =

p∏

α=1

~α,
∥∥y(α)

∥∥2
L2(ω̄h)

=
∑

iβ 6=iα

∥∥y(α)
∥∥2
L2(α)

H/~α.
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Преобразуем каждое слагаемое тождества (30):

[
ε

p
y
(α)
t̄
, y(α)

]

α

=
ε

2p

(
‖y(α)‖2L2(α)

)
t̄
+
ετ

2p
‖yαt̄ ‖

2
L2(α)

. (31)

[
Λαy

(α), y(α)
]

α
=
(
Λ̃αy

(α), y(α)
)

α
+ Λ−

α y
(α)y(α) + Λ+

α y
(α)y

(α)
Nα

= −
(
aαy

2
x̄α

]
α
+

1

p

[
y(α),

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )yj
′+α

p τ

]

α

−
1

p

[
y(α), y(α)

]
α

−


1
p

j∑

j′=0

y
(
x, t

j′+α
p

)
τ, y

j+α
p




α

− y
(α)
0 B−αy

(α)
0 − y

(α)
Nα

B+αy
(α)
Nα
.

(32)

[
Φ(α), y(α)

]
α
=
[
ϕ(α), y(α)

]
α
− µ̃−αy

(α)
0 − µ̃+αy

(α)
Nα
. (33)

Оценим слагаемые, стоящие в правой части (33):

µ̃−αy
(α)
0 + µ̃+αy

(α)
Nα

6
1

4ε1

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
+ ε1

c0
8

∥∥yx̄α

]∣∣2
L2(α)

+ ε1

(
1 +

8

c0

)∥∥y(α)
∥∥2
L2(α)

.

Выбирая ε1 =
c0

8p(c0+8) , получаем

µ̃−αy
(α)
0 + µ̃+αy

(α)
Nα

6
2p(c0 + 8)

c0

(
µ̃2−α+ µ̃

2
+α

)
+

c20
64p(c0 + 8)

∥∥yx̄α

]∣∣2
L2(α)

+
1

8p

∥∥y(α)
∥∥2
L2(α)

, (34)

[
1

p
y(α), y(α)

]

α

=

[
1

p
,
(
y(α)

)2]

α

=
1

p

∥∥y(α)
∥∥2
L2(α)

. (35)

[
1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )y
(
x, t

j′+α
p

)
τ, y

j+α
p

]

α

=

∥∥∥∥∥
1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )y
(
x, t

j′+α
p

)
τ

∥∥∥∥∥
L2(α)

∥∥∥∥
1

p
y
j+α

p

∥∥∥∥
L2(α)

6

∥∥∥∥∥
1

p

j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )y
(
x, t

j′+α
p

)∥∥∥∥∥

2

L2(α)

+
1

4p

∥∥yj+
α
p

∥∥2
L2(α)

=
1

p

Nα−1∑

iα=1

(
j∑

j′=0

e−(tj−tj′ )y
(
xiα , t

j′+α
p

)
τ

)2

hα +
1

4p

∥∥yj+
α
p
∥∥2
L2(α)

6
1

p

Nα−1∑

iα=1

(
j∑

j′=0

e−2(tj−tj′ )τ

j∑

j′=0

y2
(
xiα , t

j′+α
p

)
τ

)
hα +

1

4p

∥∥yj+
α
p

∥∥2
L2(α)

6
1

p

j∑

j′=0

e−2(tj−tj′ )τ

Nα−1∑

iα=1

hα

j∑

j′=0

y2
(
xiα , t

j′+α
p

)
τ +

1

4p

∥∥yj+
α
p
∥∥2
L2(α)

=
1

p

j∑

j′=0

e−2(tj−tj′ )τ

j∑

j′=0

τ

Nα−1∑

iα=1

y2
(
xiα , t

j′+α
p

)
hα +

1

4p

∥∥yj+
α
p

∥∥2
L2(α)

=
1

p

j∑

j′=0

e−2(tj−tj′ )τ

j∑

j′=0

∥∥∥y
(
xiα , t

j′+α
p

)∥∥∥
2

L2(α)
τ +

1

4p

∥∥yj+
α
p

∥∥2
L2(α)

.

(36)
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Так как
j∑

j′=0

e−2(tj−tj′ )τ = e−2tj

j∑

j′=0

e2tj′ τ = e−2tj
e2tj − 1

e2τ − 1
τ =

1− e−2tj

2
,

то из (36) получаем

[
1

p

j∑

j′=0

e−2(tj−tj′ )y
(
x, t

j′+α
p

)
τ, y

j+α
p

]

α

6
1− e−2tj

2p

j∑

j′=0

∥∥∥y
(
xiα , t

j′+α
p

)∥∥∥
2

L2(α)
τ

+
1

4p

∥∥∥yj+
α
p

∥∥∥
2

L2(α)
6 T

j∑

j′=0

∥∥∥y
(
xiα , t

j′+α
p

)∥∥∥
2

L2(α)
τ +

1

4p

∥∥∥yj+
α
p

∥∥∥
2

L2(α)
,

(37)

[
1

p

j∑

j′=0

y
(
x, tj

′+α
p

)
τ, yj+

α
p

]

α

=

[(
1

p

j∑

j′=0

y
(
x, tj

′+α
p

)
τ

)2

,
1

4ε1

]

α

+

[
ε1
p
,
(
yj+

α
p

)2]

α

6
1

8p

∥∥y(α)
∥∥2
L2(α)

+M1

j∑

j′=0

∥∥yj+
α
p
∥∥2
L2(α)

τ,

(38)

− y
(α)
0 B−αy

(α)
0 − y

(α)
Nα

B+αy
(α)
Nα

= −y
(α)
0

pj+α∑

j′=0

e−(tj−tj′ )β−αy
j′

p

0 τ

− y
(α)
Nα

pj+α∑

j′=0

e−(tj−tj′ )β+αy
j′

p

Nα
τ 6 ε2

((
y
(α)
0

)2
+
(
y
(α)
Nα

)2)

+M2(ε2)

[(
pj+α∑

j′=0

e−(tj−tj′ )β−αy
j′

p

0 τ

)2

+

(
pj+α∑

j′=0

e−(tj−tj′ )β+αy
j′

p

Nα
τ

)2]

6 ε2M3

(∥∥∥yj+
α
p

∥∥∥
2

L2(α)
+
∥∥∥y

j+α
p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(α)

)
+M4(ε2)

pj+α∑

j′=0

(∥∥∥y
j′

p

∥∥∥
2

L2(α)
+
∥∥∥y

j′

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(α)

)
τ,

(39)

[
ϕα, y

(α)
]
α
6 2p

∥∥ϕα

∥∥2
L2(α)

+
1

8p

∥∥y(α)
∥∥2
L2(α)

. (40)

После суммирования по iβ 6= iα, β = 1, 2, . . . , p, подставим (31)–(40) в тождество (30).

Тогда, выбирая ε2 = min
{

c0
4M3

, 1
4pM3

}
, получим

ε

2p

(∥∥y(α)
∥∥2
L2(ω̄h)

)
t̄
+
ετ

2p

∥∥yt̄
∥∥2
L2(ω̄h)

+
c0
4

∥∥y(α)x̄α

]∣∣2
L2(ω̄h)

+
1

4p

∥∥yj+
α
p

∥∥2
L2(ω̄h)

6M5

j∑

j′=0

∥∥yj+
α
p

∥∥2
L2(ω̄h)

τ +M6

pj+α∑

j′=0

(∥∥∥y
j′

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

j′

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ

+M7


∥∥ϕj+α

p

∥∥2
L2(ω̄h)

+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
H/~α


 .

(41)
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Суммируем (41) сначала по α от 1 до p :

ε

2p

(∥∥yj+1
∥∥2
L2(ω̄h)

)
t̄
+M8

(
p∑

α=1

∥∥∥y
j+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+

p∑

α=1

∥∥∥yj+
α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)

)

6M5

p∑

α=1

j∑

j′=0

∥∥∥yj+
α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
τ +M6

p∑

α=1

pj+α′∑

j′=0

(∥∥∥y
j′

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

j′

p

x̄α′

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ

+M7

p∑

α=1



∥∥∥ϕ

j′

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
H/~α


 ,

а затем, суммируя по j′ от 0 до j:

ε

2

∥∥yj+1
∥∥2
L2(ω̄h)

+M8




j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

∥∥∥y
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

∥∥∥yj
′+α

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)




6M5

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

j′∑

s=0

∥∥∥ys+
α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
τ +M6

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

pj′+α′∑

s=0

(∥∥∥y
s
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

s
p

x̄α′

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ

+M7

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1



∥∥∥ϕj+α

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
H/~α


+

ε

2
‖y0‖2L2(ω̄h)

.

(42)

Оценим второе слагаемое в правой части (42), тогда имеем

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

pj′+α′∑

s=0

(∥∥∥y
s
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

s
p

x̄α′

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ

6M9‖y
0‖2W 1

2 (ω̄h)
+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

j′∑

s=0

p∑

α′=1

(∥∥∥ys+
α′

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

s+α′

p

x̄α′

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ

6M9‖y
0‖2W 1

2 (ω̄h)
+ p

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

j′∑

s=0

(∥∥∥ys+
α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

s+α
p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ.

С учетом последнего перепишем (42) в виде

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥yj
′+α

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

j′+α
p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)

6M10

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

j′∑

s=0

(∥∥∥ys+
α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥y

s+α
p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
τ +M11F

j
1 ,

(43)

где F j
1 =

∑j
j′=0 τ

∑p
α=1

(∥∥ϕj+α
p

∥∥2
L2(ω̄h)

+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
H/~α

)
+ ‖y0‖2

W 1
2 (ω̄h)

.

Применяя разностный аналог леммы Гронуолла [22, лемма 4, с. 171] к неравен-
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ству (43), получим

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥y
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥yj

′+α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)

)

6M12




j∑

j′=0

τ

p∑

α=1



∥∥∥ϕj+α

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
H/~α


+ ‖y0‖2W 1

2 (ω̄h)


 .

(44)

Учитывая (43), (44), из (42) получаем априорную оценку

ε
∥∥yj+1

∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥y
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥yj

′+α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)

)

6M

(
j∑

j′=0

τ

p∑

α=1



∥∥∥ϕj+α

p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
µ̃2−α + µ̃2+α

)
H/~α


+ ‖y0‖2W 1

2 (ω̄h)

)
,

(45)

где M = const > 0 и не зависит от hα и τ , x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp).
Итак, справедлива следующая

Теорема 1. Пусть выполнены условия (5), тогда локально-одномерная схема (26)
устойчива по правой части и начальным данным, так что для решения схемы (26) спра-

ведлива оценка (45).

6. Сходимость локально-одномерной схемы

По аналогии с [21] решение z(α) = z
j+α

p задачи для погрешности (29) представим
в виде суммы z(α) = υ(α) + η(α), где η(α) определяется условиями

ε
η(α) − η(α−1)

τ
= ψ̊α, x ∈ ωh + γα, α = 1, 2, . . . , p, (46)

η(x, 0) = 0, ψ̊α =





ψ̊α, xα ∈ ωhα
,

ψ̊−α, xα = 0,

ψ̊+α, xα = lα.

Из (46) следует εηj+1 = εη(p) = εηj + τ
(
ψ̊1 + ψ̊2 + . . . + ψ̊p

)
= εηj = . . . = εη0 = 0. Для

ηα = τ
ε

(
ψ̊1 + ψ̊2 + . . .+ ψ̊α

)
= − τ

ε

(
ψ̊α+1 + . . .+ ψ̊p

)
= O

(
τ
ε

)
.

Функция υ(α) определяется условиями

ε
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ̃αυ(α) + ψ̃α, ψ̃α = Λ̃αη(α) + ψ∗

α, xα ∈ ωhα
, (47)

0.5hαε
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ−

αυ(α) + ψ̃−α, ψ̃−α = Λ−
α η(α) + ψ∗

−α, xα = 0, (48)

0.5hαε
υ(α) − υ(α−1)

τ
= Λ+

αυ(α) + ψ̃+α, ψ̃+α = Λ+
α η(α) + ψ∗

+α, xα = 1, (49)

υ(x, 0) = 0. (50)

Если существуют непрерывные в замкнутой области QT производные ∂2u
∂t2

, ∂4u
∂x2

α∂x
2
β

, ∂3u
∂x2

α∂t
,

∂2f
∂x2

α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β, то Λ̃αη(α) = − τ

ε Λ̃α

(
ψ̊α+1 + . . .+ ψ̊p

)
= O

(
τ
ε

)
, Λ±

α η(α) = O
(
τ
ε

)
.
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Решение задачи (47)–(50) оценим с помощью теоремы 1.

ε
∥∥υj+1

∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥υ
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥υj

′+α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)

)

6M

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1



∥∥∥ψ̃

j+α
p

α

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+
∑

iβ 6=iα

(
ψ̃2
−α + ψ̃2

+α

)
H/~α


 .

(51)

Так как ηj+1 = 0, η(α), η
j+α

p

x̄α
= O

(
τ
ε

)
и

∥∥zj+1
∥∥2
1
= ε
∥∥zj+1

∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥z
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥zj

′+α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)

)

= ε
∥∥∥vj+1 + ηj+1

∥∥∥
2

L2(ω̄h)
+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥v
j′+α

p

x̄α
+ η

j′+α
p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥vj

′+α
p + ηj

′+α
p

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)

6 ε‖vj+1‖2L2(ω̄h)
+ 2

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥v
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥vj

′+α
p

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥η

j′+α
p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

+
∥∥∥ηj

′+α
p

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

)
6 2

(
ε
∥∥υj+1

∥∥2
1
+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥η
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥ηj

′+α
p

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)

))
,

тогда из оценки (51) следует теорема.

Теорема 2. Пусть задача (7)–(9) имеет единственное непрерывное в QT решение

u(x, t) при всех значениях ε и существуют непрерывные в QT производные

∂2u

∂t2
,

∂4u

∂x2α∂x
2
β

,
∂3u

∂x2α∂t
,
∂2f

∂x2α
, α = 1, 2, . . . , p, α 6= β,

а также выполнены условия (5), тогда локально-одномерная схема (26) сходится к реше-

нию дифференциальной задачи (7)–(9) со скоростью O
(
|h|2 + τ

ε

)
, τ = o (ε), так, что

∥∥yj+1 − uj+1
∥∥
1
6M

(
|h|2 +

τ

ε

)
,

где ε — малый параметр, |h|2 = h21 + h22 + . . .+ h2p,

∥∥zj+1
∥∥
1
=


ε
∥∥zj+1

∥∥2
L2(ω̄h)

+

j∑

j′=0

τ

p∑

α=1

(∥∥∥z
j′+α

p

x̄α

]∣∣∣
2

L2(ω̄h)
+
∥∥∥zj

′+α
p

∥∥∥
2

L2(ω̄h)

)


1/2

.

Замечание 1. Если ε = τρ, где 0 < ρ < 1, тогда решение схемы (26) с уче-
том оценки (20) сходится к решению дифференциальной задачи (1)–(4) со скоростью
O
(
|h|2 + τ1−ρ + τρ

)
.

Очевидно, что скорость сходимости будет определяться наилучшим образом, если
взять ε = τ

1
2 , тогда решение схемы (26) сходится к решению дифференциальной зада-

чи (1)–(4) со скоростью O
(
|h|2 + τ

1
2

)
.
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Замечание 2. Полученные априорные оценки справедливы и в случае, когда
1) Область G представляет собой p-мерный прямоугольный параллелепипед

G = {x = (x1, x2, . . . , xp) : 0 < xα < lα, α = 1, 2, . . . , p}.

2) Оператор Lu имеет вид

Lu =

p∑

α=1

Lαu, Lαu =
∂

∂xα

(
kα(x, t)

∂u

∂xα

)
− qα(x, t)u(x, t),

где |qα(x, t)| 6 c2, qα(x, t) ∈ C2,1
(
QT

)
.

Замечание 3. Полученные в данной работе результаты справедливы и для уравне-
ния влагопереноса дробного порядка следующего вида:

∂δ0tu = Lu+ ∂δ0tLu− u+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (52)

с краевыми

kα(x, t)
∂u

∂xα
+ ∂δ0t

(
kα

∂u

∂xα

)
= β−α(x, t)u+ µ−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T, (53)

−

(
kα(x, t)

∂u

∂xα
+ ∂δ0t

(
kα

∂u

∂xα

))
= β+α(x, t)u+ µ+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T, (54)

и начальными условиями
u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (55)

где Lu =
∑p

α=1 Lαu, Lαu = ∂
∂xα

(
kα(x, t)

∂u
∂xα

)
− qα(x, t)u(x, t) − 1

p

∫ t
0 u dτ , ∂δ0t =

1
Γ(1−δ)

∫ t
0

uτ dτ
(t−τ)δ

— дробная производная в смысле Капуто порядка δ, 0 < δ < 1.

Тогда, умножая обе части (52), (53), (54) на
∑∞

k=0
tkδ

Γ(1+δk) и действуя оператором дроб-

ного интегрирования D−δ
0t = 1

Γ(δ)

∫ t
0

udτ
(t−τ)1−δ , после несложных преобразований получаем

Lu− u = −f̃(x, t), (56)

{
kα(x, t)

∂u
∂xα

= B−αu+ µ̃−α(x, t), xα = 0, 0 6 t 6 T,

−kα(x, t)
∂u
∂xα

= B+αu+ µ̃+α(x, t), xα = 1, 0 6 t 6 T,
(57)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ G, (58)

где

f̃(x, t) =

D−δ
0t

(
f(x, t)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

)
+ Lu0(x)− u0(x)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

,

B−αu(0, x
′, t) =

D−δ
0t

(
β−α(0, x

′, t)u(0, x′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

,
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B+αu(1, x
′, t) =

D−δ
0t

(
β+α(1, x

′, t)u(1, x′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

,

µ̃−α(0, x
′, t) =

D−δ
0t

(
µ−α(0, x

′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

)
+ kα(0, x

′, 0)u′0(0, x
′)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

,

µ̃+α(1, x
′, t) =

D−δ
0t

(
µ+α(1, x

′, t)
∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

)
− kα(1, x

′, 0)u′0(1, x
′)

∞∑
k=0

tkδ

Γ(1+δk)

,

D−δ
0t = 1

Γ(δ)

∫ t
0

udτ
(t−τ)1−δ — дробный интеграл Римана — Лиувилля порядка δ, 0 < δ < 1.

Далее вместо уравнения (56) рассматривается уравнение с малым параметром

εut = Lu− u+ f̃(x, t). (59)

Повторяя рассуждения настоящей статьи, нетрудно убедиться в справедливости теорем 1
и 2 для задачи (57)–(59).

Заключение. Настоящая работа посвящена изучению многомерного уравнения Со-
болевского типа с эффектом памяти и граничными условиями третьего рода. Для
приближенного решения поставленной задачи исходное уравнение сводится к интегро-
дифференциальному уравнению с малым параметром. Показано, что при стремлении
малого параметра к нулю решение полученной модифицированной задачи сходится к ре-
шению исходной задачи. Для модифицированной задачи построена локально-одномерная
разностная схема А. А. Самарского. Методом энергетических неравенств получена апри-
орная оценка, откуда следуют единственность и устойчивость решения схемы, доказана
сходимость решения локально-одномерной разностной схемы к решению модифициро-
ванной дифференциальной задачи.
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Abstract. The multidimensional Sobolev equation with memory effect and boundary conditions of the
third kind is studied. For the numerical solution of the problem, the original multidimensional problem is
reduced to the third initial boundary value problem for an integro-differential equation of parabolic type with
a small parameter. The convergence of the solution of the obtained modified problem to the solution of the



54 Бештоков М. Х.

original problem when the small parameter approaches zero is proved. A. A. Samarsky’s local one-dimensional
difference scheme is used for the modified problem, the main idea of which is to reduce the transition from layer
to layer to the sequential solution of a number of one-dimensional problems in each of the coordinate directions.
In this case, the approximation error of the additive scheme is defined as the sum of inconsistencies for all
intermediate schemes, that is, the constructed additive scheme has a total approximation, so that each of the
intermediate schemes of the chain may not approximate the original problem, the approximation is achieved by
summing up all inconsistencies for all intermediate schemes. Using the method of energy inequalities, a priori
estimates are obtained, from which the uniqueness and stability of the solution of the locally one-dimensional
difference scheme, as well as the convergence of the solution of the scheme to the solution of the original
differential problem, follow.
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