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Аннотация. Задача описания линейных операторов, представимых в виде интегральных, была по-
ставлена Дж. фон Нейманом в середине 30-х годов XX века и долгое время оставалась одной из цен-
тральных в теории операторов и функционального анализа. Существенный вклад в ее решение был
внесен в 1974 г. Бухваловым, который установил критерий интегральной представимости линейных
операторов в идеальных функциональных пространствах. В последующих исследованиях данная
тематика получила дальнейшее развитие: в недавней работе Орынбаева и Тасоева был предложен
критерий частичной интегральной представимости положительных L∞-однородных операторов на
сигма-конечных пространствах. В настоящей работе вводится новое понятие модульной равноиз-
меримости, основанное на концепции циклической компактности. С использованием этого подхо-
да доказывается, что всякий частично интегральный оператор, действующий в банаховых идеаль-
ных функциональных пространствах, переводит порядковые интервалы в модульно-равноизмеримые
множества, что существенно дополняет и обобщает ранее известные результаты в данной области.
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1. Введение

В работе [1] Романовским были введены частично интегральные операторы — класс
операторов, в которых интегрирование осуществляется лишь по одной переменной,
а именно операторы вида

Mx(ω, s) =

b
∫

a

m(ω, s, t)x(ω, t) dt, (1)

где ядро m : D× [a, b] → R является непрерывной, либо измеримой функцией. Особенно-
стью оператора (1) является то, что интегрирование ведется лишь по одной переменной.

#Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда, проект № 24-71-10094,
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Операторы такого вида называются частично интегральными. Теория частично инте-
гральных операторов имеет многочисленные приложения в различных областях матема-
тики (см. [1–3]). Различные свойства этих операторов изучались в работах [4–6].

В работе [7] Бухвалов привел критерий интегральной представимости линейных опе-
раторов в идеальных функциональных пространствах. В работе Орынбаева и Тасое-
ва [8] был получен критерий частично интегральной представимости положительных
L∞-однородных операторов на σ-конечных пространствах. В работе [9] исследована по-
рядковая структура пространства частично интегральных операторов: показано, что
пространство абсолютно частично интегральных операторов образует полосу в порядко-
во полной векторной решетке порядково ограниченных операторов, действующих в по-
рядково плотных идеальных пространствах измеримых функций.

В настоящей работе мы вводим новое понятие модульно-равноизмеримости через по-
нятие циклической компактности и доказываем, что всякий частично интегральный опе-
ратор, действующий в банаховых идеальных функциональных пространствах, переводит
порядковые интервалы в модульно-равноизмеримые множества.

Основной результат работы формулируется следующим образом.

Теорема 1.1. Пусть (Ω,ΣΩ,m), (T,ΣT , µ) и (S,ΣS , ν) — измеримые пространства

с конечными мерами m, µ и ν соответственно, E и F — банаховы идеальные функци-

ональные пространства в L0(Ω × T,ΣΩ ⊗ ΣT ,m ⊗ µ) и L0(Ω × S,ΣΩ ⊗ ΣS,m ⊗ ν) соот-

ветственно. Всякий частично интегральный оператор U : E → F переводит порядковые

интервалы в модульно-равноизмеримые множества.

2. Предварительные сведения

Необходимые сведения из теории векторных решеток и операторов можно найти в мо-
нографиях [10–12].

Всюду далее (Ω,ΣΩ,m), (T,ΣT , µ) и (S,ΣS , ν) — измеримые пространства с конечны-
ми мерами m, µ и ν соответственно; (Ω× T,ΣΩ ⊗ΣT ,m⊗ µ) и (Ω× S,ΣΩ ⊗ΣS ,m⊗ ν) —
произведения этих пространств. Символом L 0(Ω,Σ, µ) будем обозначать пространство
всех действительных измеримых µ-почти всюду конечных функций, а L0(Ω,Σ, µ) —
пространство классов эквивалентности функций из L 0(Ω,Σ, µ). Как обычно, функции
f, g ∈ L 0(Ω,Σ, µ) называются эквивалентными, если они равны µ-почти всюду.

Всюду далее E и F — банаховы идеальные функциональные пространства
в L0(Ω× T ,ΣΩ ⊗ ΣT ,m⊗ µ) и L0(Ω× S,ΣΩ ⊗ΣS ,m⊗ ν) соответственно. Напомним, что
решеточные и алгебраические операции в E и F вычисляются почти всюду поточечно.
Банаховы идеальные пространства обладают следующими свойствами:

1. Пространство E является идеальным: если |y| 6 |x| и x ∈ E, то y ∈ E.
2. Пространство E является модулем над L∞(Ω,m), т. е.

‖hx‖E 6 ‖h‖L∞(Ω,m)‖x‖E .

Типичными примерами таких пространств являются пространства Lp, пространства
Орлича и пространства Лоренца.

Будем говорить, что оператор U : E → F является частично интегральным, если
существует измеримое ядро k ∈ L 0(Ω × S × T,ΣΩ ⊗ ΣS ⊗ ΣT ,m ⊗ ν ⊗ µ) такое, что
выполняется представление

(U(x))(ω, s) =

∫

T

k(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t)

для всех x ∈ E.
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Оператор U называется L∞-однородным, если для всех h ∈ L∞(Ω,m) и x ∈ E выпол-
няется равенство

U(hx) = hU(x).

3. Доказательство основной теоремы

Предложение 3.1. Пусть E и F — банаховы идеальные функциональные простран-

ства в L0(Ω×T,ΣΩ⊗ΣT ,m⊗µ) и L0(Ω×S,ΣΩ⊗ΣS,m⊗ν) соответственно, U : E → F — ча-

стично интегральный оператор. Предположим, что U регулярен, и пусть U = U+−U− —

его разложение на положительную и отрицательную части. Тогда операторы U+ и U−

также являются частично интегральными.

⊳ Поскольку U — частично интегральный оператор, тогда существует измеримая
функция k(ω, s, t) такая, что для любого x ∈ E и почти всех (ω, s) выполнено

(Ux)(ω, s) =

∫

T

k(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t).

Определим функции

k+(ω, s, t) = max
{

k(ω, s, t), 0
}

, k−(ω, s, t) = max
{

− k(ω, s, t), 0
}

.

Тогда k = k+ − k− и |k| = k+ + k−. Обе функции k+ и k− измеримы.
Зафиксируем произвольный неотрицательный элемент x ∈ E. По определению поло-

жительной части оператора U+ имеем

(U+x)(ω, s) = sup
{

(U(y))(ω, s) : 0 6 y 6 x
}

,

где супремум берется в решетке F (и, следовательно, для почти всех (ω, s) как поточеч-
ный супремум).

Для любого y, удовлетворяющего 0 6 y 6 x, и почти всех (ω, s)

(Uy)(ω, s) =

∫

T

k(ω, s, t)y(ω, t) dµ(t) 6

∫

T

k+(ω, s, t)y(ω, t) dµ(t) 6

∫

T

k+(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t).

Следовательно,

(U+x)(ω, s) 6

∫

T

k+(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t). (2)

С другой стороны, для фиксированного s рассмотрим функцию

y0(ω, t) = x(ω, t) · χ{(ω,t)∈Ω×T : k(ω,s,t)>0}.

Ясно, что 0 6 y0 6 x. Тогда

(Uy0)(ω, s) =

∫

T

k(ω, s, t)y0(ω, t) dµ(t) =

∫

T

k+(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t).

Поскольку y0 входит в множество, по которому берется супремум, то

(U+x)(ω, s) >

∫

T

k+(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t). (3)

Из неравенств (2) и (3) получаем равенство для почти всех (ω, s):

(U+x)(ω, s) =

∫

T

k+(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t).



76 Кудайбергенов К. К., Орынбаев П. Р.

Аналогично, для отрицательной части имеем

(U−x)(ω, s) = sup
{

(−Uy)(ω, s) : 0 6 y 6 x
}

и

(U−x)(ω, s) =

∫

T

k−(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t).

Таким образом, для неотрицательных x ∈ E операторы U+ и U− представляются в виде
частично интегральных операторов с ядрами k+ и k− соответственно. Для произвольного
x ∈ E представление получается по линейности: x = x+ − x−, где x+ = max{x, 0},
x− = max{−x, 0}. Итак, U+ и U− — частично интегральные операторы. ⊲

Теперь напомним определение циклически компактного множества (см. [7]). Пусть
∇ — булева алгебра всех идемпотентов в L∞(Ω,m). Если (xα)α∈A — сеть в
L0(Ω× T ,ΣΩ ⊗ ΣT ,m⊗ µ) и (πα)α∈A — разбиение единицы в ∇, то ряд

∑

α∈A παxα
(o)-сходится в L0(Ω × T,ΣΩ ⊗ ΣT ,m ⊗ µ), и сумма этого ряда называется перемеши-

ванием (xα)α∈A относительно (πα)α∈A. Эта сумма обозначается через mix(παxα). Для
K ⊂ L0(Ω×T,ΣΩ⊗ΣT ,m⊗µ) через mixK обозначается множество всех перемешиваний
произвольных семейств элементов из K. Множество K называется циклическим, если
mixK = K.

Для направленного множества A через ∇(A) обозначается множество всех разбиений
единицы в ∇, заиндексированных элементами A. Отношение порядка на ∇(A) опреде-
ляется следующим образом:

υ1 6 υ2 ⇐⇒ ∀α, β ∈ A (υ1(α) ∧ υ2(β) 6= 0 =⇒ α 6 β) (υ1, υ2 ∈ ∇(A)).

Пусть (xα)α∈A — сеть в L0(Ω × T,ΣΩ ⊗ ΣT ,m ⊗ µ). Для каждого υ ∈ ∇(A)
положим xυ = mix(υ(α)xα) и получим новую сеть (xυ)υ∈∇(A). Произвольная под-
сеть сети (xυ)υ∈∇(A) называется циклической подсетью сети (xα)α∈A. Подмножество
K ⊂ L0(Ω × T,ΣΩ ⊗ ΣT ,m⊗ µ) называется циклически компактным, если оно циклично
и всякая сеть в K имеет циклическую подсеть, (o)-сходящуюся к некоторой точке из K.
Циклическое множество называется относительно циклически компактным, если оно
содержится в некотором циклически компактном множестве [7]. Для подмножества K
в банаховом идеальном функциональном пространстве E, в определении циклической
компактности будем рассматривать сходимость по норме ‖ · ‖E вместо (o)-сходимости.

Линейный оператор U : E → F называется циклически компактным, если для всяко-
го ограниченного по норме множества B в E множество U(B) относительно циклически
компактно [7].

Пусть a ∈ L∞(S, ν) и b ∈ L∞(T, µ). Поскольку порядковый интервал в L∞(Ω×S,m⊗ν)
является циклически компактным множеством (см. [13, теорема 1.3.7(2)]), то оператор

x(ω, s) ∈ L∞(Ω× T,m⊗ µ) 7→ a(s)

∫

T

b(t)x(ω, t) dµ(t) ∈ L∞(Ω × S,m⊗ ν) (4)

является циклически компактным.
Множество K ⊂ L0(T,ΣT , µ) называется равноизмеримым, если для любого ε > 0

существует измеримое множество Tε ⊂ T такое, что µ(T \ Tε) < ε, и множество {xχTε :
x ∈ K} является относительно компактным в пространстве L∞(T, µ) по sup-норме.

Это понятие играет фундаментальную роль в теории компактных операторов в ба-
наховых идеальных пространствах. Однако в пространствах типа Lp,r ситуация суще-
ственно меняется. Как показано в [5, предложение 3], частично интегральные операторы
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в этих пространствах оказываются компактными лишь в тривиальном случае нулевого
ядра. В то же время такие операторы остаются циклически компактными [5, теорема 3].

Это наблюдение показывает, что классическое понятие равноизмеримости оказыва-
ется жестким для адекватного описания компактоподобных свойств в модульных (бу-
левозначных) моделях и векторнозначных пространствах. Поэтому естественно искать
его обобщение, согласованное с циклической компактностью. Исходя из этого, введем
следующее определение.

Циклическое подмножество K ⊂ L0(Ω × T,ΣΩ ⊗ ΣT ,m ⊗ µ) назовем модульно-рав-

ноизмеримым, если для любого ε > 0 существует измеримое множество Aε ⊂ Ω × T
такое, что (m⊗ µ)(Ω × T \ Aε) < ε, и множество {xχAε : x ∈ K} является относительно
циклически компактным в пространстве L∞(Ω × T,m⊗ µ) по sup-норме.

Лемма 3.1. Пусть U : L∞(Ω × T,m ⊗ µ) → L∞(Ω × S,m ⊗ ν) — частично ин-

тегральный оператор. Тогда для любого ε > 0 найдется Aε ∈ ΣΩ ⊗ ΣS такое, что

(m⊗ ν)(Ω× S \Aε) < ε и оператор P0◦U является циклически компактным, где P0 озна-

чает оператор P0(x) = χAεx, x ∈ L∞(Ω × S,m⊗ ν).

⊳ Покажем, что U является ограниченным оператором. Пусть {xn} — последователь-
ность в L∞(Ω× T, m⊗ µ), равномерно сходящаяся к нулю, и пусть

U(xn) → y ∈ L∞(Ω× S, m⊗ ν)

равномерно. Тогда по теореме Лебега о мажорированной сходимости имеем

(Uxn)(ω, s) → 0 почти всюду на Ω× S.

Следовательно, y = 0. Тем самым график оператора U замкнут, и по теореме о замкнутом
графике заключаем, что U является ограниченным оператором.

По [14, гл. IV, теорема 1.5] U регулярен. Предложение 3.1 влечет, что |U | также
является частично интегральным оператором. Пусть k(ω, s, t) — ядро U . Тогда |U | также
является частично интегральным оператором с ядром |k(ω, s, t)|, и поэтому

∫

T

|k(ω, s, t)| dµ(t) ∈ L∞(Ω× S,m⊗ ν).

Следовательно, в силу [4, лемма 2, с. 409] существует последовательность простых функ-
ций

kn(ω, s, t) =

mn
∑

k=1

ak,nχAk,n
(ω)χBk,n

(s)χCk,n
(t)

такая, что
kn → k в L1(Ω × S × T,m⊗ ν ⊗ µ).

Переходя при необходимости к подпоследовательности, можно считать, что kn(ω, s, t) →
k(ω, s, t) почти всюду на Ω× S × T . Положим

hn(ω, s) =

∫

T

∣

∣kn(ω, s, t)− k(ω, s, t)
∣

∣ dµ(t).

По теореме Фубини имеем
∫

Ω×S

hn(ω, s) dm⊗ ν(ω, s) −−−→
n→∞

0.

Вновь, при необходимости переходя к подпоследовательности, можем считать
hn(ω, s) → 0 почти всюду на Ω× S.
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Пусть ε > 0. Так как m ⊗ ν — конечная мера, то по теореме Егорова существует
измеримое множество A0 ⊂ Ω × S такое, что (m ⊗ ν)(Ω × S \ A0) < ε и hn(ω, s) → 0
равномерно на A0. Для каждого n определим оператор

Unx(ω, s) = χA0
(ω, s)

∫

T

kn(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t), x ∈ L∞(Ω× T,m⊗ µ).

Поскольку kn — функция с разделяющимися переменными, то каждый оператор Un

является суммой операторов вида (4), и поэтому циклически компактным.

Пусть ‖x‖L∞(Ω×T,m⊗µ) 6 1. Тогда почти для всех (ω, s) ∈ Ω× S выполняется

∣

∣Unx(ω, s)−P0Ux(ω, s)
∣

∣6χA0
(ω, s)

∫

T

|kn(ω, s, t)−k(ω, s, t)| |x(ω, t)| dµ(t)6χA0
(ω, s)hn(ω, s).

Следовательно,
∥

∥Un − P0U
∥

∥

L∞

6
∥

∥χA0
hn

∥

∥

L∞

−−−→
n→∞

0.

Таким образом, оператор P0U является пределом по норме циклически компактных опе-
раторов, и следовательно, циклически компактен2. ⊲

Теперь мы можем привести доказательство теоремы 1.1.

⊳ Доказательство теоремы 1.1. Пусть U является частично интегральным опе-
ратором. Зафиксируем 0 6 x ∈ E и ε > 0. Так как U является частично интегральным
оператором, существует ядро k(ω, s, t) такое, что

Ux(ω, s) =

∫

T

k(ω, s, t)x(ω, t) dµ(t) ∈ F.

Так как

(ω, s) ∈ Ω× S 7→

∫

T

|k(ω, s, t)x(ω, t)| dµ(t)

— измеримая функция, то существуют число M > 0 и множество A1 ∈ ΣΩ × ΣS

с (m⊗ ν)(Ω× S \ A1) < ε/2, для которых

∫

T

|k(ω, s, t)x(ω, t)| dµ(t) 6 M для всех (ω, s) ∈ A1.

Введем следующее обозначение: Lx = {y ∈ E : ∃ c > 0, |y| 6 cx}, и пусть P1 обо-
значает оператор умножения на χA1

. Тогда оператор P1 ◦ U : Lx → F вновь является
частично интегральным. По лемме 3.1 существует множество A2 ∈ ΣΩ × ΣS такое, что
(m⊗ ν)(Ω × S \ A2) < ε/2 и оператор P2P1U : Lx → L∞(Ω × S,m ⊗ ν) циклически ком-
пактен, где P2 — это оператор умножения на χA2

. Так как (m⊗ ν)(Ω×S \ (A1∩A2)) < ε,
получаем, что U([−x, x]) является модульно-равноизмеримым, что завершает доказа-
тельство. ⊲

2 Всякий циклически компактный оператор в пространстве Банаха — Канторовича допускает пред-
ставление в виде измеримого расслоения компактных операторов (см. [15]). Поскольку равномерный
предел компактных операторов является компактным, отсюда следует, что равномерный предел цикли-
чески компактных операторов также является циклически компактным.
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В заключение отметим, что остается открытым вопрос о справедливости обратно-
го утверждения к теореме 1.1: является ли всякий L∞-однородный оператор, перево-
дящий порядковые интервалы в модульно-равноизмеримые множества, частично инте-
гральным? Положительный ответ на этот вопрос привел бы к модульному варианту
теоремы Шахермайера и дал бы характеристическое описание класса частично инте-
гральных операторов в терминах их действия на порядковые интервалы [16, 17].

Отметим также, что одним из ключевых инструментов настоящей работы являет-
ся понятие циклической компактности, введенное более полувека назад профессором
А. Г. Кусраевым [13]. Это понятие возникло естественным образом как булевознач-
ный аналог классической компактности. Основы булевозначного анализа были заложены
в совместных трудах С. С. Кутателадзе и А. Г. Кусраева [18, 19].

Благодарности. Авторы благодарят анонимного рецензента за тщательное прочтение руко-
писи и ценные замечания и рекомендации, которые позволили существенно улучшить изложение
результатов и общую структуру статьи.
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