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Аннотация. Рассматривается секвенциально полное топологическое векторное пространство Y и
линейно инвариантное семейство E выпуклых подмножеств Y . Будем говорить, что: E обладает счет-
ным свойством бинарного пересечения, если всякое счетное подсемейство попарно пересекающихся
множеств имеет непустое пересечение; пара (Y, E ) допускает счетное продолжение линейных опе-
раторов, если для любых сепарабельного метризуемого топологического векторного пространства,
его подпространства, нечетного замкнутозначного полунепрерывного сверху веера (субаддитивное
положительное однородное многозначное отображение) и линейного оператора, определенного на
подпространстве, и являющегося селектором данного веера, существует линейный селектор, про-
должающий линейный оператор с подпространства на все пространство. Основной результат утвер-
ждает, что пара (Y, E ) допускает счетное продолжение линейных непрерывных операторов, если E

обладает счетным свойством бинарного пересечения. Обращение этого результата также имеет место
при том дополнительном предположении, что рассматриваемое топологическое векторное простран-
ство локально ограничено.
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1. Введение

Пространством Канторовича2 (или, короче, K-пространством ) называют поряд-
ково полную векторную решетку. Известно, что пространство Канторовича допускает
мажорированное продолжение линейных операторов, см. [1]. Этот результат, установ-
ленный в 1935 г. и ставший первой теоремой теории K-пространств, принято называть
теоремой Хана — Банаха — Канторовича. Обращение, утверждающее, что если упо-
рядоченное векторное пространство допускает мажорированное продолжение линейных
операторов, то оно является K-пространством, было получено спустя тридцать с лиш-
ним лет независимо Бонайсом и Сильверманом в [2] и Ту в [3]; подробности можно найти
в [4]. Новое и весьма изящное доказательство эквивалентности свойства мажорирован-
ного продолжения линейных операторов и порядковой полноты упорядоченного вектор-
ного пространства образов нашел А. Д. Иоффе в [5, теорема B]. Детальное изложение
представлено в книге [6].

# Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда № 24-71-10094,
https://rscf.ru/project/24-71-10094/.

c© 2026 Кусраева З. А., Саадулаева А. А.
2 В англоязычной литературе чаще используют термин «Дедекиндово полная векторная решетка».
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Дальнейшие исследования показали, что в некоторых случаях возможно ослабить
требование порядковой полноты пространства образов за счет предъявления к обла-
сти определения оператора некоторых дополнительных требований. Так, например,
Ю. А. Абрамович и Э. Викстед обнаружили в [7, теорема 3.5], что σ-интерполяционное
свойство, существенно более слабое, чем порядковая полнота, обеспечивает мажори-
рованное продолжение непрерывных линейных операторов, определенных на сепара-
бельном банаховом пространстве. Н. Данет распространил этот результат на непрерыв-
ные линейные операторы, действующие из метризуемого сепарабельного топологическо-
го векторного пространства в топологическое векторное пространство, упорядоченное
замкнутым конусом и обладающее сильным σ-интерполяционным свойством, см. [8, тео-
рема 1]. В работе авторов [9, теорема 2] показана необходимость σ-интерполяционного
свойства для мажорированного продолжения непрерывных линейных операторов, опре-
деленных на сепарабельном и метризуемом топологическом векторном пространстве.
Этот результат был доказан в рамках теории множеств Цермело — Френкеля, используя
лишь аксиому счетного выбора.

Цель настоящей заметки показать, что теорема Иоффе остается в силе, если заменить
в пространстве образов свойство бинарного пересечения более слабым — счетным свой-

ством бинарного пересечения. Такое ослабление вновь оказывается возможным за счет
дополнительных требований метризуемости и сепарабельности, предъявляемых к обла-
сти определения рассматриваемых операторов. В качестве приложения показывается как
из этого результата выводится основной результат статьи [9, теорема 2].

Всюду в тексте символом := обозначаем «равно по определению», N := {1, 2, . . . }, а R

обозначает множество действительных чисел. Все встречающиеся ниже пространства
вещественны.

2. Предварительные сведения

Так же, как и в [5], при доказательстве теоремы о продолжении мы используем
однородные субаддитивные выпуклозначные отображения, называемые веерами. По-
видимому, этот объект впервые появился в [10]. Начнем с соответствующих определений.

Рассмотрим векторные пространства X и Y . Как обычно, P(Y ) — множество всех
подмножеств пространства Y . Всюду ниже E обозначает некоторое семейство непустых
выпуклых подмножеств векторного пространства Y , т. е. E ⊂ P(Y ) и E состоит из непу-
стых выпуклых множеств.

Определение 1. Cемейство E ⊂ P(Y ) называют линейно инвариантным, если E

замкнуто относительно алгебраической суммы, сдвигов и умножения на вещественные
числа, т. е. таково, что для любых C,C1, C2 ∈ E , y ∈ Y и λ ∈ R выполнено C1 + C2 ∈ E ,
y + C ∈ E и λC1 ∈ E .

Определение 2. Отображение Φ из X в E называют веером, если для любых
x, x1, x2 ∈ X и λ ∈ R, λ > 0 выполнены следующие условия:

(1) 0 ∈ Φ(0);
(2) Φ(λx) = λΦ(x);
(3) Φ(x1 + x2) ⊂ Φ(x1) + Φ(x2).
Веер называют нечетным, если Φ(−x) = −Φ(x) для всех x ∈ X.

Определение 3. Пусть X и Y — топологические векторные пространства. Веер
Φ : X → E ⊂ P(Y ) называют полунепрерывным сверху в точке x0 ∈ X, если для любой
окрестности нуля V ⊂ Y существует такая окрестность нуля U в X, что Φ(x0 + U) ⊂
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Φ(x0) + V , где Φ(A) =
⋃

x∈AΦ(x). Веер полунепрерывен сверху, если он полунепрерывен
сверху в каждой точке. Говорят, что веер замкнут, если его график Gr(Φ) := {(x, y) ∈
X × Y : y ∈ Φ(x)} является замкнутым подмножеством X × Y , и замкнутозначен, если
Φ(x) — замкнутое подмножество Y для всех x ∈ X.

Определение 4. Линейный оператор T : X → Y называют селектором (или опор-

ным оператором) веера Φ, если Tx ∈ Φ(x) для всех x ∈ X. Совокупность всех линейных
селекторов веера Φ обозначают символом ∂Φ.

Лемма 1. Для веера Φ : X → E имеют место утверждения:

(1) Φ полунепрерывен сверху тогда и только тогда, когда он полунепрерывен сверху

в нуле;

(2) если Φ полунепрерывен сверху, то любой оператор из ∂(Φ) непрерывен;

(3) если Φ полунепрерывен сверху и замкнутозначен, то Φ замкнут.

⊳ Полунепрерывность сверху веера Φ в нуле означает, что для любой окрестности
нуля V ⊂ Y существует такая окрестность нуля U ⊂ X, что Φ(U) ⊂ V . Для произ-
вольного x0 ∈ X имеем Φ(x0 + U) ⊂ Φ(x0) + Φ(U) ⊂ Φ(x0) + V , значит, веер Φ полу-
непрерывен сверху в точке x0. Если T ∈ ∂(Φ), то по определению T (U) ⊂ Φ(U) ⊂ V ,
т. е. T непрерывен. В то же время, предполагая, что (x0, y0) /∈ Gr(Φ), т. е. y0 /∈ Φ(x0),
в силу замкнутости Φ(x0) можно подобрать окрестность нуля V ⊂ Y так, чтобы
(y0 + V ) ∩ (Φ(x0) + V ) = ∅. Далее, ввиду определения 3 найдется окрестность нуля
U ⊂ X такая, что Φ(x0 + U) ⊂ Φ(x0) + V , следовательно, (y0 + V ) ∩ Φ(x0 + U) = ∅.
Но последнее означает, что (x0+U)×(y0+V )∩Gr(Φ) = ∅, откуда вытекает замкнутость
Gr(Φ). Т. е. веер Φ замкнут. ⊲

Пусть Φ|X0
обозначает ограничение веера Φ на подпространство X0 ⊂ X.

Определение 5. Скажем, что пара (Y,E ) допускает продолжение линейных опера-

торов, если для любых векторного пространства X, подпространства X0 ⊂ X, нечетного
веера Φ : X → E и линейного оператора T0 : X0 → Y , являющегося селектором вее-
ра Φ|X0

, существует линейный селектор T : X → Y веера Φ, продолжающий оператор T0.
Если в этом определении X — сепарабельное метризуемое топологическое векторное про-
странство, а веер Φ замкнутозначен и полунепрерывен сверху, то будем говорить, что
пара (Y,E ) допускает счетное продолжение линейных операторов.

Определение 6. Подмножество E0 ⊂ E называют сцепленным, если любая пара
множеств из E0 имеет непустое пересечение. Будем говорить, что E обладает свойством

бинарного пересечения (счетным свойством бинарного пересечения), если всякое сцеп-
ленное подмножество (соответственно, всякое счетное сцепленное подмножество) E0 ⊂ E

имеет непустое пересечение.

Теорема 1 (Иоффе). Пусть Y — векторное пространство и E — линейно инвариант-

ное семейство выпуклых подмножеств Y . Равносильны утверждения:

(1) E обладает свойством бинарного пересечения;

(2) пара (Y,E ) допускает продолжение линейных операторов.

Теорема 1 установлена в [5, теорема B]. Импликацию (1) =⇒ (2) доказали ранее
Родригес-Салинас и Бо в работе [10]. Свойство бинарного пересечения для замкнутых
шаров банахова пространства выделил Нахбин в [11].

Рассмотрим пример веера в случае, когда Y — упорядоченное векторное простран-
ство, т. е. вещественное векторное пространство, снабженное таким отношением порядка,
что неравенства можно складывать и умножать на положительные числа.
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Определение 7. Упорядоченное векторное пространство Y обладает декомпозици-

онным свойством Рисса, если [a, b] + [c, d] = [a + c, b + d] для всех a, b, c, d ∈ Y при
a 6 b, c 6 d. Здесь, как обычно, [a, b] := {y ∈ Y : a 6 y 6 b} — порядковый отрезок

в Y . Нетрудно заметить, что декомпозиционное свойство Рисса равносильно следую-
щему правилу сложения порядковых отрезков: [0, a + b] = [0, a] + [0, b] (a, b ∈ Y+), где
Y+= {y ∈ Y : x > 0} — положительный конус.

Следующее утверждение, дающее пример веера, см. в [6, утверждение 1.4.5.(2)].

Лемма 2. Пусть Y — упорядоченное векторное пространство и E — множество всех

порядковых отрезков в Y . Если Y обладает декомпоционным свойством Рисса, то экви-

валентны следующие утверждения:

(a) Φ — нечетный E -значный веер из X в E ;

(b) Φ = Φp для некоторого сублинейного оператора p : X → Y , где по определению

Φp(x) := [−p(−x), p(x)] для всех x ∈ X.

Сублинейность p означает, что p(x1 + x2) 6 p(x1) + p(x2) и p(λx) = λp(x) для всех
x, x1, x2 ∈ X и 0 6 λ ∈ R.

Для установления основных результатов настоящей заметки нам понадобится еще
один вспомогательный факт о сепарабельных пространствах.

Лемма 3. Подмножество сепарабельного метрического пространства сепарабельно.

⊳ Доказательство см., например, в [12, гл. 1, п. 4.4]. Это утверждение выводится
из аксиомы счетного выбора (и даже равносильно ей), см. [13, теорема 1.12]. ⊲

3. Основной результат

В этом параграфе покажем, что в теореме Иоффе можно ослабить свойство бинар-
ного пересечения, если в качестве области определения операторов взять сепарабельное
метризуемое топологическое векторное пространство. Понятие линейно инвариантного
семейства, приведенное в определении 1, всюду далее будем понимать в смысле инвари-
антности относительно сдвига и умножения на вещественное число.

Теорема 2. Пусть Y — секвенциально полное топологическое векторное простран-

ство и E — линейно инвариантное семейство выпуклых подмножеств Y . Если E обладает

счетным свойством бинарного пересечения, то пара (Y,E ) допускает счетное продолже-

ние линейных операторов.

⊳ Пусть E обладает счетным свойством бинарного пересечения и докажем, что па-
ра (Y,E ) допускает счетное продолжение линейных операторов.

Шаг 1. Рассмотрим произвольный полунепрерывный сверху нечетный веер
Φ : X → E и линейный оператор T0 : X0 → Y такой, что T0x ∈ Φ(x) для всех x ∈ X0. В си-
лу леммы 1 оператор T0 непрерывен. Предположим, что X0 6= X, так как в противном
случае доказывать нечего. Возьмем x1 ∈ X \X0 и обозначим через X1 подпространство
в X, состоящее из всех элементов вида x′ := x+λx1, где x ∈ X0, λ ∈ R. Покажем, что су-
ществует оператор T1 ∈ ∂(Φ|X1

), который продолжает T0 на X1. Если предположить, что
искомое продолжение T1 : X1 → Y существует, и обозначить y1 := T1x1, то для любого
x ∈ X0 будет y1+T0x = T1x1+T1x = T1(x1+x) ∈ Φ(x1+x) или y1 ∈ −T0x+Φ(x1+x). Та-
ким образом, для существования продолжения T1 с указанными свойствами необходимо,
чтобы все множества вида −T0x+Φ(x1+x), где x ∈ X0, имели общую точку y1. Последнее
условие является также и достаточным. В самом деле, если какой-либо элемент y1 ∈ Y
содержится в пересечении указанного семейства, то можем положить T1x1 := y1. Оче-
видно, что оператор T1 : X1 → Y , определенный для каждого x′ := λx1 + x, где x ∈ X0,
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λ ∈ R, равенством T1x
′ := λy1 + T0x, линеен. Кроме того, на основании простейших

свойств веера и способа выбора y1, при λ 6= 0 выводим

T1x
′ = λ(y1 + T0(x/λ)) ∈ λ

(

− T0(x/λ) + Φ(x1 + x/λ) + T0(x/λ)
)

= λΦ(x1 + x/λ) = Φ(λx1 + x) = Φ(x′). (1)

Отсюда следует, что T1 ∈ ∂(Φ|X1
).

Шаг 2. Остается обосновать возможность указанного выбора y1, т. е. убедиться, что

y1 ∈
⋂

{−T0x+Φ(x1 + x) : x ∈ X0} 6= ∅. (2)

Так как по условию X сепарабельно, то по лемме 3 сепарабельным будет и подпро-
странство X0, следовательно, существует счетное всюду плотное подмножество D ⊂ X0.
Обозначим Cx := −T0x + Φ(x1 + x) и покажем, что счетное множество {Cu : u ∈ D}
является сцепленным. Действительно, ввиду линейной инвариантности E множество Cu

входит в E для любого u ∈ D, и, вновь привлекая определение веера, для u, v ∈ D
выводим

0 ∈ −T0(u− v) + Φ(u− v) = −T0(u− v) + Φ
(

u+ x1 − (x1 + v)
)

⊂ −T0u+Φ(x1 + u)−
(

− T0v +Φ(x1 + v)
)

= Cu − Cv. (3)

Отсюда видно, что Cu ∩ Cv 6= ∅, следовательно, счетное множество (Cu)u∈D яв-
ляется сцепленным ввиду произвола в выборе u и v. Тем самым, можно выбрать
y1 ∈

⋂

u∈D Cu 6= ∅, так как по условию E обладает счетным свойством бинарного пе-
ресечения. Для произвольного x ∈ X0 подберем последовательность (un) в D, сходящу-
юся к x. Тогда y1 + T0un сходится к y1 + T0x и y1 + T0un ∈ Φ(x1 + un), следовательно,
y1 + T0x ∈ Φ(x1 + x) ввиду замкнутости веера Φ (лемма 1). Итак, y1 ∈ −T0x+Φ(x1 + x)
для любого x ∈ X0, и мы приходим к требуемому соотношению T1 ∈ ∂(Φ|X1

).

Шаг 3. Доказательство можно завершить стандартным применением леммы Кура-
товского — Цорна, однако мы приведем рассуждения, опирающиеся лишь на аксиому
счетного выбора.

Возьмем счетное всюду плотное множество V := {vn : n ∈ N} в X. Пусть n1 —
наименьший номер, для которого vn1

/∈ X0. Если в приведенных выше рассуждениях
возьмем x1 := vn1

, то дополнительно будет v1, . . . , vn1
∈ X1. Далее, пусть n2 обозначает

наименьший номер, для которого vn2
/∈ X1. Повторив для x2 := vn2

те же рассужде-
ния, что и для x1, найдем подпространство X2 ⊂ X и непрерывный линейный оператор
T2 : X2 → Y такие, что v1, . . . , vn2

∈ X2, T2|X1
= T1 и T2 — непрерывный селектор

ограничения веера Φ на X2, т. е. T2x ∈ Φ(x) для всех x ∈ X2.
Продолжая этот процесс, получим последовательность подпространств (Xk) и непре-

рывных линейных операторов (Tk) из Xk в Y таких, что v1, . . . , vnk
∈ Xk, Xk ⊂ Xk+1,

Tk = Tk+1|Xk
и Tk ∈ ∂(Φ|Xk

). Положим Xσ :=
⋃

k∈NXk и Tσ(x) := Tk(x) при x ∈ Xk. Как
видно, Xσ — подпространство X, содержащее V , а Tσ : Xσ → Y — линейный оператор,
продолжающий T0 и являющийся селектором веера Φ на Xσ. Более того, оператор Tσ

непрерывен в силу полунепрерывности сверху веера Φ (см. лемму 1).
Для завершения доказательства стоит лишь заметить, что оператор Tσ допускает

продолжение по непрерывности на все X, оставаясь селектором веера Φ. В самом деле, ес-
ли последовательность (xn)n∈N из Xσ сходится к некоторому x ∈ X, то эта последователь-
ность фундаментальна, а ввиду непрерывности Tσ фундаментальной будет и последова-
тельность (Tσxn). В силу секвенциальной полноты Y существует предел limn Tσxn ∈ Y ,
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который обозначим через Tx. Нетрудно проверить, что тем самым корректно определен
линейный оператор T : X → Y , причем T |Xσ

= Tσ. Так как Txn ∈ Φ(xn) для всех n ∈ N,
то в силу леммы 1 выполняется также Tx ∈ Φ(x) и, тем самым, T ∈ ∂Φ. ⊲

Определение 8. Говорят, что упорядоченное векторное пространство Y обладает
σ-интерполяционным свойством, если для любых двух последовательностей (xn) и (zn)
в Y , удовлетворяющих неравенству xn 6 zm для всех n,m ∈ N, существует y ∈ Y
такой, что xn 6 y 6 zn для всех n ∈ N, см. [14, определение 146.6]. Если данное опре-
деление выполняется лишь для последовательностей вида {xn : n ∈ N} = {u1, u2} и
{zn : n ∈ N} = {v1, v2}, где u1, u2, v1, v2 ∈ Y , то говорят, что Y обладает интерполяцион-

ным свойством Рисса.

Следствие 1. Пусть X и Y — топологические векторные пространства, причем X
сепарабельно и метризуемо, а Y секвенциально полно и упорядочено замкнутым и нор-

мальным конусом Y+. Предположим, что на подпространстве X0 ⊂ X задан линейный

непрерывный оператор T0 : X0 → Y , удовлетворяющий неравенству T0x0 6 p(x0) для

всех x0 ∈ X0. Если Y обладает сильным σ-интерполяционным свойством, то существует

линейный непрерывный оператор T : X → Y такой, что Tx0 = T0x0 для всех x0 ∈ X0 и

Tx 6 p(x) для всех x ∈ X.

⊳ Нужно применить теорему 2 к вееру Φp из леммы 2. При этом нужно принять
во внимание следующие факты. В произвольном упорядоченном векторном простран-
стве интерполяционное свойство Рисса равносильно декомпозиционному свойству Рисса,
сильное σ-интерполяционное свойство для Y равносильно справедливости свойства счет-
ного бинарного пересечения для порядковых интервалов в Y . Веер Φp будет полунепре-
рывным сверху тогда и только тогда, когда сублинейный оператор p непрерывен. ⊲

Замечание 1. Cледствие 1 доказано в [9] и является вариантом теоремы Хана —
Банаха — Канторовича, установленной Данетом в [8, теорема 1]. Разница состоит в том,
что в [8] используется лемма Цорна, а значит, и аксиома выбора, а в [9] — лишь аксиомой
счетного выбора. В то же время в доказательстве из [9] используется продолжение по
непрерывности, что требует дополнительного предположения о секвенциальной полноте
пространства Y .

4. Обращение основного результата

Обращение теоремы 2 будет доказано при некоторых дополнительных ограничениях
на пару (Y,E ). Введем соответствующее определение.

Определение 9. Топологическое векторное пространство называют локально огра-

ниченным, если в нем имеется ограниченная окрестность нуля. Квазинормой на вектор-
ном пространстве X называют функцию ‖ · ‖ : X → R+ такую, что для любых x, y ∈ X и
λ ∈ R выполняются условия ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0, ‖λx‖ = |λ|‖x‖ и ‖x+ y‖ 6 C(‖x‖+ ‖y‖),
где C — некоторая константа, не зависящая от x и y. Если квазинорма удовлетворяет
условию ‖x+y‖p 6 ‖x‖p+‖y‖p для всех x, y ∈ X, где p — некоторое фиксированное число,
0 < p 6 1, то ее называют p-нормой. Квазинормированное (p-нормированное) простран-

ство — пара (X, ‖ · ‖), где ‖ · ‖ — квазинорма (соответственно, p-норма) на векторном
пространстве X.

Лемма 4. Для отделимого топологического векторного пространства X равносильны

следующие утверждения:

(1) X — локально ограниченное пространство;

(2) X — p-нормированное пространство для некоторого 0 < p 6 1;
(3) X — квазинормированное пространство.
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⊳ Эквивалентность (1) ⇐⇒ (2) установили Аоки [15] и Ролевич [16], а (1) ⇐⇒ (3) —
Бурген [17] и Хайерс [18]. ⊲

Определение 10. Семейство E ⊂ P(Y ) называют насыщенным, если E замкнуто
относительно замыкания алгебраической суммы и умножения на вещественные числа,
т. е. таково, что для любых C,C1, C2 ∈ E и λ ∈ R выполнено cl(C1 + C2) ∈ E и λC ∈ E .

Теорема 3. Пусть Y — полное локально ограниченное топологическое векторное

пространство и E — насыщенное семейство выпуклых ограниченных подмножеств Y .

Если пара (Y,E ) допускает счетное продолжение линейных операторов, то E обладает

счетным свойством бинарного пересечения.

⊳ Пусть B0 — фиксированная замкнутая ограниченная окрестность нуля в Y .
Подберем последовательность замкнутых окрестностей нуля Bk в Y так, чтобы
Bk+1 +Bk+1 ⊂ Bk для всех k = 0, 1, . . . Как видно,

∑n
k=1Bk ⊂ B0 для всех n > 1 .

Предположим теперь, что пара (Y,E ) допускает счетное продолжение линейных опе-
раторов. Возьмем сцепленную последовательность (Cn)n∈N в E и покажем, что она имеет
непустое пересечение. Положим γ′n := sup{γ ∈ R+ : γCn ⊂ Bn} и γn := min{1, γ′n}. Непо-
средственно из определений видно, что γn > 0 и γnCn ⊂ Bn для всех n ∈ N. В качестве
пространства X возьмем множество всех вещественных последовательностей, имеющих
лишь конечное число ненулевых членов, с нормой

‖x‖ = sup
n∈N

|xn|

γn
, x = (xn)n∈N ∈ X.

Подпространство X0 ⊂ X определим следующей формулой:

X0 :=

{

x := (xn) ∈ X :
∑

n∈N

xn = 0

}

.

Определим теперь отображение Φ : X → E соотношением

Φ : x 7→ cl
∑

n∈N

xnCn (x = (xn)n∈N ∈ X),

где clA — замыкание множества A. Как видно, Φ(x) ∈ E ввиду насыщенности E и
отображение Φ является нечетным и замкнутозначным веером. Покажем, что Φ также
полунепрерывен сверху.

Рассмотрим произвольную симметричную окрестность нуля V (т. е. V = −V ) в Y .
В силу ограниченности B0 можно подобрать число ε > 0 так, что εB0 ⊂ V . Если x =
(xn) ∈ X и N(x) обозначает наименьшее натуральное число такое, что xn = 0 для всех
n > N(x), то имеем

Φ(x) = cl

N(x)
∑

n=1

xnCn = cl

N(x)
∑

n=1

xn
γn

γnCn ⊂ cl

N(x)
∑

n=1

‖x‖ clBn = ‖x‖ cl

N(x)
∑

n=1

Bn ⊂ ‖x‖B0 ⊂
‖x‖

ε
V.

Отсюда видно, что если ‖x‖ 6 ε, то Φ(x) ⊂ V . Следовательно, Φ(U) ⊂ V , где U — это
шар радиуса ε в X. Тем самым, веер Φ полунепрерывен сверху.

Покажем, что нулевой оператор является селектором ограничения веера Φ на X0.
Если x ∈ X0, то по определению подпространства X0 выполнено равенство

∑

n∈N x+n =
∑

n∈N x−n , где x+n := max{xn, 0} и x−n := max{−xn, 0}. По лемме о двойном разбиении
существует матрица (xnk)n,k∈N с положительными элементами 0 6 xnk ∈ R такая, что

∑

k∈N

xnk = x+n ,
∑

n∈N

xnk = x−k (n, k ∈ N).
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По определению веера Φ имеет место следующая цепочка равенств:

Φ(x) = cl

(

∑

n∈N

x+nCn −
∑

k∈N

x−k Ck

)

= cl

(

∑

k∈N

∑

n∈N

xnkCk −
∑

n∈N

∑

k∈N

xnkCn

)

= cl

(

∑

n,k∈N

xnk(Ck − Cn)

)

(x ∈ X0).

В силу сцепленности последовательности (Cn) имеем Cn ∩ Ck 6= ∅ для всех n, k ∈ N,
что равносильно 0 ∈ Ck − Cn. А из последнего следует, что 0 ∈ Φ(x) при x ∈ X0. По
условию этот селектор допускает распространение до линейного селектора T , заданного
на всем X. Подробнее, существует линейный оператор T : X → Y , для которого Tx ∈
Φ(x) при каждом x ∈ X, а также Tx0 = 0 для всех x0 ∈ X0.

Теперь можем указать общую точку y ∈ Y рассматриваемой сцепленной последова-
тельности. Возьмем последовательность векторов en = (enk)k∈N в X такую, что enk = 0
для всех k 6= n и enn = 1. Обозначим unk := en−ek ∈ X0. Тогда 0 = T (unk) = Ten−Tek.
Следовательно, Ten = Tek =: y при любых n, k ∈ N. Тем самым y = Ten ∈ Φ(en) для
любого n ∈ N. Заметим, наконец, что Φ(en) = cl

∑

k∈N enkCk = Cn для любого n ∈ N. Ста-
ло быть, пересечение семейства (Cn)n∈N содержит элемент y, что и завершает проверку
наличия счетного свойства бинарного пересечения у семейства E . ⊲

Следствие 2. Пусть Y — квазибанахово пространство и E — насыщенное и линейно

инвариантное семейство выпуклых ограниченных подмножеств Y . Тогда равносильны

следующие условия:

(1) E обладает счетным свойством бинарного пересечения;

(2) пара (Y,E ) обладает счетным свойством мажорированного продолжения.

⊳ При указанных условиях применимы теоремы 1 и 2. ⊲

Замечание 2. Обращение следствия 1 имеет место, если положительный конус яв-
ляется воспроизводящим, см. [9]. Однако этот результат не следует из теоремы 3, в фор-
мулировке которой имеется дополнительное требование локальной ограниченности. Нам
неизвестно, можно ли в теореме 3 опустить условие локальной ограниченности.
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Abstract. We consider a sequentially complete topological vector space Y and a linearly invariant
family E of convex subsets of Y . We say that: E has the countable binary intersection property if every
countable subfamily of pairwise intersecting sets has a nonempty intersection; a pair (Y, E ) is said to admit
a countable extension of linear operators if for any separable metrizable topological vector space, its subspace,
odd closed-valued upper semicontinuous fan (subadditive positively homogeneous set-valued mapping), and
a linear operator defined on the subspace and being a selector of the given fan, there exists a linear selector
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