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Аннотация. В работе найдены точные значения экстремальной характеристики специального ви-
да, которая связывает наилучшее среднеквадратическое полиномиальное приближение аналити-
ческих в единичном круге функций f ∈ B

(r)
2 (r ∈ Z+) с модулем непрерывности m-го порядка

ωm(zrf (r), u)B2
r-й производной f (r), принадлежащей пространству Бергмана B2. При этом экс-

тремальная характеристика содержит этот модуль не только под знаком интеграла, но и вне ин-
теграла. Доказанное утверждение в теореме 1 является обобщением одного известного результата
С. Б. Вакарчука и А. Н. Щитова [17], полученного для классического модуля непрерывности m-го
порядка ωm(f (r), t)L2

периодических функций f ∈ L2[0, 2π] с производной f (r) ∈ L2[0, 2π], на случай
модуля непрерывности ωm(zrf (r), u)B2

аналитических в единичном круге функций с производной
f (r) ∈ B2. Это позволяет вычислить точные значения бернштейновского, колмогоровского, линейно-
го, гельфандовского и проекционного n-поперечников некоторых классов функций в пространстве
Бергмана B2.
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1. Введение

Вычислению значений n-поперечников различных классов аналитических в единич-
ном круге функций, принадлежащих пространствам Бергмана Bp (1 6 p 6 ∞), по-
священы, например, работы [1–12]. В настоящей статье мы продолжим эту тематику и
вычислим точные значения n-поперечников некоторых классов аналитических функций,
определяемых модулями непрерывности m-го порядка, усредненные значения которых
ограничены сверху заданной мажорантой в пространстве Бергмана.

Пусть N, Z+, R+, R — соответственно множество натуральных, целых неотрицатель-
ных, положительных и вещественных чисел. Пусть далее C — комплексная плоскость,
U := {z ∈ C : |z| < 1} — единичный круг в C, A(U) — множество функций, аналитиче-
ских в круге U .
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Говорят [1], что аналитическая в единичном круге U функция

f(z) =

∞
∑

k=0

ck(f)z
k, z = ρeit, 0 6 ρ < 1, 0 6 t 6 2π, (1)

принадлежит пространству Бергмана B2, если

‖f‖2 := ‖f‖B2 =





1

π

x

(U)

|f(z)|2dσ





1/2

< ∞. (2)

Для производной r-го порядка функции f ∈ A(U) выполняется равенство

f (r)(z) :=
drf(z)

dzr
=

∞
∑

k=r

k(k − 1) · · · (k − r + 1)ck(f)z
k−r, r ∈ N. (3)

Ради краткости, введем обозначение

αk,r := k(k − 1) · · · (k − r + 1) = k!
/

(k − r)!, k, r ∈ N, k > r. (4)

Всюду далее символом B
(r)
2 (r ∈ Z+, B(0)

2 = B2) обозначим множество функций f ∈
A(U), принадлежащих пространству B2, производная r-го порядка f (r)(z), умноженная
на zr, также принадлежит B2, т. е.

B
(r)
2 :=

{

f ∈ B2 : ‖f (r)‖2 < ∞
}

.

Пусть Pn — подпространство комплексных алгебраических многочленов степени n
вида

pn(z) =

n
∑

k=0

akz
k, ak ∈ C.

Величину

En(f)2 := E(f,Pn)B2 = inf
{

‖f − pn‖2 : pn ∈ Pn

}

(5)

называют наилучшим полиномиальным среднеквадратическим приближением функции
f ∈ B2 подпространством Pn. Хорошо известно [1, c. 203], что для произвольной функ-
ции f ∈ B2 имеет место соотношение

En−1(f)2 = ‖f − Tn−1(f)‖2 =
{

∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

}1/2

, (6)

где Tn−1(f) — частная сумма порядка n−1 ряда (1). Запишем норму (2) в более удобном
нам виде

‖f‖2 :=





1

π

1
∫

0

2π
∫

0

|f(ρeit)|2ρ dρ dt





1/2



110 Палавонов К. К., Хуромонов Х. М.

и символом

∆m
h f(ρeit) :=

m
∑

k=0

(−1)k
(

m

k

)

f
(

ρei(t+kh)
)

обозначим конечную разность m-го порядка функции f ∈ B2 по аргументу t с шагом h.
Равенством

‖∆m
h (f)‖2 :=





1

π

1
∫

0

2π
∫

0

|∆m
h f(ρeit)|2ρ dρ dt





1/2

обозначим норму разности m-го порядка функции f ∈ B2.
Модуль непрерывности m-го порядка функции f ∈ B2 определим, как обычно, ра-

венством

ωm(f, τ)2 := sup
{

‖∆m
h (f)‖2 : |h| 6 τ

}

. (7)

Пользуясь соотношениями (3) и (4), для любого r ∈ Z+ имеем

∆m
h

(

(ρeit)rf(ρeit)
)

=
∞
∑

k=r+1

αk,rck(f)ρ
keikt

(

1− eikh
)m

.

Отсюда, применяя тождество Парсеваля, получаем

∥

∥∆m
h

(

(ρeit)rf(ρeit)
)∥

∥

2

2
= 2m

∞
∑

k=r+1

α2
k,r

|ck(f)|2
k + 1

(

1− cos kh
)m

(8)

и, следовательно,

ω2
m(zrf (r), τ)2 = 2m sup

|h|6τ

∞
∑

k=r+1

α2
k,r

|ck(f)|2
k + 1

(

1− cos kh
)m

. (9)

2. Основные результаты

Имеет место следующая

Теорема 1. Для любых n,m ∈ N, r ∈ Z+, n > r и 0 < τ 6 π/n справедливо равенство

sup
f∈B

(r)
2

αn,rEn−1(f)2
{

ω
2/m
m (zrf (r), t)2 + n2

τ
∫

0

(t− u)ω
2/m
m (zrf (r), u)2du

}m/2
=

1
(

nτ
)m . (10)

⊳ В работе [13] доказано, что для произвольной функции f ∈ B2 имеет место нера-
венство

E2
n−1(f)2 −

∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

cos kt 6 E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

· ω2/m
m

(

zrf (r), t
)

2
. (11)



Среднеквадратическое приближение функций 111

Интегрируя обе стороны неравенства (11) относительно t в пределах от 0 до u, будем
иметь

uE2
n−1(f)2 −

∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

· sin ku
k

6 E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

·
u
∫

0

ω2/m
m (zrf (r), t)2 dt.

Снова интегрируя полученное неравенство по u в пределах от 0 до τ , будем иметь

τ2

2
E2

n−1(f)2 −
∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

· 1− cos kτ

k2

6 E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

·
τ
∫

0

u
∫

0

ω2/m
m

(

zrf (r), t
)

2
dt du. (12)

Заменив в выражении под знаком суммы дробь 1/k2 (k = n, n+1, . . .) на большую дробь
1/n2, неравенство (12) запишем в виде

τ2

2
E2

n−1(f)2 −
1

n2

∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

· (1− cos kτ)

6 E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

·
τ
∫

0

u
∫

0

ω2/m
m

(

zrf (r), t
)

2
dt du.

Отсюда

τ2

2
E2

n−1(f)2 6
1

n2

∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

· (1− cos kτ)

+ E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

·
τ
∫

0

u
∫

0

ω2/m
m (zrf (r), t)2 dt du. (13)

Используя неравенство (11), преобразуем первое слагаемое в правой части (13) и приме-
няя метод интегрирования по частям в двойном интеграле, получаем

τ2

2
E

2/m
n−1(f)2 6

1

n2

(

E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

ω2/m
m

(

zrf (r), t
)

2

)

+ E
2−2/m
n−1 (f)2 ·

1

2α
2/m
n,r

·
τ
∫

0

(τ − u)ω2/m
m

(

zrf (r), t
)

2
du

=
E

2−2/m
n−1 (f)2

2n2 · α2/m
n,r

·







ω2/m
m (zrf (r), t)2 + n2

τ
∫

0

(τ − u)ω2/m
m

(

zrf (r), u
)

2
du







. (14)

Неравенство (14) имеет место для произвольной функции f ∈ B
(r)
2 , а потому из него

получаем оценку сверху экстремальной величины, расположенной в левой части равен-
ства (10):

sup
f∈B

(r)
2

αn,r En−1(f)2
{

ω
2/m
m

(

zrf (r), t
)

2
+ n2

τ
∫

0

(τ − u)ω
2/m
m

(

zrf (r), u
)

2
du

}m/2
6

1

(nτ)m
. (15)
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Для получения аналогичной оценки снизу указанной величины рассмотрим функцию
f0(z) = zn ∈ B

(r)
2 , n ∈ N, r ∈ Z+, n > r, для которой в силу (6) и (9) имеем

En−1(f0)2 =
1√
n+ 1

, ω2
m

(

zrf
(r)
0 , τ

)

2
= 2mα2

n,r(1− cosnt)m
1

n+ 1
,

ω2/m
m (zrf

(r)
0 , t)2 + n2

τ
∫

0

(τ − u)ω2/m
m (zrf

(r)
0 , u)2du = (nτ)m

α
2/m
n,r

(
√
n+ 1)2/m

.
(16)

Пользуясь равенствами (16) запишем оценку снизу

sup
f∈B

(r)
2

αn,r En−1(f)2
{

ω
2/m
m (zrf (r), t)2 + n2

τ
∫

0

(τ − u)ω
2/m
m (zrf (r), u)2 du

}m/2

>
αn,r En−1(f0)2

{

ω
2/m
m (zrf

(r)
0 , t)2 + n2

τ
∫

0

(τ − u)ω
2/m
m (zrf

(r)
0 , u)2 du

}m/2

=
αn,r/

√
n+ 1

(αn,r/
√
n+ 1) · (nτ)m

=
1

(nτ)m
. (17)

Сопоставляя оценку сверху (15) с оценкой снизу (17), получаем утверждение теоре-
мы 1. ⊲

Теорема 2. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+, n > r. Тогда справедливо равенство

sup
f∈B

(r)
2

n−m/2 αn,rEn−1(f)2
{

π/n
∫

0

ω
2/m
m (zrf (r), t)2 sinnt dt

}m/2
=

1

2m
. (18)

⊳ Умножая обе части неравенства (11) на sinnt и интегрируя по отрезку [0, π/n],
получаем

E2
n−1(f)2

π/n
∫

0

sinnt dt−
∞
∑

k=n

|ck(f)|2
k + 1

π/n
∫

0

cos kt · sinnt dt

6 E
2−2/m
n−1 (f)2

1

2α
2/m
n,r

π/n
∫

0

ω2/m
m (zrf (r), t)2 sinnt dt. (19)

Так как для k > n интеграл
∫ π/n
0 cos kt sinnt dt 6 0, то из (19) имеем

2

n
E

2/m
n−1(f)2 6

1

2α
2/m
n,r

π/n
∫

0

ω2/m
m (zrf (r), t)2 sinnt dt,

или, что то же,

En−1(f)2 6
1

2m
nm/2

αn,r







π/n
∫

0

ω2/m
m (zrf (r), t)2 sinnt dt







m/2

. (20)
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Откуда следует оценка сверху

sup
f∈B

(r)
2

n−m/2 αn,rEn−1(f)2
{

π/n
∫

0

ω
2/m
m (zrf (r), t)2 sinnt dt

}m/2
6

1

2m
. (21)

Чтобы получить такую же оценку снизу воспользуемся экстремальной функцией f0(z) =

zn ∈ B
(r)
2 , для которой верны равенства (16), и воспользовавшись которыми, получаем

sup
f∈B

(r)
2

n−m/2 αn,rEn−1(f)2
{

π/n
∫

0

ω
2/m
m (zrf (r), t)2 sinnt dt

}m/2

>
n−m/2 αn,rEn−1(f0)2

{

π/n
∫

0

ω
2/m
m (zrf

(r)
0 , t)2 sinnt dt

}m/2
=

n−m/2αn,r/
√
n+ 1

2m(n−m/2αn,r/
√
n+ 1)

=
1

2m
.

(22)

Требуемое равенство (18) получаем из сравнения неравенств (21) и (22). ⊲

Из доказанной теоремы вытекает

Следствие 1. Пусть m,n ∈ N, r ∈ Z+. Тогда для любой функции f ∈ B
(r)
2 справед-

ливо неравенство

En−1(f)2 6
1

2m/2αn,r
ωm

(

zrf (r),
π

n

)

2

. (23)

Если функция ω
2/m
m (zrf (r), t)2 для любых t ∈ [0, π/(2n)] удовлетворяет условию

2ω2/m
m

(

zrf (r);π/(2n)
)

2
> ω2/m

m

(

f (r), t
)

2
+ ω2/m

m

(

zrf (r),
π

n
− t

)

2

, (24)

то неравенство (23) можно уточнить. Повторяя выкладки, приведенные в [14, с. 266], при-
менительно к интегралу (20), где в качестве функции l(t) вместо линейной взята функция

l(t) = ω
2/m
m (zrf (r); t)2 при t ∈ [0, π/(2n)] и l(t) = 2ω

2/m
m

(

f (r);π/(2n)
)

2
−ω

2/m
m (zrf (r), π/n−

t)2 при t ∈ [π/(2n), π/n] получим

Следствие 2. На множестве функций f ∈ B
(r)
2 , у которых функция ω

2/m
m (zrf (r); t)2

удовлетворяет условию (24), справедливо неравенство

En−1(f)2 6
1

2m/2αn,r
ωm

(

zrf (r), π/(2n)
)

2
, (25)

которое для функции f0(z) = zn ∈ B
(r)
2 , n > r, превращается в равенство.

3. Точные значения n-поперечников некоторых классов функций в B2

Для формулировки последующих результатов напомним необходимые понятия и
определения из теории n-поперечников. Пусть S := {f : ‖f‖2 6 1} — единичный шар
в B2; M — выпуклое центрально-симметричное подмножество из B2; Ln ⊂ B2 — n-мер-
ное подпространство; L ⊂ B2 — подпространство коразмерности n; Λ : B2 → L n —
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непрерывный линейный оператор; Λ⊥ : B2 → L n — непрерывный оператор линейного
проектирования. Величины

bn(M , B2) = sup
{

sup {ε > 0; εS ∩ Ln+1 ⊂ M } : Ln+1 ⊂ B2

}

,

dn(M , B2) = inf
{

sup {inf {‖f − ϕ‖2 : ϕ ∈ Ln} : f ∈ M } : Ln ⊂ B2

}

,

δn(M , B2) = inf
{

inf {sup {‖f − Λf‖2 : f ∈ M } : ΛB2 ⊂ Ln} : Ln ⊂ B2

}

,

dn(M , B2) = inf
{

sup {‖f‖2 : f ∈ M ∩ L
n} : L

n ⊂ B2

}

,

Πn(M , B2) = inf
{

inf
{

sup
{

‖f − Λ⊥f‖2 : f ∈ M

}

: Λ⊥B2 ⊂ Ln

}

: Ln ⊂ B2

}

называют соответственно бернштейновским, колмогоровским, линейным, гельфандов-

ским и проекционным n-поперечниками подмножества M ⊂ B2.
Указанные n-поперечники монотонны по n и в гильбертовом пространстве B2 связа-

ны соотношениями (см., например, [15, 16]):

bn(M , B2) 6 dn(M , B2) 6 dn(M , B2) = δn(M , B2) = Πn(M , B2). (26)

Всюду далее под Φ(t), 0 6 t < ∞, понимаем непрерывную монотонно возрастаю-
щую функцию, обращающуюся в нуль в точке t = 0. Следуя работе [17], рассмотрим
в пространстве B2 классы функций:

F
(r)
m (Φ∗) :=

{

f ∈ B
(r)
2 : ω2/m

m (zrf (r), t)2

+
(π

n

)2
t
∫

0

(t− τ)ω2/m
m (zrf (r), τ)2 dτ 6 Φ

2/m
∗ (t), 0 < t 6 2π

}

,

где Φ∗(t) = t4m/π2
, r ∈ Z+, m ∈ N.

Аналогичным образом, исходя из результата теоремы 2, в B2 определим классы функ-
ций:

W (r)
m (Φ) :=







f ∈ B
(r)
2 :

π

2t

t
∫

0

ω2/m
m (zrf (r), τ)2 sin

πτ

t
dτ 6 Φ2(t), 0 < t 6 2π







.

Положим еще

(1− cosmu)∗ := {1− cosmu, если mu 6 π; 2, если mu > π} . (27)

Теорема 3. Для любых чисел m,n ∈ N и r ∈ Z+ справедливы равенства

ρn

(

F
(r)
m (Φ∗);B2

)

= En−1

(

F
(r)
m (Φ∗)

)

2

:= sup
{

En−1(f) : f ∈ F
(r)
m (Φ∗)

}

=
1

πmαn,r
·
(π

n

)4m/π2

, (28)

где ρn(·) — любые из перечисленных n-поперечников.

⊳ Из неравенства (15) для производной функции f ∈ B
(r)
2 получаем

En−1(f)2 6
1

αn,r(nτ)m
·







ω2/m
m (zrf (r), τ)2 + n2

τ
∫

0

(τ − u)ω2/m
m (zrf (r), u)2 du







m/2

. (29)
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Полагая в (29) τ = π/n, для произвольной функции f ∈ F
(r)
m (Φ∗) имеем

En−1(f)2 6
1

πmαn,r











ω2/m
m

(

zrf (r),
π

n

)

2
+ n2

π/n
∫

0

(π

n
− u
)

ω2/m
m (zrf (r), u)2 du











m/2

6
1

πmαn,r
· Φ∗

(π

n

)

=
1

πmαn,r

(π

n

)4m/π2

. (30)

Из (30) получаем оценки сверху

ρn

(

F
(r)
m (Φ∗);B2

)

6 En−1

(

F
(r)
m (Φ∗)

)

2
6

1

πmαn,r

(π

n

)4m/π2

. (31)

Для получения оценок снизу рассмотрим в подпространстве Pn шар

Pn :=

{

Pn(z) ∈ Pn : ‖Pn‖ 6
1

πmαn,r

(π

n

)4m/π2
}

и покажем его принадлежность классу F
(r)
m (Φ∗). Для этого нам понадобится неравенство

ω2
m(zrP (r)

n , t)2 6 2mα2
n,r(1− cos kt)m∗ ‖Pn‖22, (32)

которое еще надо доказать. Действительно, в силу (9) и (27) имеем

ω2
m(zrP (r)

n , t)2 = 2m sup
|h|6t

n
∑

k=r+1

α2
k,r

|ck(f)|2
k + 1

(1− cos kh)m

6 2mα2
n,r(1− cos kt)m∗

n
∑

k=r+1

|ck(Pn)|2
k + 1

6 2mα2
n,r(1− cos kt)m∗ · ‖Pn‖22

и неравенство (32) доказано.

Пусть 0 < t 6 π/n. Учитывая определение класса F
(r)
m (Φ∗), для произвольного по-

линома Pn ∈ Bn в силу (32) имеем

ω2/m
m

(

zrP (r)
n , t

)

2
+
(π

t

)2
t
∫

0

(t− τ)ω2/m
m

(

zrP (r)
n , τ

)

2
dτ

6 2α2/m
n,r ‖Pn‖2/m2







1− cosnt+
(π

t

)2
t
∫

0

(t− τ)(1− cosnτ) dτ







6 2α2/m
n,r

1

π2αn,r

(π

n

)8/π2
{

1− cosnt+
(π

t

)2
(

t2

2
− 1− cosnt

n2

)}

=

{

1 + 2(1 − cosnt)

(

1

π2
− 1

(nt)2

)}

·
(π

n

)8/π2

. (33)
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Пусть теперь t > π/n. На основании аналогичных соображений с учетом (22) получаем

ω2/m
m

(

zrP (r)
n , t

)

2
+
(π

t

)2
t
∫

0

(t− τ)ω2/m
m

(

zrP (r)
n , τ

)

2
dτ

6 2α2/m
n,r ‖Pn‖2/m2











2 +
(π

t

)2







π/n
∫

0

(t− τ)(1 − cosnτ)dτ + 2

t
∫

π/n

(t− τ) dτ

















6

{

2

(

1 +
2

π2

)

− 2π

nt
+

π2 − 4

(nt)2

}

·
(π

n

)8/π2

. (34)

Полагая в правые части (33) и (34) u = nt/π, получаем неравенство

u8/π
2
>











1 +
2

π2
(1− cos πu)

(

1− 1
u2

)

, при 0 < u 6 1,

2
(

1 + 2
π2

)

− 2
u + 1

u2

(

1− 4
u2

)

, при 1 6 u < ∞.

(35)

Справедливость неравенства (35) доказана в работе [17] и тем самым включение Bn ⊂
F

(r)
m (Φ∗) доказано. Пользуясь определением бернштейновского n-поперечника, запишем

оценки снизу

ρn

(

F
(r)
m (Φ∗);B2

)

> bn (Bn, B2)2 >
1

πmαn,r

(π

n

)4m/π2

. (36)

Требуемые равенства (28) получаем из сопоставления неравенств (31) и (36). ⊲

Теорема 4. Пусть функция Φ(t) удовлетворяет условию

Φ2

(

t

µ

)

πµ
∫

0

(1− cos τ)∗ sin
τ

µ
dτ 6 2µΦ2(t). (37)

Тогда при любых m,n ∈ N и r ∈ Z+, n > r справедливы равенства

ρn(W
(r)
m (Φ), B2) = En−1(W

(r)
m (Φ))2

:= sup{En−1(f) : f ∈ W (r)
m (Φ)} =

1

2m/2αn,r
· Φm

(π

n

)

, (38)

где ρn(·) — любой из n-поперечников, перечисленных выше.

⊳ Оценку сверху получим из теоремы 2 и неравенства (26) между n-поперечниками

ρn(W
(r)
m (Φ), B2) 6 En−1(W

(r)
m (Φ))2

6 sup
f∈W

(r)
m (Φ)

1

αn,r

1

2m/2











n

2

π/n
∫

0

ω2/m
m

(

zrf (r); t
)

2
sinnt dt











m/2

6
1

2m/2αn,r
Φm

(π

n

)

. (39)



Среднеквадратическое приближение функций 117

С целью получения аналогичной оценки снизу, вводим в рассмотрение сферу

σn :=

{

pn(z) ∈ Pn : ‖pn‖2 =
1

2m/2αn,r
· Φm

(π

n

)

}

и докажем включение σn ⊂ W
(r)
m (Φ). Так как для произвольного полинома pn ∈ σn

ω2
m(zrp(r)n ; t)2 = 2m sup

06τ6t

n
∑

k=r

α2
k,r

|ck(pn)|2
k + 1

(1− cos kτ)m

6 2mα2
n,r(1− cosnτ)m∗

n
∑

k=r

|ck(pn)|2
k + 1

6 2mα2
n,r(1− cosnτ)m∗ · ‖pn‖22,

то мы имеем

π

2t

t
∫

0

ω2/m
m (zrp(r)n ; τ)2 sin

πτ

t
dτ 6

π

2t
· 2α2/m

n,r · ‖pn‖2/m2

t
∫

0

(1− cosnτ)∗ sin
πτ

t
dτ

=
n

2µ
Φ2

(

u

µ

)

u
∫

0

(1− cosnτ)∗ sin
πτ

µ
dτ =

1

2µ
Φ2

(

u

µ

)

πµ
∫

0

(1− cos u)∗ sin
u

µ
du 6 Φ2(µ),

и включение σn ⊂ W
(r)
m (Φ) доказано. Но тогда, согласно определению бернштейновского

n-поперечника, запишем оценку снизу

bn(W
(r)
m (Φ), B2) > bn(σn, B2) >

1

2m/2αn,r
· Φm

(π

n

)

. (40)

Сравнивая неравенства (39) и (40), получаем требуемые равенства (38), чем и завершаем
доказательство теоремы 4. ⊲

В заключение отметим, что функции Φ, удовлетворяющие ограничения (37), суще-
ствуют [18], а классы функций, подобные введенным выше, в периодическом случае
в пространстве L2 рассмотрен в [19], а для голоморфных в единичном круге в [20].

Доказанные теоремы 2 и 4 являются обобщением результатов В. В. Шалаева [21],

полученных для класса L
(r)
2 [0, 2π] — периодических функций, у которых производная

f (r) ∈ L2[0, 2π] на случай классов аналитических функций B
(r)
2 в пространстве Бергма-

на B2.
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Abstract. In this paper, the exact values of the extreme characteristic of a special kind, which connects
the best polynomial approximation of analytical functions in a unit circle f ∈ B

(r)
2 (r ∈ Z+) with modulus of

continuity of m-th order ωm(zrf (r), u)B2
of the r-th derivative f (r) belonging to the Bergman space B2, are

found. In this case, the extreme characteristic contains this modulus of continuity not only under the sign of
the integral, but also outside the integral. The statement proved in Theorem 1 generalizes a well-known result
by S. B. Vakarchuk and A. N. Shitova [17], obtained for the classical modulus of continuity of m-th order
ωm(f (r), t)L2

of periodic functions f ∈ L2[0, 2π] with derivative f (r) ∈ L2[0, 2π], to the case of the modulus
of continuity ωm(zrf (r), u)B2

of analytic functions in the unit circle with derivative f (r) ∈ B2. The obtained
result provides the opportunity to compute the exact values of the Bernstein, Kolmogorov, linear, Gelfand,
and projection n-widths of certain classes of functions in the Bergman space B2.
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