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ПРИБЛИЖЕНИЕ ФУНКЦИЙ ДВУХ ПЕРЕМЕННЫХ
«КРУГОВЫМИ» СУММАМИ ФУРЬЕ — ЧЕБЫШЕВА В L2,ρ

О. А. Джурахонов1

1 Таджикский национальный университет,
Россия, 734025, Таджикистан, Душанбе, пр. Рудаки, 17

E-mail: olim74@tajnet.tj

Аннотация. В работе вычислены точные верхние грани приближения функций двух переменных
круговыми частичными суммами двойного ряда Фурье — Чебышева на классе функций L

(r)
2,ρ(D),

r ∈ N, в пространстве L2,ρ := L2,ρ(Q), где ρ := ρ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2), Q := {(x, y) : −1 6

x, y 6 1}, D — оператор Чебышева — Эрмита второго порядка. Получены точные неравенства,
в которых величины наилучших полиномиальных приближений оцениваются сверху посредством
усредненных с весом значений обобщенных модулей непрерывности m-го порядка производной Drf
(r ∈ Z+) в метрике пространства L2,ρ. Даны точные оценки наилучших приближений двойного
ряда Фурье по ортогональным системам Фурье — Чебышева на классах функций многих перемен-
ных, характеризующихся обобщенным модулем непрерывности. Так как, в отличие от одномерного
случая для двойных рядов, нет естественного способа построения частичных сумм, то мы строим
некоторые классы функций, а затем соответствующий метод приближения — «круговые» частич-
ные суммы двойного ряда Фуре — Чебышева. В вопросах, связанных с разложениями функций в
ряд Фурье по тригонометрической системе и оценки их наилучших приближений, большую роль
играют операторы сдвига. В работе, указывая на некоторые ранее известные результаты, построен
оператор обобщенного сдвига, который позволяет определить класс функций, характеризующийся
обобщенным модулем непрерывности. На этих классах вычислена верхняя грань значений, наи-
лучшее среднеквадратическое приближение некоторых классов функций «круговыми» частичными
суммами двойных рядов Фурье — Чебышева.

Ключевые слова: среднеквадратичное приближение, обобщенный модуль непрерывности, двойной
ряд Фурье — Чебышева, неравенство типа Колмогорова, оператор сдвига.

Mathematical Subject Classification (2010): 30E10.

Образец цитирования: Джурахонов О. А. Приближение функций двух переменных «круговыми»
суммами Фурье — Чебышева в L2,ρ // Владикавк. мат. журн.—2020.—Т. 22, вып. 2.—С. 5–17. DOI:
10.46698/n6807-7263-4866-r.

1. Введение

Классические многочлены Чебышева имеют многочисленные применения в экстре-
мальных задачах теории аппроксимации и прикладной математике. Так, например, хо-
рошо известна роль многочленов Чебышева при минимизации остатка квадратурных
формул, при приближенном решении дифференциальных и интегральных уравнений,
а также в задачах интерполяции функций (см., например, монографии [1–4]). Что же
касается работ, посвященных применению многочленов Чебышева двух и большего числа

c© 2020 Джурахонов О. А.



6 Джурахонов О. А.

переменных в прикладных задачах, то их совсем мало. Укажем работы [3–7], где вводят-
ся и изучаются многочлены Чебышева многих переменных, рассматриваются некоторые
практические применения многочленов Чебышева двух переменных. В [8] изучается ряд
теоретических вопросов, связанных с разложениями функций двух переменных в двой-
ных рядах Фурье по многочленам Чебышева, и исследуются их скорости сходимости,
а также оценка их остаточных членов.

Настоящая статья продолжает указанную тематику и посвящена вопросам вычис-
ления верхних граней приближения в среднем двойными суммами Фурье — Чебышева
некоторых классов дифференцируемых функций двух переменных. При этом важную
роль играет оператор обобщенного сдвига, соответствующий многочленам Чебышева
двух переменных, и введенный на основе этого оператора обобщенный модуль непре-
рывности. В некоторых задачах аппроксимации операторы обобщенного сдвига и по-
строенные по ним обобщенные модули гладкости могут быть лучше приспособлены для
изучения структурных и конструктивных свойств функций, чем обычные модули глад-
кости. Некоторые точные результаты о приближении функций с использованием опера-
торов обобщенного сдвига можно найти в работах [8–12] и в цитируемой в этих работах
литературе.

2. Необходимые определения и предварительные факты

Приведем необходимые для дальнейшего определения и предварительные факты.
Пусть в L2,ρ := L2,ρ(Q), где

Q = {(x, y) : −1 6 x, y 6 1}, ρ := ρ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2),

пространство функций f двух переменных, суммируемых с квадратом в области Q с ве-
сом ρ и нормой

‖f‖2,ρ := ‖f‖L2,ρ =

(∫∫

Q

ρ(x, y)f2(x, y) dxdy

)1/2

.

В пространстве L2,ρ рассмотрим оператор

Fhf(x, y) =
1

4

[
f
(
x cos h+

√
1− x2 sinh, y cos h+

√
1− y2 sinh

)

+f
(
x cos h+

√
1− x2 sinh, y cos h−

√
1− y2 sinh

)

+f
(
x cos h−

√
1− x2 sinh, y cos h+

√
1− y2 sinh

)

+f
(
x cos h−

√
1− x2 sinh, y cos h−

√
1− y2 sinh

)]
,

(1)

который будем называть оператором обобщенного сдвига.
Следуя работе [8], определим разности первого и высших порядков равенствами

∆h(f) := ∆h(f ;x, y) = Fhf(x, y)− f(x, y) = (Fh −E)f(x, y),

∆k
h(f) := ∆h

(
∆k−1

h (f)
)
= ∆h

(
∆k−1

h (f ; ·, ·), x, y
)

= (Fh − E)kf(x, y) =

k∑

i=0

(−1)k−i

(
k

i

)
F i
hf(x, y),
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где

F 0
hf(x, y) = f(x, y), F i

hf(x, y) = Fh(F
i−1
h f(x, y)) (i = 1, . . . , k, k ∈ N, 0 < h < 1),

и E — единичный оператор в L2,ρ. Величину

Ωm(f, t)2,ρ := sup
{
‖∆m

h (f)‖2,ρ : 0 < h 6 t
}
, 0 < t < 1, (2)

будем называть обобщенным модулем непрерывности m-го порядка функции f ∈ L2,ρ.
Далее, мы предположим, что функция f ∈ L2,ρ имеет обобщенные частные производные
в смысле Леви [13, c. 172]. Введем операторы

Dx :=
(
1− x2

) ∂2
∂x2

− x
∂

∂x
, Dy :=

(
1− y2

) ∂2
∂y2

− y
∂

∂y
,

и положим

D :=
(
1− x2

) ∂2
∂x2

+
(
1− y2

) ∂2
∂y2

− x
∂

∂x
− y

∂

∂y
:= Dx +Dy

— дифференциальный оператор Чебышева второго порядка по переменным x и y. Рас-
смотрим L

(r)
2,ρ := L

(r)
2,ρ(D) — класс функций f ∈ L2,ρ, имеющих обобщенные частные

производные

∂k

∂xk−i∂yi
f(x, y) (i = 0, 1, . . . , k; k = 1, 2, . . . , 2r, r ∈ N)

в смысле Леви, принадлежащие пространству L2,ρ, и для которых ‖Drf‖2,ρ < ∞, где,
как обычно, D0f ≡ f, Drf ≡ D(Dr−1f), r ∈ N. Пусть далее

T0(x) =
1√
π
, Tn(x) =

√
2

π
cos(n arccos x), n = 1, 2, . . . ,

— ортонормированная система многочленов Чебышева [14, c. 76] в пространстве L2,ρ.
Разложим функцию f в двойной ряд Фурье — Чебышева:

f(x, y) =

∞∑

k=0

∞∑

l=0

ckl(f)Tk(x)Tl(y), (3)

где

ckl(f) =

∫∫

(Q)

ρ(x, y)f(x, y)Tk(x)Tl(y) dx dy (4)

— коэффициенты Фурье — Чебышева функции f ∈ L2,ρ, а равенство в (3) понимается
в смысле сходимости в L2,ρ. Обозначим символом

SR(f ;x, y) :=
∑

06k2+l2<R2

ckl(f)Tk(x)Tl(y)

«круговые» частные суммы ряда (3), и пусть

ER(f)2,ρ := ER(f)L2,ρ = inf
{
‖f − pR‖2,ρ : pR ∈ PR

}
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— наилучшее приближение функции f ∈ L2,ρ множеством PR-алгебраических полино-
мов вида

pR(x, y) =
∑

06k2+l2<R2

aklx
kyl, R > 0, (5)

в пространстве L2,ρ. Хорошо известно, что

ER(f)2,ρ := inf
{
‖f − pR‖2,ρ : pR(x, y) ∈ PR

}
= ‖f − SR(f)‖2,ρ =

{ ∑

k2+l2>R2

c2kl(f)

}1/2

. (6)

В [8] доказано, что для произвольной f ∈ L(r)
2,ρ в смысле сходимости в L2,ρ имеет место

равенство

‖∆m
h (Drf)‖22,ρ =

∞∑

k=0

∞∑

l=0

(1− cos kh cos lh)2m(k2 + l2)2rc2kl(f). (7)

Легко проверить, что
DTk(x)Tl(y) = −(k2 + l2)Tk(x)Tl(y). (8)

Применяя метод математической индукции, из (8) получаем

DrTk(x)Tl(y) = (−1)r(k2 + l2)rTk(x)Tl(y). (9)

Учитывая (9), из (3) после r-кратного применения оператора D имеем

Drf(x, y) = (−1)r
∞∑

k=0

∞∑

l=0

(k2 + l2)rckl(f)Tk(x)Tl(y). (10)

Очевидно, что для любой f ∈ L
(r)
2,ρ полученный двойной ряд в (10) сходится в смысле

пространства L2,ρ. Поэтому он будет служить рядом Фурье — Чебышева функции Drf ∈
L2,ρ (см., например, [15, c. 169]). Пользуясь равенством Парсеваля, из (10) будем иметь

‖Drf‖22,ρ =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

(k2 + l2)2rc2kl(f).

Кроме того, очевидно

E2
R(D

rf)2,ρ =
∑

k2+l2>R2

c2kl(D
rf) =

∑

k2+l2>R2

(k2 + l2)2rc2kl(f). (11)

Условимся далее при вычислении верхних граней по всем функциям f ∈ L
(r)
2,ρ в соотно-

шениях общего характера подразумевать, что Drf 6= pR, D 6= 0.

Лемма 1. При любом r ∈ Z+ справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

ER(f)2,ρ
ER(Drf)2,ρ

=
1

R2r
. (12)

⊳ Пользуясь равенствами (6) и (11), для произвольной f ∈ L
(r)
2,ρ получаем

E2
R(f)2,ρ =

∑

k2+l2>R2

c2kl(f) =
∑

k2+l2>R2

1

(k2 + l2)2r
(k2 + l2)2rc2kl(f)

6
1

R4r

∑

k2+l2>R2

(k2 + l2)2rc2kl(f) =
1

R4r
E2

R(D
rf)2,ρ.
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Отсюда следует оценка сверху величины, расположенной в левой части равенства (12):

sup
f∈L(r)

2,ρ

ER(f)2,ρ
ER(Drf)2,ρ

6
1

R2r
. (13)

С целью получения оценки снизу той же величины рассмотрим функцию

f0(x, y) =
1

R2r
T0(x)TR(y), (14)

которая очевидно принадлежит классу L(r)
2,ρ, поскольку для функции f0 имеем

Drf0(x, y) = (−1)rT0(x)TR(y),

и в силу формул (6) и (11)

ER(f0)2,ρ =
1

R2r
, ER(D

rf0)2,ρ = 1. (15)

Пользуясь равенствами (15), запишем оценку снизу для экстремальной характери-
стики, стоящей в левой части неравенства (13):

sup
f∈L(r)

2,ρ

ER(f)2,ρ
ER(Drf)2,ρ

>
ER(f0)2,ρ
ER(Drf0)2,ρ

=
1

R2r
. (16)

Из сопоставления оценки сверху (13) и оценки снизу (16) получаем требуемое равен-
ство (12). ⊲

Пусть
W

(r)
2,ρ (D) :=

{
f ∈ L(r)

2,ρ(D) : ‖Dr(f)‖2,ρ 6 1
}
.

Теорема 1. При любом r ∈ N справедливы равенства

ER

(
W

(r)
2,ρ (D)

)
2,ρ

:= sup
{
ER(f)2,ρ : f ∈W r

2,ρ(D)
}
=

1

R2r
. (17)

⊳ Так как для любого f ∈W
(r)
2,ρ (D)

ER(D
rf)2,ρ 6 ‖Drf‖2,ρ 6 1,

то из неравенства (13) для произвольной функции f ∈W
(r)
2,ρ (D) получаем

ER(f)2,ρ 6
1

R2r
ER(D

rf)2,ρ 6
1

R2r
,

откуда и следует оценка сверху:

ER

(
W

(r)
2,ρ (D)

)
2,ρ

6
1

R2r
. (18)

С целью получении оценки снизу введем снова в рассмотрение функцию (14), для
которой имеют место равенства (15). Пользуясь первым из равенств (15), запишем оценку
снизу:

ER

(
W

(r)
2,ρ (D)

)
2,ρ

> ER(f0)2,ρ =
1

R2r
, (19)

и так как ‖Drf0‖ = 1, то введенная при доказательстве леммы 1 функция f0, определен-

ная равенством (14), принадлежит классу W (r)
2,ρ (D).

Требуемое равенство (17) получаем из сопоставления неравенств (18) и (19), чем и
завершаем доказательство теоремы 1. ⊲
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3. Некоторые точные результаты

При решении различных экстремальных задач теории аппроксимации функций важ-
ную роль играют неравенства между нормами последовательных производных функ-
ций или неравенства типа Колмогорова в различных банаховых пространствах. Если
S = R или S = R+, то неравенство Колмогорова для функций одной переменной имеет
вид [16, 17]

‖f (s)‖Lp(S) 6M‖f‖αLq(S)
· ‖f (r)‖βLγ(S)

, (20)

где

α =
r − s− 1/γ + 1/p

r − 1/γ + 1/q
, β = 1− α, 1 6 p, q, γ 6 ∞.

Следует отметить, что различные неравенства типа (20) с точными константами при-
ведены в монографии [16]. В статье [17] приведен подробный обзор всех результатов
о неравенствах вида (20), где получены наилучшие константы и анализируется связь
задачи Стечкина о наилучшем приближении оператора дифференцирования Dk поряд-
ка k с неравенством (20). Отметим, что неравенства типа (20) с точными константами для
функций двух переменных найдены в недавно опубликованных работах [18–20]. Здесь до-

кажем точное неравенство Колмогорова для функций f ∈ L
(r)
2,ρ(D) в пространстве L2,ρ.

Поскольку функция f ∈ L
(r)
2,ρ и ее промежуточные производные Dsf , s = 1, 2, . . . , r − 1,

r ∈ N, принадлежат также пространству L2,ρ, то представляет несомненный интерес изу-
чение поведения наилучших приближений ER(D

sf), s = 1, 2, . . . , r − 1, r ∈ N, на классе

L
(r)
2,ρ(D).

Теорема 2. Пусть r, s ∈ N, r > s. Тогда для произвольной функции f ∈ L
(r)
2,ρ спра-

ведливо точное в L2,ρ неравенство

‖Dsf‖2,ρ 6 ‖Drf‖s/r2,ρ ‖f‖
1−s/r
2,ρ . (21)

⊳ В самом деле, в силу линейности оператора Ds из равенства (3) с учетом равен-
ства (9) имеем

Dsf(x, y) =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

(−1)s(k2 + l2)sckl(f)Tk(x)Tl(y).

Применяя равенство Парсеваля, запишем

‖Dsf‖22,ρ =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

(k2 + l2)2sc2kl(f). (22)

Воспользовавшись неравенством Гёльдера для двойного ряда, из (22) имеем

‖Dsf‖22,ρ =
∞∑

k=0

∞∑

l=0

(
(k2 + l2)2rc2kl(f)

)s/r (
c2kl(f)

)1−s/r

6

( ∞∑

k=0

∞∑

l=0

(k2 + l2)2rc2kl(f)

)s/r ( ∞∑

k=0

∞∑

l=0

c2kl(f)

)1−s/r

= ‖Drf‖2s/r2,ρ · ‖f‖2(1−s/r)
2,ρ ,

откуда и вытекает неравенство (21).
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Для ранее рассмотренной нами функции (14), кроме равенств (15), также выполня-
ются соотношения

‖f0‖2,ρ = R−2r, Dsf0(x, y) = (−1)sR−2(r−s)T0(x)TR(y), ‖Dsf0‖2,ρ = R−2(r−s),

пользуясь которыми будем иметь

‖Dsf0‖22,ρ = ‖Drf0‖2s/r2,ρ · ‖f0‖2(1−s/r)
2,ρ = R−4(r−s),

откуда и следует точность неравенства (21). ⊲

Теорема 3. Пусть r, s ∈ N, 1 6 s 6 r − 1, r > 2. Тогда для произвольной функции

f ∈ L
(r)
2,ρ справедливо точное в L2,ρ неравенство

ER(D
sf)2,ρ 6 (ER(D

rf)2,ρ)
s/r(ER(f)2,ρ)

1−s/r. (23)

⊳ Так как равенство (10) имеет место для любого r ∈ N, то при любом s, 1 6 s 6 r−1,
r > 2, запишем

E2
R(D

sf)2,ρ =
∑

k2+l2>R2

(k2 + l2)2sc2kl(f) =
∑

k2+l2>R2

(
(k2 + l2)2rc2kl(f)

)s/r
(c2kl(f))

1−s/r

6


 ∑

k2+l2>R2

(k2 + l2)2rc2kl(f)




s/r
 ∑

k2+l2>R2

c2kl(f)




1−s/r

6
(
E2

R(D
rf)2,ρ

)s/r (
E2

R(f)2,ρ
)1−s/r

,

откуда и вытекает неравенство (23).
Так как для функции f1(x, y) = TR(x)T0(y) в силу равенств (6) и (11) имеют место

соотношения

ER(f1)2,ρ = 1, ER(D
sf1)2,ρ = R2s, ER(D

rf1)2,ρ = R2r, (24)

то будем иметь

ER(D
sf1)2,ρ = (ER(D

rf1)2,ρ)
s/r(ER(f1)2,ρ)

1−s/r = (R2r)s/r = R2s.

Этим доказана точность неравенства (23). ⊲

Теорема 4. Пусть s, r ∈ N, r > 2, s < r. Тогда справедливы равенства

sup
f∈W (r)

2,ρ (D)

ER(D
sf)2,ρ

(ER(f)2,ρ)
1−s/r

= 1. (25)

⊳ В самом деле, из неравенства Колмогорова (23) для произвольной функции

f ∈W
(r)
2,ρ (D), учитывая, что ER(D

rf)2,ρ 6 1, запишем

ER(D
sf)2,ρ 6 (ER(f)2,ρ)

1−s/r ,

откуда сразу следует оценка сверху

sup
f∈W (r)

2,ρ (D)

ER(D
sf)2,ρ

(ER(f)2,ρ)
1−s/r

6 1. (26)
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Соответствующую оценку снизу получаем для функции (14), для которой

Dsf0(x, y) = (−1)sR−2(r−s)T0(x)TR(y), ER(D
sf0)2,ρ = R−2(r−s),

а потому имеем

sup
f∈W (r)

2,ρ (D)

ER(D
sf)2,ρ

(ER(f)2,ρ)
1−s/r

>
ER(D

sf0)2,ρ

(ER(f0)2,ρ)
1−s/r

=
R2(r−s)

R2(r−s)
= 1. (27)

Требуемый результат (25) вытекает из сравнения неравенств (26) и (27). ⊲

4. Основные результаты

В этом параграфе приведем более общий результат.

Теорема 5. Пусть m ∈ N, r ∈ Z+, R ∈ R+, 0 < p 6 2, 0 < h 6 π/R, q(t) > 0, — про-

извольная суммируемая не эквивалентная нулю на отрезке [0, h] функция. Тогда спра-

ведливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2rER(f)2,ρ(
h∫
0

Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

)1/p
=

1
(

h∫
0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)1/p
. (28)

⊳ Воспользуемся одним вариантом неравенства Минковского, приведенного в моно-
графии [21, c. 104],

{ h∫

0

( ∞∑

j=N

|f̃j(t)|2
)p/2

dt

}1/p

>

{ ∞∑

j=N

( h∫

0

|fj(t)|p dt
)2/p}1/2

, (29)

где 0 < p 6 2. Полагая в неравенстве (29) f̃j := fjq
1/p, получаем

{ h∫

0

( ∞∑

j=N

|fj(t)|2
)p/2

q(t) dt

}1/p

>

{ ∞∑

j=N

( h∫

0

|fj(t)|pq(t) dt
)2/p}1/2

.

Используя равенство (7), из последнего неравенства будем иметь

( h∫

0

Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

)1/p

>

( h∫

0

‖∆m
t (Drf)‖p2,ρq(t) dt

)1/p

>

{ h∫

0

[
∑

k2+l2>R2

(1− cos kt cos lt)2m(k2 + l2)2rc2kl(f)

]p/2
q(t) dt

}1/p

>

{
∑

k2+l2>R2

c2kl(f)

(
(k2 + l2)pr

h∫

0

(1− cos kt cos lt)pmq(t) dt

)2/p}1/2
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> inf
k2+l2>R2,

k,l∈N

{
(k2 + l2)pr

h∫

0

(1− cos kt cos lt)pmq(t) dt

}1/p{ ∑

k2+l2>R2

c2kl(f)

}1/2

=

{
R2pr

h∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

}1/p

ER(f)2,ρ = R2r

{ h∫

0

(1− cosRt)pmq(t) dt

}1/p

ER(f)2,ρ.

Отсюда для произвольной функции f ∈ L
(r)
2,ρ вытекает оценка сверху:

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2rER(f)2,ρ{
h∫
0

Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

}1/p
6

1
{

h∫
0

(1− cosRt)pmq(t) dt

}1/p
. (30)

Для получения соответствующей оценки снизу рассмотрим функцию f1(x, y) =
TR(x)T0(y), использованную нами в конце доказательства теоремы 3. Для этой функции
в силу (7) имеем

‖∆m
h (Drf1)‖22,ρ = (1− cosRh)2mR4r,

откуда сразу следует, что

Ωp
m(Drf1, t)2,ρ := (1− cosRt)pmR2pr (0 < p 6 2, 0 < Rt 6 π). (31)

Учитывая полученные равенства, запишем оценку снизу:

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2rER(f)2,ρ(
h∫
0

Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

)1/p
>

R2rER(f1)2,ρ(
h∫
0

Ωp
m(Drf1, t)2,ρq(t) dt

)1/p

=
R2r · 1

R2r

(
h∫
0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)1/p
=

1
(

h∫
0

(1− cosRt)pmq(t) dt

)1/p
. (32)

Из сопоставления оценки сверху (30) и оценки снизу (32) получаем требуемое равен-
ство (28). ⊲

Из доказанной теоремы 5 вытекают ряд следствий

Следствие 1. Если в условиях теоремы 5 положить q(t) = R sinRt, то имеем

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2r−1/pER(f)2,ρ(
h∫
0

Ωp
m(Drf, t)2,ρ sinRt dt

)1/p
=

{
mp+ 1

(1− cosRh)mp+1

}1/p

.

В частности, отсюда при h = π/R вытекает равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2r−1/pER(f)2,ρ
( π/R∫

0

Ωp
m(Drf, t)2,ρ sinRt dt

)1/p
=

{
mp+ 1

2mp+1

}1/p

. (33)

В свою очередь, если в (33) полагать p = 1/m, то при 2r > m, r,m ∈ N, получаем аналог

одной теоремы В. В. Шалаева [22]:

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2r−mER(f)2,ρ(
π/R∫
0

Ω
1/m
m (Drf, t)2,ρ sinRt dt

)m =
1

2m
.
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Следствие 2. В условиях теоремы 5 при q(t) = 1, h = π/R справедливо равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−1/p)ER(f)2,ρ
( π/R∫

0

Ωp
m(Drf, t)2,ρ dt

)1/p
=

{
Γ(mp+ 1)

2mp
√
πΓ(mp+ 1/2)

}1/p

,

где Γ(u) — гамма-функция Эйлера. В частности, при p = 1/m, r > m, r,m ∈ N,

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−m)ER(f)2,ρ
( π/R∫

0

Ω
1/m
m (Drf, t)2,ρ dt

)m
=

1

πm
.

Следствие 3. При q(t) ≡ 1, p = 1/m, m ∈ N, r ∈ Z+, 2r > m, 0 < h 6 π/R, из (28)
вытекает аналог одного результата С. Б. Вакарчука [12]:

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2r−mER(f)2,ρ(
h∫
0

Ω
1/m
m (Drf, t)2,ρdt

)m = (Rh− sinRh)−m.

В частности, полагая в полученном равенстве h = π/(2R), имеем

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2r−mER(f)2,ρ
( π/(2R)∫

0

Ω
1/m
m (Drf, t)2,ρr dt

)m
=

{
2

π − 2

}m

.

Поскольку для функции f ∈ L
(r)
2,ρ (r ∈ N, r > 2) ее промежуточные производные

Dsf (s = 1, 2, . . . , r − 1) также принадлежат пространству L2,ρ, то представляет интерес
изучать поведение ER(D

sf)2,ρ. Ответ на этот вопрос дает следующая теорема.

Теорема 6. Пусть m, r, s ⊂ N, r > s (1 6 s 6 r−1, r > 2), 0 < p 6 2, 0 < h 6 3π/(4R),
R ∈ R+, q(t) — неотрицательная суммируемая на отрезке [0, h] не эквивалентная нулю

функция. Тогда имеет место равенство

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−s)ER(D
sf)2,ρ(

h∫
0

Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

)1/p
=

{ h∫

0

(1− cosRt)mpq(t) dt

}−1/p

. (34)

В частности, если в (34) полагать

p = 1/m, m ∈ N, 2(r − s) > m, r, s ∈ N, q(t) ≡ 1,

то имеем

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−s)−mER(D
sf)2,ρ(

h∫
0

Ω
1/m
m (Drf, t)2,ρ dt

)m = (Rh− sinRh)−m,

а если же полагать p = 1/m и q(t) = t, то будем иметь

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−s)−mER(D
sf)2,ρ(

h∫
0

tΩ
1/m
m (Drf ; t)2,ρ dt

)m = 2m
{
Rh(Rh− sinRh)− [(Rh)2 − 2(1 − cosRh)]

}−m
.
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Отсюда, в частности, при h = π/R имеем

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−s)−mER(D
sf)2,ρ

( π/R∫
0

tΩ
1/m
m (Drf ; t)2,ρ dt

)m
=

1

2m
.

⊳ В самом деле, обозначив Dsf = g, будем иметь Drf = Dr−sg, а потому, если
f ∈ L

(r)
2,ρ, очевидно, что g ∈ L

(r−s)
2,ρ и, пользуясь равенством (18), будем иметь

sup
f∈L(r)

2,ρ

R2(r−s)ER(D
sf)2,ρ(

h∫
0

Ωp
m(Drf, t)2,ρq(t) dt

)1/p

= sup
g∈L(r−s)

2,ρ

R2(r−s)ER(g)2,ρ(
h∫
0

Ωp
m(Dr−sg, t)2,ρq(t) dt

)1/p
=




h∫

0

(1− cosRt)pmq(t)dt




−1/p

, (35)

откуда и следует утверждение теоремы 6. ⊲
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APPROXIMATION OF BIVARIATE FUNCTIONS
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Abstract. In this paper the sharp upper bounds of approximation of functions of two variables with
generalized Fourier–Chebyshev polynomials for the class of functions L(r)

2,ρ(D), r ∈ N, are calculated in L2,ρ :=

L2,ρ(Q), where ρ := ρ(x, y) = 1/
√

(1− x2)(1− y2), Q := {(x, y) : −1 6 x, y 6 1}, and D is a second order
Chebyshev–Hermite operator. The sharp estimates for the best polynomial approximation are obtained by
means of weighted average of module of continuity of m-th order with Drf (r ∈ Z+) in L2,ρ. The sharp
estimates for the best approximation of double Fourier series in Fourier–Chebyshev orthogonal system in the
classes of functions of several variables which are characterized by generalized module of continuity are given.
We first form some classes of functions and then the corresponding methods of approximations, “circular” by
partial sum of Fourier–Chebyshev double series, since, unlike the one-dimensional case, there is no natural way
of expressing the partial sums of double series. The shift operator plays a crucial role in the problems related
to expansion of functions in Fourier series in trigonometric system and estimating their best approximation
properties. Based on some previous known research we construct the shift operator, which enables one to
determine some classes of functions which characterized by module of continuity. And for these classes of
functions the upper bound for the best mean squared approximation by “circular” partial sum of Fourier–
Chebyshev double series is calculated.

Key words: mean-squared approximation, generalized module of continuity, Fourier–Tchebychev double
series, Kolmogorov type inequality, shift operator.
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Аннотация. В 1935 г. фон Нейман установил, что предельный спектр самосопряженного карле-
мановского интегрального оператора в L2 содержит 0. Этот результат был обобщен автором на
несамосопряженные операторы: предельный спектр оператора, сопряженного к карлемановскому
интегральному оператору, содержит 0. Будем говорить, что плотно определенный в L2 линейный
оператор A удовлетворяет обобщенному условию фон Неймана, если 0 принадлежит предельному
спектру сопряженного оператора A∗. Обозначим через B0 класс всех линейных операторов в L2,
удовлетворяющих обобщенному условию фон Неймана. Автором было доказано, что каждый опре-
деленный на L2 ограниченный интегральный оператор принадлежит классу B0. Возникает вопрос:
верно ли аналогичное утверждение для любого неограниченного плотно определенного в L2 ин-
тегрального оператора? В статье дается отрицательный ответ на этот вопрос и устанавливается
достаточное условие принадлежности плотно определенного в L2 интегрального оператора с квази-
симметричным ядром классу B0.

Ключевые слова: замыкаемый оператор, интегральный оператор, ядро интегрального оператора,
предельный спектр, линейное интегральное уравнение 1-го или 2-го рода.
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7660-8439-j.

Пусть (X,µ) — пространство с положительной мерой µ, L0 := L0(X,µ) — сово-
купность всех µ-измеримых µ-почти всюду конечных функций на X с обычным отож-
дествлением функций, отличающихся одна от другой лишь на множествах µ-меры нуль,
L2 := L2(X,µ) — пространство всех функций из L0 с суммируемым квадратом. Через
‖ · ‖ и (·, ·) обозначим норму и скалярное произведение в L2.

Мера µ называется σ-конечной, если существуют множества Xn ⊂ X, µXn < ∞,
n = 1, 2, . . ., такие, что X =

⋃∞
n=1Xn. Атомом меры µ называется множество положи-

тельной меры, непредставимое в виде объединения двух непересекающихся множеств
с положительными мерами. Будем говорить, что мера µ не является чисто атомиче-
ской, если в X имеется множество положительной меры, не содержащее атомов меры µ.
Всюду далее предполагается, что мера µ не является чисто атомической и σ-конечна.
Этим условиям удовлетворяет мера Лебега измеримых по Лебегу множеств евклидова
пространства или вещественной числовой прямой.

c© 2020 Коротков В. Б.
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Линейный оператор T : DT ⊂ L2 → L0 называется интегральным, если найдется
определенная на X×X (µ×µ)-измеримая (µ×µ)-почти всюду конечная функция K(x, y)
такая, что для любого f ∈ DT

Tf(x) =

∫
K(x, y)f(y) dµ(y) (1)

для µ-почти всех x ∈ X. Интеграл в (1) понимается в лебеговом смысле. Функция K(x, y)
называется ядром интегрального оператора T . Будем говорить, что ядро порождает ин-
тегральный оператор по формуле (1).

Определение. Нуль принадлежит предельному спектру σC(H) оператора H : DH ⊂
L2 → L2, если существует ортонормированная последовательность {fn} ⊂ DH такая, что
‖Hfn‖ → 0 при n→ ∞.

Если T : L2 → L2 — ограниченный интегральный оператор, то 0 ∈ σC(T
∗), где T ∗ —

сопряженный к T оператор [1, с. 754; 2, теорема III. 2.6]. Другое доказательство этого
результата дано в книге Халмоша и Сандера [3, теорема 15.1].

Возникает вопрос: будет ли иметь место включение 0 ∈ σC(T
∗), если T — произволь-

ный неограниченный интегральный плотно определенный замыкаемый оператор в L2?
Отрицательный ответ на этот вопрос дает следующий

Пример. Пусть T0 : L∞(0, 1) ⊂ L2(0, 1) → L2(0, 1) — линейный оператор, определяе-
мый равенством

T0f =

∞∑

n=1

nwn

1∫

0

f
χEn√
mEn

dy, f ∈ L∞(0, 1),

где {wn} — ортонормированный базис Уолша, χEn — характеристическая функция мно-
жества En ⊂ (0, 1), {En} — последовательность попарно не пересекающихся множеств,
удовлетворяющих условию

∑∞
n=1 n

√
mEn < ∞, здесь m — мера Лебега. Тогда T0 — за-

мыкаемый интегральный оператор с ядром

K0(x, y) =
∞∑

n=1

nwn(x)
χEn(y)√
mEn

,

но 0 /∈ σC(T
∗).

Действительно, для любой функции f из L∞(0, 1)

1∫

0

T0fwj dx =

1∫

0

fj
χEj√
mEj

dy, j = 1, 2, . . .

Следовательно, T ∗
0 определен на {wn}, поэтому T ∗

0 плотно определен и T0 имеет замы-
кание — оператор T ∗∗

0 . Далее, для любой функции f из L∞(0, 1) и всех x ∈ (0, 1)

1∫

0

|K0(x, y)||f(y)| dy 6

∞∑

n=1

n‖f‖∞
√
mEn <∞,

где ‖ · ‖∞ — норма в L∞(0, 1), так что T0 — замыкаемый интегральный оператор. При
этом для любой функции g ∈ DT ∗

0

‖T ∗
0 g‖2 =

∥∥∥∥∥

∞∑

n=1

n
χEn(y)√
mEn

1∫

0

gwn dx

∥∥∥∥∥

2

=
∞∑

n=1

n2

∣∣∣∣∣

1∫

0

gwn dx

∣∣∣∣∣

2

>

∞∑

n=1

∣∣∣∣∣

1∫

0

gwn dx

∣∣∣∣∣

2

= ‖g‖2.

Следовательно, 0 /∈ σC(T ∗).
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Обозначим через B0 класс всех линейных операторов H в L2, для которых 0 ∈
σC(H

∗). Различные условия принадлежности операторов классу B0 даны в [4]. Ниже
устанавливается еще одно такое условие.

Назовем ядро K(x, y) квазисимметричным, если

|K(x, y)| = |K(y, x)| для (µ× µ)-почти всех (x, y) ∈ X ×X. (2)

Условию (2) удовлетворяют все эрмитовы, косоэрмитовы, симметричные и кососим-
метричные ядра.

Теорема 1. Пусть T : DT ⊂ L2 → L2 — неограниченный плотно определенный

замыкаемый интегральный оператор с квазисимметричным ядром K(x, y). Если суще-

ствует вещественная неотрицательная функция a ∈ L0, положительная на множестве

положительной меры, не содержащем атомов меры µ, и удовлетворяющая условию

∫
|K(u, v)|a(v) dµ(v) ∈ L2,

то 0 ∈ σC(T
∗).

⊳ Выберем α > 0 так, чтобы множество E = {x ∈ X : a(x) > α} содержало подмно-
жество e, 0 < µe <∞, без атомов меры µ. Пусть ϕ ∈ L0 и suppϕ := {x ∈ X : |ϕ(x)| 6= 0}.
Обозначим через χe характеристическую функцию множества e. Для любого f ∈ L2 и
любого h ∈ L∞ с supph ⊆ e имеем, обозначив через ‖ · ‖∞ норму в L∞:

∣∣∣∣
∫ ∫

K(x, y)f(y) dµ(y)h(x) dµ(x)

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫ ∫

K(x, y)f(y) dµ(y)χe(x)h(x) dµ(x)

∣∣∣∣

6

∫ ∣∣∣∣
∫
χe(x)K(x, y)f(y)dµ(y)

∣∣∣∣|h(x)| dµ(x) 6
∫ ∫

χe(x)|K(x, y)||f(y)| dµ(y)|h(x)| dµ(x)

6 ‖h‖∞
∫ ∫

e

|K(x, y)| dµ(x)|f(y)| dµ(y) = ‖h‖∞
∫ ∫

e

|K(y, x)| dµ(x)|f(y)| dµ(y)

6
1

α
‖h‖∞

∫ ∫

e

|K(y, x)|a(x) dµ(x)|f(y)| dµ(y) 6 1

α
‖h‖∞‖λe‖‖f‖, (3)

где

λe(y) :=

∫

e

|K(y, x)|a(x) dµ(x).

Из (3) вытекает, что для любого f ∈ DT

|(Tf, h)| 6 1

α
‖h‖∞‖λe‖‖f‖,

поэтому h ∈ DT ∗ .
Положим в (3) h = χe. Тогда из (3) следует для любого f ∈ L2

∫ ∣∣∣∣
∫
χe(x)K(x, y)f(y) dµ(y)

∣∣∣∣ dµ(x) 6
1

α
‖λe‖‖f‖.

Таким образом, ядро χe(x)K(x, y) порождает действующий из L2 в L1(e, µ) ограни-
ченный интегральный оператор τ с нормой, не превосходящей 1

α‖λe‖.
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Пусть {em} — последовательность множеств из e, удовлетворяющих условию
0 < µem → 0 приm→ ∞. Положим в (3) h = χem и обозначим через PF оператор умноже-
ния на χF : PF f = χF f , f ∈ L2. Из (3) подобно предыдущему следует, что интегральный
оператор Pemτ с ядром χem(x)K(x, y) действует из L2 в L1(e, µ), ограничен и его норма
не превосходит 1

α‖λem‖, где

λem(y) :=

∫

em

|K(y, x)|a(x) dµ(x).

Пусть X0 = {y ∈ X : λe(y) < ∞)}. Тогда для любого y ∈ X0 и любого m λ2em(y) 6

λ2e(y) и для любого y ∈ X0 λ
2
em(y) → 0 приm→ ∞. Следовательно, ‖λem‖2 =

∫
λ2emdµ → 0

при m → ∞ и ‖Pemτ‖ 6
1
α‖λem‖ → 0 при m → ∞. Отсюда из [5, теорема I.2.9] оператор

τ : L2 → L1(e, µ) вполне непрерывен.
Пусть D = {f ∈ L2 : f ∈ DT , ‖f‖ 6 1}. Множество PeTD = τD относительно

компактно в L1(e, µ). Возьмем равномерно ограниченную ортонормированную систему
функций hn c supphn ⊆ e, n = 1, 2, . . . В качестве {hn} можно выбрать ортонормиро-
ванную систему обобщенных функций Радемахера rn,e (их определение см., например,
в [5, гл. I, § 1]). Имеем {hn} ⊂ DT ∗ и в силу относительной компактности множества
PeTD в L1(e, µ)

‖T ∗hn‖ = sup
ϕ∈D

|(T ∗hn, ϕ)| = sup
ϕ∈D

|(hn, Tϕ)| = sup
ϕ∈D

|(χehn, Tϕ)| = sup
ϕ∈D

|(hn, χeTϕ)| → 0

при n→ ∞, так как по лемме Римана — Лебега [3, с. 125] |
∫
hnf dµ| → 0 при n→ ∞ для

любого f ∈ L1, откуда

sup
f∈F

∣∣∣∣
∫
hnf dµ

∣∣∣∣→ 0 при n→ ∞

для любого относительно компактного множества F в L1 (и, в частности, для F = PeTD)
вследствие равномерной ограниченности {hn} и существования конечной ε-сети для F
для любого ε > 0. Следовательно, 0 ∈ σC(T

∗). ⊲

Следствие. Пусть T : DT ⊂ L2 → L2 — неограниченный плотно определенный

замыкаемый интегральный оператор с вещественным неотрицательным симметричным

ядром. Если в DT существует вещественная неотрицательная функция, положительная

на множестве положительной меры, не содержащем атомов меры µ, то 0 ∈ σC(T ∗).

Замечание 1. Включение 0 ∈ σC(T
∗) позволяет существенно улучшить свойства

ядра интегрального оператора T с помощью перехода к унитарно эквивалентному ин-
тегральному оператору: в [5, теорема IV. 3.7] доказано, что если L2 — сепарабельное
пространство, то из 0 ∈ σC(T

∗) следует, что можно построить унитарный оператор
U : L2 → L2 такой, что UTU−1 — интегральный оператор с ядром M(x, y), удовле-
творяющим условию Карлемана

∫
|M(x, y)|2dµ(y) <∞

для µ-почти всех x ∈ X и условию Ахиезера: существует положительная функция b ∈ L0

такая, что |M(x, y)| 6 b(x)b(y) для (µ × µ)-почти всех (x, y) ∈ X ×X.

Замечание 2. Пусть L2 — сепарабельное пространство. Тогда интегральное уравне-
ние

αz(x)− λTz(x) = f(x), f(x) ∈ L2,
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где T — интегральный оператор, удовлетворяющий условиям теоремы 1, может быть
сведено явным линейным непрерывным обратимым преобразованием при α = 0 к экви-
валентному интегральному уравнению Фредгольма 1-го рода в L2 с ядерным оператором,
а при α 6= 0 к эквивалентному интегральному уравнению 2-го рода в L2 с квазивырож-
денным карлемановским ядром

N(x, y) =

∞∑

n=1

χgn(x)√
µgn

fn,λ(y), (4)

где {gn} — произвольная последовательность попарно не пересекающихся множеств изX
с конечными положительными мерами, {fn,λ} ⊂ L2.

Это утверждение непосредственно следует из построений статьи [6], так как в них
использовалось лишь включение 0 ∈ σC(T

∗). Заметим еще, что в [7] предложены два
приближённых метода решения интегральных уравнений 2-го рода в L2 с ядрами (4).
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Аннотация. Если дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 содержит максимальный локально
регулярный 1-код, совершенный относительно последней окрестности, то Γ имеет массив пересече-
ний {a(p+ 1), cp, a+ 1; 1, c, ap} или {a(p+ 1), (a+ 1)p, c; 1, c, ap}, где a = a3, c = c2, p = p333 (Юришич
и Видали). В первом случае Γ имеет собственное значение θ2 = −1 и Γ3 является псевдогеометри-
ческим графом для GQ(p + 1, a). Если c = a − 1 = q, p = q − 2, то Γ имеет массив пересечений
{q2 − 1, q(q− 2), q+2; 1, q, (q+1)(q− 2)}, q > 6. В работе изучены порядки и подграфы неподвижных
точек автоморфизмов гипотетического дистанционно регулярного графа с массивом пересечений
{48, 35, 9; 1, 7, 40} (q = 7). Пусть G = Aut(Γ) — неразрешимая группа, действующая транзитивно на
множестве вершин графа Γ, K = O7(G), T̄ — цоколь группы Ḡ = G/K. Тогда T̄ содержит единствен-
ную компоненту L̄, точно действующую на K, L̄ ∼= L2(7), A5, A6, PSp4(3) и для полного прообраза L
группы L̄ имеем La = Ka ×O7′(La) и |K| = 73 в случае L̄ ∼= L2(7), |K| = 74 в противном случае.

Ключевые слова: сильно регулярный граф, дистанционно регулярный граф, автоморфизм графа.
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1. Введение

Мы рассматриваем неориентированные графы без петель и кратных ребер. Для вер-
шины a графа Γ через Γi(a) обозначим i-окрестность вершины a, т. е. подграф, инду-
цированный Γ на множестве всех вершин, находящихся на расстоянии i от a. Положим
[a] = Γ1(a), a⊥ = {a} ∪ [a].

Пусть Γ — граф, a, b ∈ Γ, число вершин в [a] ∩ [b] обозначается через µ(a, b) (через
λ(a, b)), если a, b находятся на расстоянии 2 (смежны) в Γ. Далее, индуцированный [a]∩[b]
подграф называется µ-подграфом (λ-подграфом).

Система инцидентности с множеством точек P и множеством прямых L называется
α-частичной геометрией порядка (s, t), если каждая прямая содержит ровно s+1 точку,

#Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных исследований и ГФЕН
Китая, проект №20-51-53013.

c© 2020 Махнев А. А., Биткина В. В., Гутнова А. К.
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каждая точка лежит ровно на t+1 прямой, любые две точки лежат не более чем на одной
прямой, и для любого антифлага (a, l) ∈ (P,L ) найдется точно α прямых, проходящих
через a и пересекаюших l (обозначение: pGα(s, t)). В случае α = 1 геометрия называет-
ся обобщенным четырехугольником и обозначается GQ(s, t). Точечный граф геометрии
определяется на множестве точек P и две точки смежны, если они лежат на прямой.
Точечный граф геометрии pGα(s, t) сильно регулярен с v = (s+1)(1+ st/α), k = s(t+1),
λ = s − 1 + t(α − 1), µ = α(t + 1). Сильно регулярный граф с такими параметрами
для некоторых натуральных чисел α, s, t называется псевдогеометрическим графом для
pGα(s, t).

Если вершины u, w находятся на расстоянии i в Γ, то через bi(u,w) (через ci(u,w))
обозначим число вершин в пересечении Γi+1(u) (Γi−1(u)) с [w]. Граф Γ диаметра d на-
зывается дистанционно регулярным с массивом пересечений {b0, b1, . . . , bd−1; c1, . . . , cd},
если значения bi(u,w) и ci(u,w) не зависят от выбора вершин u, w на расстоянии i в Γ
для любого i = 0, . . . , d. Положим ai = k − bi − ci.

Для подмножества X автоморфизмов графа Γ через Fix(X) обозначается множество
всех вершин графа Γ, неподвижных относительно любого автоморфизма из X. Далее,
через plij(x, y) обозначим число вершин в подграфе Γi(x) ∩ Γj(y) для вершин x, y, нахо-
дящихся на расстоянии l в графе Γ. В дистанционно регулярном графе числа plij(x, y)

не зависят от выбора вершин x, y, обозначаются plij и называются числами пересечений

графа Γ [1].
Граф называется вершинно симметричным, если его группа автоморфизмов дей-

ствует транзитивно на множестве вершин.
Пусть Γ — граф диаметра d и e — натуральное число. Подмножество C вершин гра-

фа Γ называется e-кодом, если минимальное расстояние между двумя вершинами из C
не меньше 2e + 1. Для e-кода в дистанционно регулярном графе диаметра d = 2e + 1
выполняется граница |C| 6 pddd + 2. В случае равенства код называется максимальным.
Для максимального e-кода в дистанционно регулярном графе диаметра d = 2e + 1 вы-
полняется граница cd > adp

d
dd. В случае равенства код называется локально регулярным.

Наконец, для e-кода в дистанционно регулярном графе диаметра d = 2e + 1 выполня-
ется граница |C| 6 kd/

∑e
i=0 p

d
id + 1. В случае равенства код называется совершенным

относительно последней окрестности [2].
Если дистанционно регулярный граф Γ диаметра 3 содержит максимальный 1-код C,

являющийся локально регулярным и совершенным относительно последней окрестности,
то по предложению 5 из [2] Γ имеет массив пересечений {a(p + 1), cp, a + 1; 1, c, ap} или
{a(p + 1), (a + 1)p, c; 1, c, ap}, где a = a3, c = c2, p = p333. В первом случае Γ имеет
собственное значение θ2 = −1 и граф Γ3 является псевдогеометрическим для GQ(p+1, a).

В случае c = a− 1 = q, p = q− 2 по [2] граф Γ имеет массив пересечений {q2 − 1, q2 −
2q, q + 2; 1, q, (q + 1)(q − 2)}, q > 6, спектр (q2 − 1)1, (2q − 1)q(q

2−1)/6, −1(q+1)(q2+q−2)/2,
−(q + 1)q(q−1)(q−2)/3 и Γ̄2 является псевдогеометрическим графом для pG2(q − 1, 2q + 2).
При q = 7 получим массив пересечений {48, 35, 9; 1, 7, 40}.

В данной работе изучаются автоморфизмы гипотетического дистанционно регуляр-
ного графа Γ с массивом пересечений {48, 35, 9; 1, 7, 40}. Этот граф имеет v = 1 + 48 +
240 + 54 = 343 = 73 вершин и спектр 481, 1356, −1216, −870. Ввиду границы Дельсарта
максимальный порядок клики в Γ не больше 7, а максимальный порядок коклики в Γ не
больше 49. Далее, граф Γ3 является псевдогеометрическим для GQ(6, 8).

Теорема 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пересечений

{48, 35, 9; 1, 7, 40}, G = Aut(Γ), g — элемент из G простого порядка p и Ω = Fix(g). Тогда
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π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7} и выполняется одно из следующих утверждений:

(1) Ω — пустой граф, p = 7, α1(g) = 49(l+1+3s), α3(g) = 49(2l+1), и 3l+2+3s 6 7;

(2) Ω является 1-кликой, p = 3, α1(g) = 3(7l+16+21s), α3(g) = 42l+54 и 9l+9s+15 6

49;

(3) Ω является 7-кокликой, любые две вершины из Ω находятся на расстоянии 3,
p = 2, α1(g) = 14l − 18 + 42s и α3(g) = 28l − 36;

(4) Ω содержит ребро и либо Ω содержит вершины, находящиеся на расстоянии 2 в Γ
и p 6 11, либо Ω — объединение двух изолированных 4-клик, p = 5, α1(g) = 35s+20+105t
и α3(g) = 5 + 70s.

Следствие 1. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф, имеющий массив пере-

сечений {48, 35, 9; 1, 7, 40}, и неразрешимая группа G = Aut(Γ) действует транзитивно

на множестве вершин графа. Если K = O7(G), T̄ — цоколь группы Ḡ = G/K, то T̄
содержит единственную компоненту L̄, точно действующую на K, L̄ ∼= L2(7), A5, A6,

PSp4(3) и для полного прообраза L группы L̄ имеем La = Ka × O7′(La) и |K| = 73 в

случае L̄ ∼= L2(7), |K| = 74 в противном случае.

Для доказательства следствия полезна

Теорема 2. Пусть Γ — сильно регулярный граф с параметрами (343, 54, 5, 9) и спек-

тром 541, 5216,−9126, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G, αi(g) = pwi для

i > 0 и ∆ = Fix(g). Тогда выполняется одно из следующих утверждений:

(1) ∆ — пустой граф, p = 7 и α1(g) = 49(2s + 1);

(2) ∆ является n-кликой, либо p = 2, n = 7 и α1(g) = 28l, либо p = 3, n = 1, 4, 7
и α1(g) = 5n+ 7 + 42l;

(3) ∆ является m-кокликой, m > 1, p = 3, m ∈ {4, 7, . . . , 49} и α1(g) = 5m+ 7 + 42l;

(4) ∆ содержит ребро и является объединением изолированных клик, p = 3 и порядок

максимальной клики из ∆ равен 1 или 4;

(5) p 6 7.

2. Предварительные результаты

Сначала приведем один вспомогательный результат [3, теорема 2.3].

Лемма 1. Пусть Γ — сильно регулярный граф с параметрами (v, k, λ, µ) и вто-

рым собственным значением r. Если g — автоморфизм Γ и ∆ = Fix(g), то |∆| 6

v ·max{λ, µ}/(k − r).
По лемме 1 для графа с параметрами (343, 54, 7, 9) получим |∆| 6 343 · 9/49 = 63.

Лемма 2. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений

{48, 35, 9; 1, 7, 40}. Тогда для чисел пересечений графа Γ верны равенства

(1) p111 = 12, p112 = 35, p122 = 160, p123 = 45, p133 = 9;

(2) p211 = 7, p212 = 32, p213 = 9, p222 = 171, p223 = 36, p233 = 9;

(3) p312 = 40, p313 = 8, p322 = 160, p323 = 40, p333 = 5.

⊳ Доказательство следует из [1, лемма 4.1.7]. ⊲

Доказательство теорем опирается на метод Хигмена работы с автоморфизмами ди-
станционно регулярного графа, представленный в третьей главе монографии Камеро-
на [4]. При этом граф Γ рассматривается как симметричная схема отношений (X,R) с d
классами, где X — множество вершин графа, R0 — отношение равенства на X и для i 6 1
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класс Ri состоит из пар (u,w) таких, что d(u,w) = i. Для u ∈ Γ положим ki = |Γi(u)|,
v = |Γ|. Классу Ri отвечает граф Γi на множестве вершин X, в котором вершины u, w
смежны, если (u,w) ∈ Ri. Пусть Ai — матрица смежности графа Γi для i > 0 и A0 = I —
единичная матрица. Тогда AiAj =

∑
plijAl для чисел пересечений plij.

Пусть Pi — матрица, в которой на месте (j, l) стоит plij. Тогда собственные значе-
ния p1(0), . . . , p1(d) матрицы P1 являются собственными значениями графа Γ кратностей
m0 = 1, . . . ,md. Матрицы P и Q, у которых на месте (i, j) стоят pj(i) и qj(i) = mjpi(j)/ki
соответственно, называются первой и второй матрицей собственных значений схемы и
связаны равенством PQ = QP = vI.

Подстановочное представление группы G = Aut(Γ) на вершинах графа Γ обычным
образом дает матричное представление ψ группы G в GL(v,C). Пространство C

v яв-
ляется ортогональной прямой суммой собственных подпространств W0, . . . ,Wd матрицы
смежности A1 графа Γ. Для любого g ∈ G матрица ψ(g) перестановочна с A, поэтому под-
пространство Wi является ψ(G)-инвариантным. Пусть χi — характер представления ψWi .
Тогда (см. [4, § 3.7]) для g ∈ G получим

χi(g) = v−1
d∑

j=0

Qijαj(g),

где αj(g) — число точек x из X таких, что d(x, xg) = j.

Лемма 3. Пусть Γ — дистанционно регулярный граф с массивом пересечений

{48, 35, 9; 1, 7, 40}, G = Aut(Γ). Если g ∈ G, χ1 — характер проекции представления ψ
на подпространство размерности 56, χ2 — характер проекции представления ψ на подпро-

странство размерности 216, то αi(g) = αi(g
l) для любого натурального числа l, взаимно

простого с |g|, χ1(g) = (7α0(g)+2α1(g)−α3(g))/42−7/6 и χ2(g) = (9α0(g)+α3(g))/14−9/2.
Если |g| = p — простое число, то χ1(g)− 56 и χ2(g) − 216 делятся на p.

⊳ Имеем

Q =




1 1 1 1
56 91/6 −7/6 −28/3
216 −9/2 −9/2 20
70 −35/3 14/3 −35/3


 .

Значит, χ1(g) = (8α0(g) + 13α1(g)/6 − α2(g)/6 − 4α3(g)/3)/49. Подставляя α2(g) = 343 −
α0(g) − α1(g) − α3(g), получим χ1(g) = (7α0(g) + 2α1(g) − α3(g))/42 − 7/6.

Аналогично χ2(g) = (432α0(g) − 9α1(g) − 9α2(g) + 40α3(g))/686. Подставляя α1(g) +
α2(g) = 343 − α0(g) − α3(g), получим χ2(g) = (9α0(g) + α3(g))/14 − 9/2.

Остальные утверждения леммы следуют из [5, лемма 2]. ⊲

3. Автоморфизмы сильно регулярного графа с параметрами (343, 54, 5, 9)

В леммах 4–6 предполагается, что Γ — сильно регулярный граф с параметрами
(343, 54, 5, 9) и спектром 541, 5216, −9126, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p
из G, αi(g) = pwi для i > 0 и ∆ = Fix(g). Ввиду границы Хофмана максимальный по-
рядок клики K из Γ не больше 1 − k/θd = 7, максимальный порядок коклики C из Γ
не больше −vθd/(k − θd) = 49. В случае |K| = 7 любая вершина из Γ − K смежна с
единственной вершиной из K, а в случае |C| = 49 любая вершина из Γ−C смежна точно
с девятью вершинами из C.

Лемма 4. Выполняются следующие утверждения:
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(1) если ∆ — пустой граф, то p = 7 и α1(g) = 49(2s + 1);

(2) если ∆ является n-кликой, то p = 2, n = 7 и α1(g) = 28l;

(3) если ∆ является m-кокликой, m > 1, то p = 3, m ∈ {4, 7, . . . , 49} и α1(g) =
5m+ 7 + 42l;

(4) если ∆ содержит ребро и является объединением изолированных клик, то p = 3
и порядок максимальной клики из ∆ равен 1 или 4.

⊳ Имеем

Q =




1 1 1
216 20 −9/2
126 −21 7/2


 .

Пусть ϕ2 — проекция мономиального представления G на подпространство размерно-
сти 126. Тогда ϕ2(g) = (36α0(g) − 6α1(g) + α2(g))/98. Подставляя α2(g) = 343 − α0(g) −
α1(g), получим ϕ2(g) = (5α0(g) − α1(g) + 49)/14.

Пусть ∆ — пустой граф. Так как v = 73, то p = 7. Далее, число ϕ2(g) = (−α1(g) +
49)/14 делится на 7, поэтому α1(g) = 49(2s + 1).

Пусть ∆ является n-кликой. Если n = 1, то p делит 54 и 288, поэтому p = 2. В этом
случае число ϕ2(g) = (54 − α1(g))/14 четно, поэтому α1(g) = 28l. Далее, числа λ и µ
нечетны, поэтому любая вершина из Γ−∆ смежна с вершиной из ∆, противоречие.

Если n > 1, то для двух вершин a, b ∈ ∆ элемент g действует без неподвижных точек
на [a]∩ [b]−∆, [a]− b⊥ и на Γ−a⊥. Отсюда p делит 7−n, 48 и 288, поэтому p = 2. Далее,
числа λ и µ нечетны, поэтому любая вершина из Γ−∆ смежна с вершиной из ∆ и n = 7.
Далее, число ϕ2(g) = 6− α1(g)/14 четно, поэтому α1(g) = 28l.

Пусть ∆ является m-кокликой, m > 1. Для двух вершин a, b ∈ ∆ элемент g действует
без неподвижных точек на [a] ∩ [b] и на Γ− (a⊥ ∪ b⊥ ∪∆). Отсюда p делит 9 и 244 −m,
поэтому p = 3, m ∈ {4, 7, . . . , 49}, ϕ2(g) = (5m − α1(g) + 49)/14 и α1(g) = 5m+ 49 + 42l.
Если m = 49, то каждая вершина из Γ−∆ смежна с 9 вершинами из ∆ и α1(g) = 0.

Пусть ∆ содержит ребро и является объединением изолированных клик. Тогда p
делит 9 и 7− t, где t — порядок максимальной клики из ∆, поэтому t ∈ {1, 4}. ⊲

Лемма 5. Выполняются следующие утверждения:

(1) [a] не содержится в ∆ для любой вершины a ∈ Γ;

(2) Γ не содержит собственных сильно регулярных подграфов с параметрами

(v′, k′, 5, 9);

(3) p 6 7.

⊳ Пусть [a] ⊂ ∆ для некоторой вершины a. Тогда для любой вершины u ∈ Γ2(a)−∆
орбита u〈g〉 не содержит геодезических 2-путей и является кокликой.

Если |∆| = 55, то p делит 288, ϕ2(g) = (324−α1(g))/14 = 324/14, противоречие. Если
же b ∈ ∆− a⊥, то [b] ⊂ ∆, противоречие.

Допустим, что Γ содержит собственный сильно регулярный подграф Σ с параметрами
(v′, k′, 5, 9). Тогда 4(k′−9)+16 = n2, поэтому n = 2l, k′ = l2+5, l 6 6, Σ имеет неглавные
собственные значения l − 2, −2− l и кратность l − 2 равна (l + 1)(l2 + 5)(l2 + l + 7)/18l.
Отсюда l = 5, v′ − k′ − 1 = 80 и Σ имеет параметры (111, 30, 5, 9). Теперь число ребер
между Σ и Γ − Σ равно 111 · 24, противоречие с тем, что некоторая вершина из Γ − Σ
смежна по крайней мере с двумя вершинами из Σ.

Если p > 11, то ∆ — сильно регулярный подграф с параметрами (v′, k′, 5, 9), проти-
воречие. Значит, p 6 7. ⊲

Из лемм 4–5 следует теорема 2.
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4. Автоморфизмы дистанционно регулярного графа
с массивом пересечений {48, 35, 9; 1, 7, 40}

В леммах 6–7 предполагается, что Γ — дистанционно регулярный граф с массивом
пересечений {48, 35, 9; 1, 7, 40}, G = Aut(Γ), g — элемент простого порядка p из G и
Ω = Fix(g).

Лемма 6. Выполняются следующие утверждения:

(1) если Ω — пустой граф, то p = 7, α1(g) = 49(l + 1 + 3s) и α3(g) = 49(2l + 1),
3l + 2 + 3s 6 7;

(2) если Ω является n-кликой, то n = 1, p = 3, α1(g) = 3(7l+16+21s), α3(g) = 42l+54
и 9l + 9s+ 15 6 49;

(3) если Ω является m-кокликой, m > 1, то любые две вершины из Ω находятся

на расстоянии 3 в Γ, p = 2, m = 7, α1(g) = 14l − 18 + 42s и α3(g) = 28l − 36;

(4) если Ω содержит ребро, то либо Ω содержит вершины, находящиеся на расстоянии

2 в Γ, либо Ω — объединение двух изолированных 4-клик, p = 5, α1(g) = 35s+ 20 + 105t
и α3(g) = 5 + 70s.

⊳ Пусть Ω — пустой граф. Так как v = 343, то p = 7, число χ2(g) = (α3(g) − 63)/14
сравнимо с 6 по модулю 7, поэтому α3(g) = 63 + 14(7l + 6) = 49 + 98l.

Далее, число χ1(g) = (α1(g)− 49(l + 1))/21 делится на 7, поэтому α1(g) = 49(l + 1) +
147s = 49(l + 1 + 3s). Утверждение (1) доказано.

Пусть Ω является n-кликой. Если n = 1, то p делит 48 и 54, поэтому p = 2, 3. Имеем
p133 = 9, p233 = 9 и p333 = 5, поэтому p 6= 2. Если p = 3, то число χ2(g) = (9+α3(g)− 63)/14
делится на 3, α3(g) = 42l + 54.

Далее, число χ1(g) = (7+2α1(g)− 6(7l+9)− 49)/42 = (α1(g)− 21l− 48)/21 сравнимо
с 2 по модулю 3, поэтому α1(g) = 21l + 48 + 63s.

Если n > 1, то p делит 14− n, 54 и 35, противоречие. Утверждение (2) доказано.
Пусть Ω является m-кокликой, m > 1. Если любые две вершины из Ω находятся на

расстоянии 3, то из равенств p313 = 8, p333 = 5 следует, что p = 2 и m ∈ {3, 5, 7}. Так как
любая вершина из Γ− Ω находится на расстоянии 3 от вершины из Ω, то m = 7. Далее,
число χ2(g) = (63 + α3(g) − 27)/14 четно, поэтому α3(g) = 28l − 36. Аналогично число
χ1(g) = (α1(g)− 14l + 18)/21 четно и α1(g) = 14l − 18 + 42s.

Если Ω содержит две вершины на расстоянии 2, то p делит 48 и 7, противоречие.
Утверждение (3) доказано.

Пусть Ω содержит ребро и не содержит вершин, находящихся на расстоянии 2 в Γ.
Тогда Ω является объединением l изолированных клик, и любые две вершины из разных
клик находятся на расстоянии 3 в Γ. Так как p112 = 35 и p312 = 40, то p = 5 и порядки
максимальных клик из Ω равны 4. Далее, p333 = 5, поэтому l = 2, число χ2(g) = (72 +
α3(g) − 63)/14 сравнимо с 1 по модулю 5, поэтому α3(g) = 5 + 70s. Число χ1(g) = (1 +
α1(g) − 35s)/21 сравнимо с 1 по модулю 5 и α1(g) = 35s + 20 + 105t. ⊲

Лемма 7. Если Ω содержит вершины a, b на расстоянии 2 в Γ, то p 6 11.

⊳ Пусть Ω содержит вершины a, b на расстоянии 2 в Γ и Ω0 — содержащая a, b
связная компонента графа Ω.

Если p > 13, то Ω0 — вполне регулярный граф с параметрами (v′, k′, 12, 7). Если
Ω0 — сильно регулярный граф, то 4(k′ − 7) + 25 = n2. В этом случае n = 2w + 1 и
k′ = w2 + w + 1. Неглавные собственные значения Ω0 равны w + 3 и 2 − w, причем
кратность w+3 равна (w− 3)(w2+w+1)(w2+2w− 1)/(7(2w+1)). Далее, (w− 3, 2w+1)
делит 7, (w2 + w + 1, 2w + 1) = (2w2 + 2w + 2, 2w2 + w) = (w + 2, 2w + 1) делит 3 и
(w2 +2w− 1, 2w+1) = (2w2 +4w− 2, 2w2 +w) = (3w− 2, 2w+1) делит 7. Отсюда 2w+1
делит 49 · 3 и 2w + 1 = 7, противоречие.
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Если Ω — несвязный граф, то k′ 6 8, противоречие. Итак, Ω — связный граф диа-
метра, большего 2. В случае k′ > 25 получим |Ω| > 1 + 25 + 25 · 12/7 + 1. Противоречие
с тем, что по лемме 1 имеем |Ω| 6 63. В случае k′ 6 17 получим b1(Ω) 6 4, k′ > 3b1(Ω) и
диаметр Ω не больше 2, противоречие.

Если k′ = 18, то p делит 30. Если k′ = 19, то p = 29, b1(Ω) = 6, k′ > 3b1(Ω) и диаметр Ω
не больше 2, противоречие.

Если k′ = 20, то p делит 28. Если k′ = 21, то p делит 27. Если k′ = 22, то p = 13,
|Ω3(a)| > 15 и |Ω| > 1 + 22 + 22 · 9/7 + 15, противоречие.

Если k′ = 23, то p делит 25. Если k′ = 24, то p делит 24. В любом случае имеем
противоречие. ⊲

Из лемм 6–7 следует теорема 1.

5. Вершинно симметричный дистанционно регулярный граф
с массивом пересечений {48, 35, 9; 1, 7, 40}

До конца работы будем предполагать, что Γ — дистанционно регулярный граф с мас-
сивом пересечений {39, 36, 4; 1, 1, 36} и неразрешимая группа G = Aut(Γ) действует тран-
зитивно на множестве вершин графа. Для вершины a ∈ Γ получим |G : Ga| = 343. Ввиду
теорем 1–2 имеем π(G) ⊆ {2, 3, 5, 7}. Пусть K = O7(G), T̄ — цоколь группы Ḡ = G/K.

Лемма 8. Пусть U — элементарная абелева подгруппа из G порядка 49, gi, i ∈
{1, 2, . . . , 8} порождают различные подгруппы порядка 7 из U , Ωi = Fix(gi) и Ω0 =
Fix(U). Тогда выполняются следующие утверждения:

(1) если a ∈ Ω0, то [a] и Γ3(a) содержатся в ∪iΩ
i, и на Γ нет U -орбит длины 49;

(2) Ω0 — пустой граф.

⊳ Число χ2(gi) = (9|Ωi|+α3(gi)− 63)/14 сравнимо с 6 по модулю 7, поэтому α3(gi) =
98li+49−9|Ωi|. Далее, число χ1(gi) = (8|Ωi|+α1(gi)−49li−49)/21 делится на 7, поэтому
α1(gi) = 49li + 49 − 8|Ωi| + 147si. Если α0(gi) = 35, то α3(gi) = 98li − 294 и α1(gi) =
49li − 280 + 147si.

Пусть a ∈ Ω0. Из действия U на [a], на Γ2(a) и на Γ3(a) следует, что Ω0 содержит не
менее 6 вершин из [a], не менее 2 вершин из Γ2(a) и не менее 5 вершин из Γ3(a).

Для b ∈ [a]∩Ω0 следует, что [a]∩ [b] содержи 5 или 12 вершин из Ω0. Заметим, что [a]
и Γ3(a) содержатся в ∪iΩ

i. В противном случае Γ3(a) содержит U -орбиту длины 49.
Противоречие с действием U на [d] ∩ Γ3(a) для d ∈ Γ3(a) ∩ Ω0. Если Γ2(a) содержит U -
орбиту ∆ длины 49, u ∈ ∆, то u смежна с 9 вершинами из Γ3(a). Вершина d ∈ Γ3(a)∩ [u]
попадает в Ωi для некоторого i и d смежна с 7 вершинами из ∆. Противоречие с тем, что
число ребер между ∆ и Γ3(a) равно 9 ·49, но не больше 54 ·7. Утверждение (1) доказано.

Если |Ω0| > 28, то ввиду леммы 1 имеем |Γ − Ω0| 6 8 · 35 = 280, противоречие.
Значит, |Ω0| 6 21. Далее, 3 = 40, поэтому вершина из Γ3(a) ∩ Ω0 смежна с 5 верши-
нами из Γ2(a) ∩Ω0. Поэтому Ω0 содержит точно 6 вершин из [a], 9 вершин из Γ2(a) и
5 вершин из Γ3(a) для любой вершины a ∈ Ω0. Теперь число ребер между Γ3(a) ∩ Ω0 и
Γ2(a)∩Ω0 равно 25, а число ребер между Γ2(a)∩Ω0 и Γ3(a)∩Ω0 равно 18, противоречие.
Утверждение (2) доказано. ⊲

Ввиду леммы 8 группа Ga имеет циклическую силовскую 7-подгруппу.

Лемма 9. Выполняются следующие утверждения:

(1) если 7 делит порядок компоненты L группы T̄ , то L фиксирует вершину из Γ,

|K : Ka| = 73, группа L изоморфна L2(7) и точно действует на K;
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(2) если 7 не делит порядок компоненты M группы T̄ , то группа M =Ma изоморфна

A5, A6 или PSp4(3), M не централизует K и |K : Ka| делит 73.

⊳ По таблице 1 из [6] группа L изоморфна L2(7), L2(8), U3(3), A7, L2(49), U3(5),
L3(4), A8, A9, A10, J2, U4(3),PSp5(7), Sp6(2) или Ω+

8 (2).
Так как |L : La| делит 73, то группа L изоморфна L2(7) или A7. Если |L : La| = 7,

то |K : Ka| = 72, La централизует K и поточечно фиксирует aK . Если K — неабе-
лева группа, то коммутант K ′ содежится в Ka, противоречие. Теперь для подгруппы
U = [K,La] порядка 9 орбита aU содержит 49 вершин, противоречие с леммой 8. Итак,
L = La, |K : Ka| = 73 и L точно действует на K. Отсюда группа L изоморфна L2(7).
Утверждение (1) доказано.

Если 7 не делит порядок компоненты M группы T̄ , то группа M = Ma является
{2, 3, 5}-группой. Поэтому M изоморфна A5, A6 или PSp4(3). Далее |K : Ka| делит 73.
Если M централизует K, то получим противоречие с тем, что M поточечно фиксиру-
ет aK . ⊲

Лемма 10. T̄ содержит единственную компоненту L̄, точно действующую на K,

L̄ ∼= L2(7), A5, A6, PSp4(3) и для полного прообраза L группы L̄ имеем La = Ka×O7′(La)
и |K| = 73 в случае L̄ ∼= L2(7), |K| = 74 в противном случае.

⊳ По лемме 9 любая компонента L̄ группы T̄ фиксирует вершину a. Если |L̄| не
делится на 7, то по лемме 9 L̄ ∼= L2(7), A5, A6, PSp4(3) и L̄ не централизует K. Пусть
L — полный прообраз компоненты L̄. Тогда La = Ka ×O7′(La).

Если |L̄| делится на 7, то по лемме 9 имеем |K : Ka| = 73, поэтому K — элементарная
абелева подгруппа порядка 73, L̄ изоморфна L2(7) и |Ḡ : L̄| делит 2.

Допустим, что |La| не делится на 7. Так как GL3(7) не имеет секций, изоморфных
A5, A6 или PSp4(3), то |K : (K)| делится на 74. Далее, группа Ga имеет циклическую
силовскую 7-подгруппу, поэтому (K) фиксирует a, (K) = 1 и |K| = 74. ⊲

Следствие 1 доказано.
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АППРОКСИМАТИВНЫЕ СВОЙСТВА
ДИСКРЕТНЫХ СУММ ФУРЬЕ ПО МНОГОЧЛЕНАМ,
ОРТОГОНАЛЬНЫМ НА НЕРАВНОМЕРНЫХ СЕТКАХ
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Аннотация. В данной работе для произвольной непрерывной на отрезке [−1, 1] функции f(x)
в случае целых положительных α и β построены дискретные суммы Фурье Sα,β

n,N (f, x) по систе-

ме многочленов {p̂α,β
k,N (x)}N−1

k=0 , образующих ортонормированную систему на неравномерных сетках

ΩN = {xj}
N−1
j=0 , состоящих из конечного числа N точек отрезка [−1, 1] с весом типа Якоби. Ис-

следуются аппроксимативные свойства построенных частных сумм Sα,β
n,N (f, x) порядка n 6 N − 1

в пространстве непрерывных функциийC[−1, 1]. А именно, получена двусторонняя поточечная оцен-
ка для функции Лебега Lα,β

n,N (x) рассматриваемых дискретных сумм Фурье при n = O
(

δ
−1/(λ+3)
N

)

,
λ = max{α, β}, δN = max06j6N−1 ∆tj . Соответственно, исследован также вопрос сходимости
Sα,β
n,N (f, x) к f(x). В частности, получена оценка отклонения частичной суммы Sα,β

n,N (f, x) от f(x)

при n = O
(

δ
−1/(λ+3)
N

)

, которая также зависит от n и положения точки x ∈ [−1, 1].

Ключевые слова: многочлен, ортогональная система, сетка, вес, асимптотическая формула, суммы
Фурье, функция Лебега.
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1. Введение

В различных прикладных и теоретических задачах, связанных с обработкой, сжа-
тием и передачей дискретной информации, вопросы приближения функций, заданных
на дискретных системах точек (сетках), часто решаются с помощью рядов Фурье по
соответствующей системе ортонормированных на этих сетках многочленов. Как извест-
но, решение этой же задачи сводится к оценке функции Лебега рассматриваемых сумм
Фурье. И здесь следует отметить, что эти задачи были предметом исследования в ра-
ботах многих авторов, среди которых мы укажем лишь те работы, которые посвящены
изучению функции Лебега сумм Фурье — Якоби, сходимости рядов Фурье Якоби и их
дискретных аналогов [1–16].

В первую очередь отметим, из рассуждений, содержащихся в [1, 9.3], легко следует,
что на отрезке [−1+ε, 1−ε], где ε > 0, функция Лебега сумм Фурье — Якоби есть O(lnn).

c© 2020 Нурмагомедов А. А.
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Далее, Г. Рау установил [2], что в точках x = −1 и x = 1 функция Лебега сумм Фурье —
Якоби имеет порядок nβ+

1
2 и nα+

1
2 соответственно. Для многочленов Лежандра Т. Грону-

оллом было показано [3], что функция Лебега принимает наибольшее значение на концах
отрезка ортогональности. Такое же утверждение справедливо и при целых, полуцелых
и равных друг другу α и β. Далее, в работе [5] при α, β > −1

2 получен точный порядок
роста функции Лебега сумм Фурье — Якоби, что уточняет более раннюю оценку тех же
авторов [4]:

Lα,β
n (x) 6 c(α, β)

{
ln(n+ 1) +

nα+
1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+

1
2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

}
,

x ∈ [−1, 1], n = 1, 2, . . .
В работе [6] И. И. Шарапудиновым исследован вопрос о сходимости частных сумм

Фурье — Чебышева Sn,N(f) = Sn,N(f, x) порядка n 6 N − 1 по многочленам Чебышева
{τn,N (x)}N−1

n=0 , образующим ортонормированную систему с весом µN (x) = 2/N на мно-
жестве Ω = {−1 + 2j/(N − 1)}N−1

j=0 к функции f ∈ C[−1, 1]. А именно, доказано, что при

n = O(N
1
2 ) норма оператора Sn,N = Sn,N(f) в C[−1, 1] имеет порядок ‖ Sn,N ‖= O(n

1
2 ).

И по аналогии с этими работами мы также исследовали аппроксимативные свойства
частных сумм Фурье по многочленам, ортогональным на произвольных сетках отрезка
[−1, 1] (см. [7–10]).

Пусть α, β — целые неотрицательные числа, Ω = {tj}Nj=0 — дискретное множество
(сетка), состоящее из конечного числа различных точек отрезка [−1, 1], −1 = t0 < t1 <
. . . < tN−1 < tN = 1. Рассмотрим также еще одну сетку ΩN = {x0, x1, . . . , xN−1}, состоя-
щую из N точек xj , где

xj =
tj + tj+1

2
, j = 0, 1, . . . , N − 1.

Через
p̂α,βk,N(x) = p̂α,βk (x; ΩN ) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (1.1)

обозначим последовательность многочленов, образующих ортонормированную систему
на сетке ΩN в следующем смысле (0 6 n,m 6 N − 1):

(
p̂α,βn,N , p̂

α,β
m,N

)
=

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂α,βn,N(xj)p̂
α,β
m,N (xj)∆tj = δnm, (1.2)

где ∆tj = tj+1 − tj, j = 0, 1, . . . , N − 1.
Далее, пусть

δN = max
06j6N−1

∆tj, (1.3)

æ2 — наименьшая константа в неравенстве типа В. А. Маркова для оценки производных
алгебраических многочленов в метрике пространства L1[−1, 1] (см. [17, 18]):

1∫

−1

|q′′n(x)| dx 6 æ2n
4

1∫

−1

|qn(x)| dx,

P̂α,β
n (x) — ортонормированный многочлен Якоби, C[−1, 1] — пространство непрерыв-

ных на отрезке [−1, 1] функций f(x) с нормой ‖f‖ = ‖f‖C[−1,1] = max−16x61 |f(x)|,
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Pn — пространство алгебраических многочленов степени не выше n, En(f) =
min ln∈Pn ‖f − ln‖C[−1,1] — наилучшее приближение функции f алгебраическими мно-
гочленами степени не выше n.

Здесь и далее через c, c(a, b), c(α, β, a, b) обозначаются положительные постоянные,
зависящие лишь от указанных параметров и, вообще говоря, разные в разных местах.

Через Sα,β
n,N(f) = Sα,β

n,N(f, x) обозначим частную сумму n-го порядка ряда Фурье функ-

ции f(x) по системе {p̂α,βk,N (x)}N−1
k=0 , т. е.

Sα,β
n,N (f) =

n∑

k=0

f̂α,βk,N p̂
α,β
k,N(x),

где f̂α,βk,N =
∑N−1

j=0 (1− xj)
α(1 + xj)

βf(xj)p̂
α,β
k,N (xj)∆tj .

Как известно, задача об оценке отклонения частной суммы Sα,β
n,N(f) ряда Фурье функ-

ции f ∈ C[−1, 1] по системе {p̂α,βk,N (x)}N−1
k=0 от самой функции f при x ∈ [−1, 1] посред-

ством неравенства Лебега
∣∣∣f(x)− Sα,β

n,N (f, x)
∣∣∣ 6 (1 + Lα,β

n,N (x))En(f) (1.4)

сводится к оценке функции Лебега

Lα,β
n,N(x) =

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj, (1.5)

где

Kα,β
n,N (x, xj) =

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂α,βk,N (xj). (1.6)

Отметим, что полученные нами в данной работе оценки функции (1.5) и разности
|f(x)− Sα,β

n,N(f, x)| также учитывают величину номера n и положение точки x ∈ [−1, 1].

2. Вспомогательные утверждения

Здесь мы, в первую очередь, приведем ранее полученные нами результаты [11], ко-
торые необходимы для дальнейшего исследования.

Теорема 2.1. Пусть α, β — целые неотрицательные числа, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4

и 1 6 n 6 aδ
− 1

2
N . Тогда имеет место асимптотическая формула

p̂α,βn,N(x) = P̂α,β
n (x) + vα,βn,N (x), (2.1)

для остаточного члена vα,βn,N(x) которой справедлива оценка

∣∣∣vα,βn,N(x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)δNn

5
2

[√
1− x+

1

n

]−α− 1
2
[√

1 + x+
1

n

]−β− 1
2

. (2.2)

Теорема 2.2. Пусть α, β — целые неотрицательные числа, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 ,

1 6 n 6 aδ
− 1

2
N , −1 6 x 6 1. Тогда существует постоянная c(α, β, a, b) > 0 такая, что

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)

(
δNn

5
2 + 1

) [√
1− x+

1

n

]−α− 1
2
[√

1 + x+
1

n

]−β− 1
2

. (2.3)
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Далее, в качестве следствий выше приведенных теорем отметим следующие утвер-
ждения.

Следствие 2.1. Пусть α, β — целые неотрицательные числа, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 и n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, λ = max{α, β}. Тогда имеет место асимптотическая формула

p̂α,βn,N(x) = P̂α,β
n (x) + vα,βn,N (x), (2.4)

для остаточного члена vα,βn,N (t) которой cправедлива оценка

∣∣∣vα,βn,N (x)
∣∣∣ = O(1). (2.5)

Следствие 2.2. Пусть α, β — целые неотрицательные числа, 0 < b < 1, 0 < a 6
{
1−b
2æ2

} 1
4 и n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, λ = max{α, β}. Тогда имеют место следующие оценки:

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)nβ+

1
2 , −1 6 x 6 −1 + cn−2, (2.6)

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)nα+

1
2 , 1− cn−2

6 x 6 1, (2.7)
∣∣∣p̂α,βn,N (x)

∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)(1 − x)−
α
2
− 1

4 , 0 6 x 6 1− cn−2, (2.8)
∣∣∣p̂α,βn,N (x)

∣∣∣ 6 c(α, β, a, b)(1 + x)−
β
2
− 1

4 , −1 + cn−2
6 x 6 0. (2.9)

Пользуясь аналогичными рассуждениями [11, п. 2, лемма 2.2], нетрудно показать, что
имеет место следующее утверждение.

Лемма 2.1. Пусть α, β > −1, δN 6 cn−2, tp = min{−1 + cn−2 6 tj 6 1− cn−2},
tq+1 = max{−1 + cn−2 6 tj 6 1− cn−2}, x∗1 = (tp + tp+1)/2, x

∗
2 = (tq + tq+1)/2. Тогда для

ортонормированного многочлена Якоби P̂α,β
n (x) имеет место формула

∑

x∗
16xj6x∗

2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
P̂α,β
n (xj)

)2
∆tj = 1− rn,N ,

в которой

|rn,N | 6 c(α, β)
[
δ2Nn

3 + n−1 +
(
δN + n−2

) 1
2
]
.

Далее, приведем без доказательства следующее утверждение [12, § 2, лемма 1].

Лемма 2.2. Пусть функция f(t) непрерывна и неотрицательна на промежутке [a1, b1]
и {tj}mj=0 — сетка такая, что a1 < t0 < t1 < . . . < tm < b1. Пусть ∆tj = tj+1 − tj и

[a2, b2] ⊂ [a1, b1]. Тогда, если

1) f(t) монотонно возрастает на [a2, b2], то

∑

a26tj6b2

f(tj)∆tj 6

b2∫

a2

f(x) dx+ f(b2)∆
∗, (2.10)

2) f(t) монотонно убывает на [a2, b2], то

∑

a26tj6b2

f(tj)∆tj 6

b2∫

a2

f(x) dx+ f(a2)∆
∗, (2.11)

где ∆∗ = maxj ∆tj.
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3. Некоторые свойства многочленов Якоби

Мы здесь приведем некоторые сведения о многочленах Якоби [1, 13]. Определим
многочлены Якоби Pα,β

n (x) (n = 0, 1, 2, . . . ) с помощью формулы Родрига:

Pα,β
n (x) =

(−1)n

2nn!

1

k(x)

dn

dxn
{
k(x)σn(x)

}
,

где α, β — произвольные действительные числа, σ(x) = 1 − x2, k(x) = k(x;α, β) =
(1−x)α(1+x)β . Если α, β > −1, то многочлены Якоби образуют ортогональную систему
с весом k(x), т. е.

1∫

−1

k(x)Pα,β
n (x)Pα,β

m (x) dx = hα,βn δnm,

где hα,βn = 2α+β+1Γ(n+α+1)Γ(n+β+1)
n!(2n+α+β+1)Γ(n+α+β+1) , и, следовательно, hα,βn ≍ n−1, n = 1, 2, . . .

Ниже нам понадобятся следующие свойства многочленов Якоби:
1) весовая оценка (−1 6 x 6 1)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)

(√
1− x+

1

n

)−α− 1
2
(√

1 + x+
1

n

)−β− 1
2

; (3.1)

в частности,

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β) (1− x)−

α
2
− 1

4
(
0 6 x 6 1− n−2

)
; (3.2)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)nα+

1
2

(
1− n−2

6 x 6 1
)
; (3.3)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β) (1 + x)−

β
2
− 1

4
(
−1 + n−2

6 x 6 0
)
; (3.4)

√
n
∣∣Pα,β

n (x)
∣∣ 6 c(α, β)nβ+

1
2

(
−1 6 x 6 −1 + n−2

)
; (3.5)

2) равенство

Pα,β
n+1(x) =

n+ α+ 1

n+ 1
Pα,β
n (x)− 2n + α+ β + 2

2(n+ 1)
(1− x)Pα+1,β

n (x). (3.6)

4. Сходимость сумм Фурье по многочленам p̂α,βn,N(x)

Имеет место следующее утверждение.

Теорема 4.1. Пусть f ∈ C[−1, 1], α, β — целые положительные числа, λ = max{α, β},
n = O

(
δ
−1/(λ+3)
N

)
, 0 < b < 1, 0 < a 6

{
1−b
2æ2

} 1
4 . Тогда справедливо неравенство

(−1 6 x 6 1)

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣
]
.

⊳ Чтобы оценить функцию Lα,β
n,N(x), мы рассмотрим два случая [13, 14]:

1) 0 6 x 6 1− 4n−2;
2) 1− 4n−2 6 x 6 1.
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Пусть 0 6 x 6 1− 4n−2. Сумму в правой части равенства (1.5) представим по следу-
ющей схеме:

Lα,β
n,N (x) 6

∑

−1<xj6− 1
2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

τ26xj<1

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj = σ1 + σ2 + σ3 + σ4, (4.1)

где τ1 = x−
√
1−x2

n , τ2 = x+
√
1−x2

n .

В первую очередь покажем, если kα,βn,N — старший коэффициент многочлена p̂α,βn,N(x),

то множитель
kα,β
n,N

kα,β
n+1,N

в формуле Кристоффеля — Дарбу (n 6 N − 2)

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂α,βk,N (xj) =
kn,N
kn+1,N

p̂α,βn+1,N(x)p̂α,βn,N (xj)− p̂α,βn,N(x)p̂α,βn+1,N (xj)

x− xj
(4.2)

есть величина ограниченная.
В действительности, с одной стороны, в силу [11, лемма 3.4] мы находим

kα,βn,N

kα,βn+1,N

>
1

4(1 + c(α, β, a, b)δ2Nn
3)
.

А с другой стороны, посредством аналогичных рассуждений, содержащихся в [15, § 3,
1.3.6], имеем

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂α,βn+1,N(xj)xj p̂
α,β
n,N (xj)∆tj

=
kα,βn,N

kα,βn+1,N

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
p̂α,βn+1,N (xj)

)2
∆tj

+

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂α,βn+1,N (xj)q̂n,N(xj)∆tj ,

где q̂n,N(xj) — многочлен степени не выше n. В силу (1.2) вторая сумма в последнем
равенстве равна нулю. После, применяя неравенство Коши — Буняковского, получаем

kα,βn,N

kα,βn+1,N

6

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β |p̂n+1,N(xj)| |xj p̂n,N(xj)|∆tj

6 max {|x0|, |xN−1|}
(

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
p̂α,βn+1,N(xj)

)2
∆tj

) 1
2

×
(

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β
(
p̂α,βn,N (xj)

)2
∆tj

) 1
2

6 1.
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Таким образом, мы показали, что

1

4(1 + c(α, β, a, b)δ2Nn
3)

6
kα,βn,N

kα,βn+1,N

6 1. (4.3)

Оценим σ1. В силу (4.2), (4.3), (2.6), (2.9) и (2.10) находим

σ1 =
∑

−1<xj6−1+4n−2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

−1+4n−2<xj6− 1
2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

6 c(α, β, a, b)
(∣∣∣p̂α,βn+1,N (x)

∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣∣
)

×
[
n−β+ 1

2

∑

−1<xj6−1+4n−2

∆tj +
∑

−1+4n−2<xj6− 1
2

(1 + xj)
β
2
− 1

4∆tj

]

6 c(α, β, a, b)
(∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣∣
) [

n−β− 3
2 +

− 1
2∫

−1+4n−2

(1 + ξ)
β
2
− 1

4 dξ + 2−
β
2
+ 1

4 δN

]

6 c(α, β, a, b)
(∣∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣
)
.

(4.4)
Теперь оценим σ2. В силу (2.1), (4.2) и (4.3) получаем

σ2 6





∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n+1(x)P̂

α,β
n (xj)− P̂α,β

n (x)P̂α,β
n+1(xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n+1(x)υ

α,β
n,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n (xj)υ

α,β
n+1,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
υα,βn+1,N(x)υα,βn,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n (x)υα,βn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
P̂α,β
n+1(xj)υ

α,β
n,N (x)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣
υα,βn,N (x)υα,βn+1,N (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj





= σ21 + σ22 + σ23 + σ24 + σ25 + σ26 + σ27.

(4.5)
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Займемся σ21. Пользуясь тождеством (3.6)

Pα,β
n+1(x)P

α,β
n (xj)− Pα,β

n (x)Pα,β
n+1(xj)

=

(
1 +

α+ β

2n+ 2

)[
(1− xj)P

α+1,β
n (xj)P

α,β
n (x)− (1− x)Pα+1,β

n (x)Pα,β
n (xj)

]
,

имея в виду, что

P̂α,β
n (x) = {hα,βn }− 1

2Pα,β
n (x),

и в силу (2.8), (2.9) находим

σ21 6 c(α, β, a, b)

(
1 +

α+ β

2n+ 2

) ∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

×
∣∣∣∣∣
(1− xj)P̂

α+1,β
n (xj)P̂

α,β
n (x)− (1− x)P̂α+1,β

n (x)P̂α,β
n (xj)

x− xj

∣∣∣∣∣∆tj

6 c(α, β, a, b)
∣∣∣P̂α,β

n (x)
∣∣∣

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
+ 1

4

x− xj
∆tj

+ c(α, β, a, b)
∣∣∣(1− x)P̂α+1,β

n (x)
∣∣∣

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
− 1

4

x− xj
∆tj = σ

(1)
21 + σ

(2)
21 .

(4.6)

Далее, учитывая известное неравенство

|µ+ ν|γ 6 c(γ)
[
|µ|γ + |ν|γ

]
, γ > 0, (4.7)

и (2.10), (2.11), получаем
(
n = O

(
δ
− 1

(α+3)

N

))
:

(1− xj)
α
2
+ 1

4 6 c(α)
[
(1− x)

α
2
+ 1

4 + (x− xj)
α
2
+ 1

4

]
,

σ
(1)
21 6 c(α, β, a, b)




∑

− 1
2
6xj6τ1

∆tj
x− xj

+
∣∣∣P̂α,β

n (x)
∣∣∣

∑

− 1
2
6xj6τ1

(x− xj)
α
2
− 3

4∆tj




6 c(α, β, a, b)




τ1∫

− 1
2

dζ

x− ζ
+ δNn

2 +
∣∣∣P̂α,β

n (x)
∣∣∣
( τ1∫

− 1
2

(x− ξ)
α
2
− 3

4 dξ + δNn
α+ 5

2

)


6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣∣P̂α,β
n (x)

∣∣∣
]
.

Отсюда, в силу следствия 2.1, имеем

σ
(1)
21 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣∣
]
. (4.8)

Далее, находим

σ
(2)
21 6 c(α, β, a, b)δNn

2(1− x)−
α
2
+ 1

4 6 c(α, β, a, b)δNn
α+ 5

2 6 c(α, β, a, b)n−
1
2 .
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Отсюда и из (4.6), (4.8) находим

σ21 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣
]
. (4.9)

В силу (2.2), (2.10), (2.11), (3.2) и (4.7) при n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)
получаем

σ22 6 c(α, β, a, b)δNn
5
2 (1− x)−

α
2
− 1

4

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
− 1

4

x− xj
∆tj

6 c(α, β, a, b)δNn
5
2

[
(1− x)−

1
2

∑

− 1
2
6xj6τ1

∆tj
x− xj

+ (1− x)−
α
2
− 1

4

∑

− 1
2
6xj6τ1

(x− xj)
α
2
− 5

4∆tj

]

6 c(α, β, a, b)δNn
5
2

[
(1− x)−

1
2

( τ1∫

− 1
2

dζ

x− ζ
+ δNn

2

)

+(1− x)−
α
2
− 1

4

( τ1∫

− 1
2

(x− ξ)
α
2
− 5

4 dξ + δNn
α+ 5

2

)]

6 c(α, β, a, b)δNn
5
2

[
n ln(n+ 1) + nα+

1
2

]
6 c(α, β, a, b)δNn

α+3
6 c(α, β, a, b),

(4.10)

σ2i 6 c(α, β, a, b) (i = 3, 5, 6). (4.11)

Кроме того, посредством аналогичных рассуждений также устанавливаем, что

σ24 6 c(α, β, a, b)δ2Nn
5(1− x)−

α
2
− 1

4

∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α
2
− 1

4

x− xj
∆tj 6 c(α, β, a, b)δ2Nn

5

×
[
n ln(n+ 1) + nα+

1
2
]
6 c(α, β, a, b)δ2Nn

α+ 11
2 6 c(α, β, a, b)n−α− 1

2 .

(4.12)

Такую же оценку допускает и σ27. Отсюда и из (4.5), (4.9)–(4.12) получаем

σ2 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣
]
. (4.13)

Точно также получим и оценку

σ4 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣
]
. (4.14)

Перейдем к оценке σ3. В силу (1.6), (2.8) мы имеем

σ3 =
∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

6

n∑

k=0

∣∣p̂α,βk,N(x)
∣∣ ∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣p̂α,βk,N(xj)

∣∣∣∆tj

6 c(α, β, a, b)

n∑

k=0

∣∣∣p̂α,βk,N(x)
∣∣∣
∑

τ16xj6τ2

(1− xj)
α
2
− 1

4∆tj

6 c(α, β, a, b)

n∑

k=0

∣∣p̂α,βk,N(x)
∣∣(1− τ1)

α
2
− 1

4 (τ2 − τ1) < c(α, β, a, b).

(4.15)
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Собираем оценки (4.4), (4.13), (4.14), (4.15) и, сопоставляя их с (4.1), находим

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N (x)

∣∣∣
]
, (4.16)

где 0 6 x 6 1− 4n−2, n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)
.

Перейдем к случаю, когда 1− 4n−2 6 x 6 1. Чтобы оценить Lα,β
n,N (x) при 1 − 4n−2 6

x 6 1, разобьем сумму в правой части равенства (1.5) по следующей схеме:

Lα,β
n,N (x) =

∑

−1<xj6− 1
2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

− 1
2
<xj61−n−2

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N(x, xj)
∣∣∣∆tj

+
∑

1−n−2<xj<1

(1− xj)
α(1 + xj)

β
∣∣∣Kα,β

n,N (x, xj)
∣∣∣∆tj = ω1 + ω2 + ω3.

(4.17)

Повторяя вышеприведенные рассуждения для оценки сумм σ1, σ2 и σ3, можно пока-

зать, что при n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)

ω1 6 c(α, β, a, b)
[∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣ +
∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣
]
, (4.18)

ω2 6 c(α, β, a, b)
[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣
]
. (4.19)

Что касается ω3, то воспользовавшись оценкой (2.7), имеем

ω3 =
∑

1−n−2<xj<1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

p̂α,βk,N(x)p̂α,βk,N (xj)

∣∣∣∣∣∆tj 6 c(α, β, a, b)n−2α

×
∑

1−n−2<xj<1

∣∣∣∣∣

n∑

k=0

k2α+1

∣∣∣∣∣∆tj 6 c(α, β, a, b)n2
∑

1−n−2<xj<1

∆tj 6 c(α, β, a, b).

(4.20)

Из (4.17)–(4.20) получаем

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n + 1) +

∣∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣∣+
∣∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣∣
]
, 1− 4n−2

6 x 6 1.

Отсюда и из (4.16) находим

Lα,β
n,N(x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N (x)
∣∣+
∣∣p̂α,βn+1,N (x)

∣∣
]
, 0 6 x 6 1. (4.21)

Далее, посредством аналогичных рассуждений, эту же оценку можно получить и для
случая, когда −1 6 x 6 0. После, обозначив через λ = max {α, β}, убеждаемся в спра-
ведливости теоремы 4.1. ⊲

Теперь остается рассмотреть вопрос о точности полученной оценки для Lα,β
n,N(x). Для

этого воспользуемся аналогичными рассуждениями [16].
Очевидно, что

Lα,β
n,N(x) > Sα,β

n,N (1;x) = 1. (4.22)
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Далее, положив n+ 2 6 N − 1, рассмотрим частную сумму (n+ 2)-го порядка орто-
нормированного многочлена Якоби P̂α,β

n+2(x) по системе (1.1). При этом

Sα,β
n−1,N(P̂α,β

n+2;x) = Sα,β
n+2,N (P̂α,β

n+2;x)

−
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
n+2,N (xj)p̂

α,β
n+2,N (x)∆tj

−
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
n+1,N (xj)p̂

α,β
n+1,N (x)∆tj

−
N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
n,N (xj)p̂

α,β
n,N (x)∆tj . (4.23)

Затем, в силу неравенства Коши — Буняковского и леммы 2.1 (i = n, n + 1, n + 2)
получаем

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

βP̂α,β
n+2(xj)p̂

α,β
i,N (xj)∆tj

6

(
N−1∑

j=0

(1 − xj)
α(1 + xj)

β
(
P̂α,β
n+2(xj)

)2
∆tj

) 1
2

×
(

N−1∑

j=0

(1− xj)
α(1 + xj)

β p̂2i,N (xj)∆tj

) 1
2

6 1.

Далее, поскольку Sα,β
n+2,N(P̂α,β

n+2;x) = P̂α,β
n+2(x), то из (4.23) получаем

Lα,β
n,N (x) >

∣∣∣Sα,β
n−1,N(P̂α,β

n+2;x)
∣∣∣ >

∣∣∣P̂α,β
n+2(x)

∣∣∣ −
∣∣p̂α,βn+2,N(x)

∣∣ −
∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣−
∣∣p̂α,βn,N(x)

∣∣. (4.24)

Кроме того, в частности, можно показать, что

σ21 = c(α, β)

(
1 +

α+ β

2n+ 2

) ∑

− 1
2
6xj6τ1

(1− xj)
α(1 + xj)

β

×
∣∣∣∣
(1− xj)P̂

α+1,β
n (xj)P̂

α,β
n (x)− (1− x)P̂α+1,β

n (x)P̂α,β
n (xj)

x− xj

∣∣∣∣∆tj

> c(α, β)
∑

− 1
2
6xj6τ1

∆tj
x− xj

= c(α, β)
∑

− 1
2
6xj6y1

∆tj
x− xj+1

x− xj+1

x− xj

> c(α, β)

(
1− δN

2

)[
ln(n+ 1)− ln 2

]
. (4.25)

Сопоставляя (4.22)–(4.25) и воспользовавшись следствием 2.1, подберем такую кон-
станту c > 0, что при всех x ∈ [−1, 1]

Lα,β
n,N (x) > c

[
ln(n+ 1) +

∣∣p̂α,βn,N(x)
∣∣ +
∣∣p̂α,βn+1,N(x)

∣∣
]
,

из которого и следует неулучшаемость по порядку полученной оценки сверху для кон-
станты Лебега. ⊲
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Кроме того отметим, что при условии n = O
(
δ
− 1

(α+3)

N

)
для p̂α,βn,N(x), 0 6 x 6 1, допу-

стима оценка

|p̂α,βn,N (x)| 6 c(α, β, a, b)
nα+

1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

.

Очевидно, что такая оценка справедлива и для p̂α,βn+1,N(x). Следовательно, для 0 6 x 6 1
имеет место оценка

Lα,β
n,N (x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n + 1) +

nα+
1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

]

6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

nα+
1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+

1
2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

]
.

Проводя аналогичные рассуждения и для −1 6 x 6 0, приходим к следующему
утверждению.

Теорема 4.2. Пусть f ∈ C[−1, 1], α, β — целые положительные числа, λ = max {α, β},
n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, 0 < b < 1, 0 < a 6

{
1−b
2æ2

} 1
4
. Тогда справедливо неравенство (−1 6 x 6 1)

Lα,β
n,N(x) 6 c(α, β, a, b)

[
ln(n+ 1) +

nα+
1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+

1
2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

]
.

Далее, из (1.4) и теоремы 4.2 непосредственно вытекает следующая теорема.

Теорема 4.3. Пусть f ∈ C[−1, 1], α, β — целые положительные числа, λ = max {α, β},
n = O

(
δ
− 1

(λ+3)

N

)
, 0 < b < 1, 0 < a 6 {(1 − b)/(2æ2)}

1
4 . Тогда равномерно относительно

−1 6 x 6 1 справедлива оценка

∣∣f(x)− Sα,β
n,N(f, x)

∣∣ 6 c(α, β, a, b)En(f)

×
[
ln(n+ 1) +

nα+
1
2

(n
√
1− x)α+

1
2 + 1

+
nβ+

1
2

(n
√
1 + x)β+

1
2 + 1

]
.
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Abstract. Given two positive integers α and β, for arbitrary continuous function f(x) on the segment
[−1, 1] we construct disrete Fourier sums Sα,β

n,N (f, x) on system polynomials
{

p̂α,β
k,N (x)

}N−1

k=0
forming an

orthonormals system on any finite non-uniform set ΩN = {xj}
N−1
j=0 of N points from segment [−1, 1] with

Jacobi type weight. The approximation properties of the corresponding partial sums Sα,β
n,N (f, x) of order

n 6 N − 1 in the space of continuous functions C[−1, 1] are investigated. Namely, for a Lebesgue function

in Lα,β
n,N (x), a two-sided pointwise estimate of discrete Fourier sums with n = O

(

δ
− 1

(λ+3)

N

)

, λ = max{α, β},

δN = max06j6N−1 ∆tj is obtained. The problem of convergence of Sα,β
n,N (f, x) to f(x) is also investigated. In

particular, an estimate is obtained of the deviation of the partial sum Sα,β
n,N (f, x) from f(x) for n = O

(

δ
− 1

(λ+3)

N

)

,

depending on n and the position of a point x in [−1, 1].
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Abstrat. The Tosha-degree of an edge α in a graph Γ without multiple edges, denoted by T (α), is the
number of edges adjaent to α in Γ, with self-loops ounted twie. A signed graph (marked graph) is an

ordered pair Σ = (Γ, σ) (Σ = (Γ, µ)), where Γ = (V,E) is a graph alled the underlying graph of Σ and

σ ∶ E → {+,−} (µ ∶ V → {+,−}) is a funtion. In this paper, we de�ne the Tosha-degree equivalene signed
graph of a given signed graph and o�er a swithing equivalene haraterization of signed graphs that are

swithing equivalent to Tosha-degree equivalene signed graphs and k
th
iterated Tosha-degree equivalene

signed graphs. It is shown that for any signed graph Σ, its Tosha-degree equivalene signed graph T (Σ)
is balaned and we o�er a strutural haraterization of Tosha-degree equivalene signed graphs.

Key words: signed graphs, balane, swithing, Tosha-degree of an edge, Tosha-degree equivalene signed

graph, negation.
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1. Introdution

A graph is an ordered pair Γ = (V,E), where V is a set of verties of Γ and E is a olletion

of pairs of verties of Γ, alled edges of Γ. For standard terminology and notion in graph theory,
we refer the reader to the text-book of Harary [1℄. All graphs onsidered in the paper are �nite,

simple and onneted. The non-standard will be given in this paper as and when required.

In [2℄, we de�ned the Tosha-degree of an edge in a graph and Tosha-degree equivalene

graph of a graph as follows:

Let α be an edge in a graph Γ. The Tosha-degree of α, denoted by T (α), is the number
of edges adjaent to α in Γ, with self-loops ounted twie. For any edge α in a graph Γ,
T (α) ⩾ 0.

Let Γ = (V,E) be a graph and ∣E∣ = m. We de�ne a relation ≋ on E as follows: for

α, β ∈ E,
α ≋ β⇔ T (α) = T (β).

It is easy to see that ≋ is an equivalene relation on E. Let E1, E2, . . . , Ek be the partition of E
in to disjoint lasses by the relation ≋. Let ∣Ei∣ = mi, 1 ⩽ i ⩽ k so that m1+m2+. . .+mk = m.

© Rajendra R. and Siva Kota Reddy P.
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The equivalene lass graph on E de�ned by ≋ is alled Tosha-degree equivalene graph of Γ
and is denoted by T (Γ).

A signed graph is an ordered pair Σ = (Γ, σ), where Γ = (V,E) is a graph alled the

underlying graph of Σ and σ ∶ E → {+,−} is a funtion. A marking of Σ is a funtion

µ ∶ V (Γ)→ {+,−}.
A signed graph Σ = (Γ, σ) is balaned if every yle in Σ has an even number of negative

edges (see [3℄). Equivalently, a signed graph is balaned if produt of signs of the edges on every

yle of Σ is positive.

The following are the fundamental results about balane, the seond being a more advaned

form of the �rst. Note that in a bipartition of a set, V = V1 ∪ V2, the disjoint subsets may be

empty.

Theorem 1.1. A signed graph Σ is balaned if and only if either of the following equivalent

onditions is satis�ed:

(i) Its vertex set has a bipartition V = V1 ∪ V2 suh that every positive edge joins verties

in V1 or in V2, and every negative edge joins a vertex in V1 and a vertex in V2 (Harary [3℄).

(ii) There exists a marking µ of its verties suh that eah edge uv in Γ satis�es σ(uv) =
µ(u)µ(v). (Sampathkumar [4℄).

Two signed graphs Σ1 and Σ2 are signed isomorphi (written Σ1 ≅ Σ2) if there is a one-

to-one orrespondene between their vertex sets whih preserve adjaeny as well as sign.

Given a marking µ of a signed graph Σ = (Γ, σ), swithing Σ with respet to µ is the

operation of hanging the sign of every edge uv of Σ by µ(u)σ(uv)µ(v). The signed graph

obtained in this way is denoted by Σµ(Σ) and is alled the µ-swithed signed graph or just

swithed signed graph.

A signed graph Σ1 = (Γ, σ) swithes to a signed graph Σ2 = (Γ′, σ′) (or that Σ1 and Σ2

are swithing equivalent) written Σ1 ∼ Σ2, whenever there exists a marking µ of Σ1 suh that

Σµ(Σ1) ≅ Σ2. Note that Σ1 ∼ Σ2 implies that Γ ≅ Γ
′
, sine the de�nition of swithing does

not involve hange of adjaenies in the underlying graphs of the respetive signed graphs.

Infat, the idea of swithing a signed graph was introdued by Abelson and Rosenberg [5℄

in onnetion with strutural analysis of marking µ of a signed graph Σ.
Two signed graphs Σ1 = (Γ, σ) and Σ2 = (Γ′, σ′) are said to be yle isomorphi (see [6℄)

if there exists an isomorphism φ ∶ Γ → Γ
′
suh that the sign of every yle Z in Σ1 equals to

the sign of φ(Z) in Σ2. The following result is known [6℄:

Theorem 1.2 (T. Zaslavsky [6℄). Two signed graphs Σ1 and Σ2 with the same underlying

graph are swithing equivalent if, and only if, they are yle isomorphi.

One of the important operations on signed graphs involves hanging signs of their edges.

The negation of a signed graph Σ, denoted η(Σ), is obtained by negating the sign of every

edge of Σ, i. e., by hanging the sign of every edge to its opposite [7℄.

2. Tosha-Degree Equivalene Signed Graph of a Graph

In [2℄, we have de�ned the Tosha-degree equivalene graph of a graph whih is motivated

to extend this notion to signed graphs as follows: The Tosha-degree equivalene signed graph of

a signed graph Σ = (Γ, σ) as a signed graph T (Σ) = (T (Γ), σ′), where T (Γ) is the underlying
graph of T (Σ) is the Tosha-degree equivalene graph of Γ, where for any edge e1e2 in T (Σ),
σ
′(e1e2) = σ(e1)σ(e2). Hene, we shall all a given signed graph Σ as Tosha-degree equivalene

signed graph if it is isomorphi to the Tosha-degree equivalene signed graph T (Σ′) of some
sigraph Σ

′
.
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The following result indiates the limitations of the notion of Tosha-degree equivalene

signed graphs as introdued above, sine the entire lass of unbalaned signed graphs is

forbidden to be Tosha-degree equivalene signed graphs.

Theorem 2.1. For any signed graph Σ = (Γ, σ), its Tosha-degree equivalene signed

graph T (Σ) = (T (Γ), σ′) is balaned.
⊲ Let E

+
j be the set of verties of Tosha-degree equivalene signed graph T (Σ) eah of

whih orresponds to a positive edge in Σ and E
−
j be the set of verties of Tosha-degree

equivalene signed graph T (Σ) eah of whih orresponds to a negative edge in Σ. Let eiej
be any negative edge in T (Σ). By the de�nition of T (Σ), the edges ei and ej ofΣ are not of

the same sign and hene as verties of T (Σ) they annot lie in the same part of the partition{E+
j , E

−
j }. On the other hand, if the edge eiej is any positive edge of T (Σ) then, by the

de�nition of T (Σ) the edges ei and ej of Σ are of the same sign and hene as verties of T (Σ)
they must both lie in exatly one of the parts of the partition {E+

j , E
−
j } of the vertex set

of T (Σ). Thus, every negative edge of T (Σ) has its ends in di�erent parts of this partition

whereas no positive edge of T (Σ) has this property. Therefore, by the well known Partition

Criterion for Balane of by Theorem 1.1, it follows that T (Σ) must be balaned. ⊳
For any positive integer k, the k

th
iterated Tosha-degree equivalene signed graph, T

k(Σ)
of Σ is de�ned as follows:

T
0(Σ) = Σ, T

k(Σ) = T (T k−1(Σ)).
Corollary 2.2. For any signed graph S = (G,σ) and for any positive integer k, T

k(Σ)
is balaned.

Theorem 2.3. For any two signed graphs Σ1 and Σ2 with the same underlying graph,

their Tosha-degree equivalene signed graphs are swithing equivalent.

⊲ Suppose Σ1 = (Γ, σ) and Σ2 = (Γ′, σ′) be two signed graphs with Γ ≅ Γ
′
. By Theorem 2.1,

T (Σ1) and T (Σ2) are balaned and hene, the result follows from Theorem 1.2. ⊳
In [2℄, we have haraterize the graphs suh that Γ ≅ T (Γ).
Theorem 2.4. Let Γ be a onneted graph with m edges. Then Γ ≅ T (Γ) if and only

if Γ ≅ K3.

In view of the above result, we now haraterize those signed graphs that are swithing

equivalent to their Tosha-degree equivalene signed graphs.

Theorem 2.5. For any onneted signed graph Σ = (Γ, σ) with m edges. Then Σ ∼ T (Σ)
if and only if Σ is balaned signed graph and Γ ≅ K3.

⊲ Suppose Σ ∼ T (Σ). This implies, T (Γ) ≅ Γ and hene by Theorem 2.4 we see that Γ
is isomorphi to omplete graph K3. Now, if Σ is signed graph in whih underlying graph Γ
is isomorphi to K3, Theorem 2.1 implies that T (Σ) is balaned and hene if Σ is unbalaned

its Tosha-degree equivalene signed graph T (Σ) being balaned annot be swithing equivalent
to S in aordane with Theorem 1.2. Therefore, Σ must be balaned.

Conversely, suppose that Σ is balaned and Γ is isomorphi to K3. Then, by Theorem 2.1,

T (Σ) is balaned, the result follows from Theorem 1.2. ⊳
By the de�nition of Tosha-degree of an edge in a graph, Tosha-degree equivalene graph

of a graph and Theorem 2.4, we have the following result:

Theorem 2.6. Let Γ be a onneted graph with m edges. Then Γ ≅ T
k(Γ) if and only if

Γ ≅ K3.
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In view of the above result, we now haraterize those signed graphs that are swithing

equivalent to their k
th
iterated Tosha-degree equivalene signed graphs.

Theorem 2.7. For any onneted signed graph Σ = (Γ, σ) with m edges. Then Σ ∼ T
k(Σ)

if and only if Σ is balaned signed graph and Γ ≅ K3.

For a signed graph Σ = (Γ, σ), the T (Σ) is balaned (Theorem 2.1). We now examine, the

onditions under whih negation η of T (Σ) is balaned.
Theorem 2.8. Let Σ = (Γ, σ) be a signed graph. If T (Γ) is bipartite then η(T (Σ)) is

balaned.

⊲ Sine, by Theorem 2.1, T (Σ) is balaned, if eah yle C in T (Σ) ontains even number
of negative edges. Also, sine T (Γ) is bipartite, all yles have even length; thus, the number

of positive edges on any yle C in T (Σ) is also even. Hene η(T (Σ)) is balaned. ⊳
Theorem 2.5 and 2.7 provides easy solutions to two other signed graph swithing

equivalene relations, whih are given in the following results:

Corollary 2.9. For any signed graph Σ = (Γ, σ), η(Σ) ∼ T (Σ) if and only if Σ
is an unbalaned signed graph and Γ = K3.

Corollary 2.10. For any signed graph Σ = (Γ, σ), η(Σ) ∼ T (η(Σ)) if and only if Σ
is an unbalaned signed graph and Γ = K3.

Corollary 2.11. For any signed graph Σ = (Γ, σ), η(Σ) ∼ T
k(Σ) if and only if Σ

is an unbalaned signed graph and Γ = K3.

Corollary 2.12. For any signed graph Σ = (Γ, σ), η(Σ) ∼ T
k(η(Σ)) if and only if Σ

is an unbalaned signed graph and Γ = K3.

2.1. Charaterization of Tosha-Degree Equivalene Signed Graphs. The following

result haraterize signed graphs whih are Tosha-degree equivalene signed graphs.

Theorem 2.13. A signed graph Σ = (Γ, σ) is a Tosha-degree equivalene signed graph

if and only if Σ is balaned signed graph and its underlying graph Γ is a Tosha-degree

equivalene graph.

⊲ Suppose that Σ is balaned and Γ is a Tosha-degree equivalene graph. Then there exists

a graph Γ
′
suh that T (Γ′) ≅ Γ. Sine Σ is balaned, by Theorem 1.1, there exists a marking

µ of Γ suh that eah edge uv in Σ satis�es σ(uv) = µ(u)µ(v). Now onsider the signed graph

Σ
′ = (Γ′, σ′), where for any edge e in Γ

′
, σ

′(e) is the marking of the orresponding vertex in Γ.
Then learly, T (Σ′) ≅ Σ. Hene Σ is a Tosha-degree equivalene signed graph.

Conversely, suppose that Σ = (Γ, σ) is a Tosha-degree equivalene signed graph. Then

there exists a signed graph Σ
′ = (Γ′, σ′) suh that T (Σ′) ≅ Σ. Hene Γ is the Tosha-degree

equivalene graph and by Theorem 2.1, Σ is balaned. ⊳
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Àííîòàöèÿ. Ñòåïåíü Òîøà ðåáðà α â ãðà�å Γ áåç êðàòíûõ ðåáåð, îáîçíà÷àåìàÿ T (α), � ýòî ÷èñëî

ðåáåð, ñìåæíûõ ñ α â Γ, ïðè÷åì ïåòëè ñ÷èòàþòñÿ äâàæäû. Çíàêîâûé ãðà� (ïîìå÷åííûé ãðà�) � ýòî

óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà Σ = (Γ, σ) (Σ = (Γ, µ)), ãäå Γ = (V,E) � ãðà�, íàçûâàåìûé áàçîâûì ãðà�îì Σ è

σ ∶ E → {+,−} (µ ∶ V → {+,−}), ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé. Â äàííîé ñòàòüå îïðåäåëÿåòñÿ çíàêîâûé ãðà� ýêâè-

âàëåíòíîñòè ñòåïåíè Òîøà çàäàííîãî çíàêîâîãî ãðà�à è ïðåäëàãàåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà ýêâèâàëåíòíîñòè

ïî ïåðåêëþ÷åíèþ çíàêîâûõ ãðà�îâ, êîòîðûå ïåðåêëþ÷àþòñÿ ýêâèâàëåíòíî çíàêîâûì ãðà�àì ýêâèâà-

ëåíòíîñòè ñòåïåíè Òîøà è k-îé èòåðàöèè çíàêîâûõ ãðà�îâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñòåïåíè Òîøà. Òàêæå áûëà

èçó÷åíà ñòðóêòóðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà çíàêîâûõ ãðà�îâ ýêâèâàëåíòíîñòè ñòåïåíè Òîøà.
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Аннотация. Рассмотрен класс многомерных детерминантных дифференциально-операторных
уравнений, левая часть которых представляет собой определитель с элементами, содержащими про-
изведение линейных одномерных дифференциальных операторов произвольного порядка, а пра-
вая часть зависит от искомой функции и ее первых производных. Отдельно исследованы однород-
ные и неоднородные детерминантные дифференциально-операторные уравнения. Доказаны теоремы
о понижении размерности уравнения. Получены решения в виде суммы и произведения функций от
подмножеств независимых переменных, и в том числе, функций одной переменной. В частности, до-
казано, что решением рассматриваемого однородного уравнения является произведение собственных
функций линейных операторов, входящих в состав уравнения. Для однородного уравнения доказа-
на теорема о взаимосвязи решений исходного уравнения и некоторого вспомогательного линейного
уравнения, а также получено решение уравнения для случая, когда линейные дифференциальные
операторы, входящие в его состав, имеют пропорциональные собственные значения. Получены ре-
шения типа бегущей волны, в том числе решения степенного и экспоненциального вида, а также
в виде произвольной функции от линейной комбинации независимых переменных. В случае, когда
линейные операторы, входящие в состав уравнения, являются однородными, найдены решения в ви-
де обобщенных мономов. Для неоднородного уравнения получены частные решения в случаях, когда
правая часть содержит только независимые переменные, и когда правая часть содержит степенную
или экспоненциальную нелинейность от искомой функции, и степени первых производных от этой
функции.
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Введение

Важнейшим направлением современной математической физики является исследо-
вание многомерных нелинейных дифференциальных уравнений в частных производных
и нахождение их точных решений [1–7]. Одним из наиболее известных нелинейных урав-
нений является уравнение Монжа — Ампера (МА), которому уделяется большое внима-
ние как в известных справочниках, так и в оригинальных работах [1, 8–10]. Уравнение

c© 2020 Рахмелевич И. В.
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МА принадлежит к весьма широкому классу детерминантных уравнений. Исследова-
ние двумерного детерминантного дифференциально-операторного уравнения проведено
в работе [11]. Общие свойства этого класса уравнений и его решений в случае произволь-
ной размерности в настоящее время практически не исследованы. Целью данной работы
является исследование многомерных детерминантных дифференциально-операторных
уравнений, левая часть которых представляет собой определитель с элементами, со-
держащими произведение линейных одномерных дифференциальных операторов про-
извольного порядка. При этом изучаются как однородные уравнения, так и неоднород-
ные, правая часть которых содержит независимые переменные, искомую функцию и ее
первые производные.

1. Постановка задачи. Анализ однородных уравнений

Рассмотрим класс многомерных детерминантных дифференциально-операторных
уравнений в частных производных относительно неизвестной функции u(x1, x2, . . . , xN ):

det |R̂u| = F

(
u, x1, x2, . . . , xN ,

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN

)
. (1.1)

Здесь F — заданная функция, а R̂ — операторная матрица, элементы которой опреде-
ляются выражениями

R̂ij = L̂iL̂j, (1.2)

L̂i — линейный дифференциальный оператор, действующий по переменной xi и опреде-
ляемый выражением

L̂i =

Mi∑

m=1

ami(xi)

(
∂

∂xi

)m

, (1.3)

ami — некоторые заданные функции. Наиболее известным и хорошо исследованным урав-
нением, относящимся к классу уравнений (1.1), является уравнение Монжа — Ампера,
для которого L̂i =

∂
∂xi

при всех i = 1, 2, . . . , N .
Представим множество значений I = {1, . . . , N} индекса, нумерующего независи-

мые переменные, в виде объединения K непересекающихся подмножеств Ik (k ∈ Ξ,
Ξ = {1, . . . ,K}). Тогда множество переменных X = {x1, x2, . . . , xN} может быть раз-
битo на K непересекающихся подмножеств Xk = {xn}n∈Ik . Далее для сокращения за-
писи будем использовать обозначения вида u(X) вместо u(x1, x2, . . . , xN ), и аналогично
uk(Xk); правую часть уравнения (1.1) будем записывать в виде F

(
u,X, ∂u

∂X

)
, где введено

обозначение
∂u

∂X
=

{
∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xN

}
.

Также в дальнейшем используются обозначения Λn = ker L̂n, Λ̃n = ker(L̂2
n). В данном

параграфе будем предполагать, что правая часть F ≡ 0, т. е. уравнение (1.1) является
однородным:

det |R̂u| = 0. (1.4)

Теорема 1.1. Пусть R̂k = (R̂ij)i,j∈Ik для всех k ∈ Ξ. Пусть также при некотором

l ∈ Ξ функция ul(Xl) удовлетворяет уравнению

det |R̂lul| = 0. (1.5)
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Тогда уравнение (1.4) имеет множество решений вида

u(X) =

K∑

k=1

uk(Xk), (1.6)

где uk(Xk) для всех k ∈ Ξ, k 6= l, — произвольные функции своих аргументов, диффе-

ренцируемые необходимое число раз.

⊳ Пусть i ∈ Ik1 , j ∈ Ik2 , причем k1, k2 ∈ Ξ, k1 6= k2. В этом случае L̂iL̂juk(Xk) = 0
для любого k ∈ Ξ. Тогда, используя выражение (1.6), вычисляем соответствующие мат-
ричные элементы в левой части уравнения (1.4):

R̂iju = L̂iL̂j

(
K∑

k=1

uk(Xk)

)
= 0. (1.7)

Из (1.7) следует, что
R̂u = blockdiag(R̂1u1, . . . , R̂KuK). (1.8)

Согласно известному свойству определителя блочно-диагональной матрицы

det |R̂u| =
K∏

k=1

det |R̂kuk|. (1.9)

В силу (1.5) сомножитель с номером l в правой части (1.9) равен 0, поэтому при любых
uk(Xk) (k ∈ Ξ, k 6= l) функция u(X), определяемая выражением (1.6), удовлетворяет
уравнению (1.4). ⊲

Теорема 1.2. Пусть функция u(X) удовлетворяет уравнению

(
N∑

i=1

ciL̂i

)
u(X) = 0, (1.10)

где ci — любые вещественные коэффициенты, удовлетворяющие условию

N∑

i=1

c2i > 0. (1.10 а)

Тогда функция u(X) является решением уравнения (1.4).

⊳ С учетом (1.10а) без ограничения общности предположим, что cN 6= 0. Тогда
из (1.10) следует

L̂Nu = −
N−1∑

j=1

cj
cN

L̂ju. (1.11)

Применяя оператор L̂i к (1.11) и учитывая (1.2), получаем

R̂iNu = −
N−1∑

j=1

cj
cN

R̂iju. (1.12)

Соотношение (1.12) означает, что N -й столбец матрицы R̂u представлен в виде линейной
комбинации остальных ее столбцов, поэтому определитель этой матрицы тождественно
равен 0, т. е. u(X) является решением уравнения (1.4). ⊲
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Теорема 1.3. Пусть функция u0(X) удовлетворяет уравнению (1.4), а при каждом

n ∈ I функции wn,sn(xn) ∈ Λn для всех sn = 1, . . . , Sn. Тогда любая функция u(X),
определяемая выражением

u(X) = u0(X) +

S1∑

s1=1

. . .

SN∑

sN=1

pσ

N∏

n=1

wn,sn(xn), (1.13)

также является решением уравнения (1.4). Здесь σ = {s1, . . . , sN} — мультииндекс, pσ —

произвольные вещественные коэффициенты.

⊳ Пусть i, j ∈ I — произвольно выбранные значения. Тогда в силу условия теоремы
wn,sn(xn) ∈ Λn получаем:

а) в случае i = j

L̂iL̂j

N∏

n=1

wn,sn(xn) = w1,s1(x1) . . . L̂
2
iwi,si(xi) . . . wN,sN (xN ) = 0, (1.14 а)

б) в случае i 6= j

L̂iL̂j

N∏

n=1

wn,sn(xn) = w1,s1(x1) . . . L̂iwi,si(xi) . . . L̂jwj,sj(xj) . . . wN,sN (xN ) = 0 (1.14 б)

при любых i, j ∈ I. Из (1.13), (1.14 а), (1.14 б) следует, что R̂iju = R̂iju0 при всех i, j ∈ I.
Тогда, если функция u0(X) удовлетворяет уравнению (1.4), то и функция u(X) является
решением этого уравнения. ⊲

Теорема 1.4. Пусть функции wn(xn) ∈ Λn при всех n ∈ I. Пусть также функция

uk(Xk) удовлетворяет уравнению (1.5), а ul(Xl) при всех l ∈ Ξ, l 6= k, — произвольные

функции своих аргументов, дифференцируемые необходимое число раз. Тогда уравне-

ние (1.4) имеет множество решений вида

u(X) =
K∑

l=1

ul(Xl)
∏

n∈Īl

wn(xn), (1.15)

где Īl = I \ Il.
⊳ Используя (1.15), вычисляем матричные элементы в левой части уравнения (1.4).
1. Если i, j ∈ Il, то (

R̂iju
)
i,j∈Il =

∏

n∈Īl

wn(xn)
(
R̂lul

)
ij
. (1.16 а)

2. Если i ∈ Il1 , j ∈ Il2 , причем l1 6= l2, то с учетом условия wn(xn) ∈ Λn получаем

(
R̂iju

)
i∈Il1 , j∈Il2

= L̂iui(Xi)L̂jwj(xj)
∏

n∈Īl1 ,
n 6=j

wn(xn)

+ L̂juj(Xj)L̂iwi(xi)
∏

n∈Īl2 ,
n 6=i

wn(xn) = 0. (1.16 б)



О многомерных детерминантных дифференциально-операторных уравнениях 57

Из (1.16 а), (1.16 б) следует, что R̂u — блочно-диагональная матрица, поэтому аналогич-
но (1.9) находим

det |R̂u| =
K∏

l=1

{(
∏

n∈Īl

wn(xn)

)Nl

det |R̂lul|
}
, (1.17)

где Nl — число элементов в множестве Il. Так как по условию теоремы uk(Xk) удо-
влетворяет уравнению (1.5), то соответствующий сомножитель в правой части (1.17)
тождественно равен 0. Поэтому из (1.17) следует, что u(X) является решением уравне-
ния (1.4). ⊲

Теорема 1.5. Пусть функции un(xn) при всех n ∈ I удовлетворяют уравнениям

un(xn) L̂
2
nun(xn) = pn(L̂nun(xn))

2, (1.18)

где pn — вещественные постоянные. Пусть также выполнено одно из следующих условий:

1) pn = 1 не менее чем при двух значениях n ∈ I;
2) постоянные pn таковы, что

1 +

N∑

n=1

1

pn − 1
= 0. (1.19)

Тогда функция, определяемая выражением

u(X) =

N∏

n=1

un(xn), (1.20)

является решением уравнения (1.4).

⊳ Подставляя (1.20) в левую часть уравнения (1.4), представим ее в виде

det |R̂u| = [u(X)]N deth, (1.21)

где элементы матрицы h определяются выражениями

hij =

{
si, i = j;

titj, i 6= j.
(1.22)

Здесь введены обозначения

si =
L̂2
iui(xi)

ui(xi)
, ti =

L̂iui(xi)

ui(xi)
. (1.22 а)

Для дальнейшего преобразования (1.21) используем известный результат [12, с. 43, 197]
для определителя матрицы вида (1.22):

det h =
N∏

i=1

(si − t2i )

(
1 +

N∑

i=1

t2i
si − t2i

)
. (1.23)

Учитывая (1.22 а) и предполагая выполненным условие (1.18), соотношение (1.23) пере-
пишем в виде

deth =
N∏

i=1

{
(pi − 1)

(
L̂iui(xi)

ui(xi)

)2}(
1 +

N∑

i=1

1

pi − 1

)
. (1.24)
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Из (1.21) и (1.24) получаем, что левая часть (1.4) тождественно равна 0 при выполнении
любого из условий 1), 2), перечисленных в формулировке теоремы, откуда и следует
доказываемое утверждение. ⊲

Следствие 1.1. Пусть ui(xi) при всех i ∈ I являются собственными функциями со-

ответствующих операторов L̂i. Тогда функция (1.20) является решением уравнения (1.4).

⊳ Если ui(xi) является собственной функцией оператора L̂i, соответствующей соб-
ственному значению λi, то легко видеть, что она удовлетворяет уравнению (1.18), при
этом pi = 1 для любого λi 6= 0 , откуда и следует данное утверждение. ⊲

Определение 1.1. Пусть λis 6= 0 — собственные значения операторов L̂i (i =
1, . . . , N ; s = 1, . . . , S). Будем говорить, что λis обладают свойством пропорциональности,
если при всех i = 1, . . . , N , s = 2, . . . , S выполняются следующие условия:

λis = µsλi1, (1.25)

где µs — некоторые постоянные, не зависящие от i.

Теорема 1.6. Пусть λis — простые (некратные) собственные значения операторов L̂i,

обладающие свойством пропорциональности, uis(xi) — собственные функции, соответ-

ствующие этим собственным значениям. Тогда функция, определяемая выражением

u(X) =

S∑

s=1

N∏

n=1

uns(xn), (1.26)

является решением уравнения (1.4).

⊳ Используя (1.26) и учитывая, что λis являются собственными значениями опера-
торов L̂i, запишем выражение для матричных элементов в левой части уравнения (1.4):

L̂iL̂ju(X) =

S∑

s=1

λisλjs

N∏

n=1

uns(xn), (1.27)

причем это выражение справедливо для всех i, j ∈ I. Учитывая свойство пропорцио-
нальности (1.25), перепишем (1.27) в виде

L̂iL̂ju(X) = λi1λj1

S∑

s=1

µ2s

N∏

n=1

uns(xn). (1.28)

Тогда на основании (1.28) левую часть уравнения (1.4) можно представить так:

det |R̂u| = [v(X)]N det η, v(X) =

S∑

s=1

µ2s

N∏

n=1

uns(xn). (1.29)

Элементы матрицы η определяются выражением

ηij = λi1λj1. (1.29 а)

Из (1.29 а) следует, что det η = 0, поэтому det |R̂u| ≡ 0. ⊲

Теорема 1.7. Пусть L̂i при всех i ∈ I определяются выражением

L̂i =

Mi∑

m=1

ami,0 x
m+ri
i

(
∂

∂xi

)m

, (1.30)
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где ri — вещественные параметры. Тогда уравнение (1.4) имеет множество решений в ви-

де обобщенных мономов

u(X) =

N∏

i=1

xσi
i , (1.31)

причем для показателей σi справедливы следующие утверждения:

1. Если ri = 0 не менее чем при двух значениях i ∈ I, то функция (1.31) удовлетворяет

уравнению (1.4) при произвольных σi.
2. Если ri = 0 не более чем при одном значении i ∈ I, то функция (1.31) удовлетворяет

уравнению (1.4) при выполнении одного из условий:

Ai(σi) = 0 (1.32 а)

хотя бы при одном значении i;

Ai(σi + ri)−Ai(σi) = 0 (1.32 б)

не менее чем при двух значениях i;

N∑

i=1

Ai(σi)

Ai(σi + ri)−Ai(σi)
= −1. (1.32 в)

Здесь Ai(σi) определяется выражением

Ai(σi) =

Mi∑

m=1

ami,0

m−1∏

j=0

(σi − j). (1.33)

⊳ Используя функцию (1.31), в результате дифференцирования и элементарных
преобразований находим выражения для матричных элементов в левой части уравне-
ния (1.4):

L̂iL̂ju(X) =

{
Ai(σi)Ai(σi + ri)u(X)x2rii , i = j;

Ai(σi)Aj(σj)u(X)xrii x
rj
j , i 6= j,

(1.34)

где Ai(σi) имеют вид (1.33). На основании (1.34) можно представить левую часть урав-
нения (1.4) в виде (1.21), где элементы матрицы h определяются выражением

hij =

{
Ai(σi)Ai(σi + ri)x

2ri
i , i = j;

Ai(σi)Aj(σj)x
ri
i x

rj
j , i 6= j.

(1.35)

Из (1.35) получаем выражение для определителя матрицы h:

deth =

N∏

i=1

{
Ai(σi)

[
Ai(σi + ri)−Ai(σi)

]
x2rii

}(
1 +

N∑

i=1

Ai(σi)

Ai(σi + ri)−Ai(σi)

)
. (1.36)

Из выражения (1.36) следует:
1) Если ri = 0 не менее чем при двух значениях i, то deth ≡ 0, а значит уравнение (1.4)

удовлетворяется при произвольных значениях всех показателей σi.
2) Если при некотором значении i = i0 выполнено условие (1.32 а), то уравнение (1.4)

удовлетворяется при произвольных значениях остальных показателей σi (i 6= i0).
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3) Если условие (1.32 б) выполнено не менее чем при двух значениях i, то уравнение
(1.4) удовлетворяется при произвольных значениях остальных показателей σi.

4) Если выполнено условие (1.32 в), то уравнение (1.4) также удовлетворяется. ⊲

Теорема 1.8. Пусть при всех i ∈ I функции vi(xi) ∈ Λ̃i. Тогда функция, определяе-

мая выражением

u(X) =
N∑

i=1

wi(xi) +
1

2

N∑

i,j=1

vi(xi)vj(xj)(1 − δij), (1.37)

(δij — символ Кронекера) является решением уравнения (1.4), если выполнено одно

из следующих условий:

1) при всех i ∈ I функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют уравнению

L̂2
iwi(xi) = pi(L̂ivi(xi))

2, (1.38)

причем постоянные pi удовлетворяют условию (1.19);
2) при двух значениях i ∈ I функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют уравнению (1.38),

причем pi = 1 для этих значений i, а при остальных значениях i ∈ I функции wi(xi),
vi(xi) могут быть произвольными.

⊳ Используя выражение (1.37), находим элементы матрицы в левой части уравне-
ния (1.4):

R̂iju =

{
ψi(xi), i = j;

ϕi(xi)ϕj(xj), i 6= j,
(1.39)

где
ϕi(xi) = L̂ivi(xi), ψi(xi) = L̂2

iwi(xi). (1.39 а)

На основании (1.39) и (1.39 а), левую часть уравнения (1.4) представим в виде:

det |R̂u| =
(
1 +

N∑

i=1

[ϕi(xi)]
2

Ti(xi)

) N∏

i=1

Ti(xi), (1.40)

где
Ti(xi) = ψi(xi)− [ϕi(xi)]

2. (1.40 а)

1. Если при всех i ∈ I функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют уравнению (1.38), то
выражение (1.40) можно представить в виде

det |R̂u| =
(
1 +

N∑

i=1

1

pi − 1

) N∏

i=1

(pi − 1)[ϕi(xi)]
2. (1.41)

Из (1.41) следует, что если постоянные pi удовлетворяют условию (1.19), то det |R̂u| ≡ 0,
т. е. уравнение (1.4) удовлетворяется.

2. Пусть i1, i2 ∈ I — произвольно выбранные значения, Ĩ(i1, i2) = I \ {i1, i2}. Тогда
выражение (1.40) можно записать так:

det |R̂u| =
{
Ti1(xi1)Ti2(xi2)

(
1 +

∑

i∈Ĩ(i1,i2)

[ϕi(xi)]
2

Ti(xi)

)

+ Ti1(xi1) + Ti2(xi2)

}
∏

i∈Ĩ(i1,i2)

Ti(xi). (1.42)
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Далее, если при i = i1, i = i2 функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют уравнению (1.38) и
при этом pi = 1, то из (1.39 а) и (1.40 а) получаем

Ti1(xi1) ≡ 0, Ti2(xi2) ≡ 0. (1.43)

Тогда из (1.42) и (1.43) следует det |R̂u| ≡ 0, так что и в этом случае функция (1.37)
удовлетворяет уравнению (1.4). ⊲

Теорема 1.9. Пусть при некотором i ∈ Ik ⊂ I функция vi(xi) ∈ Λi, а при всех

n 6= i un(xn) — произвольные функции. Тогда уравнение (1.4) имеет множество решений,

определяемое выражением

u(X) =

(
vi(xi) +

∑

n∈Ĩk(i)

un(xn)

)
K∏

l=1,
l 6=k

∑

n∈Il
un(xn), (1.44)

где Ĩk(i) = Ik \ {i}.
⊳ Используя выражение (1.44), найдем матричные элементы в левой части уравне-

ния (1.4).
1. Если i ∈ Ik, j ∈ Ik, то при любых j 6= i можно записать

L̂iL̂j

(
vi(xi) +

∑

n∈Ĩk(i)

un(xn)

)
= 0. (1.45)

При j = i (1.45) также выполняется, так как по условию теоремы vi(xi) ∈ Λi.
2. Если i ∈ Ik, j ∈ Ik1 , k 6= k1, то

L̂iL̂ju(X) = L̂ivi(xi)L̂juj(xj)
K∏

l=1,
l 6=k,k1

∑

n∈Il
un(xn) = 0 (1.46)

в силу условия теоремы vi(xi) ∈ Λi. Из (1.45) и (1.46) следует, что при данном i и при
любых j ∈ I R̂iju ≡ 0. Это означает, что i-я строка определителя в левой части (1.4)
состоит только из нулевых элементов. Тогда, в силу известного свойства определите-
лей [13], det |R̂u| ≡ 0. ⊲

Теорема 1.10. Пусть все операторы L̂i имеют постоянные коэффициенты, т. е.

ami(xi) = const при всех i ∈ I, 1 6 m 6 Mi. Тогда уравнение (1.4) имеет решение

типа бегущей волны

u(X) = U(z), z =

N∑

n=1

cnxn, (1.47)

где cn — постоянные коэффициенты, причем функция U(z) удовлетворяет уравнению

det

∣∣∣∣∣

Mi∑

mi=1

Mj∑

mj=1

amiiamjjc
mi
i c

mj

j U (mi+mj)(z)

∣∣∣∣∣ = 0. (1.48)

⊳ Так как по условию теоремы ami(xi) = const при всех i ∈ I, 1 6 m 6 Mi, то урав-
нение (1.4) инвариантно относительно преобразования сдвига, и поэтому имеет решение
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типа бегущей волны (1.47). Подставляя это решение в (1.4), получаем ОДУ (1.48) для
функции U(z). ⊲

Рассмотрим некоторые частные случаи решения типа бегущей волны.
Пусть при всех i ∈ I

L̂i =

(
∂

∂xi

)Mi

. (1.49)

Тогда уравнение (1.48) принимает вид

det
∣∣∣cMi

i c
Mj

j U (Mi+Mj)(z)
∣∣∣ = 0. (1.50)

Вынося общие множители в левой части (1.50) за знак определителя и учитывая, что
ci 6= 0 при всех i ∈ I, так как решение предполагается существенно зависящим от всех
переменных, приводим уравнение к виду

det
∣∣∣U (Mi+Mj)(z)

∣∣∣ = 0. (1.51)

а) Если одновременно с (1.49) также выполнено условие Mi = M при всех i ∈ I, то
(1.51) преобразуется к виду

[U (2M)(z)]N det |dij | = 0, (1.51 а)

где dij = 1 при всех i, j ∈ I. Так как det |dij | = 0, то из (1.51 а) следует, что в данном
случае уравнению (1.4) удовлетворяет решение вида (1.47) с произвольными коэффици-
ентами ci и произвольной функцией U(z), дифференцируемой 2M раз.

б) Пусть теперь Mi, вообще говоря, различны. Рассмотрим возможные решения урав-
нения (1.51). Непосредственной подстановкой легко убедиться, что экспоненциальное ре-
шение U(z) = U0 exp(z) удовлетворяет этому уравнению.

Покажем, что для данного случая имеется также степенное решение

U(z) = U0z
α, (1.52)

где α — неизвестный параметр, подлежащий определению. Подставляя функцию (1.52)
в уравнение (1.51), получаем

UN
0 z

Nα
N∏

i=0

(ci
z

)2Mi

det |Q(α,Mi +Mj)| = 0 (1.53)

или
det |Q(α,Mi +Mj)| = 0. (1.54)

Здесь используется обозначение

Q(α,m) = α(α− 1) . . . (α−m+ 1).

Таким образом, в случае б) уравнение (1.51) имеет степенное решение (1.52), а возможные
значения показателя α являются корнями уравнения (1.54).
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2. Анализ неоднородного уравнения

Данный параграф посвящен исследовавнию решений уравнения (1.1) при ненулевой
правой части. Простейшие решения неоднородного уравнения при определенных услови-
ях имеют вид суммы функций от различных подмножеств переменных, что определяется
следующей теоремой.

Теорема 2.1. Пусть правая часть уравнения (1.1) определяется выражением

F

(
u,X,

∂u

∂X

)
= exp(γu)

K∏

k=1

fk(Xk)

N∏

i=1

(
∂u

∂xi

)βi

. (2.1)

Тогда уравнение (1.1) имеет множество решений вида

u(X) =

K∑

k=1

uk(Xk), (2.2)

где функции uk(Xk) удовлетворяют уравнениям

det |R̂kuk| = bkfk(Xk) exp(γuk)
∏

i∈Ik

(
∂u

∂xi

)βi

, (2.3)

причем постоянные bk должны удовлетворять условию

K∏

k=1

bk = 1. (2.3 а)

⊳ Подставляя (2.2) в уравнение (1.1) и учитывая (2.1), нетрудно представить (1.1)
в виде

K∏

k=1

{
det |R̂kuk|

(
fk(Xk) exp(γuk)

∏

i∈Ik

(
∂u

∂xi

)βi
)−1}

= 1. (2.4)

Левая часть уравнения (2.4) представлена в виде произведения K сомножителей, зави-
сящих от разных подмножеств независимых переменных Xk. Поэтому, в соответствии
с известной схемой разделения переменных [1, 2], из (2.4) следует, что функции uk(Xk)
удовлетворяют уравнениям (2.3), а постоянные разделения bk — условию (2.3 а). ⊲

Теорема 2.2. Пусть wk(xk) ∈ Λ̃k при некотором k ∈ I, а vn(xn) ∈ Λn при всех n 6= k,
n ∈ I. Также пусть функция u0(X) удовлетворяет уравнению (1.1), причем предпола-

гается, что правая часть этого уравнения зависит только от X, т. е. F = f(X). Тогда

любая функция, определяемая выражением

u(X) = u0(X) + wk(xk)

S∑

s=1

∏

n∈Ωs

vn(xn), (2.5)

также является решением уравнения (1.1).

⊳ Для функции u(X), определяемой выражением (2.5), справедливы следующие со-
отношения:

L̂2
ku(X) = L̂2

ku0(X) + L̂2
kwk(xk)

S∑

s=1

∏

n∈Ωs

vn(xn) = L̂2
ku0(X), (2.6 а)
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L̂iL̂ku(X) = L̂iL̂ku0(X) + L̂kwk(xk)L̂ivi(xi)
∏

n∈Ωs,
n 6=i

vn(xn) = L̂iL̂ku0(X), (2.6 б)

L̂iL̂ju(X) = L̂iL̂ju0(X) + wk(xk)L̂ivi(xi)L̂jvj(xj)
∏

n∈Ωs,
n 6=i,j

vn(xn) = L̂iL̂ju0(X), (2.6 в)

причем в (2.6 б, в) i 6= k, j 6= k. Из (2.6 а), (2.6 б) и (2.6 в) следует, что

det |R̂u(X)| = det |R̂u0(X)|. (2.7)

Так как по условию теоремы правая часть (1.1) зависит только от X, то из (2.7) следует,
что функция u(X) также удовлетворяет уравнению (1.1). ⊲

Теорема 2.3. Пусть правая часть уравнения (1.1) имеет вид

F

(
u,X,

∂u

∂X

)
=

N∏

i=1

fi(xi). (2.8)

Пусть также при всех i ∈ I функции vi(xi) ∈ Λ̃i. Тогда функция, определяемая выраже-

нием (1.37), является решением уравнения (1.1), если выполняется одно из следующих

условий:

1) при всех i ∈ I функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют системе уравнений

L̂2
iwi(xi) = pi(L̂ivi(xi))

2, L̂2
iwi(xi) = λifi(xi), (2.9)

причем постоянные pi, λi удовлетворяют условию

(
1 +

N∑

i=1

1

pi − 1

)
N∏

i=1

{(
1− 1

pi

)
λi

}
= 1; (2.10)

2) при всех i ∈ I, i 6= j, функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют системе уравнений (2.9),
a функции wj(xj), vj(xj) удовлетворяют уравнению

DjL̂
2
jwj(xj)−Bj(L̂jvj(xj))

2 = λjfj(xj), (2.11)

где коэффициенты Dj, Bj определяются выражениями

Bj =
N∑

i=1,i 6=j

1

pi − 1

N∏

i=1,
i 6=j

(
1− 1

pi

)
, Dj = Bj +

N∏

i=1,i 6=j

(
1− 1

pi

)
, (2.11 а)

а постоянные λi удовлетворяют условию

N∏

i=1

λi = 1. (2.12)

⊳ Подставив (1.37) в (1.1) и используя соотношения (1.40) и (2.8), уравнение (1.1)
можно представить в виде

(
1 +

N∑

i=1

[ϕi(xi)]
2

Ti(xi)

) N∏

i=1

Ti(xi) =

N∏

i=1

fi(xi), (2.13)

где Ti(xi) определяется выражением (1.40 а).
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1. Пусть при всех i ∈ I функции wi(xi), vi(xi) удовлетворяют первому уравнению
системы (2.9). Тогда уравнение (2.13) можно переписать так:

P

N∏

i=1

ψi(xi)

fi(xi)
= 1, (2.14)

где

P =

(
1 +

N∑

i=1

1

pi − 1

)
N∏

i=1

{(
1− 1

pi

)}
. (2.14 а)

Разделяя переменные в (2.14) и учитывая (1.39 а), получаем второе уравнение системы
(2.9) и условие (2.10) для постоянных pi, λi.

2. Пусть теперь выбрано некоторое значение j ∈ I, и при всех i ∈ I, i 6= j, функции
wi(xi), vi(xi) удовлетворяют первому уравнению системы (2.9). В этом случае уравне-
ние (2.13) принимает вид

(
1 +

N∑

i=1,
i 6=j

1

pi − 1
+

[ϕj(xj)]
2

Tj(xj)

)
Tj(xj)

N∏

i=1,
i 6=j

{(
1− 1

pi

)
ψi(xi)

}
=

N∏

i=1

fi(xi) (2.15)

или
Djψj(xj)−Bj [ϕj(xj)]

2

fj(xj)

N∏

i=1,
i 6=j

ψi(xi)

fi(xi)
= 1, (2.16)

где коэффициенты Dj, Bj определяются выражениями (2.11 а). Разделяя переменные
в (2.16) и учитывая (1.39 а), получаем второе уравнение системы (2.9) для функций
wi(xi), vi(xi) при всех i 6= j, уравнение (2.11) для функций wj(xj), vj(xj) и условие (2.12)
для постоянных λi. ⊲

Теорема 2.4. Пусть правая часть уравнения (1.1) имеет вид

F

(
u,X,

∂u

∂X

)
= [u(X)]γ

N∏

i=1

{
fi(xi)

(
∂u

∂xi

)βi
}
, (2.17)

где γ, βi — вещественные параметры. Пусть также выполнено одно из следующих усло-

вий:

1) при всех i ∈ I функции ui(xi) удовлетворяют переопределенным системам уравне-

ний

ui(xi)L̂
2
iui(xi) = pi(L̂iui(xi))

2, (2.18 а)

L̂2
i ui(xi) = λifi(xi)[u

′
i(xi)]

βi [ui(xi)]
θi . (2.18 б)

Здесь постоянные pi, λi удовлетворяют условию (2.10), а θi определяется выражением

θi = βΣ + γ + 1−N − βi, βΣ =

N∑

n=1

βn. (2.19)

2) при всех i ∈ I, i 6= j, функции ui(xi) удовлетворяют системам уравнений (2.18 а),
(2.18 б), а функция uj(xj) удовлетворяет уравнению

DjL̂
2
juj(xj)−Bj

(Ljuj(xj))
2

uj(xj)
= λjfj(xj)[u

′
j(xj)]

βj [uj(xj)]
θj . (2.20)
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Здесь Dj, Bj определяются выражениями (2.11 а), а постоянные λi удовлетворяют усло-

вию (2.12). Тогда функция u(X), определяемая выражением (1.20), является решением

уравнения (1.1).

⊳ Подставив выражение (1.20) в правую часть уравнения (1.1), нетрудно привести
ее к виду

F

(
u,X,

∂u

∂X

)
=

N∏

i=1

{
fi(xi)[u

′
i(xi)]

βi [ui(xi)]
βΣ+γ−βi

}
, (2.21)

где βΣ определяется выражением (2.19). Используя рассуждения из доказательства тео-
ремы 1.5, получаем, что левая часть уравнения (1.1) определяется выражением (1.21),
причем выражение для deth запишется так:

deth =

(
1 +

N∑

i=1

[ϕi(xi)]
2

Ti(xi)

)
N∏

i=1

Ti(xi), (2.22)

где Ti(xi) определяется выражением (1.40 а),

ψi(xi) =
L̂2
iui(xi)

ui(xi)
, ϕi(xi) =

L̂iui(xi)

ui(xi)
. (2.22 а)

1. Пусть при всех i ∈ I функции ui(xi) удовлетворяют уравнению (2.18 а). Тогда,
учитывая (1.21), (2.22), (2.22 а), левую часть уравнения (1.1) можно представить так:

det |R̂u| = P

N∏

i=1

{
[ui(xi)]

N−1L̂2
i ui(xi)

}
, (2.23)

где P определяется выражением (2.14 а). На основании (2.21) и (2.22) уравнение (1.1)
приводим к виду

P
N∏

i=1

L̂2
iui(xi)

fi(xi)[u′i(xi)]
βi [ui(xi)]βΣ+γ−βi−N+1

= 1. (2.23 а)

Разделяя переменные в (2.23) и учитывая (2.19), получаем уравнение системы (2.18 б) и
условие (2.10) для постоянных pi, λi.

2. Пусть теперь выбрано некоторое значение j ∈ I, и при всех i ∈ I, i 6= j, функции
ui(xi) удовлетворяют уравнению (2.18 а). В этом случае левую часть уравнения (1.1)
можно представить в виде (1.21), а выражение (2.22) для deth преобразовать так:

det h =
{
Djψj(xj)−Bj

[
ϕj(xj)

]2} N∏

i=1,
i 6=j

ψi(xi), (2.24)

где коэффициенты Dj , Bj определяются выражениями (2.11 а). Подставляя в уравне-
ние (1.1) выражения (1.21), (2.21), (2.24) и разделяя переменные в полученном уравне-
нии, получаем уравнение (2.18 б) для функций ui(xi), и уравнение (2.20) для функции
uj(xj). ⊲
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Заключение

Таким образом, в данной работе исследован новый класс уравнений — многомерные
детерминантные дифференциально-операторные уравнения вида (1.1). Левая часть этих
уравнений представляет собой определитель с элементами, содержащими произведения
линейных одномерных дифференциальных операторов произвольного порядка, а правая
часть зависит от искомой функции и ее первых производных. Доказаны теоремы о ре-
шениях однородных и неоднородных детерминантных дифференциально-операторных
уравнений. Доказаны теоремы о понижении размерности уравнения. Для однородного
уравнения доказана теорема о взаимосвязи решений исходного уравнения и некоторо-
го вспомогательного линейного уравнения, а также получено решение уравнения для
случая, когда линейные операторы, входящие в его состав, имеют пропорциональные
собственные значения. Получены решения типа бегущей волны, решения в виде обобщен-
ных мономов, а также решения, выражающиеся через собственные функции линейных
операторов, входящих в состав уравнения, и решения, выражающиеся через функции,
принадлежащие ядрам этих операторов.

Литература

1. Полянин А. Д., Зайцев В. Ф. Справочник по нелинейным уравнениям математической физики:
точные решения.—М.: Физматлит, 2002.—432 с.

2. Полянин А. Д., Зайцев В. Ф., Журов А. И. Методы решения нелинейных уравнений математиче-
ской физики и механики.—М.: Физматлит, 2005.—256 с.

3. Zhdanov R. Z. Separation of variables in the nonlinear wave equation // J. of Physics A: Mathematical
and General.—1994.—Vol. 27, № 9.—P. L291–L297. DOI: 10.1088/0305-4470/27/9/009.

4. Рахмелевич И. В. О двумерных гиперболических уравнениях со степенной нелинейностью по
производным // Вестн. Томск. гос. ун-та. Математика и механика.—2015.—№ 1 (33).—С. 12–19.
DOI: 10.17223/19988621/33/2.

5. Рахмелевич И. В. О редукции многомерных уравнений первого порядка с мультиоднородной
функцией от производных // Изв. вузов. Математика.—2016.—№ 4.—С. 57–67.

6. Рахмелевич И. В. О многомерных уравнениях в частных производных со степенными нелинейно-
стями по первым производным // Уфимск. мат. журн.—2017.—Т. 9, № 1.—С. 98–109.

7. Рахмелевич И. В. Многомерное неавтономное уравнение, содержащее произведение степеней
частных производных // Вестн. СПбГУ. Математика. Механика. Астрономия.—2018.— Т. 5 (63),
вып. 1.—С. 119–130. DOI: 10.21638/11701/spbu01.2018.113.

8. Хабиров С. В. Неизэнтропические одномерные движения газа, построенные с помощью контакт-
ной группы уравнения Монжа — Ампера // Мат. сб.—1990.—Т. 181, № 12.—С. 1607–1622.

9. Кушнер А. Г. Контактная линеаризация уравнений Монжа — Ампера и инварианты Лапласа //
Докл. АН.—2008.—Т. 422, № 5.—С. 597–600.

10. Рахмелевич И. В. О решениях двумерного уравнения Монжа — Ампера со степенной нелиней-
ностью по первым производным // Вестн. Томск. гос. ун-та. Математика и механика.—2016.—
№ 4 (42).—С. 33–43. DOI: 10.17223/19988621/42/4.

11. Рахмелевич И. В. Двумерное детерминантное дифференциально-операторное уравнение // На-
учные ведомости БелГУ. Сер. Математика. Физика.—2019.—Т. 51, № 2.—С. 163–173. DOI:
10.18413/2075-4639-2019-51-2-163-173.

12. Фаддеев Д. К., Соминский И. С. Сборник задач по высшей алгебре.—М.: Наука, 1977.—288 с.
13. Гантмахер Ф. Р. Теория матриц.—М.: Физматлит, 2004.—560 с.

Статья поступила 6 февраля 2020 г.

Рахмелевич Игорь Владимирович

Нижегородский государственный университет им. Н. И. Лобачевского,
доцент кафедры математических и естественнонаучных дисциплин

РОССИЯ, 603950, Нижний Новгород, пр. Гагарина, 23
E-mail: igor-kitpd@yandex.ru



68 Рахмелевич И. В.

Vladikavkaz Mathematical Journal

2020, Volume 22, Issue 2, P. 53–69

ON MULTIDIMENSIONAL DETERMINANT
DIFFERENTIAL-OPERATOR EQUATIONS

Rakhmelevich, I. V.1
1 Nizhny Novgorod State University,

23 Gagarin Ave., Nizhny Novgorod 603950, Russia
E-mail: igor-kitpd@yandex.ru

Abstract. We consider a class of multi-dimensional determinant differential-operator equations, the left
side of which represents a determinant with the elements containing a product of linear one-dimensional
differential operators of arbitrary order, while the right side of the equation depends on the unknown function
and its first derivatives. The homogeneous and inhomogeneous determinant differential-operator equations
are investigated separately. Some theorems on decreasing of dimension of equation are proved. The solutions
obtained in the form of sum and product of functions in subsets of independent variables, in particular,
of functions in one variable. In particular, it is proved that the solution of the equation under considering
is the product of eigenfunctions of linear operators contained in the equation. A theorem on interconnection
between the solutions of the initial equation and the solutions of some auxiliary linear equation is proved for
the homogeneous equation. Also a solution of the homogeneous equation is obtained under the hypotheses that
the linear differential operators сontained in the equation have proportional eigenvalues. Traveling wave type
solution is obtained, in particular, the solutions of exponential form and also in the form of arbitrary function
in linear combination of independent variables. If the linear operators in the equation are homogeneous then
the solutions in the form of generalized monomials are also found. Some partial solutions to inhomogeneous
equation are obtained provided that the right-hand side contains only either independent variables or power
or exponential nonlinearity in unknown function and the powers of its first derivatives.

Key words: determinant differential-operator equation, determinant, linear differential operator, eigen-
function, kernel of an operator, traveling wave type solution.

Mathematical Subject Classification (2010): 35G20.

For citation: Rakhmelevich, I. V. On Multidimensional Determinant Differential-Operator Equations,
Vladikavkaz Math. J., 2020, vol. 22, no. 2, pp. 53–69 (in Russian). DOI: 10.46698/g9113-3086-1480-k.

References

1. Polyanin, A. D. and Zaytsev, V. F. Handbook of Nonlinear Partial Differential Equations, 2nd Ed.,
Boca Raton–London, Chapman and Hall-CRC Press, 2012.

2. Polyanin, A. D., Zaytsev, V. F. and Zhurov, A. I. Metody resheniya nelineynykh uravneniy
matematicheskoy fiziki i mekhaniki [Methods of Solving of Nonlinear Equations of Mathematical Physics
and Mechanics], Moscow, Fizmatlit, 2005, 256 p. (in Russian).

3. Zhdanov, R. Z. Separation of Variables in the Nonlinear Wave Equation, Journal of Physics A:
Mathematical and General, 1994, vol. 27, no. 9, pp. L291–L297. DOI: 10.1088/0305-4470/27/9/009.

4. Rakhmelevich, I. V. On Two-Dimensional Hyperbolic Equation with Power Non-linearity on the
Derivatives, Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika i mekhanika [Tomsk State
University Journal of Mathematics and Mechanics], 2015, no. 1 (33), pp. 12–19 (in Russian).

5. Rakhmelevich, I. V. Reduction of Multi-Dimensional First Order Equations with Multi-
Homogeneous Function of Derivatives, Russian Mathematics, 2016, vol. 60, no. 4, pp. 47–55. DOI:
10.3103/S1066369X16040071.

6. Rakhmelevich, I. V. On Multi-Dimensional Partial Differential Equations with Power Nonlinearities in
First Derivatives, Ufa Mathematical Journal, 2017, vol. 9, no. 1, pp. 98–108. DOI: 10.13108/2017-9-1-98.

7. Rakhmelevich, I. V. A Multidimensional Nonautonomous Equation Containing a Product of Powers
of Partial Derivatives, Vestnik St. Petersburg University, Mathematics, 2018, vol. 51, pp. 87–94. DOI:
10.3103/S1063454118010090.



О многомерных детерминантных дифференциально-операторных уравнениях 69

8. Khabirov, S. V. Nonisentropic One-Dimensional Gas Motions Constructed with by Means of Contact
Group of the Nonhomogeneous Monge–Ampere Equation, Mathematics of the USSR-Sbornik, 1992, vol.
71, no. 2, pp. 447–462. DOI: 10.1070/SM1992v071n02ABEH001405.

9. Kushner, A. G. Contact Linearization of the Monge–Ampere Equations and Laplace Invariants, Doklady
Akademii nauk [Doklady Mathematics], 2008, vol. 78, no. 2, pp. 751–754 (in Russian).

10. Rakhmelevich, I. V. On the Solutions of Two-dimensional Monge–Ampere Equation with Power-Law
Non-Linearity on the First Derivatives, Vestnik Tomskogo gosudarstvennogo universiteta. Matematika
i mekhanika [Tomsk State University Journal of Mathematics and Mechanics], 2016, no. 4 (42), pp. 33–
43 (in Russian). DOI: 10.17223/19988621/42/4.

11. Rakhmelevich, I. V. Two-Dimensional Determinant Differential-Operator Equation, Nauchnye vedo-
mosti Belgorodskogo universiteta. Matematika. Fizika [Belgorod State University Scientific Bulletin.
Mathematics. Physics], 2019, vol. 51, no. 2, pp. 163–173 (in Russian). DOI: 10.18413/2075-4639-2019-
51-2-163-173.

12. Faddeev, D. K. and Sominsky, I. S. Sbornik zadach po vyshey algebre [Collection of Problems on Highest
Algebra], Moscow, 1977, 288 p. (in Russian).

13. Gantmakher, F. R. Teoriya matritz [Theory of Matrices], Moscow, Fizmatlit, 2004, 560 p. (in Russian).

Received February 6, 2020

Igor V. Rakhmelevich

Nizhny Novgorod State University,
23 Gagarin Ave., Nizhny Novgorod 603950, Russia,
Assosiate Professor

E-mail: igor-kitpd@yandex.ru



Владикавказский математический журнал

2020, Том 22, Выпуск 2, С. 70–82

УДК 517.958+517.968.4
DOI 10.46698/o2774-2458-4152-d

О ПОЛОЖИТЕЛЬНЫХ РЕШЕНИЯХ ГРАНИЧНОЙ ЗАДАЧИ
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

НА ПОЛУБЕСКОНЕЧНОМ ИНТЕРВАЛЕ#

Х. А. Хачатрян1,2, А. С. Петросян1,3

1 Московский государственный университет им. М. В. Ломоносова,
Россия, 119991, Москва, Ленинские горы, 1;

2 Институт математики НАН Республики Армения,
Армения, 375019, Ереван, пр. Маршала Баграмяна, 24/5;

3 Национальный аграрный университет Армении,
Армения, 0009, Ереван, Теряна, 74

E-mail: Khach82@rambler.ru, Haykuhi25@mail.ru
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1 (R
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1. Введение

Рассмотрим следующую граничную задачу для нелинейного интегро-дифферен-
циального уравнения первого порядка:




dE
dτ + µ

∞∫
0

K(τ − t)h(t, E(t)) dt = 0, τ ∈ R
+ := [0,+∞), (1)

E(+∞) := lim
τ→+∞

E(τ) = 0 (2)

относительно искомой функции E(τ). Решение интегро-дифференциального уравне-
ния (1) мы будем искать в следующем пространстве Соболева:

W 1
1 (R

+) := {ϕ : ϕ(k) ∈ L1(R
+), k = 0, 1},

где через ϕ(k) обозначена k-ая производная функции ϕ.
В уравнении (1) µ — положительный числовой параметр, а ядро K и нелинейность h

удовлетворяют определенным условиям (см. ниже в формулировках основных теорем).
Задача (1)–(2) возникает в кинетической теории плазмы (см. [1–3] и ссылки в них).
В частности, задача (1)–(2) выводится из стационарного уравнения Больцмана и описы-
вает стационарное распределение электронов в полубесконечной плазме, ограниченной
плоскостью x = 0, при наличии чисто потенциального внешнего электрического поля.
В уравнении (1) роль неизвестной функции E(x) играет первая координата электриче-
ского поля ~E(x) = (E(x), 0, 0). Отметим, что задача (1)–(2) в линейном приближении
достаточно подробно была исследована в работе [3]. В случае когда ядро K является
вполне монотонной функцией и допускает определенное представление в виде суперпо-
зиции экспонент при различных ограничениях на нелинейность h, задача (1)–(2) изучена
в работах [4, 5].

В настоящей работе, при более слабых ограничениях на h и для общих консерватив-
ных ядер K, мы займемся построением однопараметрических семейств положительных
решений в пространстве Соболева W 1

1 (R
+). Будет изучено также асимптотическое по-

ведение построенных решений в бесконечности в зависимости от значения свободного
параметра µ.

В конце будут приведены частные примеры ядра K и нелинейности h, удовлетворя-
ющие всем условиям доказанных теорем.

2. Обозначения, вспомогательные факты
и формулировка основных результатов

Пусть ядро K в уравнении (1) удовлетворяет следующим условиям:

I) K(x) > 0, x ∈ R, K ∈ L1(R)∩CM (R),
∫∞
−∞K(x) dx = 1, где CM (R) — пространство

непрерывных и ограниченных функций на R,

II) существует число a > 0 такое, что для всех α ∈ (0, a)

eαx
∞∫

x

K(t)dt ∈ L1(R),

III) характеристическое уравнение

∞∫

−∞

K(t)(αt− 1)eαtdt = 0 (3)
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на интервале (0, a) имеет единственное решение, причем считается, что

∞∫

−∞

|t|eαtK(t)dt < +∞.

Рассмотрим следующее семейство функций {Tα(x)}α∈(0,a) :

Tα(x) := µeαx
∞∫

x

K(t) dt, x ∈ R, α ∈ (0, a).

Из условия II) сразу следует, что Tα ∈ L1(R), α ∈ (0, a).

Постараемся число α ∈ (0, a) выбрать так, чтобы

‖Tα‖L1(R) :=

∞∫

−∞

|Tα(x)| dx = 1.

В силу условия I) будем иметь

µ

∞∫

−∞

eαx
∞∫

x

K(t) dt dx = 1. (4)

Используя теорему Фубини [6] с учетом I) и II) из (4), получим

µ

α

∞∫

−∞

K(t)eαt dt = 1, α ∈ (0, a). (5)

Итак, для каждого параметра µ > 0 мы должны найти число α ∈ (0, a) такое, что
имело бы место соотношение (5).

С этой целью рассмотрим функцию

µ(α) =
α

∞∫
−∞

K(t)eαtdt

, α ∈ (0, a). (6)

Заметим, что
µ(+0) := lim

α→0+
µ(α) = 0

и
µ ↑ на (0, α0] и µ ↓ на [α0, a),

где α0 является единственным решением характеристического уравнения (3). Наиболь-
шее значение функции µ(α) равно α0∫∞

−∞ K(t)eα0tdt
:= µ0. Итак, для α ∈ (0, a) имеет место

0 < µ(α) 6 µ0. (7)

Обозначим через α1 = α1(µ) обратную функцию к функции µ(α) на интервале (0, α0) и
через α2 = α2(µ) — обратную функцию к функции µ(α) на интервале (α0, a).
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Зафиксируем числа α1(µ), α0 и α2(µ) и относительно функции h предположим вы-
полнение следующих условий:

1) при каждом фиксированном значении t ∈ R
+ функция h(t, u) монотонно возрас-

тает по u на R
+,

2) функция h(t, u) удовлетворяет условию Каратеодори по аргументу u на множестве
R
+×R

+, т. е. при каждом фиксированном u ∈ R
+ функция h(t, u) измерима по t и почти

при всех t ∈ R
+ данная функция непрерывна по u на R

+,

3) существует измеримая и неотрицательная функция β(t), определенная на R
+, та-

кая, что

β∗(t) := β(t)eα0t ∈ L1(R
+) ∩M(R+), m1(β

∗) :=

∞∫

0

tβ∗(t) dt < +∞,

и функция h, удовлетворяющая следующему двойному неравенству:

u 6 h(t, u) 6 u+ β(t), u ∈ R
+, t ∈ R

+. (8)

Теперь мы готовы сформулировать основные результаты настоящей работы.
Справедливы следующие теоремы:

Теорема 1. Пусть ядро K и нелинейность h удовлетворяют условиям I)–III) и 1)–3)
соответственно. Тогда, при µ ∈ (0, µ0) задача (1)–(2) в пространстве Соболева W 1

1 (R
+)

обладает однопараметрическим семейством положительных решений {Eγ(x)}γ∈(0,+∞),
причем для любого значения параметра γ ∈ (0,+∞) имеет место следующее асимптоти-

ческое разложение для решения Eγ(x) :

Eγ(x)e
α1(µ)x = γ + o(1), x→ +∞.

Теорема 2. При условиях I)–III), 1)–3), если µ = µ0, задача (1)–(2) в пространстве

Соболева W 1
1 (R

+) обладает также однопараметрическим семейством положительных ре-

шений {Ẽγ(x)}γ∈(0,+∞), причем для любого γ ∈ (0,+∞)

Ẽγ(x)e
α0x = γx+ o(x), x→ +∞.

Замечание 1. Следует отметить, что в случае когда µ > µ0, вопрос существования
положительных решений в пространстве W 1

1 (R
+) для граничной задачи (1)–(2) до сих

пор остается открытым.

3. Доказательство основных результатов

⊳ Доказательство теоремы 1. Наряду с уравнением (1) рассмотрим следующие
линейные однородные и неоднородные интегральные уравнения Винера — Хопфа:

S(x) =

∞∫

0

Tα(x− t)S(t) dt, x > 0, (9)

ϕ(x) = g(x) +

∞∫

0

Tα(x− t)ϕ(t) dt, x > 0, (10)
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относительно искомых функций S и ϕ соответственно, где g(x) — неотрицательная огра-
ниченная и суммируемая функция на [0,+∞), причем

m1(g) :=

∞∫

0

xg(x) dx < +∞. (11)

Следуя обозначениям работы [7] через ν(Tα) обозначим первый момент ядра Tα :

ν(Tα) :=

∞∫

−∞

xTα(x) dx.

Ниже убедимся, что
ν(Tα1(µ)) < 0, (12)

ν(Tα0) = 0, (13)

ν(Tα2(µ)) > 0. (14)

Действительно, из представления ядра Tα(x) в силу теоремы Фубини будем иметь

ν(Tα) = µ

∞∫

−∞

xeαx
∞∫

x

K(t) dt dx

= µ

∞∫

−∞

K(t)

t∫

−∞

xeαx dx dt =
µ

α2

∞∫

−∞

K(t)(αt− 1)eαt dt. (15)

С другой стороны, из (6) следует, что

µ′(α) =

∞∫
−∞

K(t)(1− αt)eαt dt

( ∞∫
−∞

K(t)eαt dt

)2 , α ∈ (0, a). (16)

Так как µ′(α1) > 0, µ′(α0) = 0, µ′(α2) < 0 (см. § 2), то из (15) сразу следует соотноше-
ния (12)–(14).

Из результатов работы [7], с учетом соотношений (12)–(13), немедленно следует, что

A) при α = α1(µ) уравнение (9) обладает положительным монотонно возрастающим
непрерывным и ограниченным на R

+ решением S∗(x), а уравнение (10) суммируемым
неотрицательным и ограниченным решением ϕ∗(x);

B) при α = α0 уравнение (9) обладает положительным монотонно возрастающим
непрерывным и неограниченным на R

+ решением S̃(x), причем S̃(x) имеет линейный
рост S̃(x) = x+o(x), при x→ +∞, а уравнение (10) — ограниченным и неотрицательным
решением ϕ̃(x).

Рассмотрим теперь следующее вспомогательное нелинейное интегральное уравнение
типа Гаммерштейна на полуоси:

F (x) =

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1th(t, e−α1tF (t)) dt, x > 0, (17)
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относительно искомой функции F (x), где

Tα1(z) = µeα1(µ)z

∞∫

z

K(t) dt, z ∈ R, α1 = α1(µ). (18)

Для уравнения (17) введем следующее семейство последовательных приближений:

F γ
n+1(x) =

∞∫

0

Tα1(x− t) eα1th(t, e−α1tF γ
n (t)) dt, x > 0,

F γ
0 (x) =

γS∗(x)
sup
x>0

S∗(x)
, n = 0, 1, 2, . . . , γ > 0.

(19)

Индукцией по n сперва докажем, что при каждом γ > 0

F γ
n (x) ↑ по n. (20)

Действительно, учитывая условие 3), положительность ядра K, а также утверждение A),
из (19) получим

F γ
1 (x) =

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1th

(
t, e−α1t γS∗(t)

sup
x>0

S∗(x)

)
dt

>
γ

sup
x>0

S∗(x)

∞∫

0

Tα1(x− t)S∗(t) dt =
γS∗(x)

sup
x>0

S∗(x)
= F γ

0 (x).

Предположим теперь, что F γ
n (x) > F γ

n−1(x) при некотором n ∈ N. Тогда с учетом моно-
тонности функции h(t, u) (по u) и положительности ядра K из (19) будем иметь

F γ
n+1(x) >

∞∫

0

Tα1(x− t) eα1th
(
t, e−α1tF γ

n−1(t)
)
dt = F γ

n (x), x > 0, γ > 0.

Теперь рассмотрим линейное неоднородное уравнение (10), в случае когда α = α1(µ) и

g(x) =

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1tβ(t) dt, x > 0. (21)

Очевидно, что g(x) > 0, x > 0. Убедимся теперь, что

g ∈ L1(R
+) ∩M(R+), m1(g) < +∞. (22)

Учитывая условие (4) и 3) из (21) для произвольного r > 0 будем иметь

r∫

0

g(x) dx =

r∫

0

∞∫

0

Tα1(x− t) eα1tβ(t) dt dx 6

r∫

0

∞∫

0

Tα1(x− t)β∗(t) dt dx

=

∞∫

0

β∗(t)

r∫

0

Tα1(x− t) dx dt 6

∞∫

0

β∗(t) dt < +∞,
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r∫

0

xg(x)dx 6

r∫

0

x

∞∫

0

Tα1(x− t)β∗(t) dt dx =

∞∫

0

β∗(t)

r∫

0

Tα1(x− t)x dx dt

=

∞∫

0

β∗(t)

r−t∫

−t

Tα1(y)(t+ y) dy dt 6

∞∫

0

tβ∗(t) dt+

∞∫

0

β∗(t) dt

∞∫

−∞

|y|Tα1(y) dy < +∞,

ибо

∞∫

−∞

|y|Tα1(y) dy = µ

∞∫

−∞

|y|eα1y

∞∫

y

K(t) dt dy = µ

∞∫

−∞

K(t)

t∫

−∞

|y|eα1y dy dt < +∞

(в силу того, что
∫∞
−∞ |t|eα1tK(t) dt < +∞). Устремляя r → +∞, в последнем неравенстве

приходим к следующим утверждениям:

g ∈ L1(R
+), m1(g) < +∞.

Ограниченность функции g на R
+ следует из оценки

g(x) 6 sup
t>0

β∗(t)

∞∫

0

Tα1(x− t) dt 6 sup
t>0

β∗(t) < +∞.

Теперь индукцией докажем, что

F γ
n (x) 6

γS∗(x)
sup
x>0

S∗(x)
+ ϕ∗(x), x > 0, γ > 0, n = 0, 1, 2, . . . , (23)

где ϕ∗ является решением уравнения (10), в случае когда α = α1(µ), а g(x) допускает
представление (21).

При n = 0 неравенство (23) сразу следует из определения нулевого приближения и
из неотрицательности функции ϕ∗(x). Предположим, что (23) имеет место при некото-
ром натуральном n. Тогда, учитывая условие 3), структуру (21) свободного члена g и
положительность ядра Tα1 , из (19) будем иметь

F γ
n+1(x) 6

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1th


t, e−α1t


 γS∗(t)
sup
x>0

S∗(x)
+ ϕ∗(t)




 dt

6

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1t


e−α1t


 γS∗(t)
sup
x>0

S∗(x)
+ ϕ∗(t)


 + β(t)


 dt

=
γ

sup
x>0

S∗(x)

∞∫

0

Tα1(x− t)S∗(t) dt+

∞∫

0

Tα1(x− t)ϕ∗(t) dt+

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1tβ(t) dt

=
γS∗(x)

sup
x>0

S∗(x)
+

∞∫

0

Tα1(x− t)ϕ∗(t) dt+ g(x) =
γS∗(x)

sup
x>0

S∗(x)
+ ϕ∗(x).

Индукцией по n легко можно убедиться, что при всяком γ > 0

F γ
n ∈ C(R+), n = 0, 1, 2, . . . (24)
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Действительно, непрерывность нулевого приближения сразу следует из непрерывности
функции S∗(x) (см. утверждение A)). Если предполагать, что F γ

n (x) непрерывна по x
при некотором n ∈ N на R

+, то в силу непрерывности ядерной функции Tα1(x) на R,
свойств функции β(t) (см. условие 3)) и неравенства h(t, u) 6 u + β(t), u > 0, t > 0,
из (19) следует непрерывность функции F γ

n+1(x) на R
+.

Таким образом, в силу (20) и (23) заключаем, что последовательность непрерывных
функций {F γ

n (x)}∞n=0 при каждом фиксированном γ > 0 имеет поточечный предел, когда
n→ ∞

lim
n→∞

F γ
n (x) = F γ(x),

причем предельная функция удовлетворяет следующему двойному неравенству:

γS∗(x)
sup
x>0

S∗(x)
6 F γ(x) 6

γS∗(x)
sup
x>0

S∗(x)
+ ϕ∗(x), x ∈ R

+, γ > 0. (25)

Из непрерывности ядра Tα1 на R, свойств функции β(t) (см. условие 3)), неравенства
h(t, u) 6 u+ β(t), u > 0, t > 0, и оценки (25) сразу следует, что F γ ∈ C(R+) при всяком
γ > 0. Из условия 2) в силу теоремы Б. Леви [6] следует, что при каждом γ > 0 функция
F γ(x) удовлетворяет уравнению (17).

Заметим теперь, что тогда функции вида

Eγ(x) := e−α1(µ)xF γ(x), γ > 0, (26)

являются решениями уравнения

E(x) = µ

∞∫

0

T (x− t)h(t, E(t)) dt, x ∈ R
+, (27)

где

T (z) :=

∞∫

z

K(t)dt, z ∈ R. (28)

Действительно, в силу непрерывности ядра K из (27) и (17) имеем

µ

∞∫

0

T (x− t)h(t, Eγ(t)) dt = µ

∞∫

0

T (x− t)h(t, e−α1(µ)tF γ(t)) dt

= e−α1(µ)x

∞∫

0

Tα1(x− t)eα1(µ)th(t, e−α1(µ)tF γ(t)) dt = e−α1(µ)xF γ(x) = Eγ(x), γ > 0.

Так как K ∈ L1(R) ∩ CM (R), то из (28) следует, что существует

T ′(x) = −K(x) ∈ L1(R) ∩ CM (R).

С другой стороны, в силу неравенства h(t, u) 6 u+β(t), u > 0, t > 0, и условия 1) имеем

µ

∞∫

0

∣∣T ′(x− t)
∣∣h(t, Eγ(t)) dt 6 µ

∞∫

0

K(x− t)(Eγ(t) + β(t)) dt

6 µ

∞∫

0

K(x− t) e−α1tF γ(t) dt+ µ sup
t>0

β(t) 6 µ(sup
x>0

F γ(x) + sup
x>0

β(x)) < +∞,
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∞∫

0

∞∫

0

|T ′(x− t)|h(t, Eγ(t))dtdx 6

∞∫

0

∞∫

0

K(x− t)(e−α1tF γ(t) + β(t)) dt dx

6

∞∫

0

e−α1tF γ(t)

∞∫

−∞

K(y)dydt+

∞∫

0

β(t)

∞∫

0

K(x− t) dx dt 6

sup
x>0

F γ(x)

α1
+

∞∫

0

β(t) dt < +∞.

Следовательно, согласно теореме о дифференцировании под знаком интеграла (см. [8]),
можем утверждать, что функции Eγ ∈ W 1

1 (R
+), γ > 0, и удовлетворяют граничной

задаче (1)–(2).
Заметим теперь, что задаваемая посредством формулы (21) функция g(x) обладает

также следующим свойством:
lim

x→+∞
g(x) = 0. (29)

Действительно, так как β∗ ∈ L1(R
+) ∩M(R+), а Tα1 ∈ L1(R) ∩ CM (R), из [9, лемма 5]

следует, что limx→+∞ g(x) = 0. Используя [9, лемма 5], соотношение (29) и тот факт, что
ϕ∗ ∈ L1(R

+) ∩M(R+), из (10) (при α = α1(µ)) получаем, что

lim
x→+∞

ϕ∗(x) = 0. (30)

Учитывая (29), (30), (25) и тот факт, что S∗(x) ↑ sup
x>0

S∗(x), когда x → +∞, можем

утверждать, что Eγ(x)e
α1x = γ + o(1), когда x→ +∞. ⊲

⊳ Доказательство теоремы 2. Для доказательства теоремы 2 нам понадобятся
результаты пункта B) для уравнений (9) и (10) при α = α0. Доказательство осуществля-
ется аналогичными рассуждениями с единственным исключением: вместо вспомогатель-
ного уравнения (17) рассматривается нелинейное интегральное уравнение вида

F (x) =

∞∫

0

Tα0(x− t)eα0th(t, e−α0tF (t)) dt, x ∈ R
+, (31)

и вместо последовательных приближений (19) здесь берутся следующие итерации:

F γ
n+1(x) =

∞∫

0

Tα0(x− t)eα0th(t, e−α0tF γ
n (t))dt, x ∈ R

+

F γ
0 (x) = γS̃(x), n = 0, 1, 2, . . . , γ > 0,

где S̃(x) является решением однородного линейного интегрального уравнения (9) при
α = α0 (см. утверждение B)). ⊲

Замечание 2. Рассмотрим следующий частный пример: K(x) = 1
2e

−|x|, x ∈ R. Тогда
характеристическое уравнение (3) принимает вид:

3α2 − 1 = 0, α ∈ (0, 1)

(α ∈ (0, 1) для выполнения условии II)).
В данном случае α0 =

1√
3
∈ (0, 1), a функция µ(α) допускает следующее представле-

ние
µ(α) = α(1− α2), α ∈ (0, 1).
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Заметим, что µ ↑ на
(
0, 1√

3

)
и µ ↓ на

(
1√
3
, 1
)
, причем µ0 = µ(α0) =

2
3
√
3
.

В этом случае первый момент ядра Tα допускает следующее преставление:

ν(Tα) =
µ(3α2 − 1)

α2(1− α)2(1 + α)2
,

где

Tα(x) =

{
µ
2 e

−(1−α)x, x > 0,
µ
2 e

αx(1− ex) + µ
2 e

αx, x < 0.

Ниже, в частном случае, когда

K(x) =
1

2
e−|x|, x ∈ R, h(t, u) ≡ u,

приведем явный вид решения граничной задачи (1)–(2).
Громоздкие, но простые вычисления показывают, что при µ = µ0 =

2
3
√
3

E(x) = c1xe
− 1√

3
x
+ c2e

− 1√
3
x
, x ∈ R

+,

а при µ < µ0 =
2

3
√
3

решение задачи (1)–(2) допускает следующее представление

E(x) = c1e
−

(

A+
√

A2− 4µ
A

)

x

2 + c2e
−A+

√
A2− 4µ

A
2

x,

где

A =
2√
3
cos

(
1

3
arccos

3
√
3

2
µ

)
.

Следует отметить, что при µ > µ0 мы получаем знакопеременные решения, которые не
имеют физического смысла.

Заметим, что в случае µ ∈
(
0, 2

3
√
3

)
полученные функции удовлетворяют граничной

задаче (1)–(2), если c1 = −1−α2(µ)
1−α1(µ)

c2, где

α1(µ) =
A−

√
A2 − 4µ

A

2
, α2(µ) =

A+
√
A2 − 4µ

A

2
.

В том случае, когда µ = µ0 =
2

3
√
3
, константы c1 и c2 должны удовлетворять соотношению

c2 =
√
3−1√
3
c1.

Следовательно, в данном случае однопараметрическим семейством положительных
и ограниченных решений служат функции:

a) при µ ∈
(
0,

2

3
√
3

)
,

Eγ(x) = γ

(
e−α1(µ)x − 1− α2(µ)

1− α1(µ)
e−α2(µ)x

)
, x ∈ R

+, γ > 0,

b) при µ = 2
3
√
3
,

Eγ(x) = γe
− x√

3

(
x+

√
3√

3− 1

)
, γ > 0, x ∈ R

+
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Заметим также, что в этом случае, когда µ → +0, число A → 1, а решение Eµ(x),
при каждом фиксированном x ∈ R

+, стремится к γ, ибо α1(+0) = 0, α2(+0) = 1.

4. Примеры ядра K и нелинейности h

В приложениях часто встречаются следующие ядерные функции K [1–3]:

I) K(x) = 1
2 e

−|x|, x ∈ R,

II) K(x) =
∞∫
1

e−|x|s 1
s2
ds, x ∈ R,

III) K(x) = 1√
4πa

e−
x2

4a , a > 0, x ∈ R.

Легко можно убедиться, что для выше приведенных ядерных функций K выполня-
ются все условия доказанных теорем. Подробно остановимся на функции III). В этом
случае функция µ(α) допускает следующее представление:

µ(α) = αe−aα2
, α > 0,

и ее точка максимума α0 = 1√
2a
. Кроме того, µ0 = 1√

2ae
и α1 = α1(µ) является обратной

функцией функции µ(α) на интервале
(
0, 1√

2a

)
.

Приведем также несколько примеров нелинейности h(t, u) и функции β(t):

a) h(t, u) =
√
u(u+ β(t)), u > 0, t > 0,

b) h(t, u) = u+ uβ(t)
u+1 , u > 0, t > 0,

c) h(t, u) = u
√

1 + β(t)
u+c , c > 0, u > 0, t > 0,

ε1) β(t) = e−t2 , t ∈ R
+,

ε2) β(t) = e−(α0+æ)t, t ∈ R
+, æ > 0, — параметр,

ε3) β(t) = te−2α0t, t ∈ R
+.

Отметим, что для примеров a)–c) выполнение условий 1)–3) можно доказать прямой
проверкой.
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Аннотация. Рассмотрена задача интегрирования функции на основе ее приближения двухточеч-
ными интерполяционными многочленами Эрмита. Получены квадратурные формулы для общего
случая, когда порядки производных, заданных в концевых точках отрезка, могут быть не равны
друг другу. Представлена формула для остаточного члена, и на этой основе дана оценка погреш-
ности численного интегрирования. Приведены примеры интегрирования функций с данными о по-
грешности и ее оценке. Проведено сравнение двухточечного приближения интегралов с методом,
основанным на использовании формулы Эйлера — Маклорена. Cравнение метода двухточечного
интегрирования с подходом, основанном на использовании формулы Эйлера — Маклорена, пока-
зало, что для достаточно гладких функций точность двухточечного интегрирования существенно
выше, чем по формуле Эйлера — Маклорена. Приведен пример интеграла, для которого его при-
ближения, полученные с использованием формулы Эйлера — Маклорена, расходятся, а полученные
по формуле двухточечного интегрирования сходятся и достаточно быстро. Отметим также, что в
отличие от формулы Эйлера — Маклорена, формула двухточечного интегрирования применима и в
случае, когда максимальные порядки производных на концах отрезка интегрирования могут быть
не равными друг другу, что важно в практических приложениях.

Ключевые слова: квадратура функций, двухточечный интерполяционный многочлен Эрмита,
квадратурные формулы с использованием производных, оценка погрешности интегрирования, фор-
мула Эйлера — Маклорена, сходимость приближений.
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Введение

Теория приближенного вычисления определенных интегралов от заданных функций
занимает значительное место в численном анализе и является важной в практическом от-
ношении, в частности, для математического моделирования. Широко известными мето-
дами вычисления этих интегралов являются методы трапеций, Симпсона, Гаусса, Чебы-
шева и другие, изложенные в учебниках [1–5], более специализированных изданиях [6, 7]

c© 2020 Шустов В. В.



84 Шустов В. В.

и других работах. В квадратурных формулах этих методов используются только значе-
ния функции и не используются значения ее производных. К направлению интегриро-
вания с применением производных относится метод, основанный на использовании фор-
мулы Эйлера — Маклорена и соответствующего ей ряда, который, однако, как отмечено
в [8, с. 544] «вообще говоря, расходится».

Одним из подходов к нахождению определенного интеграла от заданной функции
является подход, связанный с заменой данной функции, другой — в известном смысле
более простой и к последующему вычислению интеграла от этой упрощенной функции.
За приближенное значение интеграла от заданной функции принимается значение инте-
грала от приближающей ее функции. Здесь возникает много вопросов, связанных с воз-
можностью применения и с оценкой погрешности такого аппроксимационного подхода.

Одним из направлений приближения функций является использования интерполя-
ционных многочленов Эрмита, в котором используется данные о значениях не только
функции, но и о ее производных до определенного порядка, заданных в узловых точ-
ках. Использование интерполяционных многочленов Эрмита для задач интегрирования
предложено в общем виде С. М. Никольским в [6, с. 92].

Приближение функций с использованием частного вида многочленов Эрмита, именно
двухточечных многочленов, когда значения функции и ее производных заданы только
в двух концевых точках отрезка, рассмотрено в [9]. Там же получены в конечном виде
формулы представления аппроксимирующего многочлена, построенного по значениям
функции и ее производных, заданных в концевых точках отрезка представления, в том
числе и для случая, когда максимальные порядки производных могут быть не равны
друг другу.

В работах автора [10, с. 85–87] и [15] представлены некоторые результаты работы
по интегрированию функций для симметричного случая, когда максимальные порядки
используемых производных на концах отрезка интегрирования одинаковы. В настоящей
работе, которая является продолжением [10, 15], рассмотрен общий случай интегрирова-
ния функций, когда порядки производных на концах отрезка могут быть различными.

Целью данной работы является построение формул интегрирования, основанных
на использовании двухточечных интерполяционных многочленов Эрмита общего вида,
оценка приближения ими интегралов от заданных функций и сравнение результатов,
полученных по формулам двухточечного интегрирования и по формуле Эйлера — Ма-
клорена.

1. Постановка и решение задачи

Пусть функция f(x) определена на отрезке [x0, x1] и имеет достаточный набор про-
изводных на этом отрезке. Пусть также в обеих концевых точках отрезка [x0, x1] заданы
значения функции f(x) и ее производных до порядка m0 и m1 включительно:

f (j)(xi) = f
(j)
i , j = 0, 1, . . . ,mi; i = 0, 1. (1)

Из условия существования производных следует, что для функции f(x) существует
определенный интеграл

I =

x1∫

x0

f(x) dx. (2)

Необходимо построить формулу для приближающего интеграла Im, который исполь-
зует условия (1) и аппроксимирует интеграл I с определенной точностью.
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Для построения приближающего интеграла Im используется аппроксимация подын-
тегральной функции интерполяционным многочленом Эрмита H(x), учитывающего про-
изводные, в варианте его двухточечного представления [9].

Согласно результатам работы [9, с. 1096] приближающий многочлен H(x), удовлетво-
ряющий условиям (1), можно представить, в частности, в виде

H(x) = (1− ξ)m1+1
m0∑

j=0

f
(j)
0

j!
(x− x0)

j
m0−j∑

k=0

akm1
ξk

+ ξm0+1
m1∑

j=0

f
(j)
1

j!
(x− x1)

j
m1−j∑

k=0

akm0
(1− ξ)k. (3)

В формуле (3) для многочлена H(x) буквой ξ обозначена относительная переменная,
связанная с исходной переменной x соотношением

ξ =
x− x0
x1 − x0

. (4)

Коэффициент akm определяется соотношением

akm =
(m+ k)!

k!m!
(5)

и выражается через биноминальный коэффициент Ck
m+k (например, [11, с. 163]) как

akm = Ck
m+k. (6)

Обозначим через L длину отрезка [x0, x1], определенную соотношением

L = x1 − x0. (7)

Тогда формулу (3) для двухточечного многочлена можно переписать с использова-
нием только относительной переменной ξ в виде

H(ξ) = (1−ξ)m1+1
m0∑

j=0

f
(j)
0 Lj

j!
ξj

m0−j∑

k=0

akm1
ξk+ξm0+1

m1∑

j=0

f
(j)
1 Lj

j!
(ξ−1)j

m1−j∑

k=0

akm0
(1−ξ)k. (8)

Для двухточечного многочлена H(x) можно построить определенный интеграл Im
по отрезку [x0, x1], определенный соотношением

Im =

x1∫

x0

H(x) dx,

или, переходя только к относительной переменной ξ, в виде

Im =

1∫

0

H(ξ)Ldξ.



86 Шустов В. В.

Используя формулу (8) для H(x), получим соотношение для интеграла Im:

Im =

m0∑

j=0

{
f
(j)
0 Lj+1

j!
djm0,m1

}
+

m1∑

j=0

{
(−1)j

f
(j)
1 Lj+1

j!
ejm0,m1

}
, (9)

где коэффициенты djm0,m1 и ejm0,m1 определяются формулами

djm0,m1
=

1∫

0

ξj(1− ξ)m1+1
m0−j∑

k=0

akm1
ξk, (10)

ejm0,m1
=

1∫

0

(1− ξ)jξm0+1
m1−j∑

k=0

akm0
(1− ξ)k dξ. (11)

Путем замены переменной ξ1 = 1− ξ в соотношении (11) для ejm0,m1 легко показыва-
ется, что

ejm0,m1
= djm1,m0

, (12)

поэтому достаточно определить только коэффициент djm0,m1 .
Формулу (10) для коэффициента djm0,m1 , пользуясь свойством интеграла и степеней,

можно записать в виде

djm0,m1
=

m0−j∑

k=0

akm1

1∫

0

ξj+k(1− ξ)m1+1 dξ. (13)

Интеграл, который находится в правой части формулы (13), относится к типу инте-
гралов, зависящих от параметров, называется бета-функцией Эйлера и представляется
в виде функции от своих параметров (см., например, [12, с. 325]) как

1∫

0

ξα0(1 − ξ)α1 dξ =
α0!α1!

(1 + α0 + α1)!
.

Эту формулу можно представить также в виде

1∫

0

ξα0(1− ξ)α1 dξ =
1

(1 + α0 + α1)C
α1
α0+α1

. (14)

Путем несложного преобразования формула (13) для коэффициента djm0,m1 с уче-
том (14) записывается в виде

djm0,m1
=

m0−j∑

k=0

Ck
m1+k

(2 +m1 + j + k)Cj+k
m1+1+j+k

. (15)

Проведя суммирование в правой части формулы (15), получим компактное выраже-
ние для коэффициента djm0,m1 :

djm0,m1
=

Cj+1
m0+1

(j + 1)Cj+1
m0+m1+2

. (16)
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Введем коэффициент Dj
m0,m1 , связанный с коэффициентом djm0,m1 соотношением

Dj
m0,m1

=
djm0,m1

j!
, (17)

и для его значения получим формулу:

Dj
m0,m1

=
Cj+1
m0+1

(j + 1)!Cj+1
m0+m1+2

. (18)

Окончательная формула для представления интеграла Im в соответствии с (9) и с уче-
том связи ejm0,m1 и djm0,m1 (12) записывается в виде

Im =

m0∑

j=0

{
f
(j)
0 Lj+1

j!
Dj

m0,m1

}
+

m1∑

j=0

{
(−1)j

f
(j)
1 Lj+1

j!
Dj

m1,m0

}
. (19)

Остаточный член приближения rIm интеграла Im можно записать в виде

rIm =

x1∫

x0

rm(x) dx, (20)

где остаточный член rm двухточечного интерполяционного многочлена Эрмита соглас-
но [1, с. 173] записывается как

rm(x) =
f (m0+m1+2)(η)

(m0 +m1 + 2)!
(x−x0)m0+1(x−x1)m1+1, η ∈ (x0, x1). (21)

С учетом этого соотношения остаточный член приближения интеграла rIm примет
форму

rIm =

x1∫

x0

f (m0+m1+2)(η)

(m0 +m1 + 2)!
(x−x0)m0+1(x−x1)m1+1 dx. (22)

После перехода к относительной переменной ξ согласно (4) и небольших преобразо-
ваний остаточный член приближения записывается в следующем виде:

rIm =
(−1)m1+1Lm0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!

1∫

0

f (m0+m1+2)(η)ξm0+1(1− ξ)m1+1 dξ. (23)

Используя теорему о среднем [13, с. 402] и учитывая, что выражение ξm0+1(1−ξ)m1+1

не меняет знак на отрезке [0, 1], эту формулу перепишем в виде

rIm =
(−1)m1+1Lm0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!
f (m0+m1+2)(η1)

1∫

0

ξm0+1(1−ξ)m1+1 dξ, η1 ∈ (x0, x1).

С учетом формулы (14) для интеграла в правой части этого соотношения получим,
что

rIm =
(−1)m1+1Lm0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!

(m0 + 1)!(m1 + 1)!

(m0 +m1 + 3)!
f (m0+m1+2)(η1). (24)
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Согласно полученным результатам можно сказать, что имеет место следующая

Теорема. Пусть функция f(x) удовлетворяет условиям (1). Тогда для определенного

интеграла этой функции имеет место формула

x1∫

x0

f(x) dx =

m0∑

j=0

Dj
m0,m1

Lj+1f
(j)
0 +

m1∑

j=0

(−1)jDj
m1,m0

Lj+1f
(j)
1 + rIm, (25)

где

Dj
m0,m1

=
Cj+1
m0+1

(j + 1)!Cj+1
m0+m1+2

, (26)

rIm =
(−1)m1+1bm0,m1L

m0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!
f (m0+m1+2)(η), (27)

bm0,m1 =
(m0 + 1)!(m1 + 1)!

(m0 +m1 + 3)!
, (28)

L = x1 − x0 и точка η ∈ (x0, x1).

Следствие. Пусть производная функции порядка m0 +m1 +2 включительно на от-

резке [x0, x1] ограничена некоторой константой Mm0+m1+2 > 0, т. е. считаем, что

|f (m0+m1+2)(x)| 6Mm0+m1+2, x ∈ (x0, x1). (29)

Тогда для погрешности приближения интеграла функции δIm = |rIm| имеет место:

δIm 6 ∆Im,

где ∆Im обозначена оценка погрешности приближения

∆Im =
bm0,m1Mm0+m1+2L

m0+m1+3

(m0 +m1 + 2)!
. (30)

Случай симметричного распределения производных на концах отрезка.
В случае, когда в крайних точках отрезка интегрирования [x0, x1] порядок наивысшей
производной один и тот же, т. е. при выполнении условия

m0 = m1 = m (31)

квадратурная формула (25) для представления интеграла Im записывается в виде

Im =

m∑

j=0

Dj
mL

j+1
[
f
(j)
0 + (−1)jf

(j)
1

]
, (32)

где коэффициент Dj
m в соответствии с (26) выражается формулой

Dj
m =

Cj+1
m+1

(j + 1)!Cj+1
2m+2

. (33)

В табл. 1 представлены коэффициенты Dj
m для начальных значений m и j.

Из формулы (32) видно, что интеграл Im, выражается через значения функции и ее
производных до m-го порядка включительно, заданных на концах отрезка интегрирова-
ния.

Отметим, что численные коэффициенты Dj
m перед производными зависят не только

от j, но и от m, т. е. они изменяются при изменении m.
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Таблица 1. Коэффициенты Dj
m

j
m

0 1 2 3 4 5 6 7

0 1/2

1 1
2

1
12

2 1
2

1
10

1
120

3 1
2

3
28

1
84

1
1680

4 1
2

1
9

1
72

1
1008

1
30240

5 1
2

5
44

1
66

1
792

1
15840

1
665280

6 1
2

3
26

5
312

5
23432

1
11440

1
308880

1
17297280

7 1
2

7
60

1
60

1
624

1
9360

1
205920

1
7207200

1
518918400

Остаточный член интегрирования rIm согласно (27) для симметричного случая при-
нимает вид

rIm =
(−1)m+1bmL

2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(η), (34)

где коэффициенты bm представляются формулой

bm =
(m+ 1)!(m + 1)!

(2m+ 3)!
, (35)

которая соответствует формуле, полученной в [15, с. 119].
Оценка погрешности интегрирования ∆Im для симметричного случая имеет вид

∆Im =
M2m+2L

2m+3

(2m+ 2)!
bm, (36)

где константа M2m+2 > 0 ограничивает производную функции порядка 2m+ 2 включи-
тельно на отрезке [x0, x1], т. е. выполняется условие

|f (2m+2)(x)| 6M2m+2, x ∈ (x0, x1). (37)

Формула (36) для оценки погрешности интегрирования ∆Im в этом случае также
соответствует формуле в [15, с. 119].

2. О сопоставлении интегрирования по двухточечной формуле
и по формуле Эйлера — Маклорена

Для вычисления определенных интегралов, как отмечено во введении, существуют
и другие методы интегрирования, которые используют значения производных подынте-
гральной функции. Один из таких методов основан на формуле интегрирования Эйле-
ра — Маклорена. Для этого подхода интеграл

I =

x1∫

x0

f(x) dx (38)

от заданной функции f(x) представим в виде

I = Em + rEm, (39)
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где приближенное значение интеграла Em выражается формулой Эйлера — Маклоре-
на [14, с. 136], приведенной для случая задания значений функции только на концах
отрезка [x0, x1]

Em =
L

2

[
f0 + f1

]
+

m∑

j=1

B2jL
2j

(2j)!

[
f
(2j−1)
0 − f

(2j−1)
1

]
, (40)

B2j — числа Бернулли, рассмотренные, например, в [1, с. 292], rEm — остаточный член
приближения интеграла, который согласно [1, с. 292] имеет вид

rEm = −B2m+2L
2m+3

(2m+ 2)!
f (2m+2)(λ), λ ∈ (x0, x1). (41)

Запишем формулу Эйлера — Маклорена в развернутом виде

Em =
L

2

[
f0+f1

]
+
B2L

2

2!

[
f ′0−f ′1

]
+
B4L

4

4!

[
f ′′′0 −f ′′′1

]
+. . .+

B2mL
2m

(2m)!

[
f
(2m−1)
0 −f (2m−1)

1

]
. (42)

Сравнение формул (32) и (42) показывает, что в отличие от формулы двухточечного
интегрирования, в которую входят производные как четного, так и нечетного порядков,
формула Эйлера — Маклорена содержит производные только нечетного порядка.

Для оценки погрешности приближения δEm = |rEm| используем формулы Эйлера —
Маклорена при условии, что производная функции порядка 2m + 2 включительно на
отрезке [x0, x1] ограничена некоторой константой M2m+2 > 0, т. е. считая, что

|f (2m+2)(x)| 6M2m+2, x ∈ (x0, x1),

из формулы (41) следует, что имеет место соотношение

δEm 6 ∆Em,

где через ∆Em обозначена оценка погрешности приближения интегрирования

∆Em =
|B2m+2|L2m+3

(2m+ 2)!
M2m+2. (43)

Оценка погрешности двухточечного интегрирования ∆Im в соответствии с (36) может
быть записана в виде

∆Im =
bmL

2m+3

(2m+ 2)!
M2m+2, (44)

где числа bm согласно (35) представляются формулой

bm =
(m+ 1)!(m+ 1)!

(2m+ 3)!
. (45)

Сравнение формул (44) и (43) показывает, что оценки погрешностей для двухточеч-
ного интегрирования и по формуле Эйлера — Маклорена имеют одинаковую структуру
и отличаются только числовыми коэффициентами bm и B2m+2, соответственно. Поэтому
отношение остаточных членов и, соответственно, оценок погрешностей интегрирования
определяется отношением числовых коэффициентов обоих методов приближения.

Из формулы (45) следует, что числа bm уменьшаются с возрастанием m и при этом

lim
m→∞

bm = 0.
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Действительно, обозначая α = m+ 1, для чисел bm можно записать

bm =
(m+ 1)!(m+ 1)!

(2m+ 3)!
=

α!α!

(α+ 1)(2α)!
6

α∏

i=1

i

α+ i
6

α∏

i=1

1

2
=

1

2α
=

1

2m+1
,

откуда и следует, что bm → 0 при m→ ∞.
В то же время для чисел Бернулли B2m имеется формула [1, с. 293]

B2m = (−1)m+1 2(2m)!

(2π)2m
ζ(2m),

где ζ(s) — известная дзета-функция Римана (например, [8, с. 263]), определенная как
ζ(s) =

∑∞
k=1

1
ks , и обладающая свойством [1, с. 293], что ζ(s) → 1 при s→ ∞.

Из формулы для чисел Бернулли следует, что последовательность чисел Бернул-
ли B2m стремится к бесконечности при m→ ∞.

Таблица 2. Числовые коэффициенты bm и числа Бернулли B2m+2

m 0 1 2 3 4 5 6 7

bm
1
6

1
30

1
140

1
630

1
2772

1
12012

1
51480

1
218790

B2m+2
1
6

− 1
30

1
42

− 1
30

5
66

− 691
2730

7
6

− 3617
510

km = bm
|B2m+2| 1.00 1.00 0.30 0.048 0.0048 0.00033 1.7 ·10−5 6.4 ·10−7

Таблица 3. Формулы для интегралов Hm и Em

и оценок их погрешностей ∆Im и ∆Em

m Формулы для интегралов Im и Em ∆Im
∆Em

0 I0 = L
2
(f0 + f1)

E0 = L
2
(f0 + f1)

M2L
3

12
M2L

3

12

1 I1 = L
2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)

E1 = L
2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)

M4L
5

720
M4L

5

720

2 I2 = L
2
(f0 + f1) +

L2

10
(f ′

0 − f ′
1) +

L3

120
(f ′′

0 + f ′′
1 )

E2 = L
2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)−

L4

720
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

M6L
7

100800
M6L

7

30340

3 I3 = L
2
(f0 + f1) +

3L2

28
(f ′

0 − f ′
1) +

L3

84
(f ′′

0 + f ′′
1 ) +

L4

1680
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

E3 = L
2
(f0 + f1) +

L2

12
(f ′

0 − f ′
1)−

L4

720
(f ′′′

0 − f ′′′
1 ) + L6

30240
(f

(5)
0 − f

(5)
1 )

M8L
9

25401600
M8L

9

1209600

4 I4 = L
2
(f0 + f1) +

L2

9
(f ′

0 − f ′
1) +

L3

72
(f ′′

0 + f ′′
1 ) +

L4

1008
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

+ L5

30240
(f

(4)
0 + f

(4)
1 )

M10L
11

10059033600
M10L

11

47900160

m Im =
d0
m

L

0!
(f0 + f1) +

d1
m

L2

1!
(f ′

0 − f ′
1) +

d2
m

L3

2!
(f ′′

0 + f ′′
1 )

+
d3
m

L4

3!
(f ′′′

0 − f ′′′
1 ) + . . .+

dm
m

Lm+1

m!
(f

(m)
0 + (−1)mf

(m)
1 )

Em = L
2
(f0 + f1) +

B2L
2

2!
(f ′

0 − f ′
1) +

B4L
4

4!
(f ′′′

0 − f ′′′
1 )

+ B6L
6

6!
(f

(5)
0 − f

(5)
1 ) + . . .+ B2mL2m

(2m)!
(f

(2m−1)
0 − f

(2m−1)
1 )

bmL2m+3

(2m+2)!
M2m+2

|B2m+2|L2m+3

(2m+2)!
M2m+2

Для сравнения в табл. 2 приведены числовые коэффициенты двухточечного интегри-
рования bm, числа Бернулли B2m+2 и округленные до двух цифр значения коэффициен-
та km, равные отношению их модулей для начальных значений m. Как видно из табл. 2,
первые два члена числовых последовательностей, соответствующие значениям m = 0 и
m = 1, совпадают. Далее, с увеличением m, начиная с m = 2, обе числовые последова-
тельности расходятся друг от друга, причем в разных направлениях: коэффициенты bm
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монотонно уменьшаются, стремясь к нулю, а модули чисел Бернулли B2m+2, начиная с
некоторого номера, неограниченно возрастают, стремясь к бесконечности.

Последняя строка табл. 2, содержащая данные об отношении коэффициентов bm и
чисел Бернулли B2m+2, показывает то, что km не превосходит единицы и монотонно
уменьшается с увеличением m. Соответственно, оценка точности двухточечной форму-
лы интегрирования не хуже оценки формулы Эйлера — Маклорена и становится суще-
ственно лучше ее при увеличении m.

В табл. 3 представлены формулы для интегралов Hm и Em, а также оценок их по-
грешностей для начальных значений m.

3. Результаты численных экспериментов

Пример 1. Для сравнения обоих методов интегрирования проведены расчеты при-
ближения интеграла для функции y = sinx на отрезке [0, π] с использованием формул
двухточечного интегрирования и по формуле Эйлера — Маклорена для различных зна-
чений m. Значение интеграла

I =

π∫

0

sinx dx

легко определяется аналитически и равно двум.
С использованием квадратурных формул, представленных в табл. 3, формулы для

численной погрешности интегрирования

δIm = |I − Im| (46)

и их оценок, выраженных (36) и (43), получены численные значения интегралов, их по-
грешности и их оценки для начальных значений m, которые представлены в табл. 4.
В каждой ячейке второго, третьего и четвертого столбца этой таблицы вверху приво-
дятся результаты расчета по формуле двухточечного интегрирования, внизу приводятся
данные, полученные по формуле Эйлера — Маклорена.

Таблица 4. Значения интегралов Im, Em, их погрешностей δIm, δEm и оценок δIm, δEm

m Im
Em

δIm
δEm

δIm
δEm

0 0.000000000
0.000000000

2.000000000
2.000000000

2.583856390
2.583856390

1 1.644934067
1.644934067

0.355065933
0.355065933

0.425027340
0.425027340

2 1.973920880
1.915514875

0.026079120
0.084485125

0.029963226
0.099877422

3 1.998952025
1.979098817

0.001047975
0.020901183

0.001173513
0.024643766

4 1.999973416
1.994787525

0.000026584
0.005212475

0.000029248
0.006142026

5 1.999999535
1.998697660

0.000000465
0.001302340

0.000000505
0.001534358

6 1.999999994
1.999674463

0.0000000059
0.0003255368

0.0000000064
0.0003835187

7 2.000000000
1.999918619

0.000000000058
0.000081381203

0.000000000062
0.000095875264
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Анализ результатов расчетов показал, что оба подхода при m = 0 и m = 1, да-
ют одинаковые результаты. Однако при m равным двум и более точность результатов,
полученных при использовании двухточечной формулы интегрирования, существенно
выше данных, полученных по формуле Эйлера — Маклорена, и это повышение точности
увеличивается с увеличением m.

Сравнение точности результатов наглядно проявляется при представлении их в гра-
фической форме. На рис. 1 представлены зависимости погрешности приближения δm
от параметра m, полученные при использовании формулы двухточечного интегрирова-
ния и по формуле Эйлера — Маклорена.

Из поведения графиков наглядно видно, что обе зависимости, совпадая при m = 0
и m = 1, расходятся от точки m = 1, причем расхождение между ними увеличивается
с увеличением m, и график, представляющий зависимость погрешности, полученной по
формуле двухточечного интегрирования, лежит ниже аналогичного графика, построен-
ного по формуле Эйлера — Маклорена.

Рис. 1. Зависимость погрешности δm от параметра m для функции f(x) = sin x.

Из данных, представленных в табл. 4 и из рис. 1, следует, что, например, при m = 7
отношение погрешности, полученной по формуле двухточечного интегрирования, более
чем в миллион раз меньше погрешности, полученной по формуле Эйлера — Маклорена
(их отношение составляет 0.000000000058/0.000081381203 = 0.71 · 10−6). Это отношение
вполне соответствует отношению оценок их погрешностей и отношению km = 0.64 · 10−6 ,
представленному в последней строке табл. 2.

Для рассмотренной функции f(x) = sinx результаты исследований, представлен-
ные в табличной и графической форме, показали, что последовательности приближений
интегралов Im и Em, полученные обоими методами, сходятся к точному значению инте-
грала I, хотя и с разной скоростью.

Пример 2. Рассмотрим интеграл

I =

2∫

1

dx

x
,

который легко вычисляется аналитически и значение которого равно ln 2 =
0.69314718 . . .
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Для подынтегральной функции также существуют производные сколь угодно высо-
кого порядка, которые, как несложно вывести, представляются формулой

(
1

x

)(j)

=
(−1)(j)j!

xj+1
.

С использованием этой формулы и квадратурных формул, представленных в табл. 3,
получены численные значения интегралов с использованием двухточечного интегриро-
вания и по формуле Эйлера — Маклорена. В табл. 5 представлены значения интегралов
Im и Em и их численных погрешностей δIm, δEm для m = 0, . . . , 10.

Таблица 5. Значения интегралов Im, Em и их погрешностей δIm, δEm

m Im Em δIm δEm

0 0.75000000 0.75000000 0.056852819 0.056852819
1 0.68750000 0.68750000 0.0056471806 0.0056471806
2 0.69375000 0.69531250 0.00060281944 0.0021653194
3 0.69308036 0.69140625 0.000066823417 0.0017409306
4 0.69315476 0.69555664 7.5813448 · 10−6 0.0024094601
5 0.69314631 0.68798828 8.7374176 · 10−7 0.0051588993
6 0.69314728 0.70907593 1.0184515 · 10−7 0.015928747
7 0.69314717 0.62574768 1.1973324 · 10−8 0.067399500
8 0.69314718 1.0690007 1.4170850 · 10−9 0.37585354
9 0.69314718 −1.9849420 1.6862127 · 10−10 2.6780891
10 0.69314718 24.471245 2.0153288 · 10−11 23.778098

Как видно из табл. 5 и рис. 2, с увеличением m значения интегралов Im, рассчитанные
по методу двухточечного интегрирования, стремятся к точному значению интеграла I,
при этом погрешность δIm монотонно убывает. В тоже время значения интегралов Em,
полученные по формуле по Эйлера — Маклорена, стремятся к значению интеграла I
только при малых m, и с некоторого m погрешность δEm начинает резко увеличиваться,
т. е. процесс приближения становится расходящимся.

Рис. 2. Зависимость погрешности δm от параметра m для функции f(x) = 1/x.

Сравнение результатов, определенное численным путем, подтверждается аналитиче-
скими выкладками. Так, погрешность двухточечного интегрирования δIm = |rIm| с ис-
пользованием (34) и (46) и погрешность δEm = |rEm| формулы по Эйлера — Маклорена
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с использованием (41) и (46) с учетом L = 1 для рассматриваемого интеграла можно
записать в виде

δIm =
bm

η2m+3
1

, δEm =
|B2m+2|
η2m+3
2

, η1, η2 ∈ (1, 2).

Для погрешностей δIm и δEm имеем оценки, соответственно, сверху и снизу

δIm 6 bm, δEm > |B2m+2|/22m+3.

Из этих оценок для этих погрешностей следует, что сходимость приближений ин-
тегралов для обоих методов в данном случае существенным образом определяется по-
ведением последовательностей коэффициентов двухточечного интегрирования и чисел
Бернулли, соответственно. Как отмечено выше, первая последовательность стремится
к нулю при m → ∞, а вторая стремится к бесконечности при m → ∞ с факториаль-
ной скоростью, поэтому процесс приближения по двухточечной формуле для данного
интеграла сходится, а по формуле Эйлера — Маклорена расходится.

Заключение

В работе рассмотрена задача интегрирования функции с использованием двухточеч-
ных интерполяционных многочленов Эрмита общего вида. В результате решения этой
задачи получены формулы интегрирования для произвольного заданного порядка про-
изводных, в том числе и для несимметричного случая, когда порядки производных, за-
данных в концевых точках отрезка интегрирования, могут быть не равны друг другу.
Получено также представление для остаточного члена, на основе которого дана оценка
погрешности интегрирования.

Сравнение метода двухточечного интегрирования с подходом, основанном на исполь-
зовании формулы Эйлера — Маклорена, показало, что для достаточно гладких функций
точность двухточечного интегрирования существенно выше, чем по формуле Эйлера —
Маклорена. Приведен пример интеграла, для которого его приближения, полученные
с использованием формулы Эйлера — Маклорена, расходятся, а полученные по форму-
ле двухточечного интегрирования сходятся и достаточно быстро. Отметим также, что
в отличие от формулы Эйлера — Маклорена формула двухточечного интегрирования
применима и в случае, когда максимальные порядки производных на концах отрезка
интегрирования могут быть не равными друг другу, что важно в практических прило-
жениях.

В части продолжения работы в этом направлении представляется интересным рас-
смотрение задачи оптимизации распределения максимальных порядков производных на
концах отрезка интегрирования с целью минимизации погрешности приближения.
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Abstract. The problem of integrating a function on the basis of its approximation by two-point Hermite
interpolation polynomials is considered. Quadrature formulas are obtained for the general case, when the
orders of the derivatives given at the endpoints of the segment can be not equal to each other. The formula for
the remainder term is presented and the error of numerical integration is estimated. Examples of integrating
functions with data on error and its estimation are given. A two-point approximation of the integrals is
compared with a method based on the Euler-Maclaurin formula. Comparison of the two-point integration
method with the approach based on the use of the Euler-Maclaurin formula showed that for sufficiently
smooth functions the accuracy of two-point integration is significantly higher than by the Euler-Maclaurin
formula. An example of an integral is given for which its approximations obtained using the Euler-Maclaurin
formula diverge, and those obtained by the formula two-point integration converge quickly enough. We also
note that, in contrast to the Euler-Maclaurin formula, the two-point integration formula is also applicable in
the case when the maximum orders of the derivatives at the ends of the integration interval may not be equal
to each other, which is important in practical applications.
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ ЖИЗНЬ

С. Н. МЕЛИХОВУ — 60 ЛЕТ

5 марта 2020 г. исполнилось 60 лет доктору физико-
математических наук Сергею Николаевичу Мелихову, из-
вестному специалисту по комплексному и функциональному
анализу.

С. Н. Мелихов родился в городе Донецке Ростовской
области в семье шахтера. Пример родителей имел реша-
ющее значение в выработке им трудолюбия и настойчи-
вости. Его выбор профессии определило успешное участие
в математических олимпиадах. В 1970 г. начал издавать-
ся журнал «Квант» для школьников, в те годы привлек-
ший внимание к математике и физике большого числа
школьников и существенно способствовавший формирова-
нию их естественно-научного мировоззрения. С. Н. Мели-
хов был активным участником конкурса «Задачник «Кван-
та», в 1977 г. стал его победителем. В 1977 г. он поступил
на механико-математический факультет Ростовского госу-
дарственного университета. Начиная с третьего курса, активно занимался научными
исследованиями, вначале под руководством Ю. А. Кирютенко, а затем — Ю. Ф. Ко-
робейника. В 1986 г. он защитил кандидатскую диссертацию, посвященную матричным
операторам в пространствах числовых последовательностей. В ней были доказаны крите-
рии непрерывности линейных операторов, задаваемых бесконечными матрицами, в про-
странствах числовых семейств с топологиями, определенными с помощью двойствен-
ности Кете-Теплица (слабыми, нормальными, сильными). Были исследованы различ-
ные коммутационные соотношения, в частности, описаны операторы, перестановочные
со степенями операторов сдвига влево и вправо. Часть исследований была посвящена
изучению ретрактивных свойств абсолютно сходящихся рядов в счетных индуктивных
пределах локально выпуклых пространств.

После окончания аспирантуры С. Н. Мелихов остается работать в Ростовском госу-
дарственном университете (РГУ): вначале — в НИИ механики и прикладной матема-
тики РГУ, затем (с 1988 г.) — на кафедре математического анализа. В это время его
внимание привлекает развитая Ю. Ф. Коробейником и его учениками теория абсолютно
представляющих систем и теория операторов свертки, в частности, дифференциаль-
ных операторов бесконечного порядка с постоянными коэффициентами в пространствах
аналитических функций. Большое влияние на его математическое творчество оказала
годичная стажировка (1989–1990 гг.) и последующие пребывания в Математическом ин-
ституте университета Дюссельдорфа — родины Ф. Клейна — под руководством Р. Майзе,
который является научным внуком Г. Кете. В конце 80-х годов прошлого века советски-
ми и немецкими математиками была создана структурная теория пространств Фреше,
послужившая толчком и давшая инструмент для решения ряда задач функционального
и комплексного анализа. Опираясь на результаты этой теории, С. Н. Мелихов решил
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задачу о представлении аналитических функций рядами из квазиполиномов, проблему
«коэффициентов» таких разложений (т. е. задачу о существовании линейного непре-
рывного правого обратного к соответствующему оператору представления). Совместно
с немецким математиком З. Моммом он установил критерии существования линейного
непрерывного правого обратного к оператору свертки, действующему в пространствах
ростков голоморфных функций на выпуклом локально замкнутом подмножестве как для
одного, так и для нескольких комплексных переменных. При этом была выяснена связь
упомянутых задач с аналитическими проблемами существования специальных семейств
(плюри)субгармонических функций, с граничным поведением выпуклых конформных
отображений и плюрикомплексных функций Грина, с продолжением функций вполне
регулярного роста.

Еще одно направление научной деятельности С. Н. Мелихова связано с проблемой
проективного (алгебраического и топологического) описания счетных индуктивных пре-
делов пространств Фреше голоморфных функций. В 1994 г. им, совместно с испанским
математиком Х. Бонетом, был построен первый пример индуктивного предела весо-
вых банаховых пространств целых функций, для которого топологическое проективное
описание не имеет места. Все упомянутые результаты нашли отражение в докторской
диссертации С. Н. Мелихова, защищенной им в 2003 г. в Институте математики с ВЦ
Уфимского научного центра РАН. Исследования, нашедшие отражение в его докторской
диссертации, были продолжены и в следующие десятилетия. В частности, им, совместно
с Р. Майзе и Х. Бонетом, была решена проблема алгебраического и топологического про-
ективного описания счетных индуктивных пределов весовых пространств Фреше целых
функций, реализующих сопряженное к пространству ростков голоморфных функций на
выпуклом локально замкнутом подмножестве многомерного комплексного пространства
и сопряженное к пространству ультрадифференцируемых функций. Он изучил и иссле-
дует проблему представления алгебр аналитических функционалов, связанных с опера-
тором обратного сдвига. Полученные в этом направлении результаты позволили, в част-
ности, ввести ассоциативное и коммутативное умножение в пространстве обобщенных
функций.

В настоящее время Сергей Николаевич работает профессором на кафедре алгебры
и дискретной математики Южного федерального университета. Он уже 15 лет активно
сотрудничает с математиками Республики Северная Осетия-Алания, работая ведущим
научным сотрудником отдела математического анализа Южного математического ин-
ститута.

С. Н. Мелихов неоднократно принимал участие в международных и отечественных
научных конференциях, получал стипендии Немецкой службы академических обменов
(DAAD) для проведения научных исследований в Математическом институте Дюссель-
дорфа, сотрудничает с немецкими и испанскими математиками. Много сил С. Н. Мели-
хов отдает педагогической деятельности, в настоящее время читает лекции по функцио-
нальному анализу, математическим основам защиты информации. Он активно работает
со студентами, руководимая им команда ЮФУ ежегодно занимает призовые места на
Поволжской математической олимпиаде, проводимой в честь для рождения Н. В. Лоба-
чевского. Уже несколько десятилетий С. Н. Мелихов является членом жюри областных
математических олимпиад для школьников. Многие отмечают его способность расска-
зать доступно и увлекательно о сложных результатах, привлекающую к нему молодежь.

Пожелаем Сергею Николаевичу здоровья, больших творческих достижений и в даль-
нейшем!

А. В. Абанин, А. О. Ватульян, М. И. Карякин, С. Б. Климентов,

Ю. Ф. Коробейник, А. Г. Кусраев, В. А. Стукопин
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ПАМЯТИ АЛЕКСЕЯ БОРИСОВИЧА ШАБАТА
(08.08.1937 — 24.03.2020)

24 марта 2020 г. ушел из жизни Алексей Бо-
рисович Шабат, ученый уникального масштаба,
математик, во многом определивший лицо совре-
менной математической физики.

Интерес Алексея Борисовича к математиче-
ской науке не был случайным. Он родился в ака-
демической семье. Его отец, Борис Владимирович
Шабат был известным математиком, профессо-
ром МГУ, автором известных учебников по ком-
плексному анализу, главным редактором матема-
тической редакции издательства «Мир». Мать,
Макарова Елена Александровна, была известным
ученым, работавшим в Государственном астроно-
мическом институте им. П. К. Штернберга МГУ.

Первые яркие работы Алексей Борисович выполнил будучи студентом мехмата МГУ
под руководством профессора М. И. Вишика. Они были посвящены краевым задачам
для обыкновенных дифференциальных уравнений с малым параметром. После оконча-
ния мехмата в 1959 г. он получает предложение продолжить обучение в аспирантуре.
Однако А. Б. Шабат, желая доказать свою независимость, отказался от полученного
предложения и решает продолжить свою научную деятельность в Новосибирске, в Ин-
ституте гидродинамики Сибирского отделения РАН.

Алексей Борисович Шабат стоял у истоков важного раздела современной математи-
ческой физики — метода обратной задачи рассеяния, где ему принадлежит целый ряд
основополагающих результатов. Он внес фундаментальный вклад в его развитие. В пер-
вой половине 70-х годов Шабат в соавторстве с В. Е. Захаровым опубликовал цикл работ,
посвященных интегрируемости нелинейного уравнения Шредингера. В этих работах бы-
ла заложена общая схема интегрирования нелинейных дифференциальных уравнений.
В эти же годы им опубликован ряд пионерских работ, развивающих метод обратной
задачи рассеяния. Шабатом был предложен метод решения уравнения Кортевега — де
Фриза на основе интегрального уравнения Марченко. Этот метод, ныне известный как
метод одевания Захарова — Шабата (dressing method), позволил свести решение обрат-
ной задачи рассеяния к задаче сопряжения Римана — Гильберта. Только на эти работы
сейчас имеется более семи тысяч ссылок в научной литературе!

В 80-е гг. на основе доказанной А. Б. Шабатом теоремы о существовании пары Лак-
са у уравнения, обладающего высшими симметриями, был развит симметрийный под-
ход к проблеме классификации интегрируемых уравнений. В сотрудничестве со своими
учениками (А. В. Жибер, В. В. Соколов, В. Э. Адлер, Р. И. Ямилов, И. Т. Хабибул-
лин, C. И. Свинолупов) Шабатом были сформулированы простые и эффективные кри-
терии интегрируемости, являющиеся необходимыми условиями существования высших
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симметрий и законов сохранения, полностью описаны и проклассифицированы инте-
грируемые системы уравнений типа нелинейного уравнения Шредингера и лагранжевы
нелинейные цепочки.

А. Б. Шабату принадлежит очень простая, но универсальная идея — условие ин-
вариантности относительно симметрий выделяет классы специальных точных решений.
В 90-х годах этот принцип был применен к дискретным симметриям, отвечающим пре-
образованиям Бэклунда (одевающая цепочка). В соавторстве с Р. И. Ямиловым была
написана целая серия работ, посвященных преобразованиям Бэклунда, цепочкам, их при-
ложениям и классификации. Периодическая версия так называемой одевающей цепочки
Веселова — Шабата дала новый взгляд на работу С. П. Новикова (1974 г.) и алгебро-
геометрическую теорию конечнозонных операторов Шрёдингера.

А. Б. Шабат указал, что комбинация классических преобразований типа преобразо-
вания Галилея и растяжения с преобразованиями Бэклунда приводит к нетривиальным
результатам:

– Автомодельное замыкание одевающей цепочки — деформация солитонных потен-
циалов (с А. Дегасперисом, 1992, 1994);

– Квазипериодическое замыкание одевающей цепочки –– деформация конечнозонных
потенциалов, уравнения Пенлеве и их обобщения (с А. П. Веселовым, 1993);

– Замыкания преобразования Бэклунда на решетке, стационарные уравнения для
мастер-симметрий, уравнения Пенлеве (с В. Э. Адлером, Р. И. Ямиловым, 2000);

– Мастер-симметрии в задаче о ступеньке для цепочки Вольтерра (с Р. Ч. Кулаевым,
В. Э. Адлером, 2018, 2019).

Алексей Борисович Шабат был одним из тех ученых, благодаря которым наука дви-
жется вперед. Всех, кто был знаком с ним, поражало в нем сочетание хорошей интуиции
и большого трудолюбия. Он не только чувствовал, в каком направлении надо двигаться
в науке, но и умел преодолевать любые технические трудности. Не менее важно, что он
воспитал много выдающихся математиков и физиков — не только своих студентов, но и
людей вокруг себя. Его вклад в организацию науки был огромен.

Алексей Борисович ставил перед собой грандиозные цели и не отвлекался на пустяки.
Он великолепно сотрудничал с другими математиками, не только внося ключевые идеи,
но и проясняя технические детали. Если его увлекала какая-то идея, он готов был ра-
ботать сутками без сна и еды. Единственное, что отвлекало его от математики –– горы.
Для него горы были способом отдохнуть от всего и углубиться в себя.

У Алексея Борисовича отсутствовало чувство оседлости. В разные годы жизни он
учился и работал в различных городах и вузах:

1954–1959 гг. — Москва, Московский государственный университет им. М. В. Ломо-
носова;

1959–1973 гг. — Новосибирск, Институт гидродинамики СО РАН;
1973–1990 гг. — Уфа, Башкирский государственный университет;
1990–2020 гг. — Черноголовка, Институт теоретической физики им. Л. Д. Ландау;
2007–2018 гг. — Карачаевск, Карачаево-Черкесский государственный университет

им. У. Б. Алиева;
2018–2020 гг. — Майкоп, Адыгейский государственный университет.
Помимо этого, А. Б. Шабат работал в университетах Рима, Мадрида, Миннесоты,

Кембриджа, Турина, Флоренции, Лидса, Лафборо.
В свои 80 лет он без особых проблем переехал жить в город Майкоп! Такого рода

резкие перемены в своей жизни он рассматривал для себя как некий вызов. На каж-
дом новом месте Алексей Борисович с неистощимым энтузиазмом начинал развивать
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активную деятельность, направленную на создание математической школы, на привле-
чение к науке молодых. Вокруг него, где бы он ни был, постоянно находилась молодежь.
Это был постоянный генератор новых идей, новых математических задач, новых подхо-
дов к их решению. Его влияние на научную жизнь неоценимо.

Светлая память об этом замечательном человеке навсегда сохранится в наших серд-
цах.

В. Э. Адлер, С. Н. Асхабов, Р. Ч. Кулаев, А. Г. Кусраев,

С. С. Кутателадзе, А. К. Погребков, Ю. Г. Решетняк
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ной части, независимо от того, имеются или нет в нем иностранные источники. Если
в списке есть ссылки на иностранные публикации, они полностью повторяются в списке,
готовящемся в романском алфавите. Список References используется международными
библиографическими базами (Scopus, WoS и др.) для учета цитирования авторов.

Примечание: более подробную информацию можно найти на официальном сайте
журнала http://www.vlmj.ru.
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