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К Р И Т Е Р И Й  Р А В Н О М Е Р Н О Й  О Б Р А Т И М О С Т И  Р Е Г У Л Я Р Н Ы Х  
А П П Р О К С И М А Ц И Й  О Д Н О М Е Р Н Ы Х  С И Н Г У Л Я Р Н Ы Х  И Н Т Е Г Р А Л Ь Н Ы Х  

О П Е Р А Т О Р О В  Н А  К У С О Ч Н О -Л Я П У Н О В С К О М  К О Н Т У Р Е

А. В . А брам ян1, В . С. Пи л и ди 1
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А н н о т а ц и я . Работа продолжает исследования в области критериев применимости к полным сингу
лярным интегральным операторам приближенных методов по семействам сильно аппроксимирую
щих их операторов с «вырезанной» особенностью ядра Коши. Рассматривается случай полного син
гулярного интегрального оператора с непрерывными коэффициентами, действующего в Lp-прост
ранстве на замкнутом контуре. Предполагается, что контур является кусочно-ляпуновским и не 
имеет точек возврата. Задача сводится к получению критерия обратимости элемента некоторой ба
наховой алгебры. Исследование проводится с помощью локального принципа Гохберга — Крупника. 
Основной акцент сделан на локальном анализе в угловых точках. Для этого используется аналог 
предложенного И. В. Симоненко метода квазиэквивалентных операторов. Критерий формулирует
ся в терминах обратимости некоторых интегральных операторов, сопоставляемых угловым точкам 
и действующих в Lp-пространстве на вещественной оси, и условиях сильной эллиптичности в точках 
контура, в которых выполняется условие Ляпунова.

К л ю ч е в ы е  сл ов а: условие Ляпунова, кусочно-ляпуновский контур, полный сингулярный инте
гральный оператор, сходимость приближенного метода, равномерная обратимость, локальный прин
цип.

M a th e m a t ic a l S u b je c t  C la ss if ic a tio n  (2 0 1 0 ): 45Р05, 45Е05, 45L05, 47G10.
О б р а з е ц  ц и т и р о в а н и я : Абрамян А. В., Пилиди В. С. Критерий равномерной обратимости регуляр
ных аппроксимаций одномерных сингулярных интегральных операторов на кусочно-ляпуновском 
контуре / /  Владикавк. мат. журн.—2019.—Т. 21, вып. 1.—С. 5-15. DOI: 10.23671/VNC.2019.1.27645.

1. Введение

В оп росам  п ри м ен и м ости  к  о п ер ато р ам  т и п а  си н гу л я р н ы х  и о п ер ато р ам  б ли зки х  
к  ним  кл ассо в  п р и б л и ж ен н ы х  м етодов п освящ ен в1 м н огочи слен н ы е и ссл едо ван и я . У п о
м ян ем  зд есь , н ап р и м ер , р аб о ты  [1 , 2] и м о н о гр аф и ю  [3].

Н асто ящ ее  и сследован и е  п р о д о л ж ает  ц и к л  р аб о т  [4-8], п о свящ ен н ы х  обоснованию  
м ето д а  в ы р е за н и я  особенности  д л я  о п ер ато р о в  т и п а  си н гу л яр н ы х  в п р о с тр а н с тв а х  сум 
м и руем ы х  ф у н к ц и й . Р а с с м а тр и в ае т с я  вопрос о п ри м ен и м ости  к  п олн ом у  си н гу л яр н о м у  
и н тегр ал ь н о м у  о п ер ато р у  с н еп р ер ы вн ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  н а  кусоч н о -л яп у н о вско м  
ко н ту р е  п р и бл и ж ен н о го  м ето д а  по сем ей ству  о п ер ато р о в  с «вы резан н ой »  особенностью  
я д р а  К ош и .

@ 2019 Абрамян А. В., Пилиди В. С.
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2. Предварительны е сведения

П усть  {А £ : е  >  0} — сем ейство  л и н ей н ы х  н еп р ер ы вн ы х  о п ер ато р о в , д ей ству ю щ и х  
в бан аховом  п р о стр ан ств е  X , А  — л и н ей н ы й  н еп р ер ы вн ы й  о п ер ато р , д ей ству ю щ и й  в этом  
п р о стр ан стве . З ап и сь  s- lim e^ + o  А е =  А  о зн ачает, ч то  п ри  е ю  + 0  о п ер ато р ы  А е сходятся  

А
кр о м е  того , и со п р яж ен н ы е  о п ер ато р ы , будем  о тм еч а т ь  это  зап и сью  s*- lim e^ + o  А е =  А . 
У к азан н о е  вы ш е сем ейство  н а зы в а е т с я  ра вн о м ер н о  обратимым, если  все эти  о п ер ато р ы  
о б р ати м ы  и 8и р { У А -1у : е >  0} <  го. Б у д ем  го во р и ть , ч то  сем ейство  о п ер ато р о в  {А е }е>о 
а с и м п т о т и ч е с к и  р а вн о м ер н о  обрат им о, если  сущ ествует  такое  е0 >  0 , ч то  сем ейство  
о п ер ато р о в  { А е : 0 <  е <  е0} р авн о м ер н о  об рати м о .

П р ед п о л о ж и м , ч то  s- lim e^ + o  А е =  А  и о п ер ато р  А  о б р ати м . Б у д ем  го во р и ть , ч то  к 
операт ору  А  прим еним  п р и б ли ж е н н ы й  метод по с е м е й ст в у  { А е} п р и  е ю  + 0 , если 
сущ ествует  тако е  ео >  0  чт 0  все о п ер ато р ы  сем ей ства  о б р ати м ы  п ри  0 <  е <  ео и 
s- lim e^+ o  А - 1 =  А - 1 .

П ри веден н ое  о п ределен и е ан ал о ги ч н о  о п ределен и ю  сходим ости  проекц и он н ого  м ето
д а  [9, с. 90].

С п р ав ед л и в о  следую щ ее у тв ер ж д ен и е , яв л яю щ ееся  ан ал о го м  и звестн ого  ф а к т а  тео
ри и  п р о екц и о н н ы х  м етодов [9, с. 91, тео р ем а  2.1].

П редлож ение 1 . П редполож им , что s - lim e^ + o  А е =  А  и  оператор А  обратим. К  опе
рат ору А  п р и м е н и м  п р и б ли ж е н н ы й  метод п о  сем ейст ву  {А е }е^  п р и  е ю  + 0  в  том и  
т олвко том слу ч а е , ко гд а  это семейство асим пт от ически р а в н о м е р н о  обратимо.

П ри веден н ое  у тв ер ж д ен и е  п о зв о л я ет  и сп о л ьзо в ать  м етоды  теори и  б ан ах о вы х  алгеб р  
к  реш ен ию  за д ач и  о сходим ости  п р и б л и ж ен н ы х  м етодов р ассм атр и в аем о го  ви да.

П ерей дем  к  рассм о тр ен и ю  к л а с с а  ан ал и зи р у ем ы х  о п ер ато р о в . П усть  Г  — п р о стая  
за м к н у т а я  о р и ен ти р о в ан н ая  ку со ч н о -л яп у н о в ск ая  к р и в а я . Б о л ее  точн о , п р ед п о л агается , 
ч то  сущ ествует  такое  кон ечн ое м н ож ество  то ч ек  Z r  С  Г , ч то  к а ж д а я  д у га , л е ж а щ а я  
н а  к р и во й  Г  и м ею щ ая  кон ц ам и  д в е  то ч к и  и з Z r  и не с о д ер ж ащ ая  д р у ги х  то ч ек  этого  
м н о ж ества , у д о вл етво р яет  условию  Л я п у н о в а , в к л ю ч а я  свои кон цы .

Б у д ем  п р ед п о л агать , ч то  д л я  к а ж д о й  то ч к и  м н о ж ества  Z r  л у ч и , яв л яю щ и еся  од
н осторон н и м и  к асател ь н ы м и  в этой  то чке , не со в п ад аю т  (т. е. счи таем , ч то  к р и в а я  не 
со д ер ж и т  то ч ек  в о зв р а т а ). О тм ети м , ч то  в р ассм атр и в аем о м  сл у ч ае  то ч к а , в которой  
н а р у ш а е тс я  условие Л я п у н о в а , о б язател ьн о  я в л я е т с я  угловой . Д ей ств и тел ьн о , п редп о
л о ж и м , ч то  л у ч и , я в л яю щ и еся  одн осторон н и м и  к асател ь н ы м и  в н екоторой  то ч к е  to €  Г , 
л е ж а т  н а  одной п р ям о й  и н а п р ав л ен ы  в р а зн ы е  сторон ы . С п р ав ед л и в о  следую щ ее у тв ер 
ж д е н и е  [10, с. 21]. Е сли  ф у н к ц и я  f  оп р ед ел ен а  и н еп р ер ы в н а  н а  о тр езк е  [a,b] и д л я  
н екоторой  то ч к и  c €  (a , b) су ж ен и я  этой  ф у н к ц и и  н а  о тр езк и  [а, с] и [c, b] у д о влетво р яю т  
условию  Г ёл ьд ер а , то  ф у н к ц и я  f  у д о в л етв о р яет  условию  Г ё л ь д ер а  н а  в сем  о тр езке  [а, Ь]. 
П р и м е н я я  это  у тв ер ж д ен и е  к  ф у н к ц и и  9( t ) ,  у гл у  н а к л о н а  к асател ьн о й  в то чк е  t  €  Г , 
п о л у ч аем , ч то  о н а  у д о вл етво р яет  условию  Г ё л ь д ер а  в н екоторой  окр естн о сти  р ассм ат- 

t o
Р ассм о тр и м  дей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  £ Р(Г) (зд есь  и всю ду  н и ж е, если  не огово

рено п роти вн ое, п р ед п о л агается , ч то  1 <  p  <  го) о п ер ато р  си н гу л яр н о го  и н тегр и р о в ан и я

г

где и н те гр а л  п о н и м ается  в см ы сле гл авн о го  зн ач ен и я  по К ош и . О п ер ато р  S  о гр ан и ч ен  
в п р о стр ан ств е  £ Р(Г) [11].
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Д л я  е >  0 и t  €  Г  обозн ачи м  Г £(t) =  {т €  Г  : 11 — т| ^  е}. В ведем  сем ейство  
д ей ству ю щ и х  в п р о стр ан ств е  Ь Р(Г)  ин тегралвн вгх  о п ер ато р о в  с о гр ан и ч ен н ы м и  я д р а м и

О п ер ато р в 1 S £ о гр ан и ч ен ы  и и м еет  м есто  р авен ство  s*- lim £^ + o  S £ =  S .
К а к  обв1чно, ч ер ез C (Г) обозн ачи м  ал геб р у  всех  о п р ед ел ен н ы х  и н еп р ер ы вн ы х  н а  Г 

ко м п л ек сн о зн ач н ы х  ф у н к ц и й . Ч ер ез  K p (Г) будем  о б о зн ачатв  м н ож ество  всех  к о м п а к т 
н ы х  о п ер ато р о в , д ей ству ю щ и х  в п р о стр ан ств е  L p (Г ). А н ал о ги ч н о е  обозначен ие будем  
и сп о л в зо в атв  д л я  L p-npocTpaHCTB н а  д р у ги х  м н о ж ествах .

В ведем  дей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  L p ^ )  п олн ы й  сингулярнвгй  и н тегр ал ь н ы й  опе
р а т о р  с н еп р ер ы вн ы м и  к о э ф ф и ц и е н т а м и  A  =  a I  +  b S  +  T , где  a , b  €  C ( Г )  I  — еди н и ч н ы й  
оп ер ато р , T  €  К Р(Г).

Р ассм о тр и м  сем ейство  о п ер ато р о в  A £ =  a I  +  bS£ +  T , е >  0. И м еет  м есто  р авен ство  
s*- l i m ^ + o  A£ =  A.

О сн овн ы м  р езу л втато м  р аб о ты  я в л я е т с я  к р и те р и й  аси м п то ти ч еско й  р авн о м ер н о й  об
р ати м о сти  сем ей ства  {A £}. Ф орм ули руем ы й  н и ж е  к р и тер и й  обобщ ает п о л у ч ен н ы й  ран ее  
р е зу л в тат  д л я  с л у ч а я  к о н ту р а  ти п а  Л я п у н о в а  [6].

П ри вед ем  н ек о то р ы е  всп о м о гател ьн ы е  п остроен и я .
В ы берем  п р о и зво л ьн о е  а ,  0 <  а  < л ,  а  =  п / 2 .  Р ассм о тр и м  в ком п лексн ой  п лоскости  C

Л У Ч И

Н а л у ч е  y i  (72) вы берем  ори ен тац и ю , со ответствую щ ую  во зр астан и ю  (убы ван и ю ) п а р а 
м е тр а  ж. О бозначи м : у  =  71 U 72 . Р ассм о тр и м  о п ер ато р  B , д ей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  
L p (y) п0 ф о р м у л е

О п ер ато р  B  о гр ан и ч ен  в п р о стр ан ств е  L p (y ). З ав и си м о сть  о п ер ато р о в  B  и ко н ту р о в  7 , 71 , 
72 от  а  м ы  д л я  к р а т к о с т и  зап и си  не о тм еч аем , о го в а р и в а я  в д ал ьн ей ш ем , како е  зн ачен и е  
a

К а к  обы чно, ч ер ез R  (R + , R —) об озн ачаем  вещ ествен н ую  ось (соответствен н о  поло
ж и те л ь н у ю , о тр и ц ател ьн у ю  полуоси).

В ведем  и зо м о р ф и зм  U  : L p (R ) ^  L p (y ), д ей ству ю щ и й  по ф о р м у л е

г  s(t)

71 =  { e iax  : ж ^  0 }, 72 =  { e - i a x  : ж ^  0 }.

( 1)
V&Y,

|y-x |71

О бозн ачи м  S (a) := U  1B U . О п ер ато р  S (а) д ей ству ет  в п р о стр ан ств е  L p (R ) по ф о р м у л е

СЮ

( S (a)f ) ( x )  =  —  /  k a ( x , y ) f ( y )  dy ,  ж е М , 
П  J

— Ю
(2)
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где  я д р о  ka  о п р ед ел яется  н а  R  х  R  услови ям и  

f 1
(х , у )  €  (R +  х  R + ) U (R _  х  R _ ) ,  \у — х\ А 1,

У — x

1 , х  €  R+, у  €  R _ , \у +  e2iax\ А 1,
ka  (x , у) =  { У +  e2iax

у +  е- 2гаж  ̂ ; c e R _ ,  y e R + ,  |у +  е - 2г«ж| А1,

0, д л я  о стал ьн ы х  то ч ек  м н о ж ества  R  х  R .

В д ал ь н ей ш и х  п о стр о ен и ях  и сп о льзу ю тся  п р и во ди м ы е н и ж е  оцен ки  д л я  н орм ы  ин
тегр ал ьн о го  о п ер ато р а .

П усть  u  С R  — и зм ери м ое  м н ож ество  ненулевой  м еры , k — о п р ед ел ен н ая  н а  u  х  u  
и зм е р и м а я  ф у н к ц и я . О бозн ачи м

c 1 =  su p  ess / |k (x ,y ) | d x , c =  su p  ess / |k (x ,y ) | dy.
y£u J  x€u J

u u

Е сл и  c 1 <  ж ,  сте <  ж ,  t o  [12, c. 903, тео р ем а  9.5.1] и н тегр ал ь н ы й  о п ер ато р

( K f  ) (x )  =  J  k ( x ,  y ) f  (y) dy,  x  €  u ,

u

огр ан и ч ен  во всех  п р о с тр а н с тв а х  L p (u),  1 ф  p  ф  ж ,  и и м еет  м есто  о ц ен ка

\\К\\р ^ с ( - с ~ К  (3)

П ри вед ем  теп ер ь  основн ы е п о л о ж ен и я  л о к ал ь н о го  п р и н ц и п а  Гохберга — К р у п н и 
к а  [11, гл . 12].

П усть  A  — б ан ах о ва  ал геб р а  с еди ниц ей . Н епустое м н ож ество  M  С A  н а зы в а е т с я  л о 
к а л и зу ю щ и м  классом,, если  оно не со д ер ж и т  нулевого  эл ем ен та  и д л я  л ю б ы х  а 1, а 2 €  M  
сущ ествует  такой  эл ем ен т  а €  M , ч то  а 1а  =  а а 1 =  а  а 2а  =  а а 2 =  а . П усть  M  — л о к а л и 
зую щ и й  кл асс . Э л ем ен ты  x , y €  A  н а зы в а ю тс я  M - э к в и в а ле н т н ы м и ,  если

in f ^ ( x  — y) У =  0 , in f | |(x  — y )а || =  0 .
а€М а€М

Э л ем ен т  x  €  A  н а зы в а е т  ся M -обрат им м м , слева  (справа),  если  су щ еству ю т та к и е  эле
м ен ты  y €  A, а €  M , ч то  y x a  =  а  (a x y  =  а ). Э л ем ен т  x  €  A  н а зы в а е т  ся M -обрат им м м ,, 
если  он M -о б р ати м  сл ева  и сп р ава . С и стем а  {M T}т е т  л о к ал и зу ю щ и х  кл ассо в  н а зы в а е т 
ся  п о к р ы ваю щ ей , если  из лю бого  м н о ж ества  эл ем ен то в  а т €  M T, т  €  Т , м ож н о в ы б р ать  
кон ечн ое п одм н ож ество , су м м а  элем ен тов  которого  я в л я е т с я  о б р ати м ы м  элем ен том  ал- 

A
О сновное у тв ер ж д ен и е  л о к ал ь н о го  п р и н ц и п а  ф о р м у л и р у ется  т а к  [11, с. 355, тео р е

м а  1 .1].

П р е д л о ж е н и е  2 . Пусть  {M T}т е т  — п о к р ы в а ю щ а я  система л о к а л и з у ю щ и х  к л а с со в  
в  б а н а хо во й  а лге б р е  A , x  €  A  — элемент, ко м м ут и р ую щ и й  со в с е м и  элем ент ам и этих

т  €  x  M T
yT €  A  x  A

т  €  M T yT
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3 . Д о к а з а т е л ь с т в о  о с н о в н о г о  р е з у л ь т а т а

О б озн ачи м  ч ер ез  A  м н ож ество  всех  о гр ан и ч ен н ы х  по н орм е сем ейств  {А е }е>0 ли н ей 
н ы х  н еп р ер ы вн ы х  о п ер ато р о в , д ей ству ю щ и х  в п р о стр ан ств е  Ь Р(Г),  д л я  к о то р ы х  сущ е
ству ю т  п р ед ел ы  s*- lim e—+0 А е . М н ож ество  A  с «п окоорди н атн ы м и »  о п ер ац и ям и  сл о ж е
н и я , у м н о ж ен и я , у м н о ж ен и я  н а  (ком п лексн ы й ) с к а л я р  и норм ой  ||{А е }|| =  su p e>o ||А е || 
я в л я е т с я  б ан аховой  алгеб рой . О б озн ачи м  ч ер ез  J  п о дм н ож ество  м н о ж ества  A, состоя
щ ее и з всех  сем ей ств  {T  +  Д е}е> 0, где T  €  К Д Г ) ,  { Д e }e>0 — сем ейство  о п ераторов , 
уд о влетво р яю щ ее условию

И™ ||Д еУ =  °- е——+0

М н ож ество  J  я в л я е т с я  собственн ы м  за м к н у ты м  дву сто р о н н и м  и д еал о м  в ал геб р е  A. 
С п р ав ед л и в о  следую щ ее у твер ж д ен и е .

П р е д л о ж е н и е  3  [6]. П редполож им , что оператор А  обратим. Семейст во { А е } 
асим пт от ически р а в н о м е р н о  обратимо в  том и  т олвко случ а е , ко гд а  см еж ны й к л а с с  
{А е} +  J  €  A / J  обратим.

Д л я  то ч к и  t  €  Г  обозн ачи м  ч ер ез м н ож ество  всех  ф у н к ц и й  д  €  C (Г ), удовле
тв о р яю щ и х  услови ям : 0 ф  д ( т ) ф  1 д л я  всех  т €  Г  и м н ож ест  во д - 1(1) С Г  я в л я е т с я  
некоторой  о кр естн о стью  то ч к и  t. Ч е р е з  M t обозн ачи м  м н ож ество  всех  см еж н ы х  кл ассо в  
{ д /  }е>0 +  J  €  A / J ,  где д  €  M t . О чеви дн о , ч то  сем ейство  {M t }te r  я в л я е т с я  п о кр ы ваю щ ей  
систем ой  л о к ал и зу ю щ и х  к л ассо в  в ал геб р е  A / J .  С м еж н ы й  к л асс  {А е } +  J  к о м м у ти р у ет  
со всем и эл ем ен там и  эти х  л о к ал и зу ю щ и х  кл ассо в . Э то  в ы т ек а е т  и з к о м п актн о сти  ком 
м у т ат о р а  д S  — S д /  д л я  лю бой ф у н к ц и и  д  €  C (Г).

Д л я  to €  Г  р ассм о тр и м  сем ейство  о п ер ато р о в  { a ( t0) I  +  b (t0)S e}e> 0. С м еж н ы е  к л ассы  
{А е} +  J  и { a (to )1  +  b (to )S e } +  J  я в л я ю т с я  M to-эк в и в ал ен тн ы м и . Э то  в ы т ек а е т  и з ком м у 
ти р о в а н и я  эти х  о п ер ато р о в  с эл ем ен там и  см еж н о го  к л а с с а  M to и очеви дн ого  р ав ен ств а

in f { ||д (Ь  — h ( to ) ) | |c ( r )  : Д €  M to } = 0 ,

вы п о л н яю щ его ся  д л я  лю бой  ф у н к ц и и  h  €  C (Г).
В си л у  п р ед л о ж ен и я  2, д л я  п о л у ч ен и я  к р и те р и я  о б р ати м о сти  см еж н о го  к л а с с а  

{А е} +  J  н ам  о стается  п о л у ч и ть  к р и тер и й  М£0-о б р ати м о сти  см еж н о го  к л а с с а  {A (to)} +  J
t o €  Г

зуем  подход, п р ед л о ж ен н ы й  в [13], п о зво л яю щ и й  с р а в н и в а ть  л о к а л ь н ы е  х а р а к т е р и с т и к и  
оп ер ато р о в , д ей ству ю щ и х  в р а зн ы х  п р о стр ан ств ах . С ам о  о п ределен и е и з [13] м ы  не п р и 
водим , п о ск о л ь ку  зд есь  и сп о льзу ю тся  д р у ги е  к л ассы  б ан ах о вы х  алгебр .

З аф и к с и р у е м  то ч к у  to €  Z r .  Р ассм о тр и м  за м к н у ту ю  д у гу  u  С Г , со дер ж ащ у ю  то ч 
к у  to вн у тр и  и не содер ж ащ у ю  д р у ги х  то ч ек  м н о ж ества  Z r  Т о ч к а  to д ел и т  д у гу  н а  
д в е  за м к н у ты е  д у ги  u^ и u^, со дер ж ащ и е  т о ч к у  to и соответствен н о  то ч к и , следую щ и е 

to to T+ T -  to
t o +  0 t o

t o — 0 Г  t o z  =  0
T+ T -

Y1 и Y2 п ри  п одходящ ем  зн ач ен и и  a  =  a ( to ) .  П усть  д  — п р ео б р азо ван и е , р а зв о р а ч и в а 
ю щ ее д у гу  u  н а  л о м ан у ю  у  =  y 1 U у 2. Т очнее, д л я  t  €  u 1 ( t €  u 2) п о л агаем  д ( t )  =  eia s 
X ( t )  =  e - i a s ) , где s — д л и н а  д у ги , соеди н яю щ ей  то ч к и  to и t, л е ж а щ ей  в u 1 (соответ- 

u 2 д
условию  Г ё л ь д ер а  н а  к а ж д о м  и з м н о ж еств  u 1 и u 2. К р о м е  того , lim e—+ 0 д / (t) =  1. С ле
д о в ател ь н о  [10, с. 21], ф у н к ц и я  д  у д о вл етво р яет  условию  Г ё л ь д ер а  н а  всей д у ге  u .
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О бозначи м : v  =  <p(u). Р ассм о тр и м  л и н ей н ы й  о п ер ато р  W  : L p (v) ^  L p (u),  д ей ств у 
ю щ ий по ф о р м у л е  ( W f ) ( t )  =  f(<p(t)),  t  €  u.  О п ер ато р  W  я в л я е т с я  о гр ан и ч ен н ы м  и 
о б р ати м ы м . В ведем  д ей ству ю щ и е в п р о стр ан ств е  L p (u) о п ер ато р ы

f  (т )
т — t

t€u,
|t — Т | Д £

dT, t  €  u,  е >  0 .

А н ал о ги ч н ы е  о п ер ато р ы  в п р о стр ан ств е  L p (v)  обозн ачи м  ч ер ез  s£ v). С п р ав ед л и в о  сле
дую щ ее у твер ж д ен и е .

Л е м м а  1 . Имеет место равенст во

W S ( v)W —1 — S£u) =  T  +  Д £, е >  0,

г д е  T  €  K p ( u ) ,  { Д £} — семейство л и н е й н ы х  н е п р е р ы в н ы х  операт оров в  прост ран
стве L p (u),  уд о влет во р яю щ ее у с л о в и ю  lim £^ 0 | |Д £ || =  0.

<  О бозначи м :
R£ =  W S ( v)W —1 — S ( u), е >  0.

Т огда

^ (т) 1 f  f  (т) dT.(.R e f ) ( t )  =  —  [  , ^  ^  , / ( г )  dT  -  —  [
тп J  <р(т) — <p(t) тп J т — t

Т £u, Т £u,
|т—t |^ £

Р ассм о тр и м  д ей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  L p (u)  о п ер ато р

( Tf ) ( t )  = —  [  ( —т д ~ ^ ~ Г \ --------- “ — ^ / ( r ) ^ r ) t С и.У j j y j  i t i j  \<р(т) -  ip(t) T - t J Jy ’ ’
u

Э то  и н тегр ал ь н ы й  о п ер ато р , я д р о  которого  и м еет  слабую  особенность. С л ед о вател ьн о ,
Д £ =  R £ — T  е >  0 , 

р авен ство  lim £^ + o  ||Д £ || =  0  О п ер ато р  Д £ п р ед стави м  в следую щ ем  виде:

Д£ =  д £1) +  д £2) +  д £3),

где  д £° — и н тегр ал ь н ы е  о п ер ато р ы , д ей ству ю щ и е п ро  ф о р м у л ам

( Д £ Ч )(t )  =  J  б £ ^ ( ^ т ) f  (т) d ^  t  €  u,

а  я д р а  6(i) (t, т) о п р ед ел ен ы  н а  u  х  u,  р ав н ы  п р и во ди м ы м  н и ж е  в ы р а ж е н и я м  н а  у к а за н н ы х  
п о д м н о ж ествах  м н о ж ества  u  х  u  и р а в н ы  нулю  н а  о ставш и хся  его ч астях :

г-1,(‘ -Т, =  М л Т = Ь ) " Е л ) '  Ш - Ф ) \ < е ,  | r - t | < £;

$i2)(,t,T) =  —  — — , -  <р(т)\ ^  е, |т  — i| <  е;
пг т — t

sf,{t'r) = к wrwr ш ' < £-



Критерий равномерной обратимости регулярных аппроксимаций 11

П о каж ем , ч то  lim £^ +0 Ц Д ^Ц  = 0  i =  1 ,2 ,3 .

Я д р о  £(1) ( t ,T ) д о п у скает  оц ен ку

| Д > ( ( , т ) и  co n st
|т  — t | ;

п ри  некотором  Л, 0 <  Л <  1. О тсю д а  и го  оцен ок (3) следует, ч то  lim £^ +0 Ц Д ^Ц  =  0.
(2)О ц ен и ваем  сверху  н о р м ы  и н те гр а л ь н ы х  о п ер ато р о в  Д £ . С о о тветству ю щ и е ко н стан 

ты  из (3) оц ен и ваю тся  сверху  вели чи н ой

f  |dT | 1
su p  - г ф  — su p  ess m es (у),
t€u J  |т  ц п  tgu

где п ри  ф и кси р о в ан н о м  t  €  u  и н те гр а л  б ерется  по м н ож еству

E £(t) =  { т  €  u  : |ф (т ) — y>(t)| ф  е, |т  — t| <  е} ,

m es E e (t) — л и н е й н а я  л ебего ва  м ер а  м н о ж ества  E e(t) . М ож н о  п о л у ч и ть  оц ен ку  
m es E e (t) ф  Л,(е)е, t  €  u , где  ф и к ц и я  h (e ) о п р ед ел ен а  п ри  е >  0 и lim £^ +0 h (e )  =  0 .

И "(2) ИО тсю д а  следует, ч то  lim £^ +0 | |Д £ И =  0.

П о той  ж е  схеме а н ал и зи р у ется  п о сл ед о в ател ьн о сть  { Д ^3)}. >

О б озн ачи м  ч ер ез  A' и J ' б ан ах о ву  ал геб р у  и ее и д еал , состоящ и е и з сем ейств  л и н ей н ы х  
оп ер ато р о в , д ей ству ю щ и х  в п р о стр ан ств е  L p (y ) , о п р ед ел яем ы е  по ан ал о ги и  с р ассм о т
р ен н ы м и  вы ш е алгеб р о й  A и идеалом J  Обозначим чер ез  M ' м н ож ество  всех  ф у н к ц и й  
ф  €  C (у ), удовлетворяющих у сл о ви ям  0 ф  ф ф )  ф  1 , x  €  у ,  ф - 1( 1), к о т о р а я  я в л я е т с я  
некоторой  ок р естн о стью  то ч к и  0 €  у .  П усть  M ' С A' / J ' — м н ож ество  эл ем ен то в  в и д а  
{ф 1 ' : е >  0 } + J ' , где  I 1 — единичный оператор в п р о стр ан ств е  L p ( у ) . Множество M ' я в л я 
ется  л о к ал и зу ю щ и м  кл ассо м  в ал геб р е  A' / J ' . Введем д ей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  L p(y ) 
о п ер ато р

(\S'Ef ) ( x ) =  —  /  dy,  х  €  у , е >  0 .
n i  J  y x  

ует,
|y -x |ye

С п р ав ед л и в о  следую щ ее у твер ж д ен и е .

Л е м м а  2 . С м еж ны й к л а с с

{а ( Ф К  +  b (to)S e : е >  0 } +  J  €  A/ J  (4)

M t0-o 6 p a m M  в  том и  т олько том слу ч а е , ко гд а  см еж ны й к л а с с

{ а (ф )1 ' +  b ( to )S ' : е >  0} +  J  €  A / J  (5)

M  '-обратим.

<  Воспользуемся введенными вы ш е д у гам и  u  и v . Обозначим ч ер ез P  ( P ')  о п ер ато р  
ум н о ж ен и я  н а  х ар а к те р и с ти ч ес к у ю  ф у н к ц и ю  м н о ж ества  ^ м н о ж е с т в а  v ), дей ствую щ и й  
в п р о стр ан ств е  L p ( r )  (L p (y )) . Смежный к л асс  (4) M t0-o6paiHM  в том  и то л ь ко  том  сл у чае , 
ко гд а  эти м  свой ством  о б л ад ает  см еж н ы й  к л асс

{ Ф ф ф Ф Ф  +  b (to)S e) p u : е >  0 } +  J  €  a / j . ( 6 )
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Д л я  д о к а за т е л ь с т в а  д о стато ч н о  в з я т ь  в соответствую щ ем  соотнош ен ии  ф у н к ц и ю  ф , но-
u

{ }
{ P v (a ( to ) I / +  b (to)Se)Pv  : е >  0 }  +  J / €  A // J / (7)

M /

к л а с с  (6 ) M to-o6paTHM одноврем енно  со см еж н ы м  кл ассо м  (7). >

Л е м м а  3 . С м еж ны й к л а с с

{ a (to )1 / +  b(to)Se : е >  0} +  J / €  A // J /

M /-обрат им в  том и  т олько том случ а е , к о гд а  обратим оператор  a ( t 0) / / +  b (t0) S ^

<  Рассмотрим о п ер ато р ы  Va , А >  0  действующие в п р о стр ан ств е  L p (y ) по ф о р м у л е

( V \f ) ( x )  =  A1/pf  (Ax), x  €  y -

О п ер ато р ы  Va я в л я ю т с я  и зо м етр и ч ески м и  и об р ати м ы м и , V - 1  =  V1/A- О тм ети м  т ак ж е , 

Ч ТО  VAS eV1/A =  S e/A-
Е сли  h  €  C ( y )  то  VAhV 1/ A =  h (A)В , где  h (A)(x) =  h(A x).
П ри  А ю  го операторы Va сходятся  к  нулевом у  о п ер ато р у  в слабой  о п ер ато р н о й  

топ ологи и . О тсю д а  следует, ч то  д л я  лю бого  о п е р а то р а  T  €  K P (y ) вы п о л н я ется  соотно
ш ен ие s*- lim e—+ 0 VeT V 1/ e =  0. Обозначим ч ер ез  В е =  a ( t 0) / / + b (t0)S e . П р ед п о л о ж и м , что  
см еж н ы й  к л а с с  {В е : е >  0} +  J / €  A // J / M ^ о б р а ти м . Запишем условие M ^ о б р ати м о сти  
слева:

C eB eU 1/ =  ф 1 / +  T  +  Д е, е >  0, (8 )

где  {C e }, { Д е } €  A ^ lim e—+ 0 ||Д е || =  0, ф у н к ц и и  ф  €  M ,  T  €  X ( y )•
П о каж ем , ч то  о п ер ато р  В 1 огр ан и ч ен  снизу, т. е.

in f { | | B f  || : f  €  L p (y ), | | f  || =  1} >  0.

П р ед п о л о ж и м  противн ое.
У м н о ж а я  обе ч асти  (8 ) сл ева  н а  о п ер ато р ы  V ,  с п р а в а  — н а  V1/ e , п о л у ч аем

VeCeV1/ e =  ф (е)В  +  VeTV1/e +  VeДeV l/e, е >  0 .

О б озн ачи м  ч ер ез K  =  su p e>o ||C e ||. В си л у  п р ед п о л о ж ен и я  о н ео гр ан и чен н о сти  сн и зу  
о п е р а то р а  В 1 н ай д ется  т а к а я  ф и н и т н а я  ф у н к ц и я  f  €  L p (y ), ч то  | | f  || =  1 , | |В Д | |  <  1 /2 K . 
Т о гд а  д л я  всех  д о стато ч н о  м ал ы х  е получаем соотношения ф (е^  =  f ,

IKvCeVj/X̂ /O/lĥ
О стается  за м е ти ть , ч то

lim  | |( ф (е)В  +  VeTV1/e +  Е^Де V1/e ) f  || =  1.
е—+0 11 ' 7 11

М ы  п о л у ч и л и  п р о ти во р еч и е , о п ер ато р  В 1 о гр ан и ч ен  снизу.
А н ал о ги ч н о  и з M ^ о б р ати м о сти  р ассм атр и в аем о го  см еж н о го  к л а с с а  сп р ава , переходя  

к  со п р яж ен н ы м  о п ер ато р ам , вы води м  о гр ан и ч ен н о сть  сн и зу  о п е р а то р а  В *. С л е д о в а те л ь 
но, о п ер ато р  В 1 об рати м .
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Е сли  о п ер ато р  Б 1 о б р ати м , то  и з р а в е н с тв а  Б е =  Ц / е Ж Ц  вы води м  о б р ати м о сть  се
м ей ства  { Б Д  в ал геб р е  A ', а, сл ед о в ател ь  но, и M  '-о б р ати м о сть  р ассм атр и в аем о го  см еж 
ного  к л асса . >

В ведем  дей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  L p (R ) о п ер ато р  A (to ) =  a ( t0) I  +  b (t0) S (a ), где 
зн ач ен и е  a  =  a ( t 0) оп ределен о  вы ш е, о п ер ато р  S (a) о п р ед ел яется  ф о р м у л о й  (2). О п ер а
то р  В ц  введен н ы й  в д о к а за т ел ь с т в е  л ем м ы  3, подобен о п ер ато р у  A (to). С л ед о вател ьн о , 
эти  о п ер ато р ы  о б р ати м ы  и ли  н ет  одноврем енно.

М ы  зав ер ш и л и  а н а л и з  то ч ек  ф  €  Z r
Д л я  то ч к и  t 0 €  Г  \  Z r  обозн ачи м  ч ер ез A (to) о п ер ато р , д ей ству ю щ и й  в п р о стр ан ств е  

L p (R ) по ф о р м у л е

( 1 (*о)/ ) ( ф  =  а (ф ) / (ж )  +  ^  [  dy, х  € М . (9)
n i  J  y x

yeR,
|y -х|ф 1

П о ан ал о ги и  с п р и веден н ы м  вы ш е ан ал и зо м  M to-о б р ати м о сти  см еж н о го  к л а с с а  

{ А ^ ^  J  в угловой  то чк е  д о к азы в ается , ч то  M ^ -о б р ати м о сть  в этом  с л у ч ае  р авн о 

си л ь н а  о б р ати м о сти  о п е р а то р а  A (to). В с тать е  [6] д о казан о , ч то  о п ер ато р  (9) об р ати м  
то гд а  и то л ь к о  то гд а , ко гд а  в ы п о л н я ется  условие

а (ф )  +  ЛЬ(ф) =  0 (VЛ €  [—1,1]).

И з п р и веден н ы х  п остроен и й  в ы тек ает  следую щ ее у твер ж д ен и е .

Теорема 1 . Пусть A  =  а 1  +  bS  +  T  (а, b €  C ( Г )  T  €  K p ( r )  — д ей ст вую щ и й  в  п р о 
странстве L p ( r )  обрат имы й оператор. К  операт ору  A  п р и м е н и м  п р и б ли ж е н н ы й  метод 
п о  сем ейст ву операт оров А £ =  а 1  +  bS£ +  T  при  е ю  + 0  тогда и  т олько тогда, к о гд а  д л я  
каж дой  т очки  ф  €  Г  обратим действующий в  прост ранст ве L p (R ) оператop  A (to).
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А н н о т а ц и я . В трехмерном расширенном гиперболическом пространстве рассмотрим «полную» 
псевдосферу — поверхность вращения прямой вокруг параллельной ей прямой. Поверхность, ле
жащая в собственной области гиперболического пространства, локально несёт на себе геометрию 
плоскости Лобачевского. Одна часть ее вкладывается в евклидово пространство в виде хорошо из
вестной воронки Вельтрами — Миндинга, другая вкладывается в трехмерное пространство Мин- 
ковского в виде одного из псевдоевклидовых аналогов псевдосферы. Асимптотические линии на 
псевдоевклидовой части поверхности мнимы. Эти мнимые асимптотические линии можно интер
претировать как вещественные асимптотические линии на поверхностях с индефинитной метрикой 
постоянной кривизны. Д ля построения интерпретации привлекаются еще два псевдоевклидовых ана
лога псевдосферы Вельтрами — Миндинга. Один из них глобально изометричен продолжению «пол
ной» псевдосферы за абсолют гиперболического пространства. В работе изучаются свойства асимп
тотических линий на рассматриваемых поверхностях постоянной кривизны с метрикой де Ситтера 
в трехмерном псевдоевклидовом пространстве (пространстве Минковского). Эти свойства во многом 
аналогичны свойствам асимптотических на псевдосфере Вельтрами — Миндинга. Площадь сетево
го четырехугольника асимптотической сети на поверхностях постоянной отрицательной кривизны 
в евклидовом пространстве может быть найдена по формуле Хаццидакиса. В работе рассматрива
ется аналог этой формулы для сетевых четырехугольников асимптотической сети на поверхностях 
постоянной кривизны с индефинитной метрикой в трехмерном псевдоевклидовом пространстве. Эта 
формула может быть обобщена на произвольные сетевые многоугольники асимптотической сети. 
С использованием индефинитной метрики можно распространить действие формулы Хаццидакиса 
за ребро псевдосферы Вельтрами — Миндинга.

К л ю ч е в ы е  сл ова: псевдосфера, плоскость де Ситтера, модель Пуанкаре, плоскость Лобачевского, 
асимптотические линии, чебышёвская сеть.
M a th e m a tic a l S u b jec t C lassification (2000): 53А35, 53В30.
О б р а з е ц  ц и т и р о в а н и я : Костил А. В. Об асимптотических линиях на псевдосферических поверх
ностях / /  Владикавк. мат. жури.—2019.—Т. 21, вып. 1.—С. 16-26. DOI: 10.23671/VNC.2019.1.27656.

1. Предварительны е сведения, постановка задачи  
и краткий обзор литературы

Полная псевдосфера — поверхность вращения прямой вокруг параллельной ей пря
мой в трехмерном пространстве Лобачевского — изометрически вкладывается в плоское 
пространство, имеющее внутри цилиндра евклидову метрику, а вне его — псевдоевкли- 
дову. Ось вращения является общей базой трактрис в евклидовой и псевдоевклидовой 
метрике. На евклидовой части — псевдосфере Вельтрами — Миндинга — имеется 
вещественная асимптотическая сеть. Псевдоевклидова часть получается эллиптическим

©
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вр ащ ен и ем  п севд оевкли д овой  т р а к т р и с ы , б аза  и к а с а т е л ь н а я  кото р о й  я в л я ю т с я  п р я м ы 
ми р а зн ы х  типов . А си м п то ти ч еск ая  сеть  н а  ней м н и м а, т. е. сущ ествует  то л ь ко  в ком- 
п л екси ф и ц и р о ван н о м  п р о стр ан ств е . Н аш ей  ц елью  будет п о строен и е и н тер п р етац и й  этой  
м ним ой сети , точн ее, п о строен и е ее эр за ц а . В м есто  м ним ой сети  м ож н о р ассм о тр еть  ве
щ ествен н ую  ч еб ы ш ёвскую  сеть  в и н д еф и н и тн о й  м етр и ке  п остоян н ой  к р и в и зн ы . Е сли  
п а р а м е т р и зо в а т ь  п сев д о сф ер у  ко о р д и н атам и  к а р т ы  П у ан к ар е, все р а с с у ж д е н и я  м ож н о 
вести , а п ел л и р у я  к  сво й ствам  м одели .

П оверхн ости  в р ащ ен и я  п остоян н ой  к р и в и зн ы  в евкл и д о во м  п р о стр ан ств е  н ай ден ы  
Ф ер д и н ан до м  Миндингом [1]. И зо м етр и ческо е  вл о ж ен и е  к л а с с а  C Ю полной  п севд о сф е
р ы  в 8-м ерн ое сф ер и ч еск о е  п р о стр ан ств о  и в 7-м ерное евкл и д о во  п р о стр ан ств о  п остро
и л  Д а н и л о  Б л а н у ш а  [2, 3]. П р о стр ан ство , гло бал ьн о  и зо м етр и ч н о е  и д еал ьн о й  о бласти  
п лоскости  Л об ачевского  [4], вп ер вы е р ассм о тр ел , по всей ви ди м ости , Л ю д в и г  О тто  Гессе 
в 1866 г. в р аб о те  [5]. Ч еб ы ш ёв ск ая  сеть  введ ен а  П . Л . Чебышёвым в 1878 г. [6, 7]. П л о щ ад ь  
сетевого  ч еты р ех у го л ь н и к а  н а  п оверхн остях  п остоян н ой  о тр и ц ател ьн о й  кр и в и зн ы  через 
его и зб ы то к  н ай д ен а  Х ац ц и д ак и со м  в 1880 г. [8]. С и сп о льзо ван и ем  ф о р м у л ы  Х ац ц и да- 
к и с а  Д . Г и л ьб ер то м  б ы л а  д о к а за н а  тео р ем а  о том , ч то  п л о ско сть  Л обачевско го  (и л ю б ая  
р е гу л я р н а я  п оверхн ость  п остоян н ой  о тр и ц ател ьн о й  к р и в и зн ы ) не в к л а д ы в а е т с я  и зо м ет
р и ч ески  в тр ех м ер н о е  евкл и д о во  п р о стр ан ств о  [9]. К л а с с  гл ад к о сти , не д оп ускаю щ и й

C 2

П . А. Ш и р о к о вы м  в 1917 г. (см. (10]) к а к  п оверхн ость  с геом етри ей  и д еал ьн о й  о бласти  
п лоскости  Л обачевского , п севд о р и м ан о ву  м е тр и к у  н а  которой  мы будем  и сп о л ьзо в ать  
в виде, п ри веден н ом  в [И ]. И н тер п р етац и и  реш ен ий  у р ав н ен и я  s in -Г ордона к а к  сетево
го у гл а  м е ж д у  аси м п то ти ч еск и м и  н а  п о верхн остях  п остоян н ой  о тр и ц ател ьн о й  кр и в и зн ы  
п освящ ен о  м н ож ество  работ. Ч а с т ь  б и б л и о гр аф и и , п освящ ен н ой  этой  т ем ати к е  и м еется  
в р аб о те  Э. Г. П о зн я к а  и А. Г. П о п о ва  (12], ко то р ы е  и сам и  внесли  сущ ествен н ы й  в к л а д  
в ее р азв и ти е . П и о н ер ск ая  р аб о та  по геом етри ческой  и н тер п р етац и и  р еш ен и й  у р ав н ен и я  
s in h -Г ордон а п р и н а д л е ж и т  Ч ж ен ю  (или  Ч е р н у  — в д р у го й  т р а н с л и тер а ц и и  ф а м и л и и  
ав то р а) (13]. О тм ети м  п освящ ен н ую  этой  т ем ати к е  р аб о ту  Р. Ф . Галеевой  и Д . Д . С о
к о л о в а  (14], а  т а к ж е  оп и раю щ и еся  н а  р аб о ту  Ч ж е н я  с тать и  Т. Клотц-Милнор (15] и 
Б . А. Р о зе н ф е л ь д а  и Н . Е . Марюковой (16].

О б щ ая  тео р и я  д и ф ф е р е н ц и а л ь н о й  гео м етр и и  к р и в ы х  и поверхн остей  трех м ер н о го  
п сев д о ев кл и д о в а  п р о с т р а н с т в а  и зл о ж ен а  в (17]. П оверхн ости  в р ащ ен и я  в этом  п р о стр ан 
стве  оп и сан ы  в (18]. Т а к а я  ж е  св я зь , к а к а я  и м еется  у  п севд о сф ер ы  Б е л ь т р а м и  — Мин- 
д и н га  с катен о и д о м  (м ер и д и ан  к а тен о и д а  я в л я е т с я  эволю той  т р а к т р и с ы ), с в я зы в а ет  и 
р ассм атр и в аем ы е  в д ан н о й  р аб о те  п севд о евкд и д о вы  ан ал о ги  п севд о сф ер ы  с со о тветству 
ю щ и м и  п оверхн остям и  нулевой  средн ей  к р и в и зн ы  в п севд оевкд и д овом  п р о стр ан стве . 
О п о вер х н о стях  тако го  т и п а  см ., н ап р и м ер , (19] и (20].

2. Интерпретация, связанная с бабочкой д е  Ситтера — Ш ирокова

В п р о стр ан ств е  Минковского с м етри кой

d s 2 =  ( d x 1) 2 +  ( d x 2) 2 — ( d x 3)2 (1)

р ассм о тр и м  п оверхн ость

(2)
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я в л яю щ у ю ся  п р о д о л ж ен и ем  п сев д о сф ер ы  Б е л ь т р а м и  — М ин ди н га. П ар ам етр и зу ем  ее 
ко о р д и н атам и  к а р т ы  П у ан к ар е  и 1 =  и, и 2 =  '■

' 1 _  sin(-»1)
.Xj  -------------  О .u ’

* 2 =  А А .  S (3)
з = Л Е р Е  _  arctan ( У Б « 2

u2

М етр и к а  н а  поверхн ости  п р и м ет  вид

2 ( du1)2 +  ( d v2)2

'  “ м
О б ласть , с о о тв етств у ю щ ая  одной п олости , в к о н ф о р м н о й  к а р т е  П у ан к ар е  за д а е т с я  д во й 
н ы м  н ер авен ство м  0 <  u 2 ф  1.

У р ав н ен и я  аси м п то ти ч еск и х

^  / Ja  — ( d u 1) 2 Н /  - ( d u 2)2 =  0 (5)
Си2)2 V ; (u2)2y / l - ( u 2)2y ’ V '

не и м ею т вещ ествен н ы х  реш ен и й . М н и м ы м  ж е  аси м п то ти ч еск и м  м ож н о  д а т ь  п ростую  
н агл я д н у ю  и н тер п р етац и ю  к а к  аси м п то ти ч еск и м  н а  п оверхн остях  с и н д еф и н и тн о й  м ет
ри кой  п остоян н ой  к р и в и зн ы . П о каж ем  это.

З ам ен и м  в (4) и (5) u 1 н а  i ■ u 1, где  i 2 =  — 1. М етр и к а  (4) п ри  этом  п ер ей д ет  в и н де
ф и н и тн у ю  м етр и к у

2 ((du1)2 — (du2л2л
( и 2ф

П р ео б р азо ван н ы е  у р ав н ен и я  аси м п то ти ч еск и х

d s 2 =  ~  , . .2ч2 • ^

У 1 ^ J — t r b M 2 -|_________ -________ (Он2) 2 =  П
(У2)2 [ } (и2)2^

и м ею т вещ ествен н ы е реш ен и я

—u 1 +  с =  a rc s in (u 2), u 1 +  с =  a rc s in (u 2). (7)

У р ав н ен и я  (7) за д а ю т  ч еб ы ш евскую  сеть  в м етр и ке  (6) и в м етри ке , о тли чаю щ ей ся  от  нее 
зн ак о м . Э та  сеть  н а к р ы в а е т  аси м п то ти ч еск у ю  сеть  н а  поверхн ости

x 1 =  co sh (u ) ■ s in h (v ),

x 2 =  co sh (u ) ■ co sh (v ), (8 )

y 3 =  s in h (u ) — a rc ta n (s in h (u ) )

в п севд о евкл и д о во м  п р о стр ан ств е  с м етри кой

d s 2 =  — (d x 1)2 +  (d x 2)2 — (d x 3)2

и в п р о стр ан ств е  с м етри кой , о тли чаю щ ей ся  от нее зн аком . Э то  п оверхн ость  п остоянной  
к р и в и зн ы  с и н д еф и н и тн о й  м етри кой . В п ервом  сл у ч ае  к р и в и зн а  поверхн ости  о т р и ц а т е л ь 
на , во  вто р о м  (при  см ене зн а к а  м етр и к и  об ъ ем лю щ его  п р о стр ан ств а ) — п о л о ж и тел ьн а . 
В ы берем  второй  сл у ч ай  д л я  м етр и к и  об ъ ем лю щ его  п р о стр ан ства :

d s 2 =  (d x 1)2 — (d x 2)2 +  (d x 3)2. (9)
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П р о ф и л ь  (н ач ал ьн ы й  м ер и д и ан ) поверхн ости  (8) п р е д с та в л я е т  собой один из п севдоев
к л и д о в ы х  ан ал о го в  т р а к т р и с ы . К а ж д а я  в етв ь  т р а к т р и с ы  и м еет  и зотроп н ую  асим птоту . 
К а с а т е л ь н а я  п р я м а я  и ось в р а щ е н и я  я в л я ю т с я  п р ям ы м и  р а зн ы х  типов . Д л и н а  о т р езк а  
к асател ьн о й  до  оси в р а щ е н и я  v  м е р и д и ан а  р а в н а  i  П оверхн ость  п о л у ч ен а  ги п ерб оли 
ч еск и м  вр ащ ен и ем  — л о р ен ц евы м  бустом  этой  т р а к т р и с ы . Т акой  а н ал о г  п севд о сф ер ы  
будем  н а зы в а т ь  бабочкой  д е  С и т т е р а  — Ш и р о ко ва . 

u
п ер п ен д и ку л яр о м  к  оси в р ащ ен и я , л е ж а щ и м  в п лоскости  м ер и д и ан а . П од углом  зд есь  
п о н и м ается  ги п ер б о л и ч ески й  у го л  — у д во ен н ая  п л о щ ад ь  сек т о р а  ги п ерб олы , сл у ж ащ ей  
о к р у ж н о сть ю  еди н и чн ого  и ли  м н и м оеди н и чн ого  р а д и у са  в п севд оевкли д овой  п лоскости . 

u = 0
ко н ф о р м н о й  к а р т ы  П у ан к ар е  u 1 =  V, и 2 =  cos^ ^  н а  п севд оевкли д овой  п лоскости  с м ет

р и кой  d s 2 =  (d u 1) 2 — (d u 2)2 аси м п то ти ч еск и е  л и н и и  н а  поверхн ости  (8) з а д аю т ся  им енно 
у р ав н ен и я м и  (7). У гол  м е ж д у  п р ям ы м и  н а  п севд оевкли д овой  п лоскости  обы чно  оп реде
л я е т с я  ч ер ез с к а л я р н о е  п рои зведен и е  и х  н а п р ав л я ю щ и х  векто р о в . Э то т  угол  о п р ед ел и ть  
м ож н о  т а к ж е  ч ер ез  п р о ек ти в н ы й  и н вар и ан т . А им енно, ч ер ез  т о ч к у  п ер есечен и я  пря- 

a  b c d a  b
^ In (a 6, cd). Е сли  п а р а  (cd) р а зд е л я е т  п а р у  (аб), то  в ел и ч и н а  у гл а  м е ж д у  п р ям ы м и  a 

b
п р ям ы м и  будет р авен  С м еж н ы й  с вещ ествен н ы м  углом  м е ж д у  п р ям ы м и  у го л  т а к ж е  
будет за д а в а т ь с я  ком п л ексн ы м  чи слом . П севдо евк л и до вы  углы , п о л у ч аем ы е  д р у г  из д р у 
га  ан ти д ви ж ен и ем  (в этом  сл у ч ае  н а п р ав л е н и я  сторон  одного у гл а  будут  соответствен н о  
со п р яж ен ы  н ап р ав л ен и я м  сторон  д р у го го  отн о си тел ьн о  п севд оевкд и д овой  о к р у ж н о сти ), 
мы будем  сч и та т ь  р авн ы м и .

3. Асимптотические линии на бабочке д е  Ситтера — Ш ирокова

А си м п то ти ч еск и е  л и н и и  н а  поверхн ости  (8) в п р о стр ан ств е  Минковского с м етр и 
кой (9) о п р ед ел яю тся  уравн ен и ем

d u 2
c o sh (u )d v 2 =  0 .

co sh (u )

У р ав н ен и я  аси м п то ти ч еск и х  л и н и й  таковы :

2 a rc ta n (e u ) — v  =  с 1, 2 a rc ta n (e u ) +  v  =  с2.

В ведем  н а  поверхн ости  новы е л о к а л ь н ы е  коорд и н аты :

a rc ta n (e u ) +
v v

у  =  a rc ta n (e “ ) +  - .x
2

П е р в а я  к в а д р а т и ч н а я  ф о р м а  поверхн ости  м о ж ет  б ы ть  п р ед став л ен а  в виде 

I  =  — t a n h 2(u )d u 2 +  co sh 2 v u d v 2 =  d x 2 +  2 co sh (2 u ) dx d y  +  d y 2.

Н етрудн о  ви д еть , ч то  сетевой  угол  z =  2 u  у д о вл етво р яет  уравн ен и ю
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Р еш ен и е этого  у р ав н ен и я  z  =  2u  =  2 ln ( ta n  щ щ ) р егу л яр н о  в полосе 0 <  у  — х  < л  
(и в полосах , п о л у ч аю щ и х ся  и з нее сдви гам и  гр а н и ц  н а  2 л н ,  n  €  Z ). П ри  уд ален и и  от 
р еб р а  в о зв р а т а  зн ач ен и е  z  у в ел и ч и в ается . С в о й ств а  аси м п то ти ч еск и х  л и н и й  н а  дан н ой  
п оверхн ости  во м ногом  а н ал о ги ч н ы  сво й ствам  аси м п то ти ч еск и х  н а  п севд о сф ер е  Б ел ь - 
тр а м и  — М и н ди н га  (21, 22]. О тм ети м  н еко то р ы е и з них.

Теорема 1. А сим пт от ические н а  бабочке д е  Ситтера — Ш и р о к о ва  обладаю т  свой-  
a ) f )

a )
в  кот оры х наруш ает ся р егуляр н о ст и  сам ой  поверхност и  (23].

b)
р и д и а н у  и  п е р п е н д и к у л я р о м  к  оси  в р а щ е н и я , леж ащ им  в  плоскост и м е р и д и а н а  (т. е. у г л у  
м еж ду касат елвной  к  м е р и д и а н у  и  плоскост вю , п е р п е н д и к у л я р н о й  о си  в р а щ е н и я ) .

c) У го л  м еж ду асим пт от ической и  м ер и д и а н о м  р а в е н  у г л у  м еж ду касат елвной  к  м е
р и д и а н у  и  освю  в р а щ е н и я .

d ) A  B
м е р и д и а н ы  д о  п е р е с е ч е н и я  с р еб р о м  возврат а поверхност и. Т о ч к и  п е р е с е ч е н и я  м ер и д и а -

A 1 B 1 A 1 B 1
A B

н а  д у г и  асимпт от ической л и н и и  будет р а в н а  д л и н е  д у г и  ее о р т о гон алвной  п р о е к ц и и  н а  
р е б р о  возврат а поверхност и.

e ) A  B
д в е  асим пт от ические д р у г о г о  семейства д о  п е р е с е ч е н и я  с р е б р о м  возврат а, то  д л и н а

A B
/ )  Д л и н а  асимпт от ической от р еб р а  возврат а д о  бесконечност и р а в н а  ту д л и н а  в с е й  

об о бщ енно й  асим пт от ической р а в н а  л .  В  соответствии с этим, д в е  асим пт от ические р а з 
н ы х  семейств пересекаю т ся тогда и  т олвко тогда, к о гд а  расст ояние м еж ду т очкам и п е 
р е с е ч е н и я  и х  с р еб р о м  возврат а м ен вш е  л .

Д о к а за т е л ь с т в а  эти х  свойств  в си л у  стан д ар тн о сти  м етодов не при води м . О тм ети м  
то л ь ко  в д о п олн ен и е к  п у н к ту  а ) , ч то  р егу л яр н о сть  сети  в т о ч к а х  р еб р а  в о зв р а т а  н а р у ш а 
ется , п о ск о л ь ку  к ас а те л ь н ы е  в е к то р ы  к  л и н и я м  обоих сем ейств  в т о ч к а х  р еб р а  в о зв р а т а  
ко л л и н еар н ы  к а с а те л ь н ы м  в е к то р ам  к  п севд оевкли д овой  о к р у ж н о с т и  (а ф ф и н н о й  ги п ер 
боле), сл у ж ащ ей  эти м  ребром  во зв р ата . Е сли  о гр а н и ч и ть с я  одной п олостью  поверхн о
сти , то  м ож н о  т а к ж е  в с т ат ь  н а  таку ю  то ч к у  зр ен и я , ч то  п ри  касан и и  с ребром  в о зв р а т а  
аси м п то ти ч еск и е  л и н и и  одного  сем ей ства  п ер ех о д ят  в аси м п то ти ч еск и е  л и н и и  д р у го го

u
го в е к т о р а  аси м п то ти ч еско й  л и н и и  стр ем и тся  к  нулю . Э то  озн ачает, ч то  в бесконечность 
аси м п то ти ч еск ая  уходит в и зо тр о п н о м  н ап р авл ен и и .

4. Площ ади сетевых четырехугольников

Д л я  п л о щ ад и  сетевого  ч еты р ех у го л ь н и к а , сто р о н ам и  кото р о го  я в л я ю т с я  л и н и и  
аси м п то ти ч еско й  сети  н а  п севд о сф ер е  Б е л ь т р а м и  — М и н ди н га, хорош о и зв естн а  ф о р м у 
л а  Х ац ц и д а к и с а  (8], в ы р а ж а ю щ а я  п л о щ ад ь  ли бо  ч ер ез  ал ьтер н и р о в ан н у ю  сум м у  сетевы х  
углов , либо ч ер ез и зб ы то к  в н у тр ен н и х  углов  сетевого  ч еты р ех у го л ь н и к а . Э л ем ен т  п л о 
щ ад и  в аси м п то ти ч еск и х  ко о р д и н атах  н а  р ассм атр и в аем о й  п севд о сф ер е  д е  С и т т е р а  — 
Ш и р о к о в а  и м еет  ви д  s in h (z )  d x d y .  Н етрудн о  ви д еть , ч то  и зд есь  п л о щ ад ь  сетевого  ч ет ы 
р ех у го л ь н и к а  A 1 ( x 1 , y 1 ) , A 2 ( x 2 , y 1 ) , A 3 ( x 2 , y 2 ) , A 4 ( x 1 , y 2 ) ,  x 1 < x ^  y 1 < y 2 , ч ер ез сетевой
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z
по ф о р м у л е

S  =  z ^ )  — z ^ )  +  z ^ )  — z ( А 4) . ( 10)

Э та  ф о р м у л а  л егко  обобщ ается  н а  сетевы е м н о го у го л ьн и ки  п р о и зво л ьн о й  топ оло
ги ческой  с т р у к т у р ы . В ч астн о сти , п л о щ ад ь  од н освязн ого  сетевого  2 п -у го л ьн и к а  будет 
р а в н а  S  =  Й ^ —^ ^ ( А к ).

З ам ен и в  в ф о р м у л е  (10) сетевы е угл ы  вн у тр ен н и м и  у гл ам и  сетевого  ч еты р е х у го л ь 
ни ка , п о л у ч и м

S  =  a 1 +  a 2 +  а з  +  a 4 — 2 n i.

З д есь

a 1 =  z (A 1), а 3 =  z ^ 3), а 2 =  n i  — z ^ 2), a 4 =  n i  — z (A 4).

В некотором  см ы сле  сеть  (7) д о п о л н я ет  ч еб ы ш ёвскую  сеть  из ги п ер б о л и ч еск и х  коси
нусов u 2 =  c o sh (u 1 —щ ), u 2 =  co sh (c2 —u 1) в м одели  П у ан к ар е  ги п ерболи ческой  п лоскости , 
н ак р ы в аю щ у ю  аси м п то ти ч еск у ю  сеть  н а  п севд о сф ер е  В ел ьтр ам и  — М ин ди н га. П л о щ ад ь  
ф и г у р ы  в м одели  П у ан к ар е  п л оскости  Л об ачевского  с м етр и ко й  (4) со в п ад ает  с п лощ а-

u 1 u 2

2 ( d u 1)2 — (d u 212
(и,2d *2 =  V  ̂ • ( И )

u 2 =  1

Э то т  о р и ц и кл  н а к р ы в а е т  р еб р а  в о зв р а т а  всех  р а с с м атр и в а е м ы х  п севд о сф ер . К  ориц ик-
u 2 =  1 u 2 >  0

сал ьн о й  н ак р ы в аю щ ей  «полной п сев д о сф ер ы » ) р ассм о тр и м  еди ную  сеть , о б ъ еди н и в  че
б ы ш ёвскую  сеть  в м етр и ке  ги п ерболи ческой  п л оскости  с чебы ш ёвской  сетью  в м етри ке

u 2 >  1

м етр и к а  (4), вне ее — и н д е ф и н и тн а я  м е тр и к а  (11). Д л я  в ы ч и сл ен и я  ч ер ез сетевы е угл ы  
п л о щ ад ей  сетевы х  м н огоугольн и ков , им ею щ и х вер ш и н ы  в р а зн ы х  об ластях , п о тр ебу ю т
ся  н ек о то р ы е  у то чн ен и я . В бли зи  гр ан и ц ы  п л о щ ад ь  р авн о сто р о н н его  сетевого  четы р ех -

x  2x
р а в н а

2 (g d - 1 (x) — g d (x ))  =  2(A (x) — g d (x )) .

З д есь  g d ( x ) =  со^ х  ̂ — гу дер м ан и ан  x , X(x)  =  g d ~ l (x)  =  cof^x  ̂ — о б р ат н а я  к  rv -
д ер м ан и ан у  ф у н к ц и я . Т акой  ч еты р ех у го л ь н и к  с то ч к и  зр е н и я  п р и м ен ен и я  к  н ем у  а л ь 
тер н и р о ван н о го  в а р и а н т а  ф о р м у л ы  Х а ц ц и д а к и с а  следует  сч и та т ь  д ву у го л ьн и ко м . Е сли  
А В
S  =  z ^ )  — z (B ) ,  где  z — сетевой угол в метрике д е  С и ттер а , z — сетевой  угол  в м етри ке  
Л обачевского . Ф о р м у л а  Х а ц ц и д а к и с а  не р еаги р у ет  н а  гр ан и ч н у ю  верш ину, я в л яю щ у ю ся  
то чко й  в о зв р ата , и не ан н у ли р у ет  гр ан и ч н у ю  верш ину, п ри  п рохож ден и и  ч ер ез которую  
л и н и я  сети  не м ен яет  н ап р ав л ен и я .
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5. Интерпретация, связанная с воронкой д е  Ситтера — Ш ирокова

З ам ен и м  в (4) и (5) u 2 н а  г ■ u 2, где  т а к ж е  г2 =  —1. М етр и к а  (4) п ри  этом  п ерей д ет  
в и н д еф и н и тн у ю  м е тр и к у  (6). П р ео б р азо ван н ы е  у р ав н ен и я  аси м п то ти ч еск и х

-^ +i f }W )2 +----/ (du2)2 = О
и м ею т вещ ествен н ы е реш ен и я

—u 1 +  с =  a rc s in h (u 2), u 1 +  с =  a rc s in h (u 2). ( 12)

У р ав н ен и я  (12) то ж е  за д а ю т  ч еб ы ш ёвскую  сеть  в м етр и ке  (6 ) и в м етр и ке  (11), о тл и ч а 
ю щ ейся от  нее зн аком . Э та  сеть  н а к р ы в а е т  аси м п то ти ч еск у ю  сеть  н а  поверхн ости

x 1 =  s in h (u ) ■ s in (v ),

x 2 =  s in h (u ) ■ cos(v ), (13)

© 3 =  ( l n ( t a n h ( |) )  +  cosh(-u))

в п севд о евкл и д о вы х  п р о с тр а н с тв а х  с м етри кой  ( 1) и с м етри кой

d s 2 =  —(d x 1)2 — ( d x 2)2 +  ( d x 3 )2.

В этом  неп осредствен н о  у б еж д аем ся , в в ед я  н а  поверхн ости  п а р ам етр и зац и ю  ко о р д и н а
там и  к а р т ы  П у ан к ар е. С етевой  угол

z  =  2u  =  4 a r c ta n h ( e x+ y),

п он и м аем ы й  здесь , к а к  и вы ш е, к а к  ги п ер б о л и ч ески й  угол , в аси м п то ти ч еск и х  коорди 
н атах

х =  l l n  ( tanh ( 5 ) )  - 1 ,

=  1 In I tanh f -  "j, =  - l n ^ t a n h  [ i ) )  + 2

у д о вл етво р яет  у р авн ен и ю  s in h -Гордона:

d 2z
=  s in h (z ) .

d x d y

Э та  п оверхн ость  я в л я е т с я  ещ е одним  псевдоевклидовым ан ал о го м  п севд о сф ер ы . П р о 
ф и л ь  поверхн ости  я в л я е т с я  р егу л яр н ы м  ан ал о го м  т р а к т р и с ы . К а с а т е л ь н а я  и б аза  — ось 
в р а щ е н и я  — я в л я ю т с я  п р ям ы м и  одного  ти п а . К р и в и зн а  поверхн ости  п остоян н а , и н ду ц и 
р о в а н н ая  м етр и к а  и н д еф и н и тн а . Е сл и  н а  р асш и р ен н о й  ги п ерболи ческой  п лоскости  з а 
д а т ь  д ей стви е  д и скр етн о й  гр у п п ы  о р и ц и к л и ч еск и х  вращ ен и й , то  ф а к т о р -п р о с тр а н с тв о м  
собственн ой  о б ласти  будет п о л н а я  п севд о сф ер а . В н еш н я я  ч ас т ь  о р и к р у га  п ри  этом  будет 
б ескон ечн о-ли стн о  н а к р ы в а т ь  п оверхн ость  (2), в н у т р е н н я я  — п сев д о сф ер у  Б е л ь т р а м и  — 
М и н ди н га. Ф ак то р -п р о стр ан ств о м  и д еал ьн о й  об ласти , из кото р о й  в сл едстви е  п р о ек ти в 
ной д во й ствен н о сти  у д ал я е т с я  од н а  и зо тр о п н а я  п р я м а я , будет п оверхн ость  (13). Э то т  
а н ал о г  п севд о сф ер ы  будем  н а зы в а т ь  воронкой  д е  С и т т е р а  — Ш и р о ко ва . М ноги е сво й ства  
аси м п то ти ч еск и х  н а  ворон ке д е  С и т т е р а  — Ш и р о к о в а  ан ал о ги ч н ы  сво й ствам  аси м п то ти 
ч еск и х  н а  п оверхн ости  (8 ), но с н ек о то р ы м и  и зм ен ен и ям и . В ч астн о сти , в бесконечность 
в сторон у  р асш и р ен и я  ворон ки  аси м п то ти ч еск ая  т а к ж е  уходи т в и зо тр о п н о м  н а п р ав 
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лен и и . Е сл и  о б р ати ть с я  к  п р о екти вн о й  и н тер п р етац и и , то  уход в бескон ечн ость  соответ
ству ет  уходу н а  абсолю т. В то чк е  к а с а н и я  к  и зотроп н ой  к асател ьн о й  к  абсолю ту  л и н и и  
н а  эти х  п о вер х н о стях  п од ходят  с р а зн ы х  сторон . Н а  ворон ке д е  С и т т е р а  — Ш и р о ко 
в а  н ет  р еб р а  в о зв р ата . В м есто  него н у ж н о  в з я т ь  п а р а л л е л ь  д л и н ы  2п. П ри  этом  будут 
в ы п о л н я т ь с я  сво й ства  о св я зи  д л и н ы  д у ги  аси м п то ти ч еско й  и ее п роекц и и , с той  р а зн и 
цей, ч то  аси м п то ти ч еск ая  и п а р а л л е л ь  будут л и н и я м и  р а зн ы х  ти п ов . Е сть  м ного общ их 
и ли  ан ал о ги ч н ы х  свой ств  м ери д и ан ов , и х  эво л ю т [24] и со о тветству ю щ и х  поверхн остей  
в р ащ ен и я  д л я  п сев д о сф ер ы  Б е л ь т р а м и  — М и н ди н га  и ее ан ал о го в  в п севд оевкли д овом  
п р о стр ан стве . К р о м е  того , и сп о л ьзу я  св я зи  сетевы х  углов  с у гл ам и  п а р а л л е л ь н о с ти  [25], 
аси м п то ти ч еск и м  н а п р ав л ен и я м  — вн еш н егео м етр и ческо м у  п о н яти ю  — н а  р а с с м ат р и 
в аем ы х  п сев д о сф ер ах  м ож н о д а т ь  п ростую  гео м етр и ческу ю  и н тер п р етац и ю  в р а м к а х  
в н у тр ен н ей  геом етри и  эти х  поверхн остей  [26].
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A b s tr a c t .  Consider the three-dimensional extended Lobachevsky space. In a proper area of Lobachevsky 
space take the ‘complete’ pseudosphere, tha t is, a surface of rotation of a straight line around a given 
parallel straight line. One part of it is embedded into Euclidean space in the form of the Beltrami- 
Minding funnel, the other one into three-dimensional Minkowski space as an analogue of the pseudosphere 
in this space. The interpretations of imaginary asymptotic lines on this pseudospherical surface with the 
Lobachevsky metric in Minkowski space are considered. Imaginary asymptotic lines on the pseudo-Euclidean 
continuation of the pseudosphere can be interpreted as real asymptotic lines on the surface of constant 
curvature with indefinite metric. These surfaces are other pseudo-Euclidean analogs of the Beltrami-Minding 
pseudosphere. The properties of the asymptotic lines on the pseudospheres with de Sitter metric in the three
dimensional Minkowsky space are studied. The considered properties of asymptotic lines on pseudospheres of 
pseudo-Euclidean space (Minkowski space) are similar to tha t of asymptotic lines on the Beltrami-Minding 
pseudosphere in Euclidean space. Areas of quadrangles of the asymptotic net on a surface of constant negative 
curvature in Euclidean space can be found by the Hazzidakis formula. These results are transferred to surfaces 
of constant curvature with indefinite metric in Minkowski space.

K e y  w ord s: pseudosphere, Lobachevsky plane, de Sitter plane, asymptotic line, Chebyshev net, Minkow
ski space.
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А н н о т а ц и я . Задача нахождения точной оценки величины наилучшего приближения En - 1(f)p, 
1 U Р У го, через усредненную величину модуля непрерывности и модуля гладкости самой функ
ции и ее соответствующих производных является одной из интересных задач теории приближений. 
В свое время Н. П. Корнейчук рассмотрел эту задачу для класса 2л-периодаческих функций f  (x) 
с выпуклым модулем непрерывности u ( f ' , t) в метрике пространства непрерывных функций C[0, 2п]. 
Аналогичную задачу без предположения выпуклости модуля непрерывности граничных значений 
аналитических в круге функций в пространстве Харди H p , 1 У  p У  го, рассмотрел Л. В. Тайков. 
Продолжая исследование указанных авторов, в пространствах Харди Hp, p Д 1, М. Ш. Шабозов 
и М. М. Миркалонова доказали новые точные неравенства, в которых наилучшее полиномиаль
ное приближение аналитических функций оценивается через суммы усредненных значений модулей 
непрерывности самой функции и некоторой ее производной. В настоящей работе получены точные 
неравенства между наилучшими полиномиальными приближениями аналитических в единичном 
круге функций алгебраическими комплексными полиномами и модулями непрерывности и гладко
сти самой функции и ее второй производной в весовом пространстве Бергмана. Вычислены точные 
значения бернштейновских и колмогоровских те-поперечников классов функций, задаваемых в ве
совом пространстве Бергмана. Полученные в последней теоремы результаты являются обобщением 
результата Л. В. Тайкова, полученного для классов дифференцируемых периодических функций, на 
случай аналитических в единичном круге функций, принадлежащих пространству B q ,Y , 1 У  q У  г о .

К л ю ч е в ы е  сл ова: наилучшее приближение, модуль непрерывности, модуль гладкости, полином, 
те-поперечник.
M a th e m a t ic a l S u b je c t  C la ss if ic a tio n  (2 0 1 0 ): ЗОЕЮ.

О б р а з е ц  ц и т и р о в а н и я : Лангаршоев М. Р. О наилучшем полиномиальном приближении функций 
в весовом пространстве Бергмана / /  Владикавк. мат. жури.—2019.—Т. 21, вып. 1.—С. 27-36. DOI: 
10.23671/VNC.2019.1.27732.

1. Введение

В н асто ящ ее  в р ем я  д о сти гн у т  зн ач и тел ьн ы й  п рогресс  в р еш ен и и  за д а ч  н ах о ж д ен и я  
то ч н ы х  зн ач ен и й  н аи л у ч ш и х  п о л и н о м и ал ьн ы х  п р и бл и ж ен и й  а н а л и ти ч е с к и х  в еди н и чн ом  
к р у ге  ф у н к ц и й  и в ы ч и сл ен и я  т о ч н ы х  зн ач ен и й  n -п оп еречн и ков  к л ассо в  а н ал и ти ч еск и х  
ф у н к ц и й  в р а зл и ч н ы х  ф у н к ц и о н а л ь н ы х  п р о с тр а н с тв а х  (см ., н ап р и м ер , [1- 12] и п ри ве
ден ную  там  л и т е р а т у р у ) . П р ед ставл ен н ы е  в н асто ящ ей  р аб о те  р езу л ь таты  п р о д о л ж аю т  
и р а зв и в а ю т  и ссл ед о ван и я  в у к азан н о м  н ап р авл ен и и .

© 2019 Лангаршоев М. Р.
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П усть  С  — м н ож ество  ко м п л ек сн ы х  чи сел , N — м н ож ество  н а т у р а л ь н ы х  чи сел  и Z+ 
м н ож ество  ц ел ы х  п о л о ж и тел ь н ы х  чисел.

И звестн о , ч то  а н а л и т и ч е с к а я  в еди н и чн ом  к р у ге  U  =  {z €  С  : |z | <  1} ф у н к ц и я

f  (z) =  Ckz k , z =  р е Д  0 ф  р <  1 ,
k=0

п р и н а д л е ж и т  весовом у  п р о стр ан ств у  Б е р г м а н а  В 9>7, 1 ф  q ф ж ,  с кон ечн ой  норм ой  [8]

1/9
/  /  лТЫЙ f t z . W d r r  \

2п
Ban =  \ N Z  11  7 ( | z | ) | / ( z ) | 9 d a  I < ж ,  1 / Д ж ,  ( 1)

4 (U)

где  у ( |z |)  — п о л о ж и т ел ь н а я  и н тегр и р у ем ая  весо вая  ф у н к ц и я , d a  — эл ем ен т  п л о щ ади , и 
и н те гр а л  п о н и м ается  в см ы сле Л ебега.

О чеви дн о , ч то  н ор м у  (1) м ож н о  за п и с ат ь  в виде

/  1 2п \  1/9

Н /11в ,,7 =  ( ф / / У Р 7 ( р )  | / ( p e rt) | 9 d p d t J  < ж .
0 0

Ч е р е з  f « ( z )  =  d r f ( p e rt) / d t r обозн ачи м  прои зводн ую  r - ro  п о р я д к а  ф у н к ц и и  f ( z )  =  
f  (ре1*) по ар гу м ен ту  t. П ри  этом

f 'a(z) =  f ' (z) ■ z i, fa(r )(z) =  {fa(r -1)(z )} a , Г Ф 2 .

В ел и ч и н ы

W(f «r ) , ^  Bq7 =  ^  11 f <*r) ( ' +  h) — f (jr) ( )  И 7 ,
q’7 |h|<t q’7

^ 2 ( f ar), 2 t) B =  su p  iif ar ) ( - + h ) — 2 f ((r)(-) + f ar ) ( - — h ) L
q’7 |Л.|ф* q’7

соответствен н о  н азовем  и н т е гр а л ь н ы м  м о д у л е м  н еп р ер ы вн о ст и  и инт егральны м , м о д у 
л е м  гла д ко ст и  ф у н к ц и и  fa r ) (z) в п р о стр ан ств е  В 9,7, 1 ф  q ф  ж ,  п о ск о л ь ку  ф у н к ц и и  

w ( f r ) , t )  в  и ш ф f r ) , 2t)  в  о б л ад аю т  всем и сво й ствам и  м одуля  н еп р ер ы вн о сти  и м о

д у л я  гл ад к о сти  (см ., н ап р и м ер , [13]).
Д л я  л ю б ы х  n  €  N и ak €  С , k =  0 , 1 , . . . ,  n , сим волом

f n
P n  =  < P n (z) : P n (z ) =  ^ 2  akZ

k
akz

k=0

n

{ }
E n ( f ) Bq,Y =  in f { | f  — Pn 1 |  Bq : P n—1 (z) €  P „ - i }

н азо вем  н а и л у ч ш и м  п р и б л и ж е н и е м  ф у н к ц и и  f  (z) €  B 9>7, 1 ф  q ф  ж ,  м н ож еством  P n —1.
Ч е р е з  В 9)7,д  (1 ф  q ф  ж  0 <  R  ф  1) обозн ачи м  п р о стр ан ств о  Б  е р гм а н а  В 9>7 а н а л и 

ти ч еск и х  в к р у ге  |z | ф  R  ф у н к ц и й  f  (z ), д л я  к о то р ы х

llf ( ' )у в ч,7,л =  ||f ( R ')y Bq,7 <  ж ,  1 ф  q ф  ж ,  0 <  R  ф  1.
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В р аб о те  [11] д о казан о , ч то  д л я  п р о и зво л ьн о й  ф у н к ц и и  f  (z) €  B qr,R , 1 У q У го,

В н асто ящ ей  работе , исходя из н ер ав ен ств а  (2) и (3), м ы  п о л у ч и м  то ч н ы е  оцен ки  вели 
ч и н ы  н аи л у ч ш его  п р и б л и ж ен и я  ф у н к ц и и  f ( z )  €  B q>7, 1 У q У го , ч ер ез усредн ен н ы е 
зн ач ен и я  м одуля  н еп р ер ы вн о сти  и м одуля  гл ад к о сти  сам ой  ф у н к ц и и  и ее вто р о й  п р о 
изводной  f a ( t ) ,  а  т а к ж е  в ы чи сл и м  то ч н ы е  зн ач ен и я  н ек о то р ы х  и -п о п ер ечн и ко в  кл ассо в  
а н а л и ти ч е с к и х  в еди н и чн ом  к р у ге  ф у н к ц и й  в весовом  п р о стр ан ств е  Б е р гм а н а . О тм ети м , 
ч то  н ер авен ство  (3) я в л я е т с я  р асп р о стр ан ен и ем  р е зу л ь тата  Н . П . К о р н ей ч у к а  [14] н а  сл у 
ч ай  а н а л и ти ч е с к и х  в еди н и чн ом  к р у ге  ф у н к ц и й  п р и н а д л е ж ащ и х  весовом у п р о стр ан ств у  
Б е р г м а н а  B q>7, 1 У q У го.

П ри вед ем  необходим ы е д л я  д ал ьн ей ш его  о п р ед ел ен и я  и об озн ачен и я . П усть  X  — 
б ан ахово  п р о стр ан ство ; S  — еди н и ч н ы й  ш ар  в X ; M  — некоторое в ы п у к л о е  ц ен тр ал ь н о 
си м м етр и чн о е  п о дм н ож ество  в X ; Лп С X  — и -м ер н о е  п о д п р о стр ан ство  X . В ел и ч и н ы

н а зы в а ю тс я  соответствен н о  б ер н ш т ей н о в с к и м  и ко лм о го р о вски м  и -п о п е р е ч н и к а м и . У к а 
зан н ы е  п оп ереч н и ки  у д о влетво р яю т  н ер авен ству  (см . [16])

П усть  $ ( u )  — п о л о ж и т ел ь н а я  н еу б ы в аю щ ая  ф у н к ц и я , о п р ед ел ей н ая  д л я  u  Д 0 и 
у д о в л етв о р я ю щ ая  условию

Е сли  M  — н ек о то р ы й  к л асс  ф у н к ц и й , п р и н а д л е ж ащ и й  п р о стр ан ств у  B q>7, то  чер ез

0 <  R  У  1, у  которой  п р о и зв о д н ая  f i r ) (z) €  B q>7, 1 У q У г о , п ри  л ю б ы х  г, и  €  N им ею т 
м есто  то чн ы е  н ер ав ен ств а

п/п

( 3)
о

bn (M , B q>7) =  su p  { s u p je  >  0 : e S  П Л п+1 С M }  : Л п+1 С B q>7} , 

d „ ( M ,B q >7) =  in f { s u p j in f { | | f  — g||Bq,7 : g  €  Л „}  : f  €  M }  : Л „  С B q>7}

b „ (M ,B q >7) У d „ ( M ,B q >7). (4 )

lim  j $ ( u )  : u  Ю 0+ }  =  Ф (0) =  0 .

En(M )Bq,Y :=  su p  { E n ( f  )Bq,Y : f  €  M }

обозн ачи м  о ткл о н ен и е  м н о ж ества  M  С B q>7 от  м н о ж ества  P n . 
П о л о ж и м  т а к ж е

Д л я  л ю б ы х  г €  Z +  и и  €  N оп ред ели м  к л а с с ы  ф у н к ц и й

п/п

=  f  (z) €  B q,7 :

о
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2. Основной результат

Т е о р е м а  1 . Д л я  п р о и з в о л в н о й  ф у н к ц и и  f  (z) €  B q a , 1 ф  q ф ж , и  лю б о го  за д а н н о го  
h  €  (0 , n / ( 2n)] имеет место точное неравенст во

f h

- sin Д)dT
o

2 h 1 

+ { Д  г ( ! ' 2т)в---в ЫД Лт\  и
o

и  з н а к  равенст ва в  неравенст ве  (5) р е в и з у е т  ф у н к ц и я  f 0(z)  =  zn €  B qri, 1 ф  q ф  ж .

<  В ведем  в р ассм о тр ен и е  о п ер ато р

h
П I П

&(fa> ^  = (fatt  +  Т) +  /о(* “  T)) COS dT-
o

И сп о л ьзу я  н ер авен ство  (2) п ри  R  =  r  =  1, зап и ш ем  оц ен ку

( О .  ( У  -  ^  Ю ) в „  +  Е п Д  ( p ) ) Bq J

Т а к  к а к

h

/а(* ) -  « ^ ( /о . t)  =  ^  J  +  т )  +  2 / '( * )  -  f a ( t  -  т ) )  COS (1т, ( 7)

то, и н тегр и р у я  п р аву ю  ч ас т ь  р а в е н с тв а  (7) по ч ас т я м  и п р и м ен я я  обобщ енное н ер авен 
ство  М ин ковского  (см ., н ап р и м ер , (15])

b b

J  f ( s t )  d t  | | f  (■, t ) |p  dt,  1 ф  p <  ж , ( 8)
p a

будем  и м еть

J  ( f a ( t  +  T) -  f a  (t  ~  T) )  ( l  -  Sin ^ r )  d,T

o

| | / Л - + г ) - / Д . - т ) | | В м ( 1 - 8ш ^ т ) й Т.

Bq
(9)

h
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А н ал о ги ч н ы м  о б разом  м етодом  и н тегр и р о в ан и я  по ч ас т я м  п о л у ч аем

h

W a )  " "'«Л  IB, 7̂  J  { f a i t  +  т ) -  / ' ( i  -  t ) )  c o s  f h T  ( I t  

о
h

l © 2 / (/(t+T) ■/(i ■T)) sin фт *■ (10)
0 Bq>7
h

^  Ш 7 ll/(i+T) ~/(t ~T)lls--'sin sr
0

И з н ер ав ен ств а  (6) с у ч ето м  н ер авен ств  (9) и (10) и о п р ед ел ен и я  м одуля  н еп р ер ы в
н ости  следует, ч то

г h
«  ф  /  11/Л- +  г) -  ГУ -  г ) ! ^  (1  -  sin Ут) Лг

0

+ (Ф)2 l m+T>-fl--T>̂ ,yiB¥rdT}
0

{h h

if"’2т)в,„ (! -sin¥T)dT+(01uU-2t)
П П

П

2h  ‘В  „ s i n  Y T r  d r  f  !

чем  и зав ер ш аем  д о к а за т ел ь с т в о  тео р ем ы  1. З н а к  р а в е н с тв а  д л я  ф у н к ц и и  fo (z ) =  zn 
в соотнош ен ии  (5) п р о в ер яется  н еп осред ствен н ы м  вы чи слен и ем . >

Следствие 1. В  у с л о в и я х  т еоремы 1 с п р а в е д ли в о  неравенст во

п /(2п) п /(2п)

Е п ( / И ,7 Ф ^ < J w ( /a  ; 2,т)вчп (1 — sin  п т )  (1т +  n 2 J и){ф]2т)В ч 1 8\ипт (1т\ .  

0 0

Теорема 2. Д л я  п р о и з в о л ь н о й  f  (z ) €  B q>7, 1 У q У го, и лю б о го  h  €  (0, n / (2n )) , 
и  €  N,

E n ( f  )Bq,Y У
П 1

2h n 2 п  -  2
J  UJ2 ( f a - , 2 r ) Bqrf ( l - s i n ^ r )  d r

+ f-)2V2h z
J  W2 ( / ;  2t ) b?i7 sin  d r  1 (11)

и  з н а к  равенст ва  в  ( 11) р е в и з у е т  ф у н к ц и я  fo (z ) =  zn . 

<  В ведем  в р ассм о тр ен и е  о п ер ато р

h
П 1

^  J  [ f a i t  +  Т) +  / ' ' ( *  -  т ) )  ( l  -  Sin (1т

h
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И з н ер ав ен ств а  (2) п ри  R  =  1 и r  =  2 зап и ш ем  следую щ ее соотнош ение:

1 и . 1 (12)

И сп о л взу я  вв1ш еп ри веден н ое р ассу ж д ен и е , оцен им  к а ж д о е  сл агаем о е  в п р аво й  ч а 
сти  ( 12). С этой  ц елвю  р азн о сти  / „ ( t )  — F ( f j f , t )  п р ед стави м  в следую щ ем  виде:

h

fa  ~  F ( f a ) =  - щ : _  у  J  ( f a i t  +  r )  -  2 / ' '( * )  +  f ”(t  -  r ) )  ( l  -  Sm dr.  (13)

0

О цен им  р авен ство  (13) по норм е

I f "  — F  ( f " ) | в ,q>7

П

2 h ( n  — 2 )

h

J  \ \ fZ( t  +  T ) - 2 f Z ( t )  + f Z ( t - T ) \ \ Bq^  ( l - s i n  dr .  (14)

П ереходи м  к  оцен ке вто р о го  сл агаем о го  в н ер авен стве  (12). Д в а ж д ы  в ы п о л н я я  и н те
гр и р о в ан и е  по ч ас т я м  и и сп о лвзу я  н ер авен ство  (8 ), п о л у ч аем

/  п  \ 2 1

V2h z  п  — 2

7Г \ 3 1

2 h z  п  — 2

\ 2 h J  тг - 2

J  (/"(' + т) - 2/"(') + /"(' - г)) (l -  sin  |-т) d r

h

J  ( /« ( ' +  T) -  / ' (■ ~  T))  COS dT
0

J  ( / ( •  +  t )  -  2 / (•) +  / ( •  -  r ) )  s in  d r

Bq

(15)

J  II/ ( '  +  t )  -  2 / ( - )  +  / ( •  -  r )| | B?i7 sin  dr.

С к л а д ы в а я  н ер ав ен ств а  (14) и (15), с у ч ето м  (12) и о п р ед ел ен и я  м одуля  гл ад к о сти  
ф у н к ц и и , п о л у ч аем

г h
(  / 11/ Л -  +  т ) -  2 / Д )  +  / ; '( •  — т ) |

0
Bq

п
2h n 2 п  -  2

0 -sin йт)dr+© 2 / ||/(-+т) ~2/н+/(- ~ т ) | |в ч лsin Уд *■}
h h ч

J 0 -sin̂ T)dT + (^)2/ W2(/;2T)s- sin̂ T<iт
0 0

Н еп осред ствен н ы м  вы чи слен и ем  м ож н о  п о к азатв , ч то  д л я  ф у н к ц и и  fo (z )  =  
н ер авен ство  ( 11) о б р ащ ается  в р авен ство . >

9)7
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С л е д с т в и е  2 . В  у с л о в и я х  т еоремы  2 сп р а в е д ли в о  неравенст во

. п /(2п)

E n ( f ) Bqn <  ^ 1 2) п \  /  W2 № 2т} в чп -  sin n r)  dr

/  (2п) .

У  W2 ( / ; 2 т ) B?|Y sin  n r d r L
п '

О
п /(2п)

2+  n 2

в  кот ором равенст во достигается н а  ф у н к ц и и  / о(z )  =  z n £  B qr/.

Т е о р е м а  3 . Пусть ф у н к ц и я  Ф (п) д л я  л ю б ы х  Л £  [0 ,1 ]  х  £  [0, п] удовлет воряет  н ер а 
венст ву

" , Д — ^  (16)
4 Ф(ж) 7Г/ 2 — (тт/2 — 1)Л

Т огда  с п р а в е д л и в ы  равенст ва

ТУП у п  \
bn ( W ^ ( < T ) ,B q>1>R)  =  dn (W ^(< $ > ),B q>1>R) =  • Ф ( - )  . (17)

<  С оотн ош ен и е (17) д о стато ч н о  д о к а за т ь  д л я  с л у ч а я  R  =  1. В си л у  н ер ав ен ств а

E n ( / ) Bq,Y,R Ф У ПЕ п ( / ) Bq,Y

и о п р ед ел ен и я  к л а с с а  w i r) (Ф), им еем

^ ( И # > ( Ф ) ,  S 9)7) Д Е п (И # > (Ф ) ,S 9)7) Д • Ф ( 0  , (18)

и о ц ен ка  сверху  д л я  ко лм огоровского  n -п о п ер еч н и ка  п о л у ч ен а . Д л я  п о л у ч ен и я  оценки  
сн и зу  и сп ользуем  р а с с у ж д е н и я  р аб о ты  Л . В. Т ай к о в а  (2].

В ведем  в р ассм о тр ен и е  (n  +  1)-м ерную  с ф ер у  п олин ом ов

Sn+1 =  ( P n (z) : ||Pn||Bq,Y Ф 1 - i ( *
4 n r - 1 Vn

и д о к аж ем , ч то  S n + i С W / r 1 (Ф). Е сли  m  ф  n , то  из н ер ав ен ств а

{ P n l , t ) B q i d t  Д 2 n r ( s i n y )  Ь п | |в ч,7 (19)
^ /  *

п о л у ч аем
п/m  п/m

I  ^ { P n l , t ) Bq^ d t ^ 2 n r \\pn \\Bqri J  Sin y d t

О (20)

■ r-1 ll ,, ( ,  п п \  . 2 n n  (П
= 4n bn I 1 -  cos —  ) =  2 sin -— Ф I -

Jq’7 V “““ 2 m 7  4 m  v n -

П о л а гая  п / m  =  Лх, п / n  =  x , и з (20), согласн о  левой  ч асти  н ер ав ен ств а  (16), будем  и м еть

п/m

f  u { p V , t ) BqJ t  Ф 2 s in 2 Ц  • Ф ( 0  =  2 s in 2 ^ Ф ( ж )  Ф Ф(Аж) =  Ф ( ^ )  . (21)
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П усть  теп ер ь  m  > n .  Т огда, вн овь  и сп о льзу я  н ер авен ство  (19), п о л у ч аем

п/т П/п п/т

( 22)о о п/п
7Г /  П
2 \ т

И з н ер авен ств  (21) и (22) следует, ч то  S n+ 1 С ш П П \$)-  П оэтом у, согласн о  известн ой  
теорем е  В. М . Т и х о м и р о в а  [15], п о л у ч аем

С р а в н и в ая  н ер ав ен ств а  (18) и (23), с у ч ето м  соотн ош ен и я (4) п ри ходи м  к  р ав ен ств у  (17), 
чем  и зав ер ш аем  д о к а за т ел ь с т в о  тео р ем ы  3. >

З ам е ч ан и е . В [2] доказано, что условию (16) удовлетворяет, например, функция 
Ф*(и) =  п п /2 .

Автор вы раж ает благодарность рецензенту за  ценные советы и замечания, использованные 
в работе.
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A b s tra c t. The problem of finding an accurate estimate of the best approximation value E n - i ( f )p, 
1 Д p Д то, using the average value of the modulus of continuity and the modulus of smoothness of the function 
and its corresponding derivatives is one of the important and interesting problems in the approximation 
theory. N. P. Korneychuk considered this problem for classes of 2n periodic functions with a convex modulus 
of continuity in the metric space of continuous functions C[0,2п]. A similar problem without assuming 
convexity of the modulus of continuity was considered L. V. Taikov in the Hardy space Hp, 1 Д p Д то. 
Continuing this study of the Hardy spaces Hp, p Д 1, M. Sh. Shabozov and М. M. Mirkalonova proved new 
sharp inequalities in which the best approximation of analytic functions is estimated by the sums of averaged 
values of the modules of continuity of the function and some of its derivatives. In this paper, we give some sharp 
inequalities between the best polynomial approximations of analytic in the unit disk functions by algebraic 
complex polynomials and moduli of continuity and smoothness of a function itself and its second derivative 
in weighted Bergman spaces. The exact values of Bernstein and Kolmogorov те-widths of classes of functions 
in weighted Bergman spaces are calculated. The last theorem of this work generalizes a result by L. V. Taikov 
obtained for classes of differentiable periodic functions, to the case of functions analytic in the unit circle 
belonging to the space Bqi7, 1 Д q Д то.
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ТРИХОТОМИЯ РЕШЕНИЙ ЭЛЛИПТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО 
ПОРЯДКА С УБЫВАЮЩИМ ПОТЕНЦИАЛОМ НА ПЛОСКОСТИ

1
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А н н о т а ц и я . В двумерной области Q, внешней по отношению к кругу, рассматривается равномерно 
эллиптическое уравнение второго порядка в дивергентной форме с измеримыми коэффициентами, 
содержащее младший неотрицательный коэффициент q(x) =  q(x1, x 2) типа потенциала в стаци
онарном уравнении Шрёдингера. Изучаются обобщенные решения, принадлежащие пространству
С. Л. Соболева W /  в любой ограниченной подобласти. Рассматривается вопрос о возможном росте 
решений на бесконечности. Доказано, что при достаточно быстром убывании младшего коэффи- 

q(x )
радиус-вектора точки, т. е. так же, как фундаментальное решение соответствующего эллиптического 
оператора без младшего члена. Построенное решение обладает равномерно ограниченным «потоком 
тепла» через окружности произвольного радиуса R, концентрические с границей области Q. Далее 
устанавливается, что для любого решения, удовлетворяющего некоторой степенной оценке роста на 
бесконечности, выполнена оценка интеграла Дирихле типа принципа Сен-Венана в теории упруго
сти. Ранее подобная оценка широко использовалась в работах для эллиптических уравнений второго 
порядка без младших членов в неограниченных областях. Оценка типа Сен-Венана позволяет полу
чить оценку для интеграла Дирихле решения в кольцевой области через среднее значение решения 
на одной из окружностей этой кольцевой области. Из этого следует, что решение на окружности 

R R  
зование принципа максимума позволяет показать, что любое растущее на бесконечности решение 
имеет логарифмический рост. Основной результат статьи состоит в том, что для данного уравне
ния имеет место трихотомия решений, как и для уравнения без младшего члена: решение является 
либо ограниченным, либо растет с логарифмической скоростью, сохраняя знак, либо осциллирует 
и растет по максимуму модуля как минимум степенным образом. Основным условием убывания 
младшего коэффициента, гарантирующего трихотомию решений, является конечность интеграла 
Jq q(x) ln |x| dx.

К л ю ч е в ы е  сл ова: эллиптическое уравнение, неограниченная область, младший коэффициент, 
асимптотическое поведение решений, трихотомия решений.
M a th e m a t ic a l S u b je c t  C la ss if ic a tio n  (2 0 0 0 ): 35J15.
О б р а з е ц  ц и т и р о в а н и я : Неклюдов А. В. Трихотомия решений эллиптических уравнений второго 
порядка с убывающим потенциалом на плоскости / /  Владикавк. мат. журн.—2019.—Т. 21, вып. 1.—
С. 37-50. DOI: 10.23671/VNC.2019.1.27733.

1. Введение

Поведение решений эллиптических уравнений второго порядка в неограниченных 
областях изучалось различными авторами [1-4]. Хорошо известно [3], что при некоторых 
предположениях относительно неограниченной области, в случае уравнений второго 
порядка без младших членов, для решений, удовлетворяющих на границе неограни
ченной области однородному условию Неймана, типичной является трихотомия решений.
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Трихотомия означает, что любое решение принадлежит к одному из трех классов: 1) 
ограниченные решения, 2) знакопостоянные решения, растущие по модулю на беско
нечности со скороствю, определяемой геометрией области, 3) осциллирующие решения, 
растущие по максимуму модуля быстрей, чем решения из класса 2). Например, в слу
чае цилиндрических областей класс 2) образуют решения линейного роста, класс 3) — 
решения, растущие по максимуму модуля на сечении цилиндра экспоненциалвно. Для 
двумерных угловых областей, а также во внешности круга решения из классов 2) и 3) 
обладают соответственно логарифмическим и степенным ростом. В данной работе во
прос о трихотомии рассматривается во внешности круга для уравнения, содержащего 
младший член вида q (x )u (x ) с достаточно быстро убывающим в бесконечности потенци
алом q (x ). Ранее вопрос о трихотомии решений уравнений с убывающим потенциалом 
был рассмотрен [5] для цилиндрических областей с условием Неймана на боковой поверх
ности. Близкой к этому случаю оказаласв [6] также ситуация с трихотомией решений в 
цилиндрических областях для уравнений без младшего члена при т р е ть е м  граничном 
условии (условии Робена).

2. Основные обозначения и определения.
Вспомогательные утверж дения

В двумерной области Q  = {x : |x| > Ro} (будем  считать, что Ro > 1) рассматривается 
уравнение эллиптического типа

L u  =  L o u  — q ( x ) u  =  -J— ( a i j ( x ) ^ f - ] — q ( x ) u  =  0, (1)
d x j \  d x i  )l ,j=1 J 4 '

где x =  (x i ,x 2) € RX a i j (x) — и зм ер и м ы е функции в Q, alj  = Од, A, |£|2 ф
S 2j= i  alj (x)&{j  Ф A2 |£|2, £ € R2, A1,A2 =  const > 0  q(x) 7  0 — ограниченная изме
римая функция.

Введем следующие обозначения:

Q (a, b) :=  Q П {x : a < ^  < b}, Q r  =  Q (R ,  R  +  1 ) ,

S r  :=  { x  : \x\ =  R } ,  V u  :=  grad-u , Ti,(R) := (2ttR ) ~ 1 J  u d s .

SR

Q
надлежащие пространству Соболева W21(Q (R0 , R )) для всех R > R0 и удовлетворяющие 
интегральному тождеству

[  ^  d u  d v  f
У аа л .— т ;— d x  +  / q uv  d x  =  0 (2 )

J  j l  d x i  d x j  J
Q(Ro,R) l,j= 1 Q(Ro,R)

для всех функций v € W2,(Q (Ro, R )) таки х , что v |Sr  uS r  =  0 . 

u (x )
ла» через окружность S r :

/  2 \
P  ( R , u )  =  lim

h ^ 0+
— 1 / v—̂ d u  x  j I \ ^  d u  x  j

h  2 ^ aP T H r . w \ d x  =  —d x l |x |

2
d u  x

V Q(R,R+h) l,j = 1 J  S r  l , j

=  d x l  |x |
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последн ее р авен ство  сп р ав ед л и в о  д л я  п о ч ти  всех  R  Д Ro,  его т а к ж е  м ож н о  за п и с ат ь  
в виде

P { R , u ) =  J  v ^ d s ,

S r

du v ^ 2 du Xj riгде  =  } ^ i j = i ai3dx~-\x\ — п р о и зв о д н ая  по ко н о р м али  к  0Кр у ЖН0СТИ d r .
П усть  R 0 Д r  < R ,  h i  >  0  h 2 >  0  Положим в (2) v  =  Ф, где Ф =  Ф (|х |)  — н еп р ер ы в н ая  

ф у н к ц и я , Ф =  1 при r  +  h i  <  \x\ <  R , Ф (г) =  Ф (R  +  h2)  =  0  Ф — л и н ей н ая  при  
r  <  x 1 < r  +  h 1 и п ри  R  <  x 1 <  R  +  h 2:

h -
-1 E d u  Xj

ai j  —— 70- ax — n  
d x  x

Q(r,r+hi) i , j=1

-1
2 E d u  x  j 

O-ij у — 7 0  d x  +  
d x i \x\

Q(R,R+h2) i,j=1
диФ d x  =  0.

Q(r,R+h2)

h1 h2

P ( R ' u)  — P ( r ' u ) =  /  q u d x
( 3)

Q(r,R)

Л егк о  ви д еть , ч то  п ри  R  >  Ro в о п ределен и и  потока область и н тегр и р о в ан и я  Q (R , R  +  h) 
м ож н о  зам ен и ть  н а  Q (R  — h, R ).

Д а л ее  будем  и сп о л ьзо в ать  н ер авен ство  П у ан к ар е  следую щ его  вида:

У  v 2 ds Д  c R 2 j  \ V v \2 ds

S r  S r

(с >  0 не зав и си т  от  ф у н к ц и и  н и  R )  д л я  v  €  W ^ S r ) т аки х , ч то  v ( R )  =  0; и

/

/  «* + *(*>
Q(aR,bR) \Q(aR,bR) J

д л я  v €  W 2 , ( Q ( a R , bR)) ,  0 <  a Д  1  b > 1.
Б у д ем  и сп о л ьзо в ать  т а к ж е  оц ен ку  [7, л е м м а  1]

\ v (R )  - v ( R i ) \  ф  (20) 1/2 1п1/2 

R  >  R 1 >  0  v €  W 21( Q ( R 1, R )) .

\ 1/2

|V v | 2 d x (4 )

\Q(Ri,R) /

3. Сущ ествование положительного реш ения с логарифммичеким ростом

Р ассм о тр и м  соответствую щ ее у р авн ен и ю  (1) ур авн ен и е  без м л ад ш его  ч л ен а

• • 1 d x  ji , j=1
0. (5)
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Х орош о известн о , н ап р и м ер  [8 , ф о р м у л а  (7.5)], ч то  в Q  сущ ествует  ф у н д ам е н та л ь н о е  
р еш ен и е V (х )  у р ав н ен и я  (5), у д овлетворяю щ ее п ри  |х | >  Ro оценке

C 1 ln  |х | ф  V (х )  ф  C 2 ln  |х | ,

C i ,  C 2 — н ео тр и ц ател ьн ы е  ко н стан ты .
Е стествен н о  о ж и д а т ь , ч то  п ри  д о стато ч н о  б ы стром  у б ы ван и и  к о э ф ф и ц и е н т а  д (х ) н а  

бесконечности  р еш ен и е с л о га р и ф м и ч е с к и м  п оведением  сущ ествует  и д л я  у р ав н ен и я  (1).

Т еорем а 1. Пусть д(х ) ^  0 в  Q,  JQ ^(х ) ln  |х | йх  <  ж ,  0 ф  ^ (х ) ф  с |х |-2  ln  |х | при  |х | >  
R i  =  cons©  c >  0 — некоторая постоянная, зависящая от Лц  Л .̂ Тогда в Q  существует 
положительное решение U  (х) уравнения (1), удовлетворяющее условиям

U |S r = 0 ,  A 1 ln  |х | ф  U (х) ф  A 2 ln  |х | (0 <  A i  =  co n st, i =  1 ,2),
0

P (R , U ) ^  p 0 при  R  ^  ж  (0 <  p 0 =  co n st) .

<1 д л я  п р о и зво л ьн о го  N  £  N  N  >  Ro, в о б ласти  Q (R 0 , N )  р ассм о тр и м  реш ен и е U n (х) 
зад ач и

LU n  =  0 , Un  L  = 0, N =  (2п N ) - 1.
SN1 Sro ’ d v

Ф у н к ц и я  Un  у д о в л етв о р яет  и н тегр ал ь н о м у  т о ж д е ств у

2

[  У -  av  7Г ~  +  f  QUn v  d x  =  (27гХ )-1  f  v  ds  (6 )
J ■ —1 д x i д х з J  J

Q(Ro,N) i j —1 Q(Ro,N) Sn

д л я  всех  ф у н к ц и й  v  £  W 21( Q ( R o ,N )) т ак и х , ч то  v |s Ro  =  0 .
П о л а гая  в и н тегр ал ьн о м  то ж д еств е  (6) д л я  реш ен и я  U n  пробную  ф у н к ц и ю  v =  U n  

и и сп о льзу я  о ц ен ку  в и д а  (4) д л я  U n  ( N ), п о л у ч аем

[  9 U n  9 U n  j f  тт2 аJ  J  <iuN i x
Q(R0 ,N) i J —1 Q(R0,N)

( V 2
J  | V U n  |2 йх

\Q (R o  , N) J

О тсю д а  с у ч ето м  эл л и п ти ч н о сти  у р ав н ен и я  (1) п о л у ч аем , ч то

=  (27Г Х )-1 J  UN ds  =  U n ( N ) ф  (2т г ) -1/ 2 1п 1/ 2 ^

Sn

J  |V U n |2 йх +  J  qUN  йх ф  c 1 ln  N , (7)

Q(Ro,N) Q(Ro,N)

ci Л1 Л2
P ( N ,  UN ) =  1

UN
в Q ( R o ,N ), а  в си л у  гр ан и ч н о го  усл о ви я  н а  S n  не м о ж ет  и м еть  м и н и м ум  н а  S n - О т 
сю да UN >  0 в Q (R 0, N ). Т а к  к а к  согласн о  (3) п ри  R 0 ф  r  <  N

P ( r ,  U n ) =  P ( N ,  U n ) -  J  qUN  йх,

Q(r,N)
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то  и з п о л о ж и тел ьн о сти  U n  и р а в е н с тв а  P ( N ,  U n ) =  1 п о л у ч аем , ч то  P ( r ,  U n ) ф  1 при  
R 0 ф  r  <  N .

П о л у чи м  оц ен ку  и н те гр а л а  Д и р и х л е  д л я  U n  по о б ласти  Q (R 0 , r ) ,  R 0 <  r  <  N . Д л я  
r

г  у  a u N d u N , , f  J l 2 ,  [ „  a u N ,
J  J  l U N d x  =  J ’K - ^ d s .

Q(Ro,r) l , j= 1 Q(Ro,r) Sr

О тсю д а  с у ч ето м  эл л и п ти ч н о сти  у р ав н ен и я , и сп о л ьзу я  н ер ав ен ств а  К о ш и  — Б у н як о в - 
ского  и П у ан к ар е, п о л у ч аем

J  (| VUN \2 + qU2N) d x ^ c 2 J  UN ^ d s  = c2 J  (UN - T J N ( r ) ) ^ d s

Q(R0,r) Sr Sr / 0Ч
-  f  -  ( }

+ c2P(r, UN)lJN (r) ф c3r \4UN \2ds + c2P(r ,UN)UN {r).
Sr

О тсю д а  с у ч ето м  оц ен ки  в и д а  (4) д л я  U n  ( r )  и н ер ав ен ств а  P ( r ,  Un ) Ф 1 п о л у ч и м

(  ) 1/2
I ( r )  =  J  ( |V U n |2 +  q U ^ j  dx  ф  Сз^ У  |V U n |2 d s  +  с4 ln 1/ 2 r  J  |V U n |2 dx

Q(Ro,r) Sr \Q(Ro,r) /

Ф c3r  J \ V U N \2 ds  +  ^ c 4 l n r  +   ̂ J  \ V U N \2 dx .
2

Q(Ro,r)

О тсю д а

I ( r )  ф  2c3^ y  |V U n |2 d s  +  ln  r  ф  2c3r I ; ( r )  +  ln  r.

S r

З ап и ш ем  это  н ер авен ство  в виде

( I ( r ) r -S ) '  7  - C 5r -<5-1 ln r ,  d =  (2сз) -1  >  0 , C5 =  с4/ ( 2сз).

И н тегр и р у я  и у ч и т ы в а я  л о гар и ф м и ч еск у ю  о ц ен ку  (7) и н те гр а л а  Д и р и х л е  д л я  U n  
по о б ласти  Q (R 0 , N ), п о л у ч аем  оц ен ку

S N
I ( r )  ^  +  c5r s У p _<5_1 In р dp  ф  с6 In г, (9)

r

если  r 2 ф  N .
Т аки м  образом , п о сл ед о в ател ьн о сть  U n  ( N  7  r 2) о гр ан и ч ен а  в W 2 (Q (R 0, r ) )  д л я  

r  >  R 0
н ость  UNfc, слабо  сход ящ у ю ся  в W 2 (Q (R 0, r ) )  и си льн о  сходящ ую ся в L 2(Q (R 0, r ) )  д л я  
лю бого  r  >  R 0 к  н екоторой  ф у н к ц и и  U , яв л яю щ ей ся  реш ен ием  у р ав н ен и я  (1). О чеви дн о , 
ч то  U  >  0 в Q , и с п р а в е д л и в а  о ц ен ка

У  ( |V U |2 +  q U 2) dx  ф  се ln  r. (10)

Q(Ro,r)
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Т о гд а  в си л у  (4)

(
\U(r)\ ф С4 1п1/2 г

\ 1/2

|V U  |2 йх ф  c7 ln  r.

\Q (R o  , r) /

И з оцен ки  Д е  Д ж о р д ж и  [9, т ео р ем а  8.17] и н ер ав ен ств а  П у ан к ар е  п о л у ч аем , ч то

/

s u p s r |U n  (х ) | ф  cgr -1

1/2

UN йх I ф  c9

Q(r /2,2r) )
\ 1/2 '

J  \VU2N \ d x \  + U N (r)
Q(r /2,2r)

О тсю д а, у ч и т ы в а я  оцен ки  (4) д л я  U n ( r )  и (9) д л я  и н те гр а л а  Д и р и х л е  ф у н к ц и и  Un , 
п о л у ч аем

s u p s r |U n  (х ) | ф  c 10 ln  r,

о тк у д а
s u p s r |U (х )| ф  c10 ln r .  (11)

И з этой  оцен ки , с у ч ето м  того , ч то  P ( N ,  U n ) =  1 и  J q  q ^ )  ln  |х | йх  <  ж ,  п о л у ч аем , что  
п ри  R  ^  R 1 =  co n st и N  >  R  сп р авед л и во  н еравен ство

1
P(R,  UN) = P(N,  UN) — J  qUN d x > ^ .

Q(R,N)

И з (3) следует, ч то

Ro +1

P ( R ,  U n ) =  J  P ( r ,  U n ) +  J  qUN  йх

Ro

rfr,

Q(r,R) /
о т к у д а  вы текает, ч то  P ( R ,  U ) =  l im N ^ ^  P ( R ,  U n ) и, следовательно, P ( R ,  U ) ^  1/ 2 д л я  

R U  
P ( R ,  U ) ^  p 0 =  c o n st, п р и чем  p 0 ^  1 /2 .

О чеви дн о  т а к ж е , ч то

У  |V U |2 rfs ^  c11r  1P 2(r, U ) ^  c 12r

Sr

J  |V U |2 йх ^  c13 ln  R . ( 12)

Q(Ro ,R)

П о л у чи м  л о гар и ф м и ч еск у ю  о ц ен ку  сн и зу  д л я  U  ( х ) .
U

д а  (8 ):

J ( r ) =  j  \VU\2dx Ф c3r J \VU\2 ds + c2P(r,U)U(r)
Q(Ro,r) Sr

ф С3Г \V IJ \2 ds +  C2 lJ (r )  =  C ^rJ1 (r) +  C2 lJ (r) ,
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( J ( r ) r  £У  Д - с ы г  £ l l J ( r) ,  е  =  с3 1, c i4 =  c2/ c 3.

R  m R  m  >  1

mR

j  U ( r ) r ~ £~ l dr  Д q 41( J ( E ) E _e — J ( m R ) ( m R ) ~ £).

R

О тсю да, и сп о льзу я  двусторон н ю ю  л о гар и ф м и ч еск у ю  о ц ен ку  (10), (12) д л я  J ( R ) ,  по
л у ч и м

mR

U ( r ) r  £ 1 dr  Д c15R  £ ln  R  — c 16( m R )  £ ln (m R ).

R

П усть  m  >  1 таково , ч то  C15 — 2m  £Сю Д Щ5/ 2 . В озьм ем  R  >  m . П о л у чи м  оц ен ку

mR
1

U ( r ) r  £ d r ^ - c i ^ R  e ln R .

R

Т о гд а  д л я  н екоторого  £ €  (R , m R )  им еем

отсю д а

(m  -  1 ) R U ( 0 C ~ e~ >  77 C15 R ~ £ In R,

U ( 0  >  2 (m  “  l c 15 In R .

Т а к  к а к  в си л у  (4)

Щ О - Щ Щ  ^  (2ТГ) - 1/ 2 In

/ \ 1/2

\V U \2 d x Д  c17 ln 1/2 R ,

\q ( r ,? )  J

то  из п р ед ы д у щ ей  оц ен ки  д л я  U  (£) п о л у ч аем  д л я  д о стато ч н о  б о льш и х  R  оц ен ку

U (R ) Д c 18 ln  R . (13)

Т а к  к а к  ф у н к ц и я  w  =  U  — U ( R )  у д о в л етв о р яет  у р авн ен и ю  L o w  =  q U , то  из оценки  
Д е  Д ж о р д ж и  [9, т ео р ем а  8.17] им еем

/  \

sup<j \U (x )  -  U ( R \ 2 Д с8 - 2R

\  Q(R/2,2R)

и  - U { R ) \ 2 d x  +  R 2 д 2U  2 d x

Q(R/2,2R) /
И с п о л ьзу я  н ер авен ство  П у ан к ар е, усл о ви я  н а  ф у н к ц и ю  q(x) и оц ен ку  (10), п о л у ч аем , что

/  \

sup<j |[/(ж ) -  U ( R \ 2 Д С19 Д -  с218 In2 R ,J  \ V U \2 d x  +  c ln  R  J  q U 2 d x

\Q(R/2,2R) Q(R/2,2R) J

c
д л я  U (R ) п о л у ч и м  о ц ен ку  U (x ) Д A 1 ln  \x\, A 1 =  c o n s t  A 1 >  0  >

З ам ети м  т а к ж е , ч то  то чеч н у ю  о ц ен ку  q (x ) Д c \x \- 2 ln  \x\ д л я  н ео тр и ц ател ьн о й  ф у н к 
ции q (x ) в условии  тео р ем ы  м о ж н о  зам ен и ть  н а  и н тегр ал ь н у ю  оц ен ку  J q ( r / 2 2R) q2 d x  Д  
cR - 2 c >  0
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4.  Трихотомия реш ений

Л е м м а  1 . Пусть п (х )  — р е ш е н и е  (1) в  Q , q (x ) ^  0. Т огда  п р и  R  >  R 0 +  1 с п р а в е д ли в а  
о ценка

У  |V u |2 йх ф  c 1R - 2 У  п 2 йх,

Q(Ro +1,R) Q(R,2R)

c 1 >  0 Л1 Л2

<  П усть  Ф =  Ф (|х |)  =  1 п ри  R 0 +  1 <  |х | <  R , Ф (|х |)  =  |х | — R 0 п ри  R 0 <  |х | <

Ro  +  1, Ф (|ж |) =  д 2(|ж |) п ри  R  < \х\ <  2 R , где  д ( |ж |)  =  2ДД ^ . П о л о ж и м  в и н тегр ал ьн о м  
то ж д еств е  (2) v =  пФ:

[  ж ' У  д п  д п  [  2 i [  д п  х 7- ,
/ Ф > а ц - — —— а х  +  / qu Ф а х  =  2 R  ipu > а ц  —— д у а х .

J  /£— d x i д х 2 J  J  Уг— d x i |х |
Q(Ro ,2R) i j —1 Q(Ro ,2R) Q(R,2R) i J —1

И с п о л ьзу я  эл л и п ти ч н о сть  у р ав н ен и я  (1) и н ер авен ство  К о ш и  — Б у н як о в ско го , п о л у ч аем

/  л  ф  /  йх  + ч * - 2 /  п 2

Q(Ro ,2R) Q(R,2R) Q(R,2R)

У ч и т ы в а я , ч то  Ф =  д 2 в о б ласти  Q (R , 2R ), то  о тсю д а ср а зу  п о л у ч аем  у тв ер ж д ен и е  л ем 
м ы . >

Л е м м а  2 . Пусть  п (х )  — р е ш е н и е  (1) b Q  q (x ) ^  0; в  Q  в ы п о л н е н о  у с л о в и е

|п (х ) | ф  c0 |x |Y

д л я  некот оры х пост оянны х  д  >  0  co >  0. Тогда, е с л и  4 7 / ( 1  +  5) <  1  5 >  0, то  д л я  
некот орой последоват ельност и  R& ^  ж ,  k ^  ж ,  с п р а в е д л и в а  о ценка

У  Щ п |2 йх ф  5 У  Щ п |2 йх.

Q(Rfc,2Rfc) Q(Ro  ,Rfc)

<  П р ед п о л о ж и м  проти вн ое. Т о гд а  д л я  всех  R  >  R0 =  co n st им еем

/  1 v “  1 2 ,fe  — /  1 v “  1 2 *  =  /  1 v “  1 2 й х > 5 /  1 v “  1 2 * '
|2 йх =  J  |V п |2 йх >  5 J  i V " '2

Q(Ro ,2R) Q(Ro ,R) Q(R,2R) Q(Ro ,R)

т. e.

У  |V п |2 йх <  (1 +  5) 1 У  Щ п |2 йх <  (1 +  5) 2 j  ^ п | 2 йх

Q(Ro ,R) Q(Ro ,2R) Q(Ro ,4R)

<  ••• <  (1 +  5 )- k  У  Щ п |2 йх.

Q(Ro,2kR)
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И с п о л ьзу я  л ем м у  1, п о л у ч аем

У  |V u |2 dx  ф  (1 +  d)

/
— k

Q(Ro,R)

\
щ ( 2kR ) 2 j  u 2 d x  +  I 0

Q(2k R,2k+1R) /
ф (1 +  d )—k ( d ( 2 kR ) 2n ( 2 k+1R ) 2c0(2k+1 R ) 2Y +  ф )  ^  0, k ,

если  4Y/( 1  +  d) <  1 (здесь  I 0 т е  зав и си т  от k ). Т аки м  образом , V u  =  0, ч то  н евозм ож н о . >

Л е м м а  3 . П уств u (x )  — р е ш е н и е  (1) в  Q , |u (x ) | ф  c0 |x |7 , 0 <  с0 =  c o n s t  0 ф  q (x) ф 
c |x |— 2, у  >  0 и  с >  0 — н ек о то р ы е  пост оянны е, за ви с я щ и е  от Ад A2. Т огда  д л я  некот орой  
последоват елвност и  Rk ^  ж ,  k ^  ж , д л я  x  €  S r /  с п р а в е д ли в а  оценкаk k

Ч Ю  ~  \ \ 4 R ' k )I -  Ф м (ж) Ф « (д * )  +  ^ Д ( т 4 ) |  +  / ь

I 1 >  0 k

<  П усть  д л я  d >  0 вы п олн ен о  условие 4Y/( 1  +  d) <  1. К а к  и ран ее , ч ер ез  СдС2, . . .
A1 A2

И сп о л ьзу я  л ем м ы  2 и 1 и н ер авен ство  П у ан к ар е, п о л у ч и м  д л я  некоторой  п о сл ед о ва
тельн о сти  Rk ^  ж  оц ен ку

\

+ 10 , 

/

/

J  |V u |2 d x  ф  d J  |V u |2 dx  ф  c1d

Q(Rk,2Rk) Q(Ro,Rk)

(

ф  c2d

\
R —2 u 2 dx  +  I 0

\  Q(Rk,2Rk) /

\V u \2 d x  +  H2(3Efc/2)

\Q(Rk ,2Rk)

где  I 0 не зав и си т  от k. Е сли  C2d ф  1 /2 , то

У  |V k |2 d x  ф  2c2d(H 2(3E fc/2) +  / 0) . (14)

Q(Rk,2Rk)

В ведем  обозн ачен и е qj. :=  s u p g (^ fc)2̂ fc) q (x ) .  Т ак  к а к  ф у н к ц и я  w  =  u  — й (3 7 Д /2 )  я в л я е т с я  
реш ен и ем  у р ав н ен и я  L 0W =  qu, то , и сп о л ьзу я  оц ен ку  Д е  Д ж о р д ж и  (9, т ео р ем а  8.17]
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и д ал ее  д в а ж д ы  н ер авен ство  П у ан к ар е, п о л у ч аем

/  \

R k 2 J  \и  — v ,(3 R k /2 )2 \ d x  +  R k j  q2u 2 d xsu P s3Rk/2 \u  ~  u ( 3 R k /2 )  | Д c3

\  Q(Rk ,2Rk) Q(Rk ,2Rk) /
( \

Д  c4 /  \ V u  \2 d x  +  qfRfc /  u 2 dx

\Q(Rk,2Rk) Q(Rk,2Rk) )

/ \

1 \ V u  \2 dx  +  g^R 4 \V u  2 d x  +  u 2(3 R k /2 )

\Q(Rk ,2Rk) Q(Rk,2Rk) JД c5

= c s ( l + q l R k) j  \V u \2 dx+c^,qkR \ u 2(?,Rk/2) ^  cq j  \V u \2 dx+C5C2u 2(3Rk/2 ) .

Q(Rk,2Rk) Q(Rk ,2 Rk)

И с п о л ьзу я  о ц ен ку  (14) п о л у ч аем , ч то  п ри  k  > ko =  co n st

suP s ^ fc/2 \u ~  u(3Rk/2) \2 ф c75{v2{3Rk/2) + I0) + c 5c2u2(Rk) 4  2c7Sv2{3Rk/2) + l'0,

если  c5c2 Д c75. Здесь /0  т е  зав и си т  от  k.
П усть  5 >  0  y >  0 и c >  0 тако вы , ч то  c25 Д  1 / 2  2c7 5 Д  1 / 4  4Y/( 1  +  5) <  1  c5c2 Д c75. 

Т о гд а  п ри  k >  ko =  co n st с п р а в е д л и в а  оц ен ка

sup \u -  u ( 3 R k / 2 ) \ 2 4  \ v 2{3R k /2 )  +  P0.
S3Rk/2 4

О тсю д а  ср а зу  в ы т ек а е т  у тв ер ж д ен и е  л ем м ы  д л я  п о сл ед о вател ьн о сти  R fk =  3 R k /2 .  >  

Л емма 4. Пусти д ля  u (x )  выполнены условия теоремы 1 и  леммы  3. Тогда при  
| x |  >  R 1 =  co n st

|u ( x ) |  Д c0  ln  |x |,

0 <  c0  =  co n st x

<  П р ед п о л о ж и м  проти вн ое, т о гд а  д л я  некоторой  п о сл ед о вател ьн о сти  R k ^  то им е
ем supR k \ и \ / ln  R k  ^  то, k ^  т о  П усть  U (x ) — п о л о ж и тел ьн о е  р еш ен и е у р ав н ен и я  (1), 
уд о влетво р яю щ ее л о гар и ф м и ч еск о й  оценке, су щ ество ван и е  кото р о го  д о к азан о  в тео р е
ме 1. П р и м ен я я  к  ф у н к ц и я м  u  ±  c 1U  п ри  д о стато ч н о  больш ом  а  п ри н ц и п  м акси м у м а, 
л егко  п о л у ч и ть , ч то  s u p s R \ и \ / ln  R  ^  т о  R  ^  то. В п р оти вн ом  с л у ч ае  ф у н к ц и я  u (x )

Q
П усть  Rk — п о сл ед о вател ьн о сть , д л я  которой  сп р авед ли во  у тв ер ж д ен и е  л ем м ы  3. Б е з  

о гр ан и ч ен и я  общ н ости  м о ж н о  сч и тать , ч то  s u p s  , и  >  0. Т о гда  и з л ем м ы  3 п ол у ч аем ,
Rk

ч то  i n f и /  ln  Rk ^  + т о  k ^  т о  П р и м ен я я  п ри н ц и п  м акси м у м а  к  ф у н к ц и и  U  — c2 — eu
Rk

п ри  д о стато ч н о  больш ом  c2 и устремля я  e >  0 к нулю, получаем, ч то  U  Д c2 в Q ( R ) , то), 
ч то  н евозм ож н о . >

u (x )  1 3

/  \ V u  \ 2 d x  Д co ln r
Q(Ro,r)
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0 <  c0 =  co n st не зависит  от r  >  R 0 .

< п (х )

I ( r )  =  J  |V -u|2 d x  ф  c i r l ' ( r )  +  C2 P (r ,  u )v ,(r ) ,  (15)

Q(Ro,r)

зд есь  и д ал е е  в д о к а за т ел ь с т в е  ci >  0 за в и с я т  то л ь ко  от  Л ц  Л2. В си л у  л ем м ы  4 |п (х ) | ф 
c3 ln  |xb  поэтому J q  q b l  йх <  ж .  Тогда го (3) следует, ч то  |P ( r ,  п )| ф  c4 . А из (15) то гд а  
вы текает, ч то

I ( r )  ф  c1r 1 '( r )  +  c5 ln  r.

r 2 <  R

/ ( г ) ф / ( Е ) ^ ^  + c 6 l n r  ф  c0 ln r ,

п оследн ее н ер авен ство  сл еду ет  и з того , ч то  в си л у  л ем м ы  1 в ы п о л н ен а  оц ен ка  I ( R )  ф 
c7 ln 2 R , зд есь  0 < 5  =  c o n s t  >

Л емма 6. Пусть д л я  п (х ) в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  т еоремы 1 и  л е м м ы  3, п р и ч е м  д л я  
некот орой последоват ельност и  R k , Rk ^  ж ,  k ^  ж ,  с п р а в е д л и в а  о ц ен ка  i n f s r |п | =Rk
o(ln  R k ), k ^  ж . Т огда  реш ение  п (х ) о гр а н и ч е н о  в  Q .

<  С огласн о  л ем м е 4 |п (х ) | ф  co ln  |х |. В си л у  оц ен ки  Д е  Д ж о р д ж и  и н ер ав ен ств а  
П у ан к ар е

su p  \u (x )  — u ( R k ) |2 Ф ci 

/

SRk

(

R ^ 2 J  \u  — v ,(R k )\2 d x  +  R l  J  q2u 2 d x  .

\  Q(Rk/ 2>2Rk) Q(Rk/ 2>2Rk) У

ф c2 Щ п |2 йх +  supQ(Rk/ 2,2Rk^ п 2^  ln  1 Rk J  q ln  |x | rfx

\ Q(Rk/2>2Rk) Q(Rk/ 2>2Rk )

(  \

ф  c3 J  |V п |2 rfx +  ln  R k J  q ln  |x | rfx

VQ(Rk/ 2>2Rk) Q(Rk/ 2>2Rk) У

О тсю да, у ч и т ы в а я  л о гар и ф м и ч еск у ю  оц ен ку  и н те гр а л а  Д и р и х л е  в си л у  л ем м ы  5, 
п о л у ч аем , ч то  п ри  ж £  Аду вы п о л н ен а  оц ен ка  и(ж) — v,(R k)  =  о (1п7Д ), о т к у д а  следует, 
ч то  п (х ) =  o (ln  R k ) н а  SRk . П р и м е н я я  п ри н ц и п  м акси м у м а  к  ф у н к ц и я м  п  ±  co ±  cU  (где, 
к а к  и вы ш е, U (х) — р еш ен и е у р ав н ен и я  (1) с л о га р и ф м и ч е с к и м  ростом ) п ри  д о стато чн о  
больш ом  ^ п о л у ч и м ,  ч то  |п | ф  co +  cU  в Q ( R 1,R k ) д л я  k ^  ko(c). У стрем и в с к  нулю , 
п о л у ч и м  у тв ер ж д ен и е  л ем м ы . >

Т е о р е м а  2 . Пусть в ы п о л н е н ы  у с л о в и я  J q  q (x ) ln  |х | йх <  ж  0 ф  q(x) ф  c |x |- 2  д л я  
Л1 Л2 c >  0 c

1 3 Q
во зм о ж н ы х способов:

1) s u p s Rk |п| ^  c0RY д л я  некот орой последоват ельност и  Rk ^  ж ,  k ^  ж ,  п р и ч е м  п (х ) 

меняет  зн а к  н а  л ю б о й  окруж ност и S r  п р и  R  >  R0 =  c o n s t; пост оянная  д  >  0 зависит  
Л1 Л2 0 <  c0 =  co n st
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2) C 1 ln  |x | ф  u (x )  ф  C 2 ln  |x |, C 1 >  0 , C 2 >  0 ;
3) u (x )  ограничено в  Q .

<  Е сли  реш ен и е u (x )  не у д о вл етво р яет  условию  1), то , согласн о  л ем м е 4, сп р ав ед л и в а  
|u ( x ) |  ф  c ln  |x |  c =  co n st 

u (x )  Q

П о каж ем , ч то  лю бое реш ен ие, удо влетво р яю щ ее 1), я в л я е т с я  зн акоп ерем ен н ы м .
u (x )

|x |  >  R 1 =  co n st
Л егко  в и д еть , ч то  д л я  н ео тр и ц ател ь н ы х  р еш ен и й  у р ав н ен и я  (1) в о бласти  

Q ( R /2 ,3 R /2 )  вы п олн ен о  н ер авен ство  Х а р н а к а  с кон стан той  K ,  не зави сящ ей  от  R: 
u ( A ) /u ( B )  ф  K  д л я  всех  A, B  €  Q (R /2 ,  3 R /2 ) .  Действительно, о то б р ази м  Q ( R /2 ,  3 R /2 )  
н а  о б л асть  Q (1 /2 , 3 /2 )  п рео б р азо ван и ем  x  д  у =  x / R .  У р авн ен и е  (1) п ер ей д ет  в у р а в 
нение L r u  — qR (y )u  =  0, где L r  — р авн о м ер н о  эл л и п ти ч ески й  д и в ер ген тн ы й  о п ер ато р  
по п ерем ен н ы м  у с п остоян н ы м и  эл л и п ти ч н о сти , не зав и сящ и м и  от  R ; qR(y) =  R 2q(x) ф 
c2 =  co n st u (y )  Q (1 /2 , 3 /2 )  R

R  u (x )  Q (R /2 ,  3 R /2 )

Т а к  к а к  s u p s R u /  ln  Rk д  ж ,  k д  ж ,  то  в  си л у  н ер ав ен ств а  Х а р н а к а  п о л у ч аем
Rk

in f s Rk u /  ln  Rk д  ж .  П р и м ен я я  п ри н ц и п  м акси м у м а, к а к  и в д о к а за т ел ь с т в е  л ем м ы  4,
u (x )

о к р у ж н о стей  SRk бы стрее , чем  ln  |x |, п р о ти в о р еч и т  сущ ествован и ю  р еш ен и я  U (x ) с л о га 
р и ф м и ч е с к и м  ростом . Т аки м  образом , реш ен и е из к л а с с а  1) м о ж ет  б ы ть  то л ь ко  знакопе-

| x | >  R 1
н а  лю бой о к р у ж н о с т и  S r  д л я  д о стато ч н о  б о льш и х  R , поскольку , если  бы  су щ еств о в ал а  
п о сл ед о в ател ьн о сть  Rk д  ж  т а к а я , ч то  u  7  0 н а  S r / _ ,  т о  в  си л у  п р и н ц и п а  м акси м у м а  
u  >  0 в Q (R 1 , ж )  ч то  н евозм ож н о . Т аки м  образом , т ео р ем а  п олн остью  д о к а за н а . >

В зак л ю ч ен и е  о тм ети м , ч то  и н тегр ал ьн о е  условие у б ы в ан и я  п о тен ц и ал а  
J'q  q (x ) ln  |x | dx  <  ж  я в л я е т с я  ан ал о го м  усл о ви я  тр и х о то м и и  J x 1q(x) d x  <  ж  д л я

x 1
ств у ю щ ая  оси ц и л и н д р а ).
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СЦЕНАРИИ КРИТИЧЕСКОЙ ВСПЫШКИ ЧИСЛЕННОСТИ ИНВАЗИОННОГО 
ВИДА В МОДИФИКАЦИИ УРАВНЕНИЯ ГОМПЕРТЦА#

1

А н н о т а ц и я .  В работе обсуждается проблема моделирования вариантов развития ситуаций экстре
мального характера в популяционном процессе, способных возникать из-за активного размножения 
чужеродных видов. Для математической формализации явлений использованы уравнения с откло
няющимся аргументом. В данном экологическом контексте интересно рассмотреть не возникновение 
циклов или свойств устойчивых колебательных режимов в решениях уравнений, а проведение поис
ка специфических переходных сценариев популяционной динамики. Предлагается последовательно 
ряд модификаций на основе уравнения Гомпертца, как оказалось, подходящего для совершенство
вания не менее обоснованно, чем модели Хатчинсона или Николсона. В вариантах с учетом функ
ции сопротивления биотического окружения получены сценарии гибели популяции после вспышки 
и образования устойчивой малочисленной группы с прохождением предельно допустимой барьер
ной численности. Полученные вычислительные сценарии имеют практическую интерпретацию при 
анализе развития событий после вселения опасных новых видов в консервативные экосистемы. Усо
вершенствована оригинальным дополнением модель для случая существования явного критически 
низкого L-порога численности, гибко корректирующая свойства популяционной динамики при ин- 
тервально проявляющемся действии эффекта Олли. Полученные модельные сценарии сходны для 
группы инвазионных и опасных инфекционных процессов, что подтверждает нашу идею о том, что 
кибернические механизмы регуляции превалируют над видовой экологической специфичностью чу
жеродных популяций.

К л ю ч е в ы е  с л о в а :  уравнения с запаздыванием, экстремальные состояния популяций, переходные 
режимы, циклы, моделирование инвазионных процессов, чужеродные виды, кибернетика биологи
ческого противоборства.
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онного вида в модификации уравнения Гомпертца / /  Владикавк. мат. жури.—2019.—Т. 21, вып. 1.—

В предыдущей работе [1] мы рассмотрели варианты актуальных модификаций био
логических моделей на основе известного уравнения популяционной динамики с запаз
дыванием N (t — т ) Хатчинсона [2]. В исследованном многими авторами уравнении ма
тематической экологии
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прои сходит б и ф у р к а ц и я  А н д р о н о ва  — Х о п ф а  и об р азу ется  ц и к л  N * (1; г т ) р ел аксац и о н 
ной ф о р м ы  [3], ч то  со о тветству ет  эк сп ер и м ен тал ьн ы м  д ан н ы м , однако , ко л еб ан и я  при  
у вел и ч ен и и  зн ач ен и я  г т  стан о в я тся  н еп ри годн ы м и  д л я  п оп уляц и он н ой  и н тер п р етац и и  — 
у  к а ж д о й  м одели  в п р ед м етн о й  о б ласти  есть  п ар ам етр и ч еск и й  д и ап азо н  ее ад ек в атн о сти .

С ростом  ам п л и ту д ы  м и н и м ум ы  н ер еал и сти ч н о  н и зки е  m in  N *(t; г т ) ^  0 +  е. П и ки  
всп ы ш ек  чи слен н ости  н асеко м ы х -вр ед и телей  н ач и н аю тся  не от  о ко лон улевы х  состоян ий , 
это  общ ий н ед о стато к  д в у х  и звестн ы х  уравн ен и й  с N  (I — т ). Как отм ечен о  в р аб о те  [4] *, 
если  з а  больш и м  всплеском  сл еду ет  о чен ь  глубок и й  м и н и м ум  ч и слен н ости , то  такое  по
веден и е д о л ж н о  п р и во д и ть  к  вы м и р ан и ю , а  в м одели  (I) п ри  больш ой  ап л и ту д е  м ом ен
тал ьн о  з а  н и зки м  м и н и м ум ом  следует  м акси м у м  \ m ino+ e N * ( tmin) — m a x N * ( tmax) \ ^  то, 
l i mr T \ t max — t min \ =  0. Д ан н о е  свойство  эко л о ги чески  п р о ти во р еч и во . Н а  г р а ф и к а х  
сезон н ы х  пи ков  чи слен н ости  (у к у к у р у зн о го  м о т ы л ь к а  в К р асн о д ар ско м  к р а е  и ли  и н ва
зион ного  гр ебн еви ка  в К асп и й ско м  м оре) м ож н о у в и д еть  п и ки  после н улевы х  зн ачен и й , 
но та к и е  г р а ф и к и  п о к азы в аю т  то л ь ко  особей взрослой  стад и и  р а зв и т и я . Ч и сл ен н о сть  
ли ч и н о ч н о й  стад и и  не п о п ад ает  в у ч ет  и н а  г р а ф и к и , но состоян и е в и д а  в п р о м е ж у т 
к а х  м е ж д у  п и кам и  соверш ен но  не б ли зко  к  нулевом у. А н ал о ги ч н о  н а  г р а ф и к а х  всп ы ш ек  
вр ед и тел ей  л еса  п о к азы в аю т  р а зм е р ы  п о р аж ен н ы х  н асаж д ен и й .

Тем  не м енее, в р еал ьн о сти  су щ еству ю т сп ец и ф и чески е  сц ен ари и  п р о л о н ги р о ван н о го  
поп уляц и он н ого  п роц есса  со зн ач и тел ьн о й  ам п л и ту д о й  п ер еп ад о в  чи слен н ости  в и д а , но 
та к и е  эко л о ги чески е  я в л е н и я  — о гр ан и ч ен н ы е  во врем ен и  р е ж и м ы , сери й н ы е в сп ы ш ки  
сам о п р о и зво л ьн о  зату х аю т. С и ту ац и и  п ри  и н вази и  стр ем и тел ьн о  р азм н о ж аю щ его ся  все- 
л ен ц а  не у к л а д ы в а ю т с я  в р а м к и  обобщ енны х п р ед ставл ен и й  м оделей  с н ал и ч и ем  б ал ан са  
в и д  — ср ед а  об и тан и я , т. е. со всю ду п о л о ж и тел ьн о й  т р а ек то р и е й  lim t^ ^  su p  N (t) <  M .  
С ц ен ар и й  с вы м и р ан и ем  после к а т а стр о ф и ч еск о й  в сп ы ш ки  р еал и сти ч ен . К а к  м ы  по
к а ж е м  д ал ее , сц ен ари й  такой  д естр у к ц и и  оп и сы вается  м атем ати ч еск и  в н аш ей  новой 
м одели .

С ледую щ и й  в а р и а н т  (1) н аш ей  м о д и ф и кац и и  из [1] бы л  п р ед н азн ач ен  д л я  п реодоле
н и я  п роб лем ы  «глубоки х  м ин им ум ов» у  во зн и кш его  ц и к л а  п ри  зн ач и тел ьн о й  ам п л и ту д е

r

В торой  в а р и а н т  (2) из [1] с п р ед к р и ти ч еск и м  п орогом  И ,  р езко  м ен яю щ и м  э ф ф е к т и в 
н ость  восп рои зводства , п о к а зы в а ет  сц ен ари й  стр ем и тел ьн о го , к а т а стр о ф и ч еск о го  к р и зи 
са  после р а зр у ш ен и я  переходного  к о л еб ател ьн о го  р еж и м а :

В м одели  н евы н у ж д ен н о й  д естр у к ц и и  п оп уляц и и  п ри  п ереп олн ен и и  ср еды  в ел и ч и н а  K не 
т о ж д еств ен н а  по см ы слу  п а р а м е т р у  K  — б ал ан со во м у  равн овеси ю  и ли  «ем кости  эколо
ги ческой  ниш и» д л я  лю бого  N (0) >  0  lim t^ ^  N (t) =  K  и з м одели  (4), с еди н ствен н ы м  
в ар и ан то м  N (t) ^  K . Ф ак ти ч еск и  т у т  м ы  в н еп р ер ы вн у ю  м одель вн если  тр и ггер н ы е  
сво й ства  в ви д е  см ены  зн а к а  у  (И  — N  (t — т  )).

* Н а примере популярной модели — уравнения «Nicholson’s blowflies revisited».

(1)

Т а к  уд ается  н есколько  ск о р р е к ти р о в а ть  свойство  у  м и н и м ум ов  колебаний :

m in  N * (t, r )  ^  е, е <  1. 
o<t<T*
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Д л я  лю бой новой поп уляц и он н ой  м одели  необходим о об осн овать  би ологи ческую  ин
тер п р етац и ю  п о вед ен и я  р еш ен и я , т а к  д л я  объеди н ен н ой  м оди ф и кац и и :

п одходящ его  обосн ован и я  п о вед ен и я  т р а ек т о р и и  п л авн о го  п ерехода к  N  (t) ^  ж  м ы  не 
н аш л и . П ер ечи слен н ы е м о д и ф и кац и и  о сн ован ы  н а  расш и р ен и и  у р ав н ен и я  Ф ер х ю льста  — 
П и р л а:

П ом им о д ан н о й  м одели  и к в а д р а ти ч н о го  за к о н а  и м ею тся  а л ь тер н ати в н ы е  способы  ф о р 
м ал и зац и и  о гр ан и ч ен и я  р еп р о д у к ти вн о й  акти в н о сти  п оп уляц и и , п р и во дящ ей  к  остан ов
ке  роста. С у щ еству ю т а л ь тер н ати в н ы е  а к т у а л ь н ы е  сц ен ари и  р а з в и т и я /з а в е р ш е н и я  по
п у л яц и о н н ы х  всп ы ш ек  пом и м о в а р и а н т а  еди н и чн ого  «тр еу го л ьн о го  пи ка»  н а  гр а ф и к е  
(согласн о [5]) и ли  д естр у к ц и и  всей п о д д ер ж и ваю щ ей  ср еды  об и тан и я . Н а ш а  ц ел ь  — п р ед 
л о ж и т ь  д л я  сц ен ари ев  м атем ати ч еск о е  описание.

1. М одификации модели регуляции на основе ф ункции Гомпертца

В д ан н о й  р аб о те  м ы  р ассм о тр и м  м о д и ф и к ац и и  м оделей  д л я  а к ту ал ь н о й  гр у п п ы  си
ту ац и й , отн осящ ей ся  не к  о гр ан и ч ен н о -б ал ан со во й , но к  эк стр ем ал ьн о й  поп уляц и он н ой  
д и н ам и к е , к о гд а  после всп ы ш ки  чи слен н ости  в к р и ти ч еск о е  состоян и е п о п ад ает  ч р езм ер 
но ак ти в н ы й  в отн ош ен и и  б л аго п о л у ч и я  ср еды  и н вази о н н ы й  вид .

В м одели  Х атч и н со н а  м ож н о п о л у ч и ть  сцен ари й

но подобны й р е ж и м  м одели  (I) о к а зы в а е тс я  несущ ествен н ы м  вр ем ен н ы м  переп олн ен и ем  
экологи ческой  ниш и, он не будет в ы гл я д е т ь  у гр о ж аю щ ей  экоси стем е всп ы ш кой , отн ося
щ ей ся к  и н тересую щ ей  н ас  эк стр ем ал ьн о й  д и н ам и к е  чи слен н ости .

О бзор  за д а ч  м о д ел и р о ван и я  особого х а р а к т е р а  п о п у ляц и о н н ы х  п роц ессов и эк стр е
м ал ьн о й  д и н ам и к и  чи слен н ости  д ан  в п р ед ы д у щ ей  р аб о те  [1]. О ди н  из м етодов м одели ро
в а н и я  подобн ы х н естац и о н ар н ы х  и п ереходн ы х  р еж и м о в  — ф о р м а л и за ц и я  за п а зд ы в а ю 
щ ей р егу л яц и и  д л я  вы ч и сл и тел ьн о го  а н а л и за  ур авн ен и й  с о тк л о н я ю щ и м ся  ар гу м ен то м . 
Б о л ь ш и е  соврем ен н ы е обзоры  по эк о л о ги чески м  м оделям  с за п а зд ы в а н и е м  п р ед став л е 
н а  в [6] и р ан ее  в р аб о тах  Г опалсам и  [7], п р ед л о ж и в ш его  д в а  в а р и а н т а  м одели  (I). Э то  
н ап р ав л ен и е  м о д ел и р о ван и я  стал о  р а зв и в а т ь с я  экстен си вн о  с увели чен и ем  п ар ам етр о в  
за п а зд ы в а н и я  N (t — т Ц , . . . ,  N ( t — Т2) , . . . ,  N (t — тз), ч асто  и зб ы то ч н ы м . О течествен н ы е 
ав то р ы  р ас с м ат р и в а л и  д и н а м и к у  обобщ енного у р ав н ен и я  Х атч и н со н а  д л я  с л у ч а я  воз
р а с тн ы х  гр у п п  [8] и д в у х  за п а зд ы в а н и й  [9].

М о д и ф и кац и и  м одели  Ф ер х ю льста  — П и р л а  о тл и ч аю тся  п олож ен и ем  то ч к и  пере
ги б а  н а  к р и во й  аси м п то ти ч еско го  роста, т а к  к а к  в р еал ьн о сти  он а  р едк о  п о п ад ает  н а  
зн ач ен и е  K /2 .  Р ассм о тр и м  в а р и а н т ы  м о д и ф и кац и и  м одели  с зап азд ы в ан и ем  н а  основе 
ф у н к ц и и  Г ом п ертц а  и з у р авн ен и я :

(3)

(4 )

( 3 £ м ) ( N (0) <  K ) ( т  >  т )  : N ( г т © м ) >  K , lim  N ( rT ,t )  =  K ,

(5)
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Д ан н у ю  м одель п р и м ен ял и  в он кологи ческом  ко н тек сте  д л я  ф ен о м ен о л о ги ческо го  оп и са
н и я  д и н ам и к и  р а зв и т и я  н ек о то р ы х  опухолей  [10]. В и ди м ое качествен н ое  о тли чи е  г р а ф и 
к а  ф у н к ц и и  Г ом п ертц а  от  м одели  Ф ер х ю льста  — п олож ен и е  то ч к и  TV п ер еги б а  F w( N ) =  0 
н а  к р и во й  р еш ен и я . В к л ю ч и м  в м одель зап азд ы в аю щ у ю  регу л яц и ю , но и н аче, чем  в f i l l ,  
т а к  к а к  д о п олн ен и е р еп р о д у кти вн о го  со м н о ж и тел я  N (t — Т2) х  r  избы точно:

Д  = г~ ((,1" ( л Д Д ) ) -  (6)

В о тн о си тел ьн о  п ростой  м о д и ф и кац и и  м ы  о б н а р у ж и л и  а к т у а л ь н ы й  в а р и а н т  д и н ам и к и  
(точнее, п ар ам етр и ч еск и й  д и ап азо н  п оведен и я) зав ер ш ен и я  взр ы во о б р азн о го  роста. Н а  
рис. 1 п о к азан о  сравн ен и е  д и н а м к и  (I) и (6 ) п ри  о д и н ако вы х  зн ач ен и я х  K , т , N (0). Д л я  
м одели  Х атч и н со н а  т у т  в и д н а  о тм еч ен н ая  н ам и  п р о б л ем а  гр ан и ц ы  и н тер п р етац и и  п а р а 
м етр и ч еск и х  д и ап азо н о в  д в а  р е зк и х  н и к а  у  р ел аксац и о н н о го  ц и к л а  п ри  стр ем ящ и х ся  
к  нулю  м и н и м ум ах .

У р авн ен и е  (6 ), пом и м о о ч еви дн ы х  ц и к л и ч еск и х  р еж и м о в , способно о п и сать  более а к 
т у ал ь н ы й  д л я  р а зв и т и я  и н вази и  чуж еродн ого  в и д а  сц ен ари й  особое р а зв и т и е  о гр ан и 
чен ной  во врем ен и  стр ем и тел ьн о й  о д н о кр атн о й  в сп ы ш ки  чи слен н ости  п ри  м ал ы х  N (0). 
В зр ы в о о б р азн ы й  роет  п ри  и сч ер п ан и и  ресурсов  при ходи т к  м ал о чи сл ен н о м у  состоян ию . 
Д а л е е  т р а е к т о р и я  м едлен н о  аси м п то ти ч еск и  п ри ходи т  к  не в о зд ей ству ю щ ем у  н а  среду  

K
н и я  из острой  ф а з ы  и н ф ек ц и и  п ер ех о д ят  в х р о н и ческу ю  (или  л а те н тн у ю  стад и ю ), 
сели  всегда  зап азд ы в аю щ и й  о тв ет  со сто р о н ы  и м м ун н ой  си стем ы  н ед о стато чен  д л я  п о л 
ного  п о д авл ен и я  в о зб у ди тел я . Р а зв и т и е  В И Ч  в ор ган и зм е  ан ал о ги ч н о  п р и во ди т  после 
п ерви чн ой  всп ы ш ки  а к ти в н о сти  ви ри он ов  к  д л и тел ь н о м у  о тн о си тел ьн о м у  б ал ан су  в п р о 
ти воборстве , но п ри  н ар у ш ен и и  б ал ан са  и з -за  н ар астаю щ его  за п а зд ы в а н и я  п ри  поиске 
о тв ета  н а  и зм ен ч и во сть  ви р у са  сл еду ет  б ы ст р а я  п о в то р н а я  всп ы ш ка , у ж е  ф а т а л ь н а я .

100.0  200 ,0  3 0 0 .0  400 ,0  5 0 0 .0  600 .0  700
М о д ел ь н о е  время t

Р и с. 1. 1 релаксационный цикл в (I), 2 единичная завершающаяся 
вспышка в (6), K  = 15000, т = 48, r = 0,017.

П ри  полном  со о тветстви и  п а р ам етр о в  в сц ен ари и  т р а е к т о р и я  у р ав н ен и я  Х атч и н со 
н а  N (0) <  K  м онотонн о N (t) д  K . П а р а м е тр ы  K , т , N ( 0 )  H  м ож н о  со х р ан я ть  при  
сравн ен и и  в ы ч и сл и тел ь н ы х  эксп ери м ен тов , п р ед ы сто р и я  N  ([—т, 0)) =  c o n st. Зн ач ен и е  
р еп р о д у кти вн о го  п а р а м е т р а  необходим о м асш таб и р о в ать  п ри  м о д и ф и кац и и  у р авн ен и й  
д л я  п о л у ч ен и я  эко л о ги чески  о б ъ ясн и м ой  качествен н о  д и н ам и к и . В обобщ енном  ви де 

k > 1

( 7)
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где  Q [N ( t) ]  о т р а ж а е т  внеш нее д ав л ен и е  б и о ти ч еск о й /и м м у н н о й  ср еды  и м о ж ет  б ы ть  
нели н ей н ой  ф у н к ц и ей , д а ж е  зави си м о стью  от  Q TN (t — T ), T  =  co n st, в н етр и в и ал ьн о м  
п р о ти во б о р стве  с и зм ен яю щ и м ся  вирусом .

В б о льш и н стве  сл у ч аев  новы й ви д  с вы со ки м  р еп р о д у кти в н ы м  п о тен ц и ал о м  встр е
ч ае т  соп роти влен и е. О т  эф ф е к т и в н о с т и  ответн о й  р еак ц и и  зав и си т  и ф о р м а  переходного  
р е ж и м а  и и тоговое состоян ие. Б е з  акти в н о го  п р о ти в о д ей ств и я  гр о зи т  сц ен ари й  д ем о гр а 
ф и ч еск о й  к а т а с т р о ф ы  д л я  среды , о п и сы ваем ы й  м оделью  и з п р ед ы д у щ ей  р аб о ты . Д о 
бави м  в п р аву ю  ч ас т ь  базового  у р ав н ен и я  в п ар ам етр и ч еск о м  д и ап азо н е  ф л у к т у а ц и й  
п ростую  со ставл яю щ у ю  н езави си м ой  уб ы ли  Q  =  a N  ( t ) , 0 <  a  =  co n st — т а к  о т р а ж а е тс я  
ц ел ен ап р авл ен н о е  регули руем ое  и зъ я т и е , н ап р и м ер , в ц е л я х  п р ом ы словой  эк сп л у атац и и  
вида:

В м одели  после первой  всп ы ш ки  п ри  с тар те  и н в а з и и /з а р а ж е н и я  следует  сл ед у ю щ ая , дей- 
ств и тел ьи о  к а та с тр о ф и ч е с к а я . В торой  глубоки й  м и н и м ум  не стан о ви тся  п р и чи н о й  пи ка,

N ( t )  <  0
м одель п ер сп екти вн о  и сп о л ьзо в ать  в си стем ах  уравн ен и й  п р ям о го  м еж ви д о во го  п р о ти 
во б о р ства  с Q  =  q P  ( t) , у ч и т ы в а я  п р ям о е  д ей стви е  в и д а -к о н к у р ен та  P .

Д л я  м оделей  р а зв и т и я  и н ф ек ц и й  к р ай н е  тр у дн о  о п и сать  д и н а м и к у  очен ь р азн о ти п 
н ы х  к л е т о к  и м м у н и тета , п о то м у  ф ен о м ен о л о ги ческо е  опи сан и е сц ен ар и ев  лако н и чн о й  
м оделью  ак ту ал ь н о . К о л и ч ествен н ы й  о твет  и м м ун н ой  си стем ы  не п олн остью  о п р ед ел я 
ет  э ф ф е к т и в н о с т ь  п о д авл ен и я , и н о гд а  а н т и т е л а  и ли  к л е т к и  « Т -ки л л ер ы »  не способны  
р а с п о зн ат ь  вири оны .

П роведем  сравн ен и е  в вы ч и сл и тел ьн о м  эксп ер и м ен те  с м о ди ф и кац и ей  м одели  Х а т 
чи н со н а  с ан ал о ги ч н ы м  д оп олн ен и ем  внеш него  в о зд ей ств и я  п ри  тех  ж е  п а р а м е т р ах  
н а  рис. 2 п ри  a  =  a  =  0,007:

N ( t )  <  0
ти вн о го  п о к азател я »  зап азд ы в ан и ем  r N ( t  — т ) f  [ N ( t ) ,N ( t  — т )] не н есут  экологи ческо
го см ы сла . П оп уляц и он н ое о б ъ ясн ен и е  сц ен ар и я  со д ер ж и тся  в г р а ф и к а х  эксп ери м ен тов  
Г. Гаузе [12] с д в у м я  ви д ам и  и н ф у зо р и й , хи щ н и ко м  и д о бы чей . И з-за  акти в н о сти  х и щ н и ка  
там  не у д авал о сь  п о л у ч и ть  ни п р о д о л ж и т е л ь н ы х  колебан и й , ни равн овеси й . В селенны й 
хи щ н ы й  ви д  б ы стр о  у н и ч т о ж а л  п олн остью  свой ресу р с  после п ервого  ли бо  вто р о го  м ак 
си м у м а  и сам  поги бал . П ри  н аблю ден и и  эк стр ем ал ьн о й  д и н ам и к и  в эксп ер и м ен тах  био
л о гам и  б ы л а  п о д вер гн у та  сом н ен и ям  и зв естн ая  м одель Л о т к и  — В о л ь те р р а  с ее теорией  
в о зн и кн о вен и я  ц и кл о в . Н а  сам ом  д ел е  эксп ер и м ен ты  не м огли  о п р о в ер гать  вы во д ы  из 
м одели  В о л ьтер р а , к о т о р а я  р ас с м ат р и в а е т  о р д и н ар н ы й  б ал ан си р у ем ы й  сл у ч ай  м еж в и д о 
вого  п р о ти во б о р ства , то гд а  к а к  Гаузе н аб л ю д ал  в а р и а н т  эк стр ем ал ьн о го  поп уляц и он н ого  
в заи м о д ей ств и я  — иной по ти п у  процесс, сам ы й  н а гл я д н ы й  п р и м ер  кото р о го  — и н ф е к ц и я  
с л е та л ь н ы м  завер ш ен и ем . К  подобн ом у х а р а к т е р у  д и н ам и к и  о тн о си тся  поведение без 
о гр ан и ч ен н о го  п о л о ж и тел ьн о го  (не нулевого) п р ед ел ьн о го  м н о ж ества  т р а ек т о р и и  систе
м ы .

3. М оделирование противоборства с инвазией

(8)
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Р и с. 2. 1 релаксационный цикл (I*). 2 повторная катастрофическая вспышка 
и гибель популяции по (8) K  = 15000, т = 48, r = 0,017, а = 0,007.

Итоговый результат противоборства инвазии разумеется зависим от уровня сопротив
ления. При а  < <г мы получим второй пик меньше первого и обычные затухающие колеба
ния. Сценарий (рис. 3) подсказывает для практики, что эффективно включение борьбы 
с чужеродным видом именно в период минимумов после первой вспышки, а не в момент 
нарастания самой вспышки, что только продлит фазу взрывообразного роста.

М одельное время t

Р и с. 3. 1 релаксационный цикл (I), 2 затухающие колебания (8)
K  =  15000, т  =  48, r  =  0,017, а  =  0,006.

В случае инвазии агрессивного вида, когда авторегуляция при повышении плотности 
слабая, биотическое сопротивление не оказывается, не включается фактор каннибализ
ма мы увидим сценарий разрушения среды. Например, в настоящее время проходит 
гибель самшитовых рощ после вселения опасного вредителя Cydalima perspectalis на Чер
номорском побережье.

4 . М о д е л ь  и н в а з и и  с н е л и н е й н ы м  с о п р о т и в л е н и е м  с р е д ы

Реакция среды не всегда пропорциональна и выражается фиксированной долей изъ- 
а

исрсиончатокрылых, подавляющих размножение наеекомых-вредителей, регулируется 
факторами миграционной активности. Линейное представление внешней регуляции —a N
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скорее свойственно  ан тр о п о ген н о м у  и зъ ят и ю , биотическое п р о ти во д ей стви е  о т р а ж а е тс я  
н етр и в и ал ьн о , у  лю бого  х и щ н и к а  есть  п р ед ел  н асы щ ен и я  и в н у т р и в и д о в а я  ко н ку р ен ц и я  
з а  тер р и то р и ю .

С оеди н и м  п р ед л о ж ен н ы е  н ам и  м о д и ф и кац и и  в и тоговой  обобщ енной м одели , к о т о р а я  
будет у ч и т ы в а т ь  н елин ейно  дей ству ю щ и й  ф а к т о р  со п р о ти вл ен и я  би оти ческого  о к р у ж е 
н и я  вто р гаю щ ем у ся  виду:

K  \ ............... ..................  N m (t)rfN  хт. ,,
—— =  r N ( t )  ln  , 
dt  \ N ( t  — r )

(?/ — N (t  — r)) — 7 - ( 9)
B  +  N 2( t ) '

Т ак  м ы  п о л у ч и м  сц ен ари й  п р о х о ж д ен и я  н р ед кр и ти ч ееко го  поп уляц и он н ого  м и н и м у
м а  — э ф ф е к т  « b o ttlen eck » , после которого  п о п у ляц и я  у р ав н о в еш и в ается  н а  уровн е  Г  — 
в вы ч и сл и тел ьн о м  эксп ер и м ен те  рис. 4 (при  тех  ж е  зн ач ен и я х  ч то  и ранее: у  =  0,4, 
U  <  B  <  K , B  =  10000, m  =  3). О тн о сящ и й ся  к  д р у го м у  ти п у  эк стр ем ал ьн о й  д и 
н ам и к и  сц ен ари й  о п и сы вает  более си льн ую  н езави си м ую  реакц и ю  ср еды  н а  у вел и ч е
ние чи слен н ости  вселен ц а. В ы р аж ен и е  ф о р м ы  би оти ческого  д ав л е н и я  N m / ( B  +  N 2(t))  
о т р а ж а е т  ф а к т о р , ч то  соп роти влен и е  п ри  N (0) >  m in  N (t; г т ) не м о ж ет  резко  п овы 
ш ат ь с я  с р а зу  з а  увел и ч ен и ем  числен ности  вселен ц а. Т ак  м о ж ет  п р о я в л я ть с я  а д а п та ц и я  
н асеко м ы х -п ар ази то в , атак у ю щ и х ) о п ред елен н ы е стад и и  он то ген еза  нового в среде в и д а  
н асеко м о го -вр ед и тел я .

100.0  200,0  300,0  400.0  500,0
М одельное время t

Р и с. 4. Сценарий предкритического минимума со стабилизацией в (9).

Д л я  обобщ енной м о д и ф и кац и и  м ы  у ч л и  о п ы т и звестн ой  эк стр ем ал ьн о й  м одели  д л я  
оп и сан и я  в о зн и к н о вен и я  всп ы ш ек  еловой  л и сто в ер тк и  в С еверной  А м ери ке  из кл асси 
ческой р аб о ты  по при м ен ен и ю  теори и  к а т а с т р о ф  [13] у р ав н ен и я  с а л ьтер н ати в н ы м и  
а т т р а к т о р а м и  (м ал ы м  и больш и м  равн овеси ем ) н а  основе к в а д р а ти ч н о й  сам орегуляц и и :

N  2(t)rfN  .it =rJV(() 11 - К
7 - (10)

B  +  N 2(t) ’

но п ер есм о тр ел и  в (9) ф о р м ал и за ц и ю  внеш них) д ав л е н и я  из (10) у вел и ч и л и  степ ен ь 
н ели н ей н ости  в п р ед л о ж ен н о м  слагаем ом , т а к  м одель Х о л л и н га  не о п и сы вает  сп он тан н о
го зав ер ш ен и я  ф а з ы  стр ем и тел ьн о го  р о ста  числен ности . Т аки м  образом , п р ед л о ж ен н ая  
м одель с зап азд ы в ан и ем  н а  основе ф у н к ц и и  Г ом п ертц а  м о ж ет  я в л я т ь с я  базовой  д л я  
д ал ь н ей ш и х  м о д и ф и кац и й  с услож н ен и ем  зави си м о сти  l n ( F ( N ( t  — т ))) ф о р м ы  п р о ти во 
д ей ств и я  со сто р о н ы  би оти ческого  о к р у ж ен и я .
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5 . М о д и ф и к а ц и я  у р а в н е н и я  Б а з ы к и н а

В завер ш ен и и  н аш ей  серии  м о д и ф и кац и й  п р ед л о ж и м  м о д и ф и кац и ю  д л я  известн ой  
м одели  Б а з ы к и н а  IN =  r F ( N ( t  — т )) x  (N  — L )m [14], р ассм о тр ен и ю  свойств  которой  м ы  
у д ел и ли  вн и м ан и е  в п р ед ы д у щ ей  с тать е  [1]. М одель п р и м ен и м а  к  си ту ац и и  с н ал и ч и ем  
п ороговой  чи слен н ости  L  >  1 в явн о м  ви де — гр у п п ы  особей, о б язател ьн о й  д л я  недо
п у щ ен и я  в ы м и р а н и я  в и д а  п ри  N (tk ) <  L  : lim t^ ^  N (t) =  0. З ап и ш ем  н овы й  в а р и а н т  
та к и м  образом :

f = ’Y i ) l n ( ( ^ 0 ^ ) ‘ )  Щ Щ 1 - т , ) - ! ) .  (11)

Д л я  оп и сан и я  кр и ти ч еск о го  р а зм е р а  N (t) ^  L -гр у п п ы  особей н ам  п р е д с та в л я е тс я  и н те
ресн ы м  из соображ ен и й  о п р и ч и н ах  в о зн и кн о вен и я  экологи ческого  э ф ф е к т а  О л л и  (когда 
ж е л а т е л ь н о  у к р у п н я т ь  гр у п п ы  особей д л я  л у ч ш ей  в ы ж и в аем о сти  п о то м ства) им енно в а 
р и а н т  гибко  н астр аи в аем о й  м одели  (11). Е сли  в и д у  необходим о с о зд ав а т ь  к р у п н ы е  скоп-

k < 1
восходит д ей стви е  в н у тр и ви д о во й  ко н ку р ен ц и и . С н и ж ен и е  р еп р о д у кти вн о го  п о тен ц и ал а  
н ач и н ает  н аб л ю д аться , к о гд а  состоян ие п оп уляц и и  д ал ек о  не о п ти м ал ьн о е . В н аи лу ч ш ем  
состоян и и  больш ой  гр у п п ы  особей э ф ф е к т  О л л и  [15] н и к ак  не п р о я в л я е тс я  н а  р егу л я 
ции ч и слен н ости . П отом у  вы бор  v ( N ) =  l n ( K / N ) и степ е ни m  =  1 /3  более л оги чен , 
чем  д л я  к в а д р а ти ч н о й  р егу л яц и и  f  ( N ) =  r N (1 — N / K ), т а к  вы м и р ан и е  не будет п очти  
м гн овен н ы м  н ео тв р ати м ы м  яв л ен и ем , к а к  в м одели  Б а зы к и н а . В р еал ьн о сти  в ы м и р а
ние би ол о ги чески х  таксон ов  м о ж ет  р а с тя н у ть с я  во врем ен и  н а  гео л о ги чески е  пери оды . 
В сп ы ш ка  чи слен н ости  м алой  гр у п п ы  н асеко м ы х  п ри  п о п ад ан и и  в новую  ср еду  в опи сы 
ваем ой  м оделью  си туац и и  н ер еал ьн а .

6 . З а к л ю ч е н и е

В р аб о те  п р ед л о ж ен ы  тр и  м о д и ф и кац и и  м одели  сп ец и ф и ч ески х  сц ен ари ев  п о п у ля 
ционной д и н ам и к и  н а  основе б азового  у р ав н ен и я  Г ом пертца, расш и р ен н о го  д л я  с л у ч а я  
зап азд ы в аю щ ей  регу л яц и и . М одели  а к т у а л ь н ы  п ри  опи сан ии  и н вази о н н ы х  процессов. 
И з гл авн о го  р е зу л ь тата  р аб о ты  — м о д и ф и кац и и  у р ав н ен и я  с н ели н ей н остью  внеш н е
го в о зд ей ств и я  (9) — сл еду ет  п р а к ти ч е с к и й  вы вод  д л я  в ы р аб о тк и  м ер  п р о ти во д ей стви я  
вселен ц у  (но не вирусн ой  и н ф ек ц и и ). Н ет  см ы сл а  в к л ю ч а т ь  п р о ти во д ей стви е  н а  этап е 
н а р а с т а н и я  всп ы ш ки  ч и слен н ости , т а к  то л ь к о  п р о д л и тся  и н тер в ал  в сп ы ш ки . П осле ф а з ы  
стр ем и тел ьн о го  р о ста  и н вази о н н ы й  ви д  ч ер ез  н екоторое  в р е м я  о к а зы в а е тс я  в п р о м е ж у 
точн о м  у язви м о м  состоян ии  м алой  гр у п п ы , но д ан н ы й  и н тер в ал  без д о п о л н и тел ьн о го  
в о зд ей ств и я  ви д  м о ж ет  успеш но п рео д о л еть . Ч е л о в еч еск ая  п о п у л яц и я  ан ал о ги ч н о  п р о 
х о д и л а  скв о зь  подобное состоян ие, н азы ваем о е  в п оп уляц и он н ой  би ологии  « б уты лоч н ы м  
горлом ». Д а л ек о  не все п оп уляц и и  способны  п р ео д о л еть  кр и зи с , к а к  п о к азы в аю т  н аш и  
м одельн ы е сц ен ари и , вед ь  и н аче  с тр ем и тел ьн ы е  всел ен и я  б ы ли  бы  о р д и н ар н ы м , но не 
эп и зо д и чески м и  собы ти ям и .

М о д и ф и кац и и  кач ествен н о  о тл и ч аю тся  от хорош о и зу ч ен н ы х  ан ал о го в , т а к  в (I) д о 
пустим о

( 3 t M ) ( N (0) <  K ) ( т  >  f )  : N ( г т Д м ) >  K , lim  N ( rT ,t )  =  K ,

H 0  т о л ь к о  в  В И д е  н е 3 н а ч и т е л ь н 0 г 0  п е р е п 0 л н е н и я  Э К О Л О Г И Ч е С К 0 Й  Н И Ш 1 р  н е  в л е к у щ е г 0  К р И _

ти ч еск и х  п ослед стви й . Д о б авл ен и е  н езави си м ой  у б ы ли  в (I*) у л у ч ш ает  сво й ства  ц и к л а
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в ч асти  см ещ ен и я  m in  N * ( r r ,  t) ,  но в таком  с л у ч ае  у ж е  н ет  п р о м е ж у т к а  п р о х о ж ден и я  
м и н и м ал ьн о  во зм о ж н ы х  зн ач ен и й  числен ности  после ф а з ы  всп ы ш ки .

Н аи более н а гл я д н ы  из встр еч аю щ и х ся  в р еал ьн о сти  си ту ац и й  биологи ческого  п р о ти 
во б о р ства  с зап азд ы в аю щ ей  р егу л яц и ей  сц ен ари и  п р о тек ан и я  и н ф ек ц и й , способны х 
о к а зы в а т ь  р а зр у ш и тел ь н о е  во зд ей стви е  н а  орган и зм . У р о вен ь  н ак о п л ен и я  во зб у ди тел я , 
со отн осящ и й ся  с «ем костью  ниш и» п р а к ти ч е с к и  д о сти ж и м , но в таком  состоян и и  ор га
н и зм  су щ еств о в ать  д о л го  не способен и переходны й р е ж и м  острой  ф а з ы  зав ер ш ается . В а 
р и ан т  зав ер ш ен и я  зав и си т  от  ф у н к ц и и  и м м ун н ого  со п р о ти вл ен и я , где важ н ей ш и й  ф а к 
то р  в р е м я  в ы р аб о тк и  о твета . С о о тветству ет  п о л у ч ен н о м у  м одельн ом у  сц ен ари ю  переход  
к  х р о н и ческо м у  течен и ю  н а  рис. 5 п о к азан  ти п и ч н ы й  в а р и а н т  д и н ам и к и  вирусн ого  
ге п а т и т а  C.  Н а  схеме п у н к ти р о м  п о к азан о  н ар астан и е  и м м ун н ого  о твета , сп ец и ф и че-

virus-host interactions

Determines outcome of tne infection Host-pathogen
dynamic equilibrium

Р и с . 5. Динамика инфекции гепатита и иммунного ответа [16].

еки х  к л е т о к  в кр о ви . С тан о ви тся  о ч еви д н а  в а ж н о с т ь  р ассм о тр ен и я  за п а зд ы в а н и я  в экс
т р е м а л ь н ы х  проц ессах , т у т  от  скорости  п р о я в л ен и я  и м м ун н ого  о тв ета  зав и си т  т я ж е с ть  
п о сл ед стви й  заб о л ев ан и я . И м м у н н ая  си стем а  п р е д с та в л я е т  собой сл о ж н ы й  ко н гло м ер ат  
р азн о ти п н ы х  к л е т о к  с взаи м н о й  акти в ац и ей , д и ф ф е р е н ц и р о в к о й  и гл авн о е  и н д и ви д у 
ал ьн о й  п ам я ть ю , п отом у  это  н аи более с л о ж н а я  д л я  м атем ати ч еск о го  оп и сан и я  ф и зи о 
л о ги ч еск ая  с т р у к т у р а , д л я  п р о яв л ен и я  р езу л ьтати в н о сти  кото р о й  м ы  м ож ем  п од о бр ать  
ф ен ом ен ологи ческое  сц ен арн ое описание.

П ер сп екти вн ы м  средством  борьбы  с н е ж ел ател ь н ы м и  и н в ази я м и  сч и тается  ц ел ен а
п р а в л е н н ая  а к к л и м а т и за ц и я  естествен н ы х  к о н ку р ен то в , но в н асто ящ ее  в р ем я  и м еется  
то л ь ко  н есколько  у сп еш н ы х  п р и м ер о в  б и ологи ческого  п о д авл ен и я . Д ал ьн ей ш ей  а к т у а л ь 
ной зад ач ей  п р ед с та в л я е тс я  м одели рован и е  сц ен ар и ев  явн о го  п р о ти в о б о р ств а  и н вази о н 
н ы х  видов. В экологи и  д о стато чн о е  ко л и чество  к р атк о в р ем ен н ы х , но в а ж н ы х  явл ен и й , 
ко то р ы е  тр у дн о  р а с с м ат р и в а т ь  в р а м к а х  тр ад и ц и о н н о й  аси м п то ти ч еско й  д и н ам и к и .
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A b s tr a c t .  The paper discusses the  problem of modeling th e  variants of the  development of situations 
of extrem e type in the population process th a t can arise due to  the  propagation of alien species. For 
m athem atical formalization of phenom ena, equations w ith a  delay argum ent are used. In the  above-mentioned 
environm ental context, it is interesting to  consider not the occurrence of cycles or the properties of stable 
oscillation modes in the solution of such equations. We urgently need to  search for specific transitional scenarios 
of population dynamics. A series of modifications based on the Gom pertz equation is proposed successively, 
as proved to  be more suitable for improvement than  the  Hutchinson or Nicholson models. In models involving 
the function of the resistance of the biotic environment, scenarios of the death  of the  population after the
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outbreak were obtained. An alternative variant of the numerical scenario is the formation of a stable small group 
with the passage of the permissible barrier number of adults in the population. The resulting computational 
scenarios have a practical interpretation in the analysis of the possible development of events after the 
introduction of dangerous new species into conservative ecosystems. Improved by the original complement 
and model for an explicitly critical low L-quantity, flexible correction of the properties of the population 
dynamics under the action of the Allee effect, than the function N  = F ( N 2) x (N(t)  — L) from the well-known 
Bazykin model. The resulting model scenarios are similar for a group of invasive and dangerous infectious 
processes, which undermine our idea tha t cybernetic regulatory mechanisms take precedence over ecological 
species specificity of alien populations.

K e y  w ord s: delayed equations, extreme states of populations, transitional regimes, cycles, modeling
of invasive processes, alien species, cybernetics of biological warfare.
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А н н о т а ц и я . По классической теореме Уитни каждое открытое множество на плоскости можно 
представить в виде объединения специальных квадратов, внутренности которых не пересекаются. 
В статье, используя эти свойства квадратов Уитни, вводится новое понятие: для каждого центра ak 
квадрата Уитни существует точка ak G C /G  такая, что расстояние до границы открытого множе
ства G заключается между двумя константами независимо от k. Используя свойства Уитни в статье, 
в частности, устанавливается необходимое и достаточное условие на Zk f° С G, при котором оператор 
R ( f ) = ( f  (zi), f  (z2) , . .. , f  (zn) , .. .) отображает обобщенные плоские классы Неванлинны по множе
ству G в lp.

К л ю ч е в ы е  сл ова: классы Неванлинны, интерполяция, разложение Уитни, пространство Бергмана. 
M a th e m a t ic a l S u b je c t  C la ss if ic a tio n  (2 0 0 0 ): 30Н15, 32А35.
О б р а з е ц  ц и т и р о в а н и я : Шамоян Ф. А., Тасоева Е. В. Разложение Уитни, теоремы вложения и во
просы интерполяции в весовых пространствах аналитических функций / /  Владикавк. мат. журн.— 
2019.- Т .  21, вып. 1 .-С . 62-73. DOI: 10.23671/VNC.2019.1.27735.

1. Введение

П усть  G  — о б л асть  н а  ком п лексн ой  п лоскости  C , обозн ачи м  м н ож ество  всех  а н а л и 
ти ч еск и х  ф у н к ц и й  в G  ч ер ез H (G ) , п лоскую  м еру  Л еб e ra  н а  C  обозн ачи м  ч ер ез  m 2- 
В д ал ьн ей ш ем  д л я  вещ ествен н о зн ачн ы х  ф у н к ц и й  f  и g  с общ ей о б ластью  оп ред еле
н и я  E  зап и ш ем  g(Z ) <  f  (Z), Z €  E , если  сущ ествует  п о л о ж и тел ьн о е  чи сло  с такое, что  
g(Z ) ф  c f (Z ), Z €  E .  О п р ед ел и м  к л асс  £ ф

S a (G ) =  j f  €  H ( G ) :  J  ( ln+  | f  ( z ) |) ppa (z , DG) d m 2(z) <  + ж | .

# Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных исследований, 
проект № 17-51-15005-НЦНИ.
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О б озн ачи м  ч ер ез  A 0 (G ) соответствую щ ее весовое п р о стр ан ств о  Б е р г м а н а  [1], т. е. 

A pa (G ) =  j  f  €  И (G ) : J  \ f  (z) \p pa (z, DG) d m 2(z) <  + т о

 ̂ G

З д есь  и в д ал ьн ей ш ем  p (F , E )  — расстояние между д в у м я  м н о ж ествам и  F  и E .  
П усть  Q  — некоторое замкнутое м н ож ество  н а  С . Обозначим ч ер ез Q  — в н у тр ен н о сть  

м н о ж ества  Q . Если Q  — к в ад р ат , то  ч ер ез  Q (s ) , s  €  R + , обозн ачи м  к в ад р ат , им ею щ и й 
то т  ж е  ц ен тр , ч то  и Q , но р а с тя н у ты й  в s раз. Е сл и  Q  — н екоторое  м н ож ество  в С , то 

d (Q ) Q
У и тн и  о р азл о ж ен и и  о т к р ы т ы х  м нож еств .

Теорема Уитни [2, с. 199]. Пусти G  — открытое множ ество в С . Тогда существует 
такой набор квадратов F  =  {Q k }£=1, что G  =  (J £ =  Q k ,

^  Q k С Q m — k =  m ;
б) d (Q k ) Д p (Q k , DG) Д 4 d (Q k );
в) д ля  произволиного s €  R + , 0 Д s <  5 /4 , квадраты {Q k(s)}+41 покрывают множе

ство G  конечнократно, т. е. существует число P  =  P ( s )  €  N  такое, что каждая точка z 
множества G  принадлежит не более чем P (s) квадратам из системы {Q k(s)}+01-

G
G

У и тн и  {Q k } и то ч к и  a*k €  C \G  таки е , ч то  q1p (a k , DG) 4  q p (a k , D G ), где ak — ц ен тр  квад - 
Q k k =  1, 2, . . . , q q1

k

З а м е ч а н и е  1. О тм ети м , ч то  п р о и зво л ьн о е  о гр ан и ч ен н о е  м н ож ество  н а  ком п лекс
ной плоскости  у д о вл етво р яет  условию  (У ), п ри  этом  п од ходят  л ю бы е р азб и ен и я  У и тн и .

G
л у п л о ско стью  С +  =  {z : Im  z >  0} или С -  =  {z : Im  z <  0}, то  условие (У ) очеви дн о  
д л я  С +  и С — а  д л я  о б ласти  G  =  С \П + , где П +  =  {z €  С  : R e  z >  0, \ Im  z \ <  h /2 } , оч еви д 
но, ч то  условие (У ) не в ы п о л н яется . В д ал ьн ей ш ем  будем  п р ед п о л агать , ч то  м н ож ество  
G

q
сов и сущ ествен н о  зав и си т  от p  и а  (см . (5), (6 )).

О сн овн ы м  р езу л ьтато м  р аб о ты  я в л я е т с я  д о к а за т ел ь с т в о  теорем  1 и 2.

G  С , G  =  С ,
вию  (У ), {zk} 0  С G , {Q k } 0  — разложение Уитни множества G . Тогда следующие утвер
ждения равносилвны:

ОС

1. f > ( z k , D G )a + 2 ( ln +  \ f ( z k ) \ Y  <
k=1

2 . su p  Um <  + т о , гд е  Um :=  ca rd {zk  : zk €  Q m }. (2 ) 
m41

Теорема 2. Пусти G  — открытое множество в С , G  =  С , {zk } 0  С G , {Q k } 0  —
G

1^ p ( z k , D G )a + 2 \f ( z k )  \p <  \ f (Z )  \pp (Z ,D G )a d m 2(Z), f  €  A * (G );
k=1 G

2 . (2)

J  ( l n + \ f ( Z ) \ f ( p ( Z ,D G ) ) a d m 2(Z), f  € s a ( D ) ;  ( 1)

G
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Д л я  ф о р м у л и р о в к и  следую щ его  у т в е р ж д е н и я  введем  ещ е н есколько  обозначен ий . 
П усть  о б л асть  G  со в п ад ает  с единичным кр у го м  D:

D  =  { z  £  C  : |z | <  1}, k £  Z + , l £  Z , —2k ф  l ф  2k — 1,

п о л о ж и м

. f ^  1 . . 1 n l  n (1 +  1) )
A M =  £  D  : 1 -  ¥  ф  Ф1 <  1 -  ¥  ф  a r g z  <  2fc j -

О чеви дн о , ч то  D  =  |J  +=0 ( U 2= —2k Ak,z)j си стем а  { А ^ Д  я в л я е т с я  ан ал о го м  р азл о ж е н и я
D

1' 2 '

Т е о р е м а  1 ' . П у с т ь  {zk Щ  — произвольная последовательность из единичного кру- 
D

1  X ]  ( 1 — |zk ') а + 2 ( ln + | f ( z k) | ) Р <
k=1

2 . su p  m a x  c a rd  (zm : zm £  A k1) <  + ж .  (3)
kez+ — 2k £ i< 2k-1

Т е о р е м а  2 '. Пусть 0 <  p  <  + ж ,  a  >  — 1  {zk }f° С D . Тогда следующие утверждения 
равносильны:

1. ©  (1 — 'zk | )a + 2 i f  (zk ) |p <
k=1

2. (3)

З ам ечание 3. М етод, п р и м ен яем ы й  п ри  д о к а за т ел ь с т в е  теорем  1, 2, б ы л р а зр аб о тан  
ещ е в 1975 г. в р аб о тах  п ервого  а в т о р а  [3, 4]. А н ал о г  тео р ем ы  2, в сл у ч ае  еди н и чн ого  к р у га  
в д р у ги х  тер м и н ах , р ан ее  бы л  п олучен  в хорош о и зв естн ы х  р аб о тах  К . С ей п а  [5, с. 56; 
6 , с. 43].

G
гаем  н етр и в и ал ь н о сть  к л ассо в  A .a(G ), S S (G ). Д о в о л ьн о  и н тер есн ы е р е зу л ь таты  в этом  
н ап р ав л ен и и , п ри  a  =  0, п о л у ч ен ы  Л . К ар л есо н о м  [7, гл . 2].

1'

R ( f ) =  ( f  ( z 1^  . . . , f  (znZ  . . . )

п ри  условии  (3) о т о б р а ж ае т  S S (D ) в п р о стр ан ств о

f + ^

Г# =  j  w  =  {w 4 I = 1 : У  I 1 — |z kD “ + ^  ln + |w k ') P <  + ж
 ̂ k=1

Е стествен н о  в о зн и кает  вопрос: п ри  к а к и х  д о п о л н и тел ьн ы х  у сл о ви ях  н а  {zk}f° о п ер ато р  
R  отображает SS н а  Й ?  Т ак и е  п о сл ед о вател ьн о сти  н азо вем  и н т е р п о л я ц и о н н ы м и  д л я  
к л а с с а  SS (D ). А н ал о ги ч н ая  за д а ч а  д л я  весовых п р о стр ан ств  Б е р г м а н а  A a в еди н и чн ом  
к р у ге  D  реш ен а  в хорош о и звестн ы х  р аб о тах  К . С ей п а  [6 , с. 56].

И з теорем  1 и 2 н еп осредствен н о  сл еду ю т тео р ем ы  3 и 4.

/ ( 1  — к l)a  i f  (Z)|p rfm 2(C), f  £  A S (D );

J  (1 — |Z |)a ( ln +  i f  (Z ) |)p rfm 2(C), f  £  s a ( D ) ;
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Т е о р е м а  3 . Пуств G  — некот орая область н а  к о м п л е к с н о й  плоскост и  C , G  =  C , 
удовлет воряет  у с л о в и ю  (У ), { z k }f° — п р о и з в о л ь н а я  последоват ельност ь и з  G . Тогда  с ле 
д у ю щ и е  ут верж дения р а в н о с и л ь н ы :

1. £ > a + 2 (zk , D G) ( l n + |f ( z k ) | )p <  + ж ,  f  €  S # (G );
k=1

2- J 2 p a+4 Z k , D G) |g (z k ) |p <  + ж ,  g €  A O (G ).
k=1

Т е о р е м а  4 . Пусть {zk }f° — последоват ельност ь и з  е д и н и ч н о го  к р у г а  D , удовлет во
р я ю щ а я  у с л о в и я м  т еоремы  Т . Е с л и  {zk}f° — и н т ер п о л яц и о н н а я  последоват ельност ь д л я  
прост ранст ва  A O (D ), —1 <  а  <  + ж ,  0 <  p  <  + ж ,  то  оператор  R  отображает S p н а  (S , 
т. е. {zk}i° являет ся  и н т е р п о ляц и о н н о й  последоват ельност ью  и  д л я  к л а с са  S O (D ).

2 . Д о к а з а т е л ь с т в о  в с п о м о г а т е л ь н ы х  у т в е р ж д е н и й

Л е м м а  1 . Пусть w  €  C , |w | <  а  <  2 1/m — 1, m  €  N . Тогда

R e ( l  — w )"7- 7  5 >  0, 5 =  2Y  — 1 — a.

<  П усть  w =  рег0, ясно , ч то

/ 1 \  m m i
R e ( l  -  w )m  =  R e  (1 -  p eie) m =  pm  R e  -  eie J  =  pm  ^  c L ( - l ) j ~ —  cos в

(1 m j  \  /  m \

у ;  -  X  =  ( /  -  X  =  (2 -  (1 +  Р Г )  =  ( © Г  -  (1 +  r)m)

= ( 2 ™ - ( 1  +  p))

П о л о ж и м  d =  2 1/m —1—а  Тогда п ри  0 ф  р <  а  <  2 1/m —1 получим н у ж н о е  у тв ер ж д ен и е . >

С ледую щ ее у тв ер ж д ен и е  следует  из хорош о и зв естн ы х  свойств  и н те гр а л а  
(см . [2, с. 15]).

П усть  (X , р )  — пространство с м ерой , 0 <  p  <  + ж ,  f  — и зм е р и м а я  ф у н к ц и я . Т огда 
с п р авед л и во  следую щ ее равен ство :

У | f  (y )|p dP (y ) =  p  J  tp —1g (t) d t,
0

где  g ( t)  =  p ( x  : | f  (x ) | >  t) ,  t  >  0 .

Л е м м а  2 . Пусть G  — п р о и з в о л ь н а я  область в  C , G  =  C , C \ ( G  U DG) =  Q, 0  >  а  +  2, 
а  >  0. Тогда, е с л и  z €  Q, то  с п р а в е д ли в а  о ценка

/ Т Х С . а с г  <  1

J  | С - / | в ~  (р (г,Э С )> »-» -г
G

m—1Х :
7 = 1

(1 +  р)
m—j  — 1 2 ™ — 1 — р.
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<  Ф и кси руем  т о ч к у  z €  П. П о л о ж и м  X  =  {Z €  С  : \ Z — z \ 4  p (z , D G )}, е =  p (z , DG),

ш  = (°! 'р 'у
( ,< Д . К - г | » е .

В кач естве  ц  подберем  м еру  d p a (Z) =  p(Z, D G )a d m 2(Z). П о л о ж и в  p  =  в ,  будем  и м еть

+ ТО
pa (Z, DG)

d m 2(Z) \ fz (Z ) \P d p a (Z ) =  в  У  t e 1g ( t)  d t,
J  \ Z — z \e
G G o

где  g ( t)  =  p a (E (Z  : \ f z (Z) \ >  t ) ) ,  t  >  0. П ерей дем  к  оцен ке последн его  и н тегр ал а .
П усть, к а к  и п р еж д е , е =  p (z , D G ). Докажем, ч то  если  t  >  1 /е , то g ( t)  =  0. Д ей ств и 

тельн о , н етрудн о  за м е ти ть , ч то  из усл о ви я  t  >  1/ е  следует, ч то  \ z —Z \ <  е, по определен ию  
f z (Z) =  0  Следовательно, E  =  0 , поэтому g ( t)  =  0.

Р ассм о тр и м  сл у ч ай  0 <  t  Д 1 /е . Тогда из у сл о ви я  \ f z (Z) \ >  t  следует, ч то  \ Z — z \ <  1 / t ,  
и п о это м у  E  С {Z €  С  : е <  \ Z — z \ <  1 /t}  С {Z €  С  : \ Z — z \ <  1 /t} .  С л ед о вател ьн о , 
п о ск о л ь ку  pa (Z, DG) Д \ Z — z \a Д 1 / t a , то

п

t a + 2 ’
g (t) =  P a ( E (Z  : \ f z (Z) \ > t ) ) Д У  \ Z — z \a  d m 2(Z) 

Т аки м  образом ,

0 /  б’- Д О *  « Д  Д it = w _ a _ 2 } £ l M

1
+ ° °  £ fit 1

t  п в

т. e.
p(Z, D G )a 1CVS_> 7_ <- -------------------  /5 > a  +  2 О

J  K - z f  ^  p d - » - 2{ z D G y  P > a  +  z - l>
G

3. Доказательство основных результатов

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1. 1) ^  2): П усть  {zk }ТО — п р о и зв о л ь н ая  п о сл ед о ва
тел ьн о сть  и з G , д л я  которой  вы п о л н я ется  щ е н к а  (1). Д о к а ж е м , ч то  если  {Q k }ТО — соот-

G

su p  u m <  + т о , 
m41

где
Um =  card {zk  : zk €  Qm }.

З аф и к с и р у е м  чи сло  s €  N  и к в а д р а т  Q s в р а зл о ж ен и и  У и тн и  м н о ж ества  G . П усть
(s) (s) (s) Г 1 ТО АЭz1 , z 2 , . .  ^  zns — то ч к и  го  п о сл ед о вател ьн о сти  {zk} р ,  п р и н а д л е ж ащ е й  к в а д р а т у  Q s ,

s € N

то „

Y , p ( z k , D G ) a+\  ln+  \ f  (zk ) \ ) P <  /  ( ln+  \ f  (Z) \ ) P (P (Z, D G )) a  d m 2 (Z)
k=1
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м ож н о  за п и с ат ь  в виде

У  pa + 2(am , DG) ( l n+
m=1 1=1

f z < ( ln+  i f  (Z )l)Ppa (Z, DG) d m 2(Z),

G

где a m — ц ен тр  к в а д р а т а  Q m . И з этой  оцен ки  следует, что

ns р
pa + 2( a s , D G ) ^ ( l n + | f ( z (s)) | ) P <  p (Z ,D G )a ( ln +  | f ( Z ) 0 # d m 2(Z).

1=1
(4 )

G

П ерей дем  к  п остроению  всп ом огательн ой  ф у н к ц и и . П усть  a* т а к а я  т о ч к а  и з C \G  :=  Q, 
ч то  p(a* , DG) ^  q p (a s , D G ). П о л о ж и м

fs,k (z ) =  exp
=ik#s 1 a  +  2
-— z  £  G,  к  £  N ,  к  >  —- — , ips =  a rg (a s -  a*), (5)

(z — a *)

при  этом  1/q  <  22/k — 1.
О чеви дн о , ч то  f s,k £  S S (G ). П о это м у  м ож н о  п р и м ен и ть  оц ен ку  (4) к  ф у н к ц и и  f s ,k- 

П о л у чи м

ns
pa + 2 ( a s , DG) ( ln+  fs,k ( zv(s)

l=1
< ^  pa (Z ,D G )a ( ln+  |fs ,k (Z ) |)P d m 2(Z).

G

Я сно , что

Д а л е е  по л ем м е 2

ln+  | fs,k(Z ) | =  R e
eik^s

ф
(Z — a ; ) V  '  IZ — a * |k‘ *

p“ « .O G )(ln + | / ,,t «)|)'’ dm.2( 0 <  /  у Д р * 12( < ) ~ к (а . DG)<rsj p k -a - 2
G G  

п о ск о л ь ку  k >  ( a  +  2 ) /p .  Т аки м  образом , п о л у ч аем

y n -  f s , ^ z r j ; p
1=1

v(s)) l)P

ns
p ^ ^ ^  D G ^ ^ ( l n+ f s , ^ z(s^  )

1

p(a* , D G )pk—a —2 ’

ln + | f  z1(s) | p

gik^s
ln+  | fs,k(Z ) | =  R e

(Z — a*)* k

им еем

ln f s,k ( z(s) =  R e
(s)

=  R e
z1 — as*

gifc^ (  z (s) _  a *

I (s)
|z1 — a *|

(s) | 2k R e e ifc#s (  z i s) -  at
| z1 — as*

p

1

k
ik^se

k

k1
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П рео бр азу ем  в ы р аж ен и е

R e  (  z \ s) -  а* )  fc =  R e  (  7 ( 5 ) — 1 — *v -  a s +  a s -  a*

(  A) _  -  \  f  00 _  -
=  R e  eikifs ( a s — с ф ) к [ 1 +  ? ---------------- =  К  -  <  |fc R e  1 +  ? ----- =

as a s* a s a s*

В п оследн ем  р ав ен ств е  м ы  п о л ьзо в ал и сь  оп ределен и ем  <̂ s .
Т ак и м  образом , и з последн его  р а в е н с тв а  о ко н ч ател ьн о  п олучи м

ln f *,k( z(S))
|| z (s) as*̂

Не(1 + |Д | '
С л е д о в а т е л ь н о ,

ln f s,k z1
(s) | a s — a s* |*ik

| (s) *|| z / — a s +  a s — a * |
| 2k R e  [ 1 +  У  =У

( s )  _
y- k
Hs   Ac

I as — a* |*ik

as a s* 2k (s)
1 +  У - Z ?

2k R e 1 +
( s )  _

z k a S
as a s*

as a s*
( s )  _

z) '-O.S 
-1- "T" — Л *

2k

/  С) -  z i  — a s 
R e  I I  A -----

a s a s*

П о л о ж и м  w s =  A— У ч и т ы в а я ,  ч то  то ч к и  и п р и н а д л е ж а т  п р я м о у го л ь н и к у  

Q s , а  т а к ж е  тео р ем у  У и тн и , п о л у ч аем

|z1(s) — a s | ф  d (Q k ) ф  p (Q k , D G).

a s*

p ( a s , DG)  1 2 , ,

У У Д " 2' - 1' (6)

поэтом у, п р и м ен я я  л ем м у  1 , п о л о ж и м  a  =  1/q  к  в ы р аж ен и ю  (1 +  w s )k , п о л у ч аем

ln f s,k ( z(s))
1

I as — a * |k 22k

З д есь  м ы  п р и м ен ял и  оценки:

zl(s) — as 
1 Н------------- —

as a s*
ф  1 +

(s)z\  у -  a s

as a s*

(s)z\  у -  a s

as a s*
ф

p ( a s , D G ) 

p ( a s , DG)
=  1,

т. e.
ln + f s ,k (  zl(s))

£p

| as — a * |kp 22kp

k

k

k

k

1

1p
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при  всех  1 ф  1 ф  n s .
Т еп ерь  п р и м ен я я  п о л у ч ен н ы е вы ш е оц ен ки , при ходи м  к  н ер авен ству

pa+2(Q s ,D G )5r  Пз кр 22кр <  1
К  — а*| ~ р ( а * ,  D G )pk—а —2 '

Н о п о ск о льку
|а в — а*| ф  р (а в, DG) +  р(а* , DG), 

р (а 8, DG) +  р (а* , DG) ф  р (а 8, D G )(1 +  q1), 

то  и сп о л ьзу я  условие (У ), п о л у ч аем

_  (1 +  < п Д
n s Ф ------ ;-------- ,s ^  dP

т. е.
su p  n s <  + ж .
s71

И м п л и к ац и я  1 ) ^ 2 )  в теорем е  1 устан овлен а.
2 ) ^  1): Д о к а за т е л ь с т в о  и м п ли кац и и  2 ) ^ 1 )  ф а к т и ч е с к и  устан овлен о  в р аб о тах  [3, 4]. 
Д о к а ж е м  более си льн ое у тв ер ж д ен и е . Д л я  этого  введем  следую щ и й  к л а с с  ф у н к ц и й . 

Ч ер ез  H (S , G ) обозначим класс непрерывных, н ео тр и ц ател ь н ы х  ф у н к ц и й  U  н а  G , удо
в л етв о р яю щ и х  сл еду ю щ ем у  условию :

С у щ еству ет  п о л о ж и тел ьн о е  чи сло  A  зависящее то л ь к о  от U , такое, ч то  д л я  произ- 
z  €  G  р >  0

K P(z) =  К  : |Z — z| <  р } ,

в ы п о л н я ется  о ц ен ка

п р 2 J

Я сно, ч то  если  p  7  1  а  >  — 1, то  м а с с ы  SO (G ) и AO(G) в х о д ят  в H (S , G ), п о ск о льку  
ф у н к ц и и  | f | p и ( l n + |f  |)p я в л я ю т с я  субгармоническими, а  п ри  0 <  p  <  1 такое  в кл ю ч е
ние т а к ж е  сп р авед л и во  и следует  и з хорош о и звестн ой  тео р ем ы  С тей н а  — Ф е ф ф е р м а н а  
(см . [1 , 6]).

П ерей дем  к  и м п ли кац и и  2 ) ^ 1 )  д л я  ф у н к ц и и  U  €  H (S , G ). П усть

+ ^  /  nk a + 2 \
I ( U ) =  £  р(Zm, D G ) a + 2 U (zm ) =  W  £  ^ z (k), D G ) u ( z (k))  .

m=1 k=1 V 1=1 /

Н ап ом н и м , ч то  z(k), 1 ф  1 ф  nk , — то ч к и  из п о сл ед о вател ьн о сти  {zm }f°, п р и н ад л еж а- 
Qk 1 ф  k <  + ж

П усть

7k =  " ( ‘У .  Э с ) “ + Ф  (z<k')) .
1=1

z (k) — ф и к с и р о в а н н а я  т о ч к а  из к в а д р а т а  Q k, 1 ф  1 ф  nk- П о д б и р ая  д о стато ч н о  м алое 
чи сло  е >  0 и п о л о ж и в

p(Qk, dG)
рк =  -------7--------)
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м ож ем  у т в е р ж д а т ь , ч то  к р у г  K pk ^z(k)^ С Q k (1 +  е).

П оэтом у

СУДД S V(QimM).
V 7 n p k (

Т аки м  ж е  образом

*Pk{ z(k))

pak +2u ( z ((k))  Д C (A) j  U (Z) p(Z, D G )a  d m 2(Z).

K Pk m

С у м м и р у я  п оследн и е оцен ки  по I, 1 Д l Д Uk, п о л у ч аем

n k ( \  r
Ik  <  pka + 2 ^  U ( z (k))  Д C ( A)  j  U (Z ) p(Z, D G )a  d m 2(Z).

1=1 Qk( 1+ £)

Е сли  z(k ), z(k) €  Q k, то  и з тео р ем ы  У и тн и  следует, что

p ( 4 k). D G \  Д Д Д , d g \ .

И з оцен ки

Ik Д с  ( A)  j  U  (Z) p(Z, D G )a  d m 2(Z)

Qk(1+e)
п о л у ч аем

nk p.
Ik  < E  K z (k), D G ) U ( z ((k))  Д C 1 (A) у  U( Z) ( Z,  DG)  pa d m 2(Z).

l 1 Qk (1+ e)

Т еп ерь, у ч и т ы в а я , ч то  {Q k (1 +  е )} ТО=1 ПРИ 0 <  е <  1 /4  (см . [2]) п о к р ы в а ет  G  кон ечн о
к р а т н о , н еп осредствен н о  п о л у ч аем

ТО р
5 > ( * m ,  D G )a + 2 U (zm ) <  U (Z ) p(Z, D G )a  d m 2(Z). >
m=1 G

Я сно, ч то  и з тео р ем ы  1 сл еду ю т тео р ем а  2, 1' , 2'  и 3.

Д ока зательство  тео рем ы  4. К а к  отм ечен о  вы ш е, и з тео р ем ы  1' следует, ч то  если 
о п ер ато р  R  о то б р аж а е т  S p в (р , где

k=1

то  ко л и чество  то ч ек  в к а ж д о м  п р ям о у го л ьн и к е

ТО ч

i a  =  <!w  =  {w  }+то ( ln + \ w k \) P ( 1 — \ zk \) a + 2 <  + то [ ,
U—Л )

. I ^  1 I I 1 п 1 п (1 +  1)
А М =  Y  G D  : 1 “  ¥  ^  1̂ 1 <  “  2^+1 ’ 2* ^  a r g Z  ^  2^

Uk,l =  c a rd {  zm : zm €  A k,z},
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удовлетворяет условию
sup max {nk1} < +ж>.

k€Z+ — 2kyl<2k- 1

Докажем, что если {zn }0=1 — интерполяционная последовательность для AO, то R 
отображает SO на (O- Действительно, из теоремы 2/ следует, что выполняется условие (2), 
а из теоремы 1 / следует, что

ГО

52 I1 — |Zk0°+2 (ln+|f (zkЮP < + ^
k=1

для произвольного f  € SO, 0 < p < + ж , а  > —1 .
Докажем, что если {zk}ГО=1 — интерполяционная последовательность для AO, то для 

произвольной последовательности w =  {wk }ГО=1 € 10 существует функция f  € SO такая, 
что R ( f ) =  w, т. е. f  (zk) =  wk, k =  1 ,2 , . . .

Итак, пусть
ГО

5 2  (1 — |Zk|)°+2(ln+|wk| )P < + ж .
k=1

Последовательность {wk}ГО=1 разобьем на две части:
L {wkn }ГО |wkn| > 1  
2- {wmn}1° : |wmn| ф 1
Не ограничивая общности можно предполагать, что количество таких чисел беско

нечно.
Поскольку {*п}ГО — интерполяционная последовател ьность для AO, то существует 

функция g1 € AO такая, что

g1(zmn) = 0, n  =  1 , 2 , . . . ,

g1(zkn ) = l n  wkn, n =  1 , 2 , . . . ,

где выбрана главная ветвь логарифма. Аналогично построим функцию g2 € AO такую, 
ЧТО

g2(zkn) =  1 , n =  1 , 2, . . . ,  

g2(Zmn) =  wmn , n =  1 , 2 , . . .

Положим
f  (z) =  egi(z)g2(z), z € D.

f

f  € SO, f  (zk ) =  wk, k =  1 , 2 , . . .

Пусть k =  kn при некотором n, тогда

f  (zk) =  egi(zkn )g2(zkn) =  wkn =  wk.

Пусть теперь k =  mn при некотором n, тогда

f  (zk) =  egi(zmn )g2(zmn ) =  g2(zmn ) =  wmn =  wk.

Из последних равенств следует, что f  (zk) =  wk, k =  1, 2, . . .  >
Авторы статьи вы раж аю т благодарность рецензенту статьи за  внимательное ознакомление 

с рукописью и конструктивные замечания.
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A b s tr a c t .  The block graph of a graph G, written B(G),  is the graph whose vertices are the blocks of G
and in which two vertices are adjacent whenever the corresponding blocks have a cut-vertex in common.

B(G) B(G)
outerplanar, maximal outerplanar, minimally non-outerplanar, Eulerian, and Hamiltonian. A necessary

B(G)

K ey w ord s: crossing number, inner vertex number, dutch windmill graph, complete graph.
M a th e m a t ic a l S u b je c t  C la ss if ic a tio n  (2 0 1 0 ): 05C05, 05C45.
F or c ita tio n : Kelkar, A., Jaysurya, K. and Nagesh, H. M. Block Graph of a Graph, Vladikavkaz Math.
J., 2019, vol. 21, no. 1, pp. 74-78. DOI: 10.23671/VNC.2019.1.27736.

1. Introduction

N o ta tio n s  a n d  defin itio n s n o t in tro d u c e d  h ere  can  b e  fo u n d  in  [1]. T h e re  a re  m an y  
g ra p h  o p e ra to rs  (or g ra p h  valu ed  fu n c tio n s)  w ith  w hich  one can  c o n s tru c t a  new  g ra p h  
from  a  g iven g ra p h , such  as th e  line g rap h , th e  to ta l  g ra p h , an d  th e ir  g en era liza tio n s . O ne 
such  g en e ra liza tio n  is th e  b lock  g ra p h  co n cep t w hose p ro p e r tie s  a n d  c h a ra c te r iz a tio n s  w ere 
consid ered  in  [2]. I t  is th e  o b je c t of th is  p a p e r  to  s tu d y  som e o f th e  s t ru c tu ra l  p ro p e rtie s  
of th e  b lock  g ra p h  such  as th e  p la n a rity , o u te r  p lan a rity , e tc .

W e need  som e co n cep ts  a n d  n o ta tio n s  on  g rap h s . A g ra p h  G  =  (V, E )  is a  p a ir , co n sis tin g  
o f som e se t V ,  th e  so-called  vertex  set, an d  som e su b se t E  of th e  se t o f all 2 -e lem ent su b se ts  
o f V ,  th e  edge se t. W e w rite  x  =  (p, q) an d  say  th a t  p  an d  q a re  ad jacen t vertices  (som etim es 
d e n o te d  p  a d j q).

A g ra p h  G  is c o n n e  c ted  if  be tw een  an y  tw o d is tin c t vertices  th e re  is a  p a th . A m a x im a l  
connected  subgraph  o f G  is ca lled  a  c o m p o n e n t o f G . A cu t-ver tex  o f a  g ra p h  is one w hose 
rem oval in creases  th e  n u m b e r o f co m p o n en ts . A non-separable  g ra p h  is co n n ec ted , n o n tr iv ia l, 
a n d  h as  no  c u t-v e rtic es . A block of a  g ra p h  is a  m ax im a l n o n -se p a ra b le  su b g ra p h . If tw o d is tin c t 
b locks B 1 a n d  B 2 a re  in c id en t w ith  a  com m on  c u t-v e rte x , th e n  th e y  a re  ca lled  ad jacen t blocks.

©

mailto:reddyjaysurya@gmail.com
mailto:nageshhm@pes.edu
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A g ra p h  G  is p l a n a r  if it  h as  a  d raw in g  w ith o u t crossings. For a  p la n a r  g ra p h  G , th e  inner 
vertex number i(G ) is th e  m in im u m  n u m b e r o f vertices  n o t be lo n g in g  to  th e  b o u n d a ry  o f th e

G
G

of th e  e x te rio r  reg ion , th e n  G  is sa id  to  b e  o u te r p la n a r .  A n o u te rp la n a r  g ra p h  G  is maximal
G

minimally non-outerplanar if  i(G ) =  1 [3]. T h e  lea s t n u m b e r of edge crossings o f a  g ra p h  G, 
am o n g  all p la n a r  em b ed d in g s of G , is called  th e  crossing number of G  an d  is d e n o te d  bv  c r (G ) .

A star graph K 1>n (n  ^  3), is th e  co m p le te  b ip a r t i te  g ra p h . T h e  dutch windmill graph D (m ), 
also  called  a  friendship graph, is th e  g ra p h  o b ta in e d  b y  ta k in g  m  copies o f th e  cycle g ra p h  C 3 

w ith  a  v e rtex  in  com m on  an d  th e re fo re  co rre sp o n d s  to  th e  u su a l w indm ill g ra p h  D^m ). I t  is 

th e re fo re  n a tu ra l  to  e x te n d  th e  d efin itio n  to  У У ,  co n sis tin g  o f m  copies o f C n .

DEP1N1T1 ON 1 .1 . T h e  line, graph of a  g ra p h  G , w r itte n  L (G ), is th e  g ra p h  w hose v ertices 
a re  th e  edges of G , w ith  tw o vertices  of L (G ) a d ja c e n t w henever th e  c o rre sp o n d in g  edges of G  
have a  com m on  vertex .

DEP1N1T1 ON 1 .2 . T h e  block graph o f a  g ra p h  G , w r itte n  B  (G ), is th e  g ra p h  w hose v ertices 
G

have a  c u t-v e r te x  in  com m on.
B (G )

tw o b locks). In  F ig . 1, a  g ra p h  G  a n d  its  B (G )  a re  show n.

B i

-------------------------------------------------------------- ^ * Бз

Bi Bi

F ig . 1.

B B4

2 . P r o p e r t i e s  o f  B lo c k  G r a p h s

In  th is  sec tio n  we p re se n t som e o f th e  b asic  p ro p e r tie s  o f B  (G ).

P r o p e r t y  2 . 1 . If  G  is a  tre e  of o rd e r n  (n  ^  3), th e n  L (G ) =  B (G ) .

P r o p e r t y  2 .2 . T h e re  is no  n o n -tr iv ia l g ra p h  G  w hich  is iso m o rp h ic  to  its  B (G ) .

B (G )  G  G
cu t-v e rte x .

P r o p e r t y  2 .4 .  If th e  n u m b e r o f cu t-v e rtic es  o f a  p a th  P n (n  ^  3) is a ,  th e n  n u m b er 
o f cu t-v e rtic es  o f th e  c o rre sp o n d in g  B ( P n ) is a  — 1. C learly , th e  n u m b e r o f cu t-v e rtic es  of 
B ( K 1,n)

P r o p e r t y  2 .5 .  If G is a  p a th  Pn (n ^  2), th e n  th e  size of B(P n ) eq u a ls  \  Ym = i d2 — n + 1, 
w here  d  is th e  deg ree  of th e  vertices  o f P n .

P r o p e r t y  2 .6 .  If  G is a  s ta r  g ra p h  K \ ,n (n  ^  3), th e n  th e  size of B ( K g n) =
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3 . C h a r a c t e r i z a t i o n  o f  B (G )

W e now  ch a ra c te riz e  th e  g ra p h s  w hose B (G ) a re  p la n a r.

T h e o r e m  3 .1 .  T h e  b lo ck  g ra p h  B (G )  o f  a g ra p h  G  is  p la n a r  i f  a n d  o n ly  i f  G  is  e ith er  

a s ta r  graph  K 1>n (2 Д u  Д 4) or a d u tc h  w in d m ill g raph  D ^  (2 Д m  Д 4).

<  S u p p o se  th a t  B (G )  is p la n a r . A ssum e th a t  G  =  K 1>n (u  4  5). If G  =  K 1)5, th e n  

B (G )  =  K 5, w hich  is n o n -p la n a r, a  c o n tra d ic tio n . A ssum e now  th a t  G  =  Dnm) (m  4  5). 

If  G  =  Dn5), th e n  B (G ) =  K 5, ag a in  a  c o n tra d ic tio n .
C onversely, su p p o se  th a t  G  is e ith e r  a  s ta r  g ra p h  K 1>n (2 Д u  Д 4) or a  d u tc h  w indm ill 

D n(m) (2 Д m  Д 4)

C a s e  1: If G  =  K 1)2, th e n  B (G )  =  K 2, w hich  is p la n a r.
C a s e  2: If G  =  K 1>3, th e n  B (G )  =  K 3, w hich  is p la n a r.
C a s e  3: If G  =  K 1>4, th e n  B (G )  =  K 4, w hich  is p la n a r.

C a s e  4: If G  =  D ^ ,  th e n  B (G )  =  K 2, w hich  is p la n a r.

C a s e  5: If G  =  D ^ ,  th e n  B (G )  =  K 3, w hich  is p la n a r.

C a s e  6 : If G  =  D ^ ,  th e n  B (G )  =  K 4, w hich  is p la n a r.
T h ere fo re , b y  all th e  cases above, B (G )  is p la n a r . T h is  co m p le tes  th e  p roof. >

W e now  e s ta b lish  a  c h a ra c te r iz a tio n  o f g ra p h s  w hose B (G )  a re  o u te rp la n a r; m ax im al 
o u te rp la n a r ; a n d  m in im a lly  n o n -o u te rp la n a r .

B (G )  G  G
(3)e ith er  K 1>3 o r D n .

<  S u p p o se  th a t  B (G )  is o u te rp la n a r . A ssum e th a t  G  is e ith e r  K 1>n (u  4  4) o r D ^  
(m  4  4). If G  =  K 1)4, th e n  B (G )  =  K 4. C lea rly  th e  in n e r v e rte x  n u m b e r o f B (G )  is one,

i .e .,  i (B (G ) )  =  1, a  c o n tra d ic tio n . A ssu m e now  th a t  G  =  D ^  (m  4  4). If G  =  Dn4), th e n  
B (G )  =  K 4

(3)
C onversely, su p p o se  th a t  G  is e ith e r  K 1>3 or D n  . If  G  =  K 1)3, th e n  B (G )  =  K 3. C lea rly

(3)
th e  in n e r v e rtex  n u m b e r o f B (G )  is zero, i. e., i (B (G ))  =  0. If  G  =  D n  , th e n  B (G )  =  K 3, 
a n d  th u s  i(B (G ))  =  0. T here fo re , B (G )  is o u te rp la n a r . T h is  co m p le tes  th e  p roof. >

T h e o r e m  3 .3 .  T h e  b lo ck  graph  B  (G ) o f  a g ra p h  G  is  m a x im a l o u terp la n a r  i f  a n d  o n ly  i f  
G  is  e ith e r  K 1>3 o r a  p a th  P 3.

<  S u p p o se  t  h a t  B  (G ) is m ax im a l o u te rp la n a r . A ss u m e  th a t  G  is K 1>n (u  4  4). If  G  =  K 1>4, 
th e n  B (G )  =  K 4, w hich is n o n -o u te rp la n a r , a  c o n tra d ic tio n . A ssum e now  th a t  G  is a  p a th  P n 
o f o rd e r u  (u  4  4 )  B y  defin itio n , B (G )  is a  p a th  of o rd e r u  — 1. C learly , i (B (G ) )  =  0, an d  
th e  a d d itio n  of an  edge does n o t change th e  in n e r v e rte x  n u m b e r of B (G ) . C learlv , B (G )  is 
n o t m ax im a l o u te rp la n a r , ag a in  a  c o n tra d ic tio n .

C onversely, su p p o se  th a t  G  is e ith e r  K 1>3 от a  p a th  P 3. If G  =  K 1>3, th e n  B (G )  =  K 3, 
w hich  is m ax im a l o u te rp la n a r . If G  =  P 3, th e n  B (G )  =  P 2, w hich is also  m ax im a l o u te rp la n a r .

>

T h e o r e m  3 .4 .  T h e  b lo ck  graph  B (G )  is  m in im a lly  n o n -o u te rp la n a r  i f  a n d  o n ly  i f  G  is  

e ith er  K 1>4 or  Dn4).

<  S u p p o se  B (G )  is m in im ally  n o n -o u te rp la n a r . A ssum e th a t  G  =  K 1>5. B v  defin ition , 
B (G )  =  K 5 G  =  D n(5)

B (G )  =  K 5
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C onversely, su p p o se  th a t  G  is either K 1>4 or D ^ .  B y  d e fin ition , B (G ) =  K 4 . C learly , 
i (B (G ) )  =  1. Hence B (G ) is m in im ally  n o n -o u te rp la n a r . T h is  co m p le tes  th e  p roof. >

T h e o r e m  3 .5 . The block graph B (G ) o f a graph G  has crossing number one i f  and only 
i f  G  is either K 1>5 o r D ^ .

<  S u p p o se  G  h as  crossing  n u m b e r one. A ssu m e th a t  G  =  K 1>n (n  7  6). If  G  =  K 1)6, th e n  

B (G )  =  K 6. C learly , c r (B (G ))  >  1, a  c o n t r a c t i o n .  O n  th e  o th e r  h a n d , if G  =  D n \  th e n  
B (G )  =  K 6, a  c o n tra d ic tio n .

C onversely, su p p o se  th a t  G  is either K 1>5 or D ^ .  By definition, B (G )  =  K 5. S ince th e  
crossing  n u m b e r of K 5 is exactly one, c r (B (G ) )  =  1. This completes th e  p roof. >

DEP1N1T1 ON 3 .1 . A n E u ler ia n  cycle in  an  u n d ire c te d  g ra p h  is a  cycle th a t  uses each  edge 
e x a c tly  once. If  such  a  cycle ex is ts , th e n  th e  g ra p h  is called  E ulerian .

T h e o r e m  3 .6  (H a ra rv  [1]). A  connected graph G  is said to be Eulerian i f  and only i f  the 
G

T h e o r e m  3 .7 .  The block graph B (G ) of a graph G  is Eulerian i f  and only i f  G  is 
either K 1,2k+ 1 o r D ^ ^ 1  (k  7  1).

<  Suppo se B  (G ) is E u le rian  .Assume th a t  G  =  K 1;2k (k 7  1 )  B y  d e fin ition , B  (G ) =  K 2k
2k —1 B (G )

B (G )

if G  =  D n k\  then B (G ) =  K 2k, ag a in  a  c o n tra d ic tio n .

C onversely, su p p o se  th a t  G  is either K 1,2k+ 1 or Dn2k+ 1) (k 7  1 )  B y  d e fin ition , B (G )  =  
K 2k+1 B (G )  2k k 7  1

B (G )  B (G )
co m p le tes  th e  p roof. >

D e f i n i t i  ON 3 .2 . A H a m ilto n ia n  pa th  is a  p a th  th a t  v is its  each  v e rte x  o f th e  g ra p h  e x a c tly  
one. A g ra p h  is H a m ilto n ia n  if fo r every  p a ir  o f vertices  th e re  is a  H a m ilto n ia n  p a th  be tw een  
th e  tw o vertices.

T h e o r e m  3 .8 .  The block graph B (G ) o f  K 1>n (n  7  3) o r  Dnm) (m  7  3) is Hamiltonian.

<  S u p p o se  t  h a t  G  is either K 1>n (n  7  3) o r  Dnm) (m  7  3 )  B y  d efin iti on, B  (G ) is a  co m p le te  
g ra p h  of o rd e r n  or m . Since every complete g ra p h  is H am ilto n ian , B (G )  is H a m ilto n ian . T h is  
co m p le tes  th e  p roof. >

4 . O p e n  p r o b l e m s

4.1. O ne  can  n a tu ra l ly  e x te n d  th e se  co n cep ts  to  th e  d ire c te d  g ra p h  version . W h a t can  one 
say  a b o u t th e  p ro p e r tie s  of th e  d ire c te d  version?

4.2. If th e  n u m b e r o f cu t-v e rtices  of th e  g ra p h  G  is 0 , th e n  w h a t is th e  n u m b e r of cu t-
B (G )
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выми. Такж е представлено необходимое и достаточное условие, чтобы число пересечения граф а блоков 
B (G)
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1. В ведение. Формулировка результатов

Ц ел ь  н асто ящ ей  за м е тк и  — обобщ ение и р а зв и т и е  р е зу л ьтато в  с тать и  [1], а  т а к ж е  
устан овлен и е  н ек о то р ы х  свой ств  д в у м ер н ы х  и н те гр а л ь н ы х  о п ер ато р о в , необходим ы х при  
и сследован и и  эл л и п ти ч еск и х  уравн ен и й  и систем .

О б озн ачи м  D  =  {z : \ z \ <  1} еди н и ч н ы й  к р у г  ком п лексн ой  z -п лоскости  E , z =  x  +  iy , 
г2 =  —1; Г =  dD  — г р а н и ц а  к р у г а  D\ D =  Е и Г ;  G — од н освязн ую  о гр ан и ч ен н у ю  об ласть  
ком п лексной  (/-плоскости с р егу л яр н о й  гр ан и ц ей  £ £ , G =  G U Д ;  W  — одн освязн ую  
о гр ан и ч ен н у ю  о б л асть  ком п лексн ой  w-п лоскости  с р егу л яр н о й  гр ан и ц ей  77, W  = W  U 77.

В р аб о те  и сп о льзу ется  бан ахово  п р о стр ан ств о  C k,a(Г) к о м п л ек сн о зн ач н ы х  ф у н к ц и й , 
им ею щ и х  н а  Г  k п р о и зво дн ы х , где k 4  1 — целое чи сло , п р и чем  k-e п рои зводн ы е удовле
тв о р яю т  условию  Г ё л ь д ер а  с п о к азател ем  а,  0 Д а  Д 1. В этом  п р о стр ан ств е  п р ед п о л ага 
ется  зад ан н о й  с т а н д а р т н а я  н о р м а  (см ., н ап р и м ер , [2, с. 25]). К а к  обы чно, п р ед п о л агаем , 
ч то  C k,o( r )  =  C k ( Г )  C o,a (Г) =  C a  (Г) п ри  а  <  1. В м есто  к о н ту р а  Г  в эти х  п р о стр ан ств ах  
м о ж ет  ф и гу р и р о в а т ь  лю бой  д р у го й  ко н ту р  соответствую щ ей  гл адко сти .

Б у д ем  го во р и ть , ч то  ко н ту р  L  €  C k,a , k 4  1 0  Д а  Д 1, если  сущ ествует  гомео- 
м о р ф н о е  о то б р аж ен и е  Z =  f  (z) о к р у ж н о с т и  Г  н а  L  к л а с с  а  C k,a ( Г )  такое, ч  то  f  '( z )  =  0. 
О тм ети м , ч то  п ри  этом  об ратн ое  о то б р аж ен и е  z =  f - 1(Z) будет к л а с с а  C k,a( L ). В этом  
сл у ч ае  о то б р аж ен и е  Z =  f  (z) (к а к  и об ратн ое) н а зы в а ю т  д и ф ф е о м о р ф и зм о м  к л а с с а  C k,a
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ко н ту р о в  Г  и L .  А н ал о ги ч н о  о п р ед ел яется  д и ф ф е о м о р ф и зм  л ю б ы х  ко н ту р о в  соответ
ствую щ ей  гл ад к о сти .

О тм ети м  т а к ж е , ч то  если  s — д л и н а  д у ги  на Г, а а  — д л и н а  д у ги  н а  L ,  то  при  
д и ф ф е о м о р ф и зм е  и м ею т м есто  соотн ош ен и я: Д 0 )  ф  0 , где  Д  =  Д  ' s t =  Cs ' ^ s ,  t  — 
а ф ф и к с  то ч к и  к о н ту р а  Г; и, соответствен н о , z'T(r )  ф  0, где z'T =  z'a ■ (г'т =  z'a ■ тф, т — 
а ф ф и к с  то ч к и  к о н ту р а  L .

Т а к ж е  в р аб о те  р ас с м ат р и в а ю тс я  соболевские п р о с т р а н с т в а  W p ( G ) ,  к  7  1, р  >  2, 
со стан д ар тн о й  н орм ой . З а м к н у то е  п о д п р о стр ан ство  го л о м о р ф н ы х  ф у н к ц и й  п р о стр ан 
с т в а  W p ( G )  с и н ду ц и р о ван н о й  норм ой  будем  о б о зн ач ать  A p ( G) .

О б общ ая [3, с. 33], д л я  ф у н к ц и и  A Z )  оп ределен н ой  н а  L ,  введем о п ер ато р  W p A A  =  
W A w) =  A p ( A ) ,  где  Z =  p(w ) =  Z(w) — диффеоморфное к л а с с а  C k,° ,  k 7  1 0  ф  а  ф  1, 
о то б р аж ен и е  к о н ту р а  C  €  C k,°  н а  ко н ту р  L  €  C k,° .  О чеви дн о , W  =  Wp — ли н ей н ы й , 
огр ан и ч ен н ы й , н еп р ер ы вн о  о б р ати м ы й  о п ер ато р , дей ству ю щ и й  из C k,O( L ) в C k,O( C ). 
Т ам , где это  не м о ж ет  в ы зв а т ь  н ед о р азу м ен и й , ин декс  v  W  будем  оп ускать .

с

одн ом ерн ы й  си н гу л яр н ы й  (и н тегр ал ьн ы й ) о п ер ато р . Д л я  д р у ги х  ко н ту р о в  со о тветству 
ю щ ий о п ер ато р  о п р ед ел яется  ан ал о ги ч н о .

П р едм ето м  н асто ящ его  и ссл ед о ван и я  я в л я е т с я  су п ер п о зи ц и я

Т е о р е м а  1 . Е с л и  Z (t) €  C  1’° ( C )  0 <  а  ф  1  ^ ( t )  €  C ° ’e (C ) , 0 < 0  ф  1, р  =  а  +  0  ф  2 , 
то  п р и  р  <  1 Ф l c A t )  €  C # ( C ), п р и ч е м

гд е  константа зависит  л и ш ь  от ||Z Н с ь д с )-
Е с л и  р  =  А °  ФL C A t )  €  C #—£( C ) д л я  лю б о го  е, 0 <  е <  р  с в ы п о л н е н и е м  о ц ен ки , 

а н а л о ги ч н о й  (5).
Е с л и  р  >  А ° Ф L C A t )  €  C  1,#—1( C ), п р и ч е м

О бозн ачи м

(1)

Ф ц ^ т А )  =  1 -  Stf)<p(t) =  —  [  к ( т Д ) р ( т )  d r,
пг у

(2 )

где

(3)

а  т а к ж е  су п ер п о зи ц и я

N w (z ) И Z/(t) 1
d2w (Z (z)) d x  dy, (4)

Z (t) — Z (z) t  — z
D

где Z =  Z(z) — однолистное конформное ото б р аж ен и е  D  н а  G.
О сн овн ы м и  р езу л ьтатам и  этой  р аб о ты  я в л я ю т с я  следую щ и е у тв ер ж д ен и я .

I A L c A t ) l l c r  (C) ф  co n st II A t )  I l e w  (C) (5)

I A l c A ^ I I c W - i ( C )  ф  c o n s t | 7 ( t ) | c 0 > e ( C ) . (6)

гд е  константа зависит  л и ш ь  от ||Z Н с ь д с )-
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С л е д с т в и е  1 . Е с л и  Z(t) £  C  1>a(C ) , 0 <  a  ф  1  p ( t )  £  C 1>e(С ) ,  0 <  в  ф  1  то 
Ф l c v ( t )  £  C  1,a ( C ), п р и ч е м

H ^L C V ( t ) yci>“ (C) ф  con s t | | ^ ( t ) ||C0,i(C) ф  con s t y ^ ( t ) yc i ,e (c p  (7)

гд е  константа зависит  л и ш ь  от ||Z Цс^ДС)-

З а м е ч а н и е  1. В [1] д о к а за н  ч астн ы й  сл у ч ай  тео р ем ы  1, ко гд а  Щ С  — еди н и ч н ы е 
о к р у ж н о сти .

К а к  п о к азы в аю т  п р и м ер ы  (см. [1]), п ри  Z(t) £  C  1,a ( C ) п о к а за те л ь  a  в левой  ч асти  (7) 
не у л у чш аем  в том  см ы сле, ч то  су щ еству ю т ф у н к ц и и  Z(t) £  C  1,a ( C ), ^ ( t )  £  C  1,a ( C ) 
таки е , ч то  Ф l c v ( t )  £  C  1,a ( C ), но Ф l c v ( t )  £  C 1,7( С ) п ри  лю бом  у , 1 ^  7  >  a .

Т е о р е м а  2 . Пусть  G  £  C a , 0 <  a  <  1, Z =  Z(z) — однолист ное к о н ф о р м н о е  отобра
ж ение D  н а  G , w ( ( )  £  W } ( G ) ,  s >  2 . Т огда  п р и  a s  <  2 N w ( z )  £  A ^ (D ), где  q =  у щ д , 
и

НМфЭНилЩ) < constII^ 11̂ ( 0), (8)

co n st w

2 . Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  1

В р а с с у ж д е н и я х  р аб о ты  [1] ни где не и сп о льзу ется  п редп олож ен и е , ч то  L  — еди н и ч 
н а я  о к р у ж н о с т ь , т. е. в [1] т ео р ем а  д о к а за н а  д л я  о п ер ато р а

Ф дг = —  [  
m  J

f  ' ( т ) 1

_ f  ( т ) — f  (t) т  — t _

д ( т ) dT. (9)

С д ел ав  в (9) зам ен у  перем енн ой  и н тегр и р о в ан и я  т  =  f  1(п), п о л у ч и м  (о зам ен е  пе
рем ен н ой  и н тегр и р о в ан и я  в си н гу л яр н о м  и н тегр ал е  см ., н ап р и м ер , [4, с. 31]):

ФL  r V (t) =  —Ф ГД V( f  —1(Z )) =  —ф Г Д ^ / - 1 V (Z ) .

Т а к  к а к  W  — линейный изоморфизм п р о стр ан ств  C k ,a( C ) и C k ,a ( r ) ,  то  отсю д а п о л у ч аем  
с п р ав ед л и в о сть  тео р ем ы  1 и д л я  Ф ^ -

П усть  теп ер ь  ш =  g ( t)  — C  1,а-д и ф ф е о м о р ф и зм  Г  н а  С  а  Z =  f  (t) =  p (g ( t) )  — C 1,a- 
диффеоморфизм Г н а  L .  И з (2) им еем

1 д '( т )
v ( g ( T)) dT

_ т  — t  g (T) — g ( t ) _

f ' (T) 1

f  ( т ) — f  (t) T — t
д (д ( т )) dT.

Т аки м  образом ,

ФД С  V (t) =  — ̂ g -1 Ф С г У  V (t) +  Wg-1 Ф ^ г У  V(t)

и воп рос сведен  к  у ж е  р ассм о тр ен н о м у  ч астн о м у  случаю . 
Т ео р ем а 1 д о к азан а .
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Доказательство теоремы 2

Л е м м а  1 . П уств G  €  C ^ , 0 <  а  <  1, L  =  d G , D  — е д и н и ч н ы й  к р у г , d D  =  Г , 
(  =  ( ( z )  — однолист ное к о н ф о р м н о е  отображ ение D  н а  G , w (Q  €  W } ( G ) ,  s  >  2.

Тогда  имеет место ф о р м ула

N w (z )  =  J J
Z' (t) 1

D
_ Z (t) — Z (z) t  — z _

1

2i

dzw(Z (z )) dx  dy 

Z' (t) 1

_ Z (t) — Z (z) t  — z _

w (Z (t))  d t, t  =  x  +  iy . (10)

< В силу формулы П ом пейю  [2, с. 57] имеют место соотношения

=  / /  У ~ с г1̂ 1г, + ^ Ы  y ^ ( dT’ T = t  + iri, (11)
G L

w(((z)) = - -  [ [  dxdy  +  dt, t = x + iy. (12)
п J J  t — z 2ni J  t — z

D Г

Отметим, что по теореме Келлога [2, гл. 1, §2] </(z) € С а(Е).
Перейдем в интегралах формулы (11) к переменной интегрирования t  т  =  Z(t), и 

Z Z(z)

w№) = -- КЩЩффллу + Т [0М4 *
vr J J  т -  ф ) у 2тп j  a t ) - a a

D Г

>
Перейдем непосредственно к доказательству теоремы 2.
< Д о к а з а т е л ь с т в о  тео р ем ы  2. Из формулы (10) очевидно, что dz N w ( z )  =  0, так 

что достаточно показать, что dz N w ( z ) € L q(D).
Z z

... 1 7 7 шЦт) , 1 7 w(t ) ,Ф"К) = --JJ ( 7 Т Д 2 +ы]  Щ Г Д 2 («J
G L

D Г

Двойные интегралы в правых частях этих формул понимаются в смысле главного зна
чения, и все слагаемые в правых частях принадлежат соответственно классам L S(G ) 
и ДфЕ) [2, гл. 1, §§8, 9].

Поскольку Z =  Z(z) — конформное отображение, формула замены переменной в двой
ном сингулярном интеграле в (13) имеет обычный вид [5, гл. 2, §5, п.п. 4,5]. Так же, как

t z

d W ( c ( z ) ) -  1 [ [ W i { a t ) K ' W ( z ) d x d v  | i  f w ( a m \ t )
г (Z( )) _  к J J  ( a y  -  a a a  2vn J  ( a y  -  a z ) ) 2 1 }

D Г
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В ы ч и т ая  (14) из (15), с у ч ето м  (10) п о л у ч и м

Z/(t)Z / (z)dz N w ( z )  =  — — 
п  

D
L(Z (t) — Z (z ) ) 2 ( t  — z ) 2 J

Д а л ее  им еем  [1]
Z / (t)Z / (z) co n st

|t  — z| 2—O(Z (t) — Z (Z) ) 2 ( t  — z )2

где  co n st зав и си т  л и ш ь  от НСОЮ l lci (D) '

О тсю д а  и из dz w ( ( ( z ) )  £  L S( D)  п о л у ч аем  dz N w ( z ) €  L q( D ) [6 , гл. 5, п. 1.2] и

\\dz N w ( z ) \ \ Lq(5)  ф  c o n s t (16)

Т а к ж е  им еем  н ер авен ство  (см. [2, с. 54]):

\\N ^ ( z )\\c (D) <  c o n s t I I I I L,(G)- (17)

С о п о став л яя  (16) и (17), п о л у ч и м  (8 ). Т ео р ем а  2 д о к а за н а . >
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М А Т Е М А Т И Ч Е С К А Я  Ж И З Н Ь

ПАМЯТИ АДАМА МАРЕМОВИЧА НАХУШЕВА (1938-2018)

27 декабря 2018 г. скончался заслуженный де
ятель науки Российской Федерации, Кабардино
Балкарской Республики, Карачаево-Черкесской 
Респубики и Республики Адыгея, доктор физико
математических наук, профессор Адам Маремо- 
вич Нахушев.

Ушел из жизни крупный ученый, известный 
специалист в области прикладной и теоретиче
ской математики (математическое моделирова
ние, уравнения математической биологии и урав
нения смешанного типа, дробное исчисление).

Результаты первостепенного значения полу
чены А. М. Нахушевым в областях математи
ческих проблем трансзвуковой газовой механики 
и аэродинамики, теории тепловлагообмена, дроб
ного исчисления, лазерного излучения, матема
тической биологии, автоматизированных систем 
прогнозирования и морской спутниковой системы 
связи. Выдающимся вкладом А. М. Нахушева в 
науку являются следующие результаты:

1. Метод постановки и исследования каче
ственно новых краевых и внутреннекраевых за
дач со смещением, названных в России и за рубе
жом проблемами Нахушева.

2. Эффект влияния порядка вырождения и 
младших членов на корректность задачи Дарбу и неравноправие характеристик, как 
носителей граничных данных.

3. Теорема Нахушева об априорных оценках, учитывающих тип дифференциальных 
уравнений и ее следствие о том, что проблема получения для операторов смешанного 
эллиптико-гиперболического типа второго порядка априорных оценок со скачком глад
кости на две единицы, имеет отрицательное решение и в случае соболевских пространств 
с негативной формой.

4. Эффект локализации особенности градиента решения задачи Дарбу для уравнения 
Геллерстедта.

5. Аналог теоремы Ферма в дробном исчислении и принцип экстремума для опера
торов дробного дифференцирования.
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6. Многомерный аналог теоремы о среднем значении для волнового уравнения и до
казательство разрешимости проблемы поиска корректных краевых задач для уравнения 
Лаврентьева — Бицадзе в многомерных смешанных областях.

7. Исследование качественно нового класса дифференциальных уравнений состояния 
дробного порядка в сплошных средах с памятью.

8. Решение проблемы корректной постановки начальных и смешанных локальных 
задач для обобщенного уравнения переноса в средах с фрактальной геометрией.

9. Нелинейные обобщения закона Бугера — Ламберта — Бера и теоретический эффект 
локализации особенности градиента концентрации молекул в поглощающей среде.

10. Аналог уравнения Бернулли в дробном исчислении и обобщенный логистический 
закон развития непрерывных систем и их приложения при математическом моделирова
нии полимерных систем, социально-исторических и этнических процессов.

А. М. Нахушев впервые ввел широко использующиеся в современной математике и 
ее приложениях такие понятия, как краевые задачи со смещением; нелокальные задачи; 
нагруженные дифференциальные уравнения; континуальные дифференциальные опера
торы и др.

Он является автором около 300 научных работ, в том числе ряда монографий:
1. «Об одном классе линейных краевых задач для гиперболического и смешанного 

типов уравнений второго порядка». Нальчик: Эльбрус, 1992. 154 с.
2. «Уравнения математической биологии». М.: Высшая школа, 1995. 301 с.
3. «Математическое моделирование социально-исторических и этнических процес

сов». Нальчик: Эль-Фа, 1998. 170 с. (в соавт. с Кенетовой Р. О.).
4. «Дробное исчисление и его применение». М.: Физматлит, 2003. 272 с.
5. «Задачи со смещением для уравнений в частных производных». М.: Наука, 2006. 

287 с.
6. «Нагруженные уравнения и их применение». М.: Наука, 2012. 232 с.
Как ведущий специалист, А. М. Нахушев написал для всемирно известной Мате

матической энциклопедии (выпущена в 1977-1985 гг. издательством «Советская энцик
лопедия» в пяти томах) более десяти статей, посвященных важнейшим направлениям 
современной математики: «Бицадзе уравнение», «Гурса задача», «Дифференциальное 
уравнение с частными производными», «Дифференциальное уравнение с частными про
изводными с особенностями в коэффициентах», «Запаздывающих потенциалов метод», 
«Кирхгофа формула», «Коши — Ковалевской теорема», «Римана метод», «Смешанная 
и краевая задачи для гиперболических уравнений и систем», «Смешанного типа уравне
ние», «Трикоми задача», «Трикоми уравнение», «Шаудера метод».

Научная школа А. М. Нахушева по нелокальным задачам и уравнениям смешанного 
типа хорошо известна во всем мире. Его учениками являются более шестидесяти докто
ров и кандидатов физико-математических наук.

Адам Маремович родился в с. Заюково Эльбрусского района Кабардино-Балкарской 
АССР. В 1955 г. после окончания Заюковской средней школы он поступил и в 1961 г. 
с отличием окончил Кабардино-Балкарский государственный университет по специаль
ности «Математика», со второго курса был председателем научно-студенческого обще
ства КБГУ, в те же годы им была решена проблема Риккати.

В начале шестидесятых годов А. М. Нахушев окончил аспирантуру в Институте мате
матики Сибирского отделения Академии наук СССР. В 1966 г. после защиты кандидат
ской диссертации по приглашению академика М. А. Лаврентьева стал старшим научным 
сотрудником ИМ СО АН СССР, где в 1971 г. защитил докторскую диссертацию, посвя
щенную математическим проблемам трансзвуковой механики и аэродинамики. Работам
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А. М. Нахушева в этом направлении ввгсокую оценку дали академики М. А. Лаврентиев 
и С. Л. Соболев.

В 1973 г. вернулся на родину, в КБ АССР, где ярко проявилисв как научные и 
педагогические, так и организаторские способности А. М. Нахушева. Ему удалосв со- 
здатв не толвко математическую школу, которая объединяет ведущих v h c h b i x ,  рабо
тающих во многих научных центрах России, стран ближнего и далвнего зарубежвя, 
но и научно-исследователвский Институт прикладной математики и автоматизации 
Кабардино-Балкарского научного центра Российской академии наук. Он основатели и 
первый Президент Адвшской (Черкесской) Международной академии наук.

А. М. Нахушев награжден орденом Почета и орденом Дружбы, медалями «За осво
ение целинник и за л е ж н ы х  зем ель» , «За доблестный труд в ознаменование 100-летия со 
дня рождения В. И. Ленина», «За заслуги перед Республикой Адыгея», «За заслуги в 
развитии науки Республики Казахстан», наградой Международной Черкесской ассоциа
ции, почетными грамотами Президента Чеченской Республики, Президиума Верховного 
совета КБ АССР, Президиума народного собрания КЧР, Правителвства КБР, Парла
мента КБР, Правителвства КЧР, Российской академии наук и профсоюза работников 
РАН, Федералвной националвно-кулвтурной автономии адвшов России.

Именем А. М. Нахушева назван ряд проблем, резулвтатов и эффектов. В 2007 г. 
М и ровы м  Артийским комитетом и Мировой ассамблеей общественного признания ему 
присвоено почетное звание «Человек мира — 2007». 9 ноября 2010 г. указом Президента 
Российской Федерации за заслуги в области образования и науки и многолетнюю пло
дотворную работу Адам Маремович Нахушев награжден орденом Почета. В 2013 г. был 
запущен ракетой «Протон» третий спутник системы ИнмарСат (ИнмарсатКоспасСар- 
сат) — системы связи, навигации и спасения кораблей, математическую модели которой 
построил А. М. Нахушев. Он создал математическую модели истечения ввгсокоскорост- 
H B ix  потоков раскаленного газа из сопла реактивного авиадвигателя, которая в прин
ципе позволила создатв управляемое сопло реактивного истребителя, что предоставило 
нашим военным летчикам возможности делатв фигуру «колокол», которая в воздушном 
бою позволяет достичв тактического превосходства над противником.

Светлая памяти об Адаме Маремовиче Нахушеве навсегда сохранится в сердцах всех, 
кто его знал.
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оригинальные научные статьи отечественных и зарубежных авторов, содержащие но
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кует статьи на русском и английском языках, объемом, как правило, не более 2 уел.п.л. 
(17 страниц формата А4). Работы, превышающие 2 уел.п.л., принимаются к публикации 
по специальному решению Редколлегии журнала. Срок рассмотрения статей обычно не 
превышает 8 месяцев. При подготовке статей для ускорения их рассмотрения и публи
кации следует соблюдать правила для авторов.

2. К публикации в ВМ Ж  принимаются статьи, содержащие новые результаты в обла
сти математики и статьи обзорного характера. Статьи, ранее опубликованные, а также 
принятые к опубликованию в других журналах, редколлегией не рассматриваются. Ре
зультаты иных авторов, использованные в статье, следует должным образом отразить 
в ссылках. Направляя статью в журнал, авторы тем самым подтверждают, что для нее 
выполнены указанные требования.

3. Направляя статью в журнал, каждый из авторов подтверждает, что статья соответ
ствует наивысшим стандартам публикационной этики для авторов и соавторов, разрабо
танным СОРЕ (Committee on Publication Ethics), см. http://publicationethics.org/about.

4. Все материалы, поступившие для публикации в журнале, подлежат регистрации 
с указанием даты поступления рукописи в редакцию журнала. Решение о публикации, 
отказе в публикации или направлении рукописи автору для доработки должно быть 
принято главным редактором и сообщено автору не позднее 4 месяцев со дня поступления 
рукописи в редакцию журнала. Подробнее см. в разделе Рецензирование.

5. Принятые к публикации в ВМ Ж  статьи проходят редакционную подготовку, после 
чего окончательный макет статьи в формате PDF направляется автору на корректуру.

6. Условием публикации статей, принятых к печати, является подписанием авторами 
договора о передаче авторских прав. Бланк договора можно скачать по ссылке.

7. Полнотекстовые версии статей, публикуемых в журнале, размещаются в Интерне
те в свободном доступе на официальном сайте журнала http://www.vlmj.ru, а также на 
сайтах Научной электронной библиотеки eLIBRARY.RU, Общероссийского математиче
ского портала Math-Net.Ru и Научной электронной библиотеки «КиберЛенинка».

8. Публикации в журнале для авторов бесплатны.

П о д г о т о в к а  и  п р е д с та в л е н и е  р у к о п и с и  с т а т ь и
1. Все материалы предоставляются в редакцию в электронном виде. Рукопись должна 

быть тщательно выверена. Все страницы рукописи, включая рисунки, таблицы и список 
литературы, следует пронумеровать.

2. Работа должна быть подготовлена на компьютере в издательской системе LaTeX. 
Машинописные рукописи и рукописи, набранные на компьютере в системах, отличных 
от ТеХ, не рассматриваются. Файлы статьи *.tex и *.ps (*.pdf) высылаются в адрес 
редакции по электронной почте rio@smath.ru.

http://publicationethics.org/about
http://www.vlmj.ru
mailto:rio@smath.ru
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3. В тексте статьи указывается индекс УДК, название работы, затем следуют иници
алы и фамилии авторов, приводятся аннотации на русском и английском языках (объе
мом не менее 200 слов, достаточную для понимания содержания статьи), даются списки 
ключевых слов на русском и английском языках, а также коды согласно Mathematics 
Subjects Classifications (2010). Далее в файле приводятся полностью Фамилия, Имя, От
чество каждого автора, должность, полное название научного учреждения, почтовый 
адрес с индексом почтового отделения, номер телефона с кодом города или номер мо
бильного телефона, адрес электронной почты и ORCID.

4. Датой поступления статьи считается дата поступления электронной копии статьи 
на официальный e-mail журнала. Текст электронного сообщения должен быть оформлен 
как сопроводительное письмо, из текста которого ясно следует, что авторы направляют 
свою статью во Владикавказский математический журнал. Необходимо указать автора, 
ответственного за переписку с редакцией.

5. В аннотации не допускается использование громоздких формул, ссылок на текст 
работы или список литературы.

6. При подготовке файла статьи особое внимание следует обратить на нежелатель
ность использования новых (вводимых автором при наборе) командных последователь
ностей, особенно с параметрами. Следует использовать в основном стандартные средства 
макропакета LaTeX. Также крайне нежелательно использовать без необходимости знаки 
пробела.

7. Статьи, содержащие рисунки, рассматриваются только после согласования с ре
дакцией технических вопросов подготовки рисунков. Черно-белые рисунки должны быть 
подготовлены в формате EPS (Encapsulated PostScript) таким образом, чтобы обеспечи
вать адекватное восприятие их при последующем оптическом уменьшении в два раза. 
При использовании рисунков необходимо подключить пакет epsfig. Подпись к рисунку 
должна быть центрирована под рисунком и состоять из слова «Рис. » с последующим 
номером. Номера рисунков должны иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояс
нения к рисунку следует приводить в тексте статьи. Таблицы сопровождаются отформа
тированной слева надписью «Таблица» с последующим номером. Номера таблиц должны 
иметь сквозную нумерацию по тексту статьи. Пояснения к таблице приводятся в тексте 
статьи. Графики выполняются в виде рисунков.

8. Список литературы должен содержать только те источники, на которые имеются 
ссылки в тексте работы, расположенные в порядке цитирования. Ссылки на неопублико
ванные работы, результаты которых используются в доказательствах, не допускаются. 
Список литературы печатается в конце текста статьи, оформленные в соответствии с пра
вилами издания, на основании требований, предусмотренных действующими ГОСТами. 
В нем должны быть указаны: для статьей — автор, полное название статьи, журнал, 
год издания, том, номер (выпуск), страницы начала и конца статьи; для книг — автор, 
полное название, город, издательство, год издания, общее количество страниц. Ссылки 
на литературу в тексте даются в квадратных скобках.

9. Список литературы полностью дублируется на английском языке, приводится пол
ностью отдельным блоком в конце статьи, повторяя список литературы к русскоязыч
ной части, независимо от того, имеются или нет в нем иностранные источники. Если 
в списке есть ссылки на иностранные публикации, они полностью повторяются в списке, 
готовящемся в романском алфавите. Список References используется международными 
библиографическими базами (Scopus, WoS и др.) для учета цитирования авторов.

П ри м ечан и е: более подробную информацию можно найти на официальном сайте 
журнала http://www.vlmj.ru.

http://www.vlmj.ru
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