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*�ª#t9suª,+Pr�CBD��Q 2��� �
P �

"�����-¸��0	������� - �,"������!�#" ��$	�B��� - $B����$ - 0 - " - �\� ��$	$ - �
Fp �

��0	0#" - �
����2�5�#"2 2��� - �'��"2 	0	0	/

G
�N0 - � - - � �

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 B��� - ����"2 	0	0	/

T
6 �7���	�o0 - � ��"2 	0	0��

T�� (��$ - "B��������$��©
 ��"2 	0	0B�
P
* � - ��"2 	0	0��

P
�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - � 6

Ou®�Ò�Ò'®�Òá½î²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�Ûk·�¹	º�¯	¯2¾©½�¿�¾!¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯	¼@¿�º'Ý�²2°�¹2±L®�Ð2à�²	¼b´5®¸½îÒ�°�²2¾�µ	²2°Þ¯2°�¹2°�Ô©Õ
Ñ9¾�²	²2°�Û�²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�Û¸·�¹	º�¯	¯2¾1Ý�¾�»1Ò	¹	º�µ2¾�²	³	À>¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶J²2°�¹2±L®�Ð2à�²	¼1Û¸¹#À�Ñ¸¿7Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²	¼_±5³
ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³2±5³ßØ\®�Ò	¶�°�¹9®�±5³�´,¶�°Ó½ÓÐ2ÙNÝ�°�ÛTÒ�°�²2¾�µ	²2°o¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²2°�Ûë²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�Ûë·�¹	º�¯	¯2¾

GÝ�¾�»1Ò	¹	º�µ2¾�²	³	À�¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶J²2°�¹2±L®�Ð2à�²	¼1Û>¹#À�Ñ>½�³'Ñ�® ç ï�é�¶�®�Ò�°�Û�´#µ	¶�°QÑ	Ð2À©Ò'®�Ô©Ñ9°�·�° k = 1, 2, . . . , n·�¹	º�¯	¯9®
Gk

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÓ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±5¼_±ñ¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾�±ê·�¹	º�¯	¯	¼
Gk−1

¿b¯2°�±,°�×!à�Ù@Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û
ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û ¿�º'Ý�²2°�¹2±L®�Ð2à�²2°�ÛV¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯	¼bÜ]WJ°�Ö�¶�°�±5ºß¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶ëe�¹	ÙP²2Ý�¾�¹	·�®T°

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò'Õ

¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³ßÒ�°�²2¾�µ	²2°o¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²2°�Ûê²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�Ûß·�¹	º�¯	¯	¼òÝ�¾�»îÒ	¹	º�µ2¾�²	³	Àë±,°�Ô!¾�¶áÝ�¼1¶�à
Ð9¾�·�Ò�°©Ñ9°�Ò'®�»�®�²o¿N¯2°�±,°�×!à�ÙÚ¶�¾�°�¹2¾�±5¼ þ©³	²'Ñ2º�Ò	ø	³2¾�ÛÞ¯2°©Ñ	Ð2³	²2¾J¹#À�Ñ�® ç ï�ézÜWJ°�³2¿�Ò¸²2¾�°�Ý�ð#°�Ñ2³2±,°�·�°©³>Ñ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°�·�°!º�¿zÐ9°�½�³	À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³Þ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±5¼7ð

¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³	Û�´�¯2°�Õó½�³'Ñ2³2±,°�±5º�´�À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àb¶�¹	º�Ñ2²2°�Ûb»�®�Ñ�®�µ2¾�Û�ÜLMPÝ1Ö�¶�°�±Þ¿�½�³'Ñ9¾�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�º�¾�¶P¶�°�¶QØ\®�Ò	¶�´
µ	¶�°�¿�°�°�¶�½�¾�¶�¿�¶�½�º�ÙP×!³2¾bÒ	¹	³	¶�¾�¹	³	³�´	¯2°�Ð2º�µ2¾�²	²	¼_¾JÑ	Ð2Àí¿�®�±5¼7ðî¯	¹2°�¿�¶�¼7ðíµ9®�¿�¶�²	¼7ðÞ¿zÐ2º�µ9®�¾�½2´	Øb°�¹'Õ
±5º�Ð2³	¹	º�ÙP¶�¿�Àí³îÑ9°�Ò'®�»�¼1½#®�ÙP¶�¿�ÀÓ²2¾�¶�¹	³	½�³9®�Ð2à�²2°	Ü

Ou®�Ò�´�²9®�¯	¹	³2±,¾�¹�´�½¸¹9®�Ý�°�¶�¾�ôõï�þ�öu¯2°�Ð2º�µ2¾�²�Ò	¹	³	¶�¾�¹	³	Û
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³á¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾zÕ

±,°�·�°í¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³	Àk¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�ÛÂ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Ûk·�¹	º�¯	¯	¼@Ò�°�²2¾�µ	²2°�·�°Þ¹9®�²	·�®Þ¿�¯2°�±,°�×!à�ÙòÝ�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û
ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û!·�¹	º�¯	¯	¼bÜ �bÐ2Àb¾�·�°_Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½�Ò	³\½�½�¾zÑ9¾�±Þ¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾L°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	À�Ü,WNº�¿�¶�à

G â¿�½�°�Ý�°�Ñ2²9®�Àk®�Ý�¾zÐ9¾�½#®�·�¹	º�¯	¯9®¸Ò�°�²2¾�µ	²2°�·�°í¹9®�²	·�®'´
ϕ â ®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±V·�¹	º�¯	¯	¼

G
ÜbYf¯	º�¿�¶�à

P â¿�°�°�¶�½�¾�¶�¿�¶�½�º�ÙP×©¾�¾�®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±5º
ϕ
¯2°�Ð2º�¯	¹#À	±,°�¾Þ¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³2¾Ó·�¹	º�¯	¯	¼

G
³êÝ�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û

ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Ûí·�¹	º�¯	¯	¼
T = (t)

Ü ��¶�°!°�»�²9®�µ9®�¾�¶�´	µ	¶�°\·�¹	º�¯	¯9®
P
¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð2À	¾�¶>¿�°�Ý�°�Û�¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À�Õ

¾�±,°�¾b¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾b·�¹	º�¯	¯	¼
G
¿J¯2°�±,°�×!à�ÙÚ·�¹	º�¯	¯	¼

T
´	³ÞÑ	Ð2ÀíÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°¸Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®

g ∈ G ³2±,¾�¾�¶



� �P���" - 
b< 6��>6
±,¾�¿�¶�°Þ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°

t−1gt = gϕ
ÜîMPÝ�°�»�²9®�µ	³2±]µ2¾�¹2¾�»

h(x)
ð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	µ2¾�¿�Ò	³	Ûë±5²2°�·�°�µ'Ð9¾�²Â®�½�Õ

¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®
ϕ
Ü©^fôõï�þ�ö5Ñ9°�Ò'®�»�®�²2°	´ µ	¶�°î·�¹	º�¯	¯9®

P
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�ÛT¶�°�·�Ñ�®î³

¶�°�Ð2à�Ò�°�¶�°�·�Ñ�®'´	Ò�°�·�Ñ�®©µ	³2¿zÐ9°
p
Ñ9¾zÐ2³	¶

f(1)
Ñ	Ð2À¸Ð2ÙNÝ�°�·�°©²2¾�¯	¹	³	½�°�Ñ2³2±,°�·�°>Ñ9¾zÐ2³	¶�¾zÐ2À

f(x) ∈ Z[x]±5²2°�·�°�µ'Ð9¾�²9®
h(x)

Ü�^V¿zÐ2º�µ9®�¾�´'Ò�°�·�Ñ�®�¹9®�²	·\¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�Û�®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�ÛÞ·�¹	º�¯	¯	¼
G
¹9®�½�¾�²�þ'´'Ò	¹	³	¶�¾�¹	³	Û

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò2¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³í·�¹	º�¯	¯	¼

P
Ñ9°�¯	º�¿�Ò'®�¾�¶©¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!º�ÙVÝ�°�Ð9¾�¾_¯	¹2°�¿�¶�º�Ù Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½�Ò	º�Ü

*�ª#t9suª,+PrêG�D �Q 2��� �
G �

��
 - � - ��$��	�k� �����B��
�����"2 	0	0��!"���$����
2
*
ϕ �

��
'� - � - " � �2�����"2 	0
�0	/

G
*
P �

� -�- ��
'��������
� ���-¸������
'� - � - " � �2��  
ϕ
0 - �� 	0#"��	� - �í0#" - �2�
'��� ��$	�B�"��"2 	0	0	/

G
�

������� - $B����$ - �&
	�	�	�	��������� - �&��"2 	0	0	/
T
6�� 0� 2��� �

A �
�����z"���
��\��
'� - � - " � �2����

ϕ

J$B��� - � - " - �

������B������"2 	0	0	/
G
*
E �

�����	$	����$��	�
2 × 2 �

�����z"���
�� 6 �7���	�
det(A + E) 6= 0

* � - ��"2 	0	0��
P�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - �ê� - �����¸�T� - ����� - � - ����� * � - �����o���B��� -

p
� ���	�B�

det(A − E)
6

�7���	�Â�>�
det(A + E) = 0

* � - ��"2 	0	0��
P
�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - � � - �����Þ�ê� - ����� -

� - ����� * � - �����
p = 2
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��¶�®�¶�¾�°�¹2¾�±L®o±,°�Ô!¾�¶kÝ�¼1¶�àoÑ9°�Ò'®�»�®�²9®o¿�¯2°�±,°�×!à�Ùì¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²2°�·�°�½�¼
	©¾�Ò	¹	³	¶�¾�¹	³	À

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³Â¯2°�Ð2º�¯	¹#À	±,°�·�°Þ¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³	Àk¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�ÛÂ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Ûá·�¹	º�¯	¯	¼hÒ�°�²2¾�µ'Õ

²2°�·�°>¹9®�²	·�®>³�Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Ûoø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Ûo·�¹	º�¯	¯	¼bÜ7HJ¾�»�®�½�³2¿�³2±,°�¾\Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°î¶�¾�°�¹2¾�±5¼ �
¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²2°>½>¹9®�»�Ñ9¾zÐ9¾\þ'Ü

HJ¾�¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�¾�²	²	¼_±V¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³2¾�±ß¶�¾�°�¹2¾�±5¼ �!À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞ¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³	ÛÞ¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�Ü
��� ª�«��
	'v9uª2D �Q 2��� �

π �
0#" - �2�
 - ����$ - �î� - $B����$ - �í�5$ - �>������
 - 0#" - ����/#�]���B����� * �

m �0#" - �2�
'��� ��$	�B�í
'���)�]���B�����ê�2
π
6 �7���	�ñ0 - �� 	0#"��	� - �î0#" - �2�
'��� ��$	�B�

P
��
 - � - ��$ - �]� �����B��
 - �

��"2 	0	0	/
G
"���$����

2
�%������� - $B����$ - � 
	�	�	�	��������� - � ��"2 	0	0	/

T
��������������ë�b0 - � - - � � ��
'� - � - "

�� �2����
ϕ
��"2 	0	0	/

G
* �2������-¸��� - 
�$B��� - � - " - � ������B��� ��"2 	0	0	/

G
�����z"���
� 

A =

(

0 1
−1 m+ 2

)

,

� -
π

P
= π
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MQ¶�¿�Ù7Ñ�®�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶á¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°�¿�¶�àk¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ï�ÜkWJ°�Ö�¶�°�±5ºT½�Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�¾Þ²	º�Ô©Ñ�®�ÙP¶�¿�À

¶�°�Ð2à�Ò�°>¶�¾�°�¹2¾�±5¼Úþ!³ �'Ü

CBDPmot���r'q#r	'ª ��� �
	'v9t�	'ª#t9suª,+�� G
WNº�¿�¶�à

G â ¿�½�°�Ý�°�Ñ2²9®�ÀV®�Ý�¾zÐ9¾�½#®á·�¹	º�¯	¯9®á¹9®�²	·�®Tþ'´
ϕ â ®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±f·�¹	º�¯	¯	¼

G
´
P â¿�°�°�¶�½�¾�¶�¿�¶�½�º�ÙP×©¾�¾�®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±5º

ϕ
¯2°�Ð2º�¯	¹#À	±,°�¾Ó¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³2¾Þ·�¹	º�¯	¯	¼

G
³êÝ�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û

ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�·�¹	º�¯	¯	¼
T = (t)

ÜuO °�·�Ñ�®
P â ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±,°�¾�¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾�·�¹	º�¯	¯	¼ G ¿�¯2°�±,°�×!à�Ù

·�¹	º�¯	¯	¼
T
´'³�Ñ	Ð2ÀîÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°�Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®

g ∈ G ³2±,¾�¾�¶>±,¾�¿�¶�°©¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°
t−1gt = gϕ

Ü�MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±
µ2¾�¹2¾�»

A
±L®�¶�¹	³	ø	º¸®�½�¶�°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

ϕ
½J²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�±TÝ�®�»�³2¿�¾1·�¹	º�¯	¯	¼

G
´�®Pµ2¾�¹2¾�»

E â ¾zÑ2³	²	³	µ	²	º�Ù
2× 2

Õÿ±L®�¶�¹	³	ø	º�Ü �!°�Ò'®�Ô!¾�±ê¶�¾�°�¹2¾�±5º �'´'¶�Ü2¾�ÜL¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾PÑ2½#®©º�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³	À�Ü
A9D �7���	�

det(A+E) 6= 0
* � - ��"2 	0	0��

P
�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - �k� - �����!�o� - ����� -

� - ����� * � - �����í���B��� -
p
� ���	�B������

(A−E)
6

CBD �7���	�
det(A+E) = 0

* � - ��"2 	0	0��
P
�'
������������

Fp �
��0	0#" - �2���2�5�#"2 2��� - �k� - �����!�o� - ����� -

� - ����� * � - �����
p = 2
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WNº�¿�¶�à

γn(P ) â n
ÕóÛ µ'Ð9¾�² ²	³	Ô�²2¾�·�°Vø2¾�²	¶�¹9®�Ð2à�²2°�·�° ¹#À�Ñ�®ê·�¹	º�¯	¯	¼

P ç ·�Ñ9¾�´©²9®�¯2°�±5²	³2±1´
γ1(P ) = P

³
γn+1(P ) â ½�»�®�³2±5²	¼1ÛÓÒ�°�±,±5º�¶�®�²	¶

γn(P )
³
P
ézÜ

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´�µ	¶�°1Ñ	Ð2ÀNÐ2ÙNÝ�°�·�°
n > 2

¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
γn(P )

¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶P¿,¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯2°�Û
G(ϕ−id)n−1 ´¶�Ü ¾�Ü�¿¸°�Ý�¹9®�»�°�± ·�¹	º�¯	¯	¼

G
°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°�¾�¾>Ö�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

(ϕ − id)n−1 ´ ·�Ñ9¾ id â ¶�°�Ô©Ñ9¾zÕ
¿�¶�½�¾�²	²	¼1ÛëÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�± ·�¹	º�¯	¯	¼

G
ÜáX�¹9®�»�ºá»�®�±,¾�¶�³2±1´Lµ	¶�°ÓÖ�¶�°�º�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾í±5¼@Ñ9°�Ò'®�Ô!¾�±

Ý�¾�»©¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô!¾�²	³	ÀT°>Ñ2½�º�¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²2°�¿�¶�³k·�¹	º�¯	¯	¼
G
Ü��bÐ2À�²9®�¿!»�Ñ9¾�¿�àÞ¿�º�×©¾�¿�¶�½�¾�²	²9®�¶�°�Ð2à�Ò�°



� ��� - � - "�/N�b��0	0#" - �2���2���	
	� - $	$	/N����
 - �B����
��!0 - �	��
	�	�	�	���������	��� ��"2 	0	0 �

¾�¾�Ò�°�±,±5º�¶�®�¶�³	½�²2°�¿�¶�à2´,Ò�°�¶�°�¹9®�Àk¯2°�»�½�°�Ð2À	¾�¶Ó³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�¶�à�¿�¶�®�²'Ñ�®�¹	¶�²	¼_¾�°�¯2¾�¹9®�ø	³	³Â¿zÐ9°�Ô!¾�²	³	À
³íº'±5²2°�Ô!¾�²	³	ÀÓ½�Ò�°�Ð2à�ø2¾bÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±,°�½¸·�¹	º�¯	¯	¼

G
Ü

WNº�¿�¶�à
n > 2

Ü�O °�·�Ñ�®'´uÒ'®�Ò�Ð9¾�·�Ò�°Þ½�³'Ñ9¾�¶�à2´
γn(P ) 6 G

³�¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²	¼1ÛTÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶Þ³	»>¯2°�Ñ	Õ
·�¹	º�¯	¯	¼

γn(P )(ϕ − id)
³2±,¾�¾�¶>½�³'Ñ

a(ϕ− id) = t−1ata−1,

·�Ñ9¾
a ∈ γn(P ).

WJ°�Ö�¶�°�±5º
γn(P )(ϕ − id) ⊆ γn+1(P ).

^7¾�¹	²2°�³Þ°�Ý�¹9®�¶�²2°�¾b½�Ò'Ð2ÙPµ2¾�²	³2¾�ÜL^V¿�®�±,°�±
Ñ9¾zÐ9¾�´

γn+1(P )
¯2°�¹2°�Ô©Ñ�®�¾�¶�¿�ÀÓÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�±5³�½�³'Ñ�®

t−katka−1 (a ∈ γn(G), k ∈ Z),

³�Ö�¶�³áÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�¼@¯	¹	³	²9®�Ñ	Ð9¾�Ô©®�¶
γn(P )(ϕ − id)

´ ¶�®�ÒkÒ'®�Ò�Ñ	Ð2ÀoÐ2ÙNÝ�°�·�°íÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®
a ∈ γn(P )

³
Ñ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°�ø2¾zÐ9°�·�°>¯2°�Ð9°�Ô�³	¶�¾zÐ2à�²2°�·�°¸µ	³2¿zÐ�®

l

t−latla−1 = a(ϕl − id) = a(id+ ϕ+ ϕ2 + · · ·+ ϕl−1)(ϕ − id) ∈ γn(P )(ϕ− id);

tlat−la−1 = a(ϕ−l − id) = a(−ϕ−l)(ϕl − id)
= a(−ϕ−l)(id + ϕ+ ϕ2 + · · ·+ ϕl−1)(ϕ− id) ∈ γn(P )(ϕ − id).

Ou®�Ò	³2± °�Ý�¹9®�»�°�±1´
γn+1(P ) = γn(P )(ϕ − id)

¯	¹	³k½�¿�¾zð
n > 2.

UQ²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°Ó¯	¹2°�½�¾�¹#À	¾�¶�¿�À�´
µ	¶�°

γ2(P ) = G(ϕ− id) Ü,YN»Q¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²	³'ð>Ñ2½�º#ð>°�Ý�¿�¶�°�À'¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°JÑ	Ð2À>Ò'®�Ô©Ñ9°�·�° n > 2

γn(P ) = G(ϕ− � � )n−1. (2)

dN°�¹2°"	©°T³	»�½�¾�¿�¶�²2°	´Pµ	¶�°Â¾�¿zÐ2³VÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±
ψ
¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�Û ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Û ·�¹	º�¯	¯	¼

V
Ò�°�²2¾�µ	²2°�·�°

¹9®�²	·�®Þ³	²���¾�Ò	¶�³	½�¾�²�´,¶�°Þ³	²'Ñ9¾�Ò�¿
[V : V ψ]

¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶o¿¸±,°�Ñ2º�Ð9¾�± °�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³	¶�¾zÐ2ÀÂ±L®�¶�¹	³	ø	¼ Ö�²'Õ
Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

ψ
ÜêMQ¶�¿�Ù7Ñ�®o³ë³	»í¶�°�·�°	´�µ	¶�°�±L®�¶�¹	³	ø9®oÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±L®

(ϕ − � � )n−1 ¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶¿J±L®�¶�¹	³	ø2¾�Û
(A−E)n−1 ´	¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�°>¾�¿zÐ2³Þµ	³2¿zÐ9° d = det(A−E)

°�¶�Ð2³	µ	²2°¸°�¶>²	º�Ð2À�´'¶�°
[

G : G(ϕ− � � )n−1
]

= |det(A−E)|n−1 = |d|n−1,

³í¶�°�·�Ñ�®�½>¿�³'Ð2º ç þ�éLÑ	Ð2ÀíÒ'®�Ô©Ñ9°�·�° n > 2

[G : γn(P )] = |d|n−1. (3)

MPÝ�°�»�²9®�µ	³2± µ2¾�¹2¾�»
π(d)

±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°ê½�¿�¾zðV¯	¹2°�¿�¶�¼7ðñÑ9¾zÐ2³	¶�¾zÐ9¾�Û]µ	³2¿zÐ�®
d
´J®Tµ2¾�¹2¾�»

π
P
â±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°ß½�¿�¾zðñ¯	¹2°�¿�¶�¼7ðVµ	³2¿�¾zÐ

p
´_Ñ	Ð2ÀñÒ�°�¶�°�¹	¼7ð ·�¹	º�¯	¯9®

P Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®'Ü ��¶�³

°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	ÀÞ¯2°�»�½�°�Ð2À'ÙP¶¸¯2¾�¹2¾�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�¶�à¸¶�¾�°�¹2¾�±5º �©¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2±ß°�Ý�¹9®�»�°�±1Ü
A9D �7���	�

det(A+E) 6= 0
* � -

π
P
= π(d)

6
CBD �7���	�

det(A+E) = 0
* � -

π
P
= {2} 6

�bÐ2ÀîÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®>¯2¾�¹	½�°�ÛÞµ9®�¿�¶�³Þ¶�¾�°�¹2¾�±5¼]¯	¹2°�½�¾�¹	³2±ê¿�²9®�µ9®�Ð�®'´2µ	¶�°
det(A+E) 6= 0 ∧ d 6= 0 =⇒ π

P
= π(d). (4)

^ ¿�®�±,°�± Ñ9¾zÐ9¾�´ ¯	º�¿�¶�à
det(A + E) 6= 0

³
d 6= 0

ÜîOu®�ÒTÒ'®�Ò
det(A ± E) 6= 0

´ ¶�°íÑ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°
²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²2°�·�°íÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®

h ∈ G ³2±,¾�¾�±
h(ϕ ± � � ) 6= 1

´B¶�ÜB¾�Ü
t−1ht 6= h±1 ÜJWJ°�Ö�¶�°�±5º�½ G ²2¾�¶

²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²	¼7ðÞø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÞ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯�´2³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²	¼7ðÞ½
P
Ü

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±f¿�²9®�µ9®�Ð�®'´�µ	¶�°
π(d) ⊆ π

P

ÜëWNº�¿�¶�à
p ∈ π(d)

ÜßOu®�ÒßÒ'®�Ò
d 6= 0

´�¶�°o½á¿�³'Ð2º ç ��éÑ	Ð2ÀÞÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°
n > 2

·�¹	º�¯	¯9®
Gn = G/γn(P )

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞÒ�°�²2¾�µ	²2°�Ûá®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Û�·�¹	º�¯	¯2°�ÛÓ¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®



$ �P���" - 
b< 6��>6
|d|n−1 ÜëMQ¶�¿�Ù7Ñ�®�³Â³	»í¶�°�·�°	´Lµ	¶�° p ∈ π(d)

´�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°
pn−1 Ñ9¾zÐ2³	¶�¯2°�¹#À�Ñ9°�Òß·�¹	º�¯	¯	¼ Gn

Ü
WJ°�Ö�¶�°�±5º�´2¾�¿zÐ2³

Fn â p
ÕóÒ�°�±5¯2°�²2¾�²	¶�®�·�¹	º�¯	¯	¼

Gn
´'¶�° |Fn| > pn−1 Ü,WNº�¿�¶�à Qn â ¯	¹2°�³	»�½�¾zÑ9¾�²	³2¾

½�¿�¾zð�¯	¹	³2±L®�¹	²	¼7ðáÒ�°�±5¯2°�²2¾�²	¶�·�¹	º�¯	¯	¼
Gn
´ °�¶�Ð2³	µ	²	¼7ðk°�¶

Fn
Ü¸O °�·�Ñ�®

Gn/Qn ' Fn â Ò�°�²2¾�µ'Õ
²9®�À

p
Õó·�¹	º�¯	¯9®'Ü�Ou®�ÒëÒ'®�Ò

Qn 6 Gn = G/γn(P )
´,¶�°

Qn = Ln/γn(P )
´,·�Ñ9¾

Ln â ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
·�¹	º�¯	¯	¼

G
´#¿�°�Ñ9¾�¹#Ô©®�×�®�À

γn(P )
Ü,WJ°�¿�Ò�°�Ð2à�Ò	º

Qn
ð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	µ	²9®\½

Gn
³
Gn

³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®b½
Pn = P/γn(P )

´2¶�°
Qn

³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®>½
Pn
Ü1MQ¶�¿�Ù7Ñ�®¸¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´9µ	¶�°

Ln
³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²9®¸½

P
Ü�Ou®�Ò

Ò'®�Ò
γn(P )

¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�¿�Àß½
Ln
´5¶�°oØ\®�Ò	¶�°�¹'Õó·�¹	º�¯	¯9®

P/Ln
²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®�³�´,Ò	¹2°�±,¾�¶�°�·�°	´L°�²9®

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞ¹9®�¿�×©¾�¯'Ð2À	¾�±5¼_±ß¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³2¾�±ßÒ�°�²2¾�µ	²2°�Û
p
Õó·�¹	º�¯	¯	¼

G/Ln ' (G/γn(P )) / (Ln/γn(P )) = Gn/Qn ' Fn¿N¯2°�±,°�×!à�Ù ¿�º'Ý�²2°�¹2±L®�Ð2à�²2°�Û�Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²2°�Û�ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯	¼bÜ�WJ°�Ö�¶�°�±5ºî·�¹	º�¯	¯9®
P/Ln

Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò2¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®ë½Â¿�³'Ð2ºê¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²2°�Û ½�¼
	©¾Ó¶�¾�°�¹2¾�±5¼ þ'ÜÚOu®�ÒVÒ'®�Ò |G/Ln| =

|Fn| > pn−1 ´'¶�°�³	²'Ñ9¾�Ò�¿�¼]¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯ Ln ½�·�¹	º�¯	¯2¾ G ²2¾J°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²	¼bÜ�WJ°�Ö�¶�°�±5ºî¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

L =
∞
⋂

n=2

Ln

³2±,¾�¾�¶Ó½
G
Ý�¾�¿�Ò�°�²2¾�µ	²	¼1ÛÂ³	²'Ñ9¾�Ò�¿�ÜÓMQ¶�¿�Ù7Ñ�®Þ³á³	»>¶�°�·�°	´uµ	¶�°

G â ¿�½�°�Ý�°�Ñ2²9®�ÀÂ®�Ý�¾zÐ9¾�½#®Þ·�¹	º�¯	¯9®
¹9®�²	·�®Þþ'´ ¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°

L â ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò'®�Àá·�¹	º�¯	¯9®'´�À'½�Ð2À'ÙP×�®�À	¿�À�´�Ò�¶�°�±5º�Ô!¾�´�³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�Û
¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯2°�ÛÓ·�¹	º�¯	¯	¼

P
Ü,HJ°�½�¼
	©¾J°�¶�±,¾�µ9®�Ð9°�¿�à2´9µ	¶�°

G
²2¾b¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²	¼7ðÞø	³	Ò'Ð2³	µ2¾zÕ

¿�Ò	³'ðk¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯T³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²	¼7ðÂ½
P
ÜÞWJ°�Ö�¶�°�±5º

L = 1
´u¶�Üu¾�Ü

P
®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®�Ø\®�Ò	¶�°�¹'Õ

·�¹	º�¯	¯9®�±5³
P/Ln

´�Ò�°�¶�°�¹	¼_¾�´'½!¿�½�°�Ù °�µ2¾�¹2¾zÑ2à2´
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±5¼bÜ1MQ¶�¿�Ù7Ñ�®!¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°

PÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�À
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±,°�Û�´�¶�Ü2¾�Ü

p ∈ π
P

Ü
WJ°�Ò'®�Ô!¾�± ¶�¾�¯2¾�¹	à2´5µ	¶�°

π
P
⊆ π(d)

ÜíWN¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô�³2±1´,µ	¶�°
p ∈ π

P

´ ³k¯2°�Ò'®�Ô!¾�±1´5µ	¶�°Þ¶�°�·�Ñ�®
p ∈ π(d)

Ü"�!°�¯	º�¿�¶�³2±Ú¯	¹2°�¶�³	½�²2°�¾�´L¶�Üu¾�ÜÓÑ9°�¯	º�¿�¶�³2±1´,µ	¶�°
p
½�»�®�³2±5²2°�¯	¹2°�¿�¶�°o¿

d
ÜoWNº�¿�¶�à

ρ â·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±Â·�¹	º�¯	¯	¼
P
²9®\Ò�°�²2¾�µ	²	º�Ù

p
Õó·�¹	º�¯	¯	º�ÜLOu®�ÒîÒ'®�ÒîÐ2ÙNÝ�®�ÀîÒ�°�²2¾�µ	²9®�À

p
Õó·�¹	º�¯	¯9®!²	³'Ð2à�Õ

¯2°�¶�¾�²	¶�²9®'´�¶�°�·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±
ρ
¯	¹2°�ð#°�Ñ2³	¶Þµ2¾�¹2¾�»>¾�¿�¶�¾�¿�¶�½�¾�²	²	¼1Ûá·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±

P → P/γn(P )Ñ	Ð2ÀîÑ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°îÝ�°�Ð2à�	©°�·�°
n
Ü�MQ¶�¿�Ù7Ñ�®�³Þ³	»b¶�°�·�°	´2µ	¶�°>¯2°�¹#À�Ñ9°�ÒÓ·�¹	º�¯	¯	¼

G/γn(P )
½¸¿�³'Ð2º ç ��é¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶>¿Pµ	³2¿zÐ9°�± |d|n−1 ´�½�»�®�³2±5²2°!¯	¹2°�¿�¶�¼_±ë¿ p ´�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´	µ	¶�° Gρ = 1

Ü ��¶�°!¯	¹2°�¶�³	½�°�¹2¾�µ	³	¶
¶�°�±5º�´	µ	¶�°

p ∈ π
P

Ü,Ou®�Ò	³2±ê°�Ý�¹9®�»�°�±1´
π

P
⊆ π(d) ´	³Þº�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾ ç ú�é�Ñ9°�Ò'®�»�®�²2°	ÜO ¾�¯2¾�¹	à>Ñ	Ð2ÀîÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®>¯2¾�¹	½�°�ÛÞµ9®�¿�¶�³Ó¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ²9®�±ß°�¿�¶�®�¾�¶�¿�ÀÞ¯	¹2°�½�¾�¹	³	¶�à2´9µ	¶�°

����
(A+E) 6= 0 ∧ d = 0 =⇒ π

P
= π(d). (5)

WNº�¿�¶�à�����
(A+E) 6= 0

³
d = 0

ÜuWJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´#µ	¶�°
π

P
= π(d)

Ü5Ou®�Ò©Ò'®�Ò
d = 0

´�¶�°P±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°
π(d)¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶J¿�±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°�±�½�¿�¾zðb¯	¹2°�¿�¶�¼7ð\µ	³2¿�¾zÐ Ü5WJ°Q¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²2°�Û©½�¼
	©¾L¶�¾�°�¹2¾�±,¾�e�¹	ÙP²'Õ

Ý�¾�¹	·�®�Ò�°�²2¾�µ	²2°�¯2°�¹2°�Ô©Ñ9¾�²	²9®�Àë²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®�Àë·�¹	º�¯	¯9®�Ý�¾�»îÒ	¹	º�µ2¾�²	³	À
Fp
Õ�®�¯	¯	¹2°�Ò�¿�³2±5³	¹	º�¾�±L®

Ñ	Ð2ÀÞÐ2ÙNÝ�°�·�°¸¯	¹2°�¿�¶�°�·�°�µ	³2¿zÐ�®
p
ÜQWJ°�Ö�¶�°�±5ºíÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°í¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®

πP = π(d)
¿�½�°�Ñ2³	¶�¿�À�Ò

Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�ºá²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²2°�¿�¶�³Â·�¹	º�¯	¯	¼
P
Ü>Ou®�ÒkÒ'®�Ò

d = 0
´�¶�°íÖ�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±

ϕ − � ��²2¾³	²���¾�Ò	¶�³	½�¾�²�Ü7MQ¶�¿�Ù7Ñ�®b³�³	»Q¶�°�·�°	´�µ	¶�°
ϕ− � � â Ö�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±Â¿�½�°�Ý�°�Ñ2²2°�ÛÞ®�Ý�¾zÐ9¾�½�°�Ûî·�¹	º�¯	¯	¼

G¹9®�²	·�®�þ>¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´9µ	¶�°
G(ϕ − � � ) â ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò'®�À�·�¹	º�¯	¯9®'Ü1HJ°>½¸¿�³'Ð2º ç ú�é G(ϕ − � � ) = γ2(P )

Ü
WJ°�Ö�¶�°�±5º

γ2(P )
¯2°�¹2°�Ô©Ñ�®�¾�¶�¿�Àk²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼_±]Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�°�±

h ∈ G Ü¸Ou®�ÒáÒ'®�Ò γ2(P ) ²2°�¹2±L®�Ð2à�²9®í½
P
´�¶�°

t−1ht = h±1 Ü¸WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´uµ	¶�° t−1ht = h
Ü �!°�¯	º�¿�¶�³2± ¯	¹2°�¶�³	½�²2°�¾�Ü�O °�·�Ñ�®

t−1ht = h−1³
h 6= 1

Ü\MQ¶�¿�Ù7Ñ�®î¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°�Ö�²'Ñ9°�±,°�¹2ØJ³	»�±
ϕ + � ��²2¾\³	²���¾�Ò	¶�³	½�¾�²�Ü\HJ°�Ö�¶�°�²2¾�½�°�»�±,°�Ô�²2°	´¯2°�¿�Ò�°�Ð2à�Ò	º ����

(A + E) 6= 0
Ü Ou®�Ò	³2±f°�Ý�¹9®�»�°�±1´

t−1ht = h
ÜVWJ°�Ö�¶�°�±5º

γ2(P ) â ø2¾�²	¶�¹9®�Ð2à�Õ
²9®�À�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®Þ·�¹	º�¯	¯	¼

P
´�³�´u¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´5·�¹	º�¯	¯9®

P
²	³'Ð2à�¯2°�¶�¾�²	¶�²9®'Ü�gP¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾ ç ��éÑ9°�Ò'®�»�®�²2°	Ü

�!°�Ò'®�Ô!¾�±ê¶�¾�¯2¾�¹	à>½�¶�°�¹	º�ÙÚµ9®�¿�¶�à>¶�¾�°�¹2¾�±5¼b´2¶�Ü2¾�Ü,¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×©¾�¾Jº�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³2¾��
����

(A+E) = 0 =⇒ πP = {2}. (6)
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(A+E) = 0
ÜuWJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´�µ	¶�°

π
P
= {2} Ü,Ou®�Ò>Ò'®�Ò ���� (A+E) = 0

´�¶�°N½
G
¿�º�×©¾�¿�¶�½�º#Õ

¾�¶P²2¾�¾zÑ2³	²	³	µ	²	¼1Û>Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶
h
¶�®�Ò�°�Û�´�µ	¶�°
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��abILZ�ILHJO UPRLHJSTIVO1R�UPH\X�^7ILKJ[JYJY
^VHJU �!e�R,gNWJWJUQd HJILR�UQX�ihILWJYJZ�MPeuMfZ�UPKNX�YJZ�UQa��7H\MPeuM OQMPR�U 1

�_D�� D�mos�� ª#v9r��L¨�D,pÞD
	ít���9r	ª#v
��x���x � �����	����x � x���� � � ��� { H � x���~�x�������~�� ��~�x��©� � � ��� � GL(n, k)

�zx���{��z{J� � {�~�������y��������	���2�������>x�~�{J��x ���� � �������������2��~��z{ � ~����P� � {�~�������y������ tij(α)
~�{J������� � xz|���������� (i, j)

�
i 6= j �Á� ~�{�����x����L� � � {��zxz���N�	���xzy�{�|�����{�����������x\������� � x���� � � ��� { H

��x���� � �����\~�� � {����L� � ���	� �í�9{�y������9{����z~�� �î��x � ���������2��~��z{ � ~���!� � {�~�������y����"!í~�{L~���y�xz��x � x��Nx���~�x�� � xz|�������������x�x�~�{ �zx���{��z{�� � {�~�������y��������	� � w�xzy�{�|}{�~�x��z{�y��L�z������x��������� x���� � � ��� { H ��x���� � ����� ����y�����������y���!��9{�� � ����� � � � � �����z{�~�x���y�� � x � ����y�{ n ���������2��~��z{ � ~���!>� � {�~�������y����"!� xz|�������� (i, j)
�z{�y�x���������x �02 w (i− j, n) = 1

����x � x���� � � ��� { H �zx���{��z{�� � {�~�������y��������	� �
�Q�	�_�' �¡�¢7 ê£��	¤�¡�¥#¦ë~�{}��� � � ��� {�� ��� xz�2��������x���~�{�� � x���� � � ��� {���~�� � {����L� � ���	� �T�9{�y������9{����z~�� �T��x � �� � {�~�������y����������������2��~��z{ � ~�{��Q� � {�~�������y������ �
e�°�½�°�¹#À'¶�´Pµ	¶�°k¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

H
¯2°�Ð2²2°�ÛñÐ2³	²2¾�Û	²2°�Û ·�¹	º�¯	¯	¼

GL(n, k)
Ý�°�·�®�¶�®T¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À�Õ

±5³kôõïzöÿ´9¾�¿zÐ2³�°�²9®>¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�¹	²	¼_¾!¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	³
tij(α) = e+ αeij

²9®©½�¿�¾zðí¯2°�»�³	ø	³	À�ð
(i, j)

´
i 6= j ç Ñ	Ð2ÀÂ²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼7ð α ∈ k

´
α 6= 0

ézÜT^f²9®�¿�¶�°�À'×©¾�Ûë¹9®�Ý�°�¶�¾Þ±5¼fÑ9°�Ò'®�»�¼1½#®�¾�±1´7µ	¶�°
¾�¿zÐ2³á¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

H
¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�²2¾�¹9®�¿�×©¾�¯	³2±5¼1ÛT±L®�Ò�¿�³2±L®�Ð2à�²	¼1ÛÂ¶�°�¹�³áÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�¹	²	º�Ùò¶�¹9®�²2¿zÕ

½�¾�Ò	ø	³	Ù ²9®b²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�ÛÞ°�Ñ2²2°�Ûî¯2°�»�³	ø	³	³�´'¶�°!°�²9®\Ý�°�·�®�¶�®!¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À	±5³�Ü�Hb®�±k¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð2À	¾�¶�¿�À
³	²	¶�¾�¹2¾�¿�²	¼_±ê³Ó¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³	ÛÞ¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�´9Ñ9°�Ò'®�»�®�²	²	¼1Ûo½>¹9®�Ý�°�¶�¾���¾�¿zÐ2³Ó¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

H
¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶

ø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò	º�Ù ±L®�¶�¹	³	ø	º#Õó¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	ºñ¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®
n
³êÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�¹	²	º�Ù ¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	Ù ¯2°�»�³	ø	³	³

(i, j)
¶�®�Ò�°�Û�´2µ	¶�°>H\M �

(i− j, n) = 1
´	¶�°�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

H
Ý�°�·�®�¶�®�¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À	±5³�Ü

MQ¶�±,¾�¶�³2±1´5µ	¶�°Þ¯2¾�¹	½�¼1ÛT³	»�¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²	¼7ðk¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�°�½oÑ9°�Ò'®�»�®�²T½Tô þ�öÿ´5°�Ñ2²9®�Ò�°	´5Ñ9°�Õ
Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°	´J¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²	²2°�¾á½ ô þ�öbÑ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°ê¿zÐ9°�Ô�²2°�¾�´J³ ¿�°�¯	¹2°�½�°�Ô©Ñ�®�¾�¶�¿�À]·�¹2°�±,°�»�Ñ2Ò	³2±5³
½�¼1µ	³2¿zÐ9¾�²	³	À	±5³�Ü

A9D��ot9s +�� � usut9v���r suª�q�� ��� 	�r	't9v  t�9t2q#¬ur��uª#¬u��LD X�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹	º�¾�±f°�¿�²2°�½�²	¼_¾Ó¹2¾zÕ
»�º�Ð2à�¶�®�¶�¼ò¹9®�Ý�°�¶�¼bÜ �bÐ2Àkø	³	Ò'Ð�®

π = (1 2 . . . n)
Ñ	Ð2³	²	¼

n
µ2¾�¹2¾�»

(π)
°�Ý�°�»�²9®�µ	³2± ±L®�¶�¹	³	ø	º#Õ

¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	ºí¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®
n
Ü

*�ª#t9suª,+Pr]A9D �Q 2��� �Ó0 - � ��"2 	0	0��
H
*
H 6 GL(n, k)

* � - � ��"	���B� �z�B������$B����"�$� �� �z"���$B��
'���
�
	���

tij(ξ) ç �����k$B��� - � - "�/#� i 6= j
*
ξ 6= 0)

�T�����z"���
� 
�
0B��" ��������$ - 
��� 

(π)
0 - "������	�

n
6 �7���	�

��� <
(i− j, n) = 1

* � - 0 - � ��"2 	0	0��
H
� - ���������z"���$B��
'����
	���	�5� 6

*�ª#t9suª,+PrVCBD �Q 2��� �
H �

0 - � ��"2 	0	0���0 - �	$ - �k�	�	$B���	$ - ����"2 	0	0	/
GL(n, k)

* � - � ��"	���	->�	�
$B��"�����-¸��0	�2�5/1�ñ�����2���2��������$	/1�]� - "

T = T (d)
* ��
 �	���$	$	/1� �!"������	�	������$	/_� "������!�#" ��$	�B���

k( p
√
d)
������0B��$	�

n
- ��$ - 
�$ - � - 0 - ���

k
$B��������$ - �.�'��"����B����"��B�����	�	� ç �5�	$	�2 - �z" - 0	$	/1�ë� - "�é 6 �7� ��	�

H
� - � ��"	���B� �z�B������$B����"�$� ��ò�z"���$B��
'����
	��� * � - 0 - � ��"2 	0	0��

H
� - ���������z"���$B��
'����
	���	�5� 6

YN»b¶�¾�°�¹2¾�±5¼@ïJ²2¾�¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�¾�²	²2°¸½�¼1¶�¾�Ò'®�ÙP¶�¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾J¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³	À�Ü
��� ª�«��
	'v9uª]A9Db�  2��� - 
����,�V��� - " ���5/

1
* �����	�

t21(ξ) ∈ H
�	�	�

tn,1(ξ) ∈ H
*
ξ 6= 0,

� -
0 - � ��"2 	0	0��

H
� - ���������z"���$B��
'����
	���	�5� 6


© ������� w � ������{ � ���Â� � � x��"��{���� � �"�L�
1 � {��zxz�z{L�z� � x���~���~�{ ��� � � x������ � ��y�� �Q��~�x�� � ~�{���y�� � xz�������Q� � {��2y�{��1�}xz������{ � ���z����~�~�x��}x�|}{}��{�~����7� � xz� ���� ����y�x��}x��ux�~���{
� ��~���{��2��~��z{����z~����_���������ÿ��x���{�~�� ��� ��� xz��y��]� � : � ����� ���+% @ "��



ï�þ <\"�����
�� � 6�� 6 * = - �(������
¸� 6 � 6
��� ª�«��
	'v9uªñCBD �Q 2��� �

n = p �
0#" - ��� - ��$����� #"�������$ - �Þ���B��� -�* 0 - � ��"2 	0	0��

H
� - � ��"	���B�

�z�B������$B����"�$� ��Ú�z"���$B��
'����
	���
tij(ξ)

*
i 6= j

*
ξ 6= 0,

� 
	�	�	�	���������� �� �����z"���
� 
�
0B��" ��������$ - 
��� 

(π)0 - "������	�
p
6_+�- �����©0 - � ��"2 	0	0��

H
� - ���������z"���$B��
'����
	���	�5� 6

^ß¹9®�Ý�°�¶�¾Q¯	¹	³	²	À'¶�¼ ¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾P¿�¶�®�²'Ñ�®�¹	¶�²	¼_¾J°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	À �
In = {1, 2, . . . , n} â °�¶�¹2¾�»�°�Ò

²9®�¶�º�¹9®�Ð2à�²2°�·�°©¹#À�Ñ�®'´
n > 2 � εs = (0, . . . , 1, . . . , 0)

´
1 6 s 6 n, â ¿�¶�®�²'Ñ�®�¹	¶�²	¼1ÛÞÝ�®�»�³2¿N®�¹	³2Øb±,¾zÕ

¶�³	µ2¾�¿�Ò�°�·�°
n
Õÿ±,¾�¹	²2°�·�°\¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®

kn � eij â ±L®�¶�¹	³	ø9®\º�Ò�°�¶�°�¹2°�Ûî²9®J¯2°�»�³	ø	³	³
(i, j)

¿�¶�°�³	¶îï�´
®o²9®�°�¿�¶�®�Ð2à�²	¼7ðñ±,¾�¿�¶�®�ðß²	º�Ð2³ � e â ¾zÑ2³	²	³	µ	²9®�Àê±L®�¶�¹	³	ø9®�¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®

n � tij(α) = e + αeij âÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�¹	²9®�ÀÓ¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À�´
α ∈ k � k â ¯2°�Ð9¾J²2¾�µ2¾�¶�²2°�Ûíð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	Ò	³�Ü

WNº�¿�¶�à
π = (1 2 . . . n) â ø	³	Ò'Ð�Ñ	Ð2³	²	¼

n
´�¯2°�Ð9°�Ô�³2±

σ = πk−1 = (1 2 . . . n)k−1 ´ 2 6 k 6 n,

σ =

(

1 2 . . . n− k n− k + 1 n− k + 2 . . . n
k k + 1 . . . n− 1 n 1 . . . k − 1

)

.

�bÐ2Àë¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²2°�Ûê¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	³
ω
µ2¾�¹2¾�»

(ω)
°�Ý�°�»�²9®�µ9®�¾�¶�¿�Àñ±L®�¶�¹	³	ø9®�Õó¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò'®'´QÖ�Ð9¾zÕ

±,¾�²	¶�¼ Ò�°�¶�°�¹2°�ÛV°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À'ÙP¶�¿�ÀñØb°�¹2±5º�Ð9°�Û �
(ω)ij = δi,ω(j)

´�·�Ñ9¾
δrs â ¿�³2±5½�°�ÐVKN¹2°�²2¾�Ò�¾�¹9®'Ü

HJ¾�¶�¹	º�Ñ2²2°>¯	¹2°�½�¾�¹#À	¾�¶�¿�ÀÓØb°�¹2±5º�Ð�® ç a = (aij)
é

((ω)−1a(ω))ij = aω(i)ω(j), (1)

[x, y] = xyx−1y−1 â Ò�°�±,±5º�¶�®�¶�°�¹�Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�°�½
x, y

Ü
�bÐ2ÀÂ¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²2°�·�°á½�¾�Ò	¶�°�¹9®

x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ kn \ 0̄ ¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±h±L®�¶�¹	³	ø	º
c(x)

´
Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�¼]Ò�°�¶�°�¹2°�ÛÓ½�¼1µ	³2¿zÐ2À'ÙP¶�¿�ÀÞ¯2°>Øb°�¹2±5º�Ð�®�± ç d ∈ k é

(c(x))ij =

{

xi+1−j , j 6 i;

dxn+i+1−j , j > i+ 1.

WNº�¿�¶�à
xn−d â ²2¾�¯	¹	³	½�°�Ñ2³2±5¼1Û�±5²2°�·�°�µ'Ð9¾�²©¿�¶�¾�¯2¾�²	³ n ²9®�Ñ!¯2°�Ð9¾�± k ´ d ∈ k. O °�·�Ñ�® ei = θi−1 ´

1 6 i 6 n, θ = n
√
d
°�Ý�¹9®�»�º�ÙP¶Þ¿�¶�®�²'Ñ�®�¹	¶�²	¼1ÛTÝ�®�»�³2¿©¹9®�Ñ2³	Ò'®�Ð2à�²2°�·�°Þ¹9®�¿ 	!³	¹2¾�²	³	À

K = k( n
√
d)¿�¶�¾�¯2¾�²	³

n
¯2°�Ð2À

k
ÜòZÓ¼ ¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�± ²2¾�¹9®�¿�×©¾�¯	³2±5¼1Û ±L®�Ò�¿�³2±L®�Ð2à�²	¼1Û ¶�°�¹

T = T (d)
´

Ò�°�¶�°�¹	¼1Û�À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À¸°�Ý�¹9®�»�°�±k±5º�Ð2à�¶�³	¯'Ð2³	Ò'®�¶�³	½�²2°�Ûí·�¹	º�¯	¯	¼ß¯2°�Ð2À
K = k( n

√
d)
¯	¹	³>¹2¾�·�º�Ð2À'¹	²2°�±

½�Ð9°�Ô!¾�²	³	³�¾�¾P½
GL(n, k)

ÜL^ê½�¼_Ý�¹9®�²	²2°�±ßÝ�®�»�³2¿�¾N¶�°�¹
T = T (d)

°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À	¾�¶�¿�ÀÞÒ'®�ÒÞ±L®�¶�¹	³	µ	²9®�À
·�¹	º�¯	¯9®

T = T (d) = {c(x) : x ∈ kn \ 0̄}.
��®�±,¾�¶�³2±1´�µ	¶�°_¶�°�¹

T = T (d)
¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶Nø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò	º�Ùß±,°�²2°�±5³9®�Ð2à�²	º�Ùê±L®�¶�¹	³	ø	ºJ¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®

n
ç ¯2°>±,°�Ñ2º�Ð2Ù ¿�Ò'®�Ð2À'¹	²	¼7ðÓ±L®�¶�¹	³	ø�ézÜLU]³2±,¾�²	²2°	´2¶�®�Ò�°�½�°�Û�±L®�¶�¹	³	ø2¾�ÛÓÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

c(0, 1, 0, . . . , 0)
Ü

CBDPmot���r'q#r	'ª ��� �
	'v9t�	'ª#t9suª,+�� A
^ñÖ�¶�°�±ë¯9®�¹9®�·�¹9®�Øb¾b±5¼ Ñ9°�Ò'®�»�¼1½#®�¾�±ê¶�¾�°�¹2¾�±5º�ï�Ü
�Óª,+�+PrëA9D �Q 2��� �

π = (1 2 . . . n) �

	�	�	�¸���	�	$	/

n
* �����B��� *

σ = πk−1, 2 6 k 6 n
6_+�- �����

1)
0 - "���� - � |σ| �z�B������$B��� σ "���
'��$

|σ| = n

(n, k − 1)
,

��� �
(n, k − 1) =

��� <
(n, k − 1)

* 0#"�������� ��� - �í0 - "���� - �V� - 
�0����������o��$����2����$�� �!�2�
m
* �����

� - � - " - � -
σm(1) = 1 : |σ| = min{m : σm(1) = 1};

2)
�����í������/#�

i 6= j
�2�������

i− j ≡ (σ(i) − σ(j))(mod n) �



� �B������$B����"�$	/N�!�z"���$B��
'����
	�	�Ó
>$���� ��"2 	0	0�� �í$B��"�����-¸��0	�2� - � - �����2���2��������$ - � - � - "�� ï��
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σ(i) = πk−1(i) =

{

i+ k − 1, 1 6 i 6 n− k + 1;

i+ k − 1− n, n− k + 2 6 i 6 n.
(2)

C
ï�é5WJ¾�¹	½#®�À¸Øb°�¹2±5º�Ð�®N¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½#®JÑ	Ð2À©Ð2ÙNÝ�°�·�°JÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®

a
Ò�°�²2¾�µ	²2°�·�°\¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®

n
Ü5^�¶�°�Õ

¹9®�Àîµ9®�¿�¶�à¸º�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³	ÀíÐ9¾�·�Ò�°�½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶�³	»J¶�°�·�°	´	µ	¶�°

πm(1) = 1⇐⇒ πm = (1).

þ�é �!°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°¸¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�¶�à�¶�¹	³�¿zÐ2º�µ9®�À
1 6 j < i 6 n− k + 1

´
n− k + 2 6 j < i 6 n

³
1 6 j 6 n− k + 1

´
n− k + 2 6 i 6 n

Ü,^7°©½�¿�¾zðÞ¿zÐ2º�µ9®�À�ð
i− j ≡ (σ(i) − σ(j))(mod n)

Ü
��é��!°�¹2±5º�Ð�® ç þ�é�½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶�³	»b°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	ÀÞ¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	³ σ Ü B�������	�
���������� ^ñÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±ß±5¼ ¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð�®�·�®�¾�±1´9µ	¶�°�¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

H
¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶î±L®�¶�¹	³'Õ

ø	º#Õó¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	º
(π)

Ü
�ísuª�« � t��áª#¬uuªáA9D �Q 2��� �

j > 2
*
k = n− j + 2

*
σ = πk−1.

+�- �����©�2�������!������� - � - "B�  ����

(σ)−1tij(α)(σ) = tσ(i)1(α), (3)

��� �
σ(j) = 1

*
i−j ≡ (σ(i)−1)(mod n)

6 �Â�#������$ - ����� * �����	�
tij(α) ∈ H

�����J$B��� - � - "�/#�
i 6= j

* � -
tr1(α) ∈ H

�����
r = σ(i)

6 <����B��� * �����	�
tr1(α) ∈ H

�����í
'���)�
r > 2 ç �Þ$B��� - � - "�/#�Ó$B��$� ��B��
�/#�

α ∈ k)
* � - 0 - � ��"2 	0	0��

H
� - �������ë�z"���$B��
'����
	���	�5� 6 �Q$���� - ������$ -�* �����	�Â�����ß$B��� - � - " - � -

r
*

1 6 r 6 n
* �5/ �2�������

trj(α) ∈ H
�����T
'���)�

j 6= r ç �ë$B��� - � - "�/#�ë$B��$� ��B��
�/#� α ∈ k)
* � -

0 - � ��"2 	0	0��
H
� - ���������z"���$B��
'����
	���	�5� 6

C
�!°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°¸½�°�¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�¶�à�¿�À�Øb°�¹2±5º�Ð�®�±5³ ç ï�é�³ ç þ�ézÜ B

C ����� ����������� �	!"��# � ��� ��$ �%��&'��� WNº�¿�¶�à
tij(α) ∈ H ç Ñ	Ð2Àk²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼7ð i 6= j

´
α 6= 0

é
³ H\M �

(i − j, n) = 1
Ü O °�·�Ñ�®ë¿�°�·�Ð�®�¿�²2°ß¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾�²	³	Ù ï

tσ(i)1(α) ∈ H
´Q¯	¹	³	µ2¾�±

(σ(i) −
1) ≡ (i − j)(modn)

´,®Þ¯2°�¶�°�±5ºTH\M �
(σ(i) − 1, n) = 1 ç ¾�¿zÐ2³ j > 2

´5¶�°�Ý�¾�¹2¾�±
σ = πk−1 ³

k − 1 = n − j + 1
ézÜ\Ou®�Ò	³2± °�Ý�¹9®�»�°�±1´�±,°�Ô�²2°Þ¿�µ	³	¶�®�¶�à2´�µ	¶�°

tk1(α) ∈ H,
H\M �

(k − 1, n) = 1
ç ®�¯2°�¶�°�±5º�´B¿�°�·�Ð�®�¿�²2°�Ð9¾�±,±,¾�ïb¯2°�¹#À�Ñ9°�Òo¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	³ σ = πk−1 ¹9®�½�¾�² n ézÜ_YJ±,¾�¾�± σ(1) = k

´
σ−1(k) = 1

´
tσ(1),1(α) ∈ H

³�¿�°�·�Ð�®�¿�²2°íØb°�¹2±5º�Ð9¾ ç ï�é tσ−s(1),σ−s−1(1)(α) ∈ H
´
0 6 s 6 n − 2

Ü
YJ¿�¯2°�Ð2à�»�º�ÀÞ³	»�½�¾�¿�¶�²	º�ÙÚÒ�°�±,±5º�¶�®�ø	³2°�²	²	º�ÙhØb°�¹2±5º�Ð2º

[tir(α), trj(β)] = tij(αβ), i 6= j, i 6= r, r 6= j, (4)

¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±

[[. . . [[tσ(1),1(α), t1,σ−1(1)(α)], tσ−1(1),σ−2(1)(α)], . . .], tσ−s(1),σ−s−1(1)(α)]

= tσ(1),σ−s−1(1)(α
s+2), 0 6 s 6 n− 2.

MQ¶�±,¾�¶�³2±1´Bµ	¶�°
σ−s−1(1) 6= σ(1)

Ñ	Ð2ÀÓ½�¿�¾zð
s
´
0 6 s 6 n− 2

ÜPWJ°�Ö�¶�°�±5º ç σ(1) = k
é_±5¼ ³2±,¾�¾�±

tkj(ξ) ∈ H
Ñ	Ð2ÀT½�¿�¾zð

j 6= k ç ³ÂÑ	Ð2ÀT²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�·�° ξ 6= 0
ézÜTO °�·�Ñ�®�¿�°�·�Ð�®�¿�²2°�¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾�²	³	Ù ï

¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
H
Ý�°�·�®�¶�®�¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À	±5³�Ü

B



ï�ú <\"�����
�� � 6�� 6 * = - �(������
¸� 6 � 6
G�DPmot���r'q#r	'ª ��� �
	'v9t�	'ª#t9suª,+��

2

^ß¿�³'Ð2º�¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾�²	³	À�ï�´�¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ï1³�¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³	À�ï_½bÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±T±5¼ñ¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð�®�·�®�¾�±1´'µ	¶�°
tk1(α) ∈ H

´
3 6 k 6 n− 1

´
q = k− 1

´
2 6 q 6 n− 2

´�H\M �
(q, n) = b > 2

´
q = q1 · b

´
n = n1 · b

Ü
�©®�Ð9¾�¾�´

n1 > 2 ç ³	²9®�µ2¾ n 6 q
éz´�¯	¹	³	µ2¾�±

n1 = 2
¶�°�Ð2à�Ò�°\½!°�Ñ2²2°�±T¿zÐ2º�µ9®�¾��uÒ�°�·�Ñ�®

n = 2b â µ2¾�¶�²2°
³
k = b+ 1

ÜL^V°�¿�¶�®�Ð2à�²	¼7ðÓ¿zÐ2º�µ9®�À�ð
n1 > 3

Ü
MQ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³2±kÑ9¾�Û2¿�¶�½�³2¾P·�¹	º�¯	¯	¼ 〈π〉 ´#²9®b±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�¾ In× In ½�¿�¾zð>¯2°�»�³	ø	³	ÛîÒ	½#®�Ñ2¹9®�¶�²2°�Ûí±L®�¶�Õ¹	³	ø	¼ ¯2°�¹#À�Ñ2Ò'®

n
Ü5U]³2±,¾�²	²2°	´2¯2°�Ð�®�·�®�¾�±

π ◦ (i, j) = (π(i), π(j))
Ü

�Óª,+�+PrñCBD��Ó$ - �>������
 -
In × In

0#" ��� ������
������������k
î
��#� � - ���������	$B��$	���
n
- " ���B� * �	���\���	�

�2J� - � - "�/#�o� - � ��"	���B�
n
�z�B������$B� - 
 ç 0���"�é��

O0 =
{

(1, 1), . . . , (n, n)
}

, O1 =
{

(2, 1), (3, 2), . . . , (n, n− 1), (1, n)
}

,

Oi =
{

(i+ 1, 1), (i+ 2, 2), (i+ 3, 3), . . . , (n, n− i), (1, n− i+ 1), (2, n− i+ 2), . . . , (i, n)
}

,
��� �

0 6 i 6 n− 1.
<����B��� * $B���z"2 ���$ - 
��#� ��� � * ��� -

Oq =
{

(r, s) ∈ In × In : r − s ≡ (q)(modn)
}

, 0 6 q 6 n− 1.

HJ¾�¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�¾�²	²2°�³	»bØb°�¹2±5º�Ð2¼ ç ï�é�³îÐ9¾�±,±5¼Úþ!½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶�¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×�®�À
�Óª,+�+Pr¸G�D �Q 2��� �

trs(β) ∈ H
* ��� �

r−s ≡ q(modn)
*
1 6 q 6 n−1 ç � 6 � 6 (r, s) ∈ Oq) 67+�- �����

tij(ξ) ∈ H
�����J����� - �b0 - ���
	�	�

(i, j) ∈ Oq ç 0#"��b$B��� - � - " - � ξ 6= 0)
����� - � * ��� -

i−j ≡ q(modn)
6

�Ú�#������$ - ����� *
tq+1,1(ξ) ∈ H

6
YN» ç ú�é�³îÐ9¾�±,±5¼ �©½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶�¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×�®�À
�Óª,+�+PrßF�D �Q 2��� �

tir(α), trj(β) ∈ H
*
i 6= j

6�+�- �����
tkl(γ) ∈ H

�����o������/#�
k
*
l
*
k − l ≡

(i− j)(modn) ç 0#"��Þ$B��� - � - " - � γ ∈ k) 6�������	�
�������� � ^ñÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�± ç Ñ	Ð2Àíº�Ñ9°�Ý�¿�¶�½#®�½�¼1µ	³2¿zÐ9¾�²	³	Û�éz´B¾�¿zÐ2³�°�Ñ2³	²Ó³	»\³	²'Ñ9¾�Ò�¿�°�½ ç i³'Ð2³
j
é�Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�¹	²2°�Û�¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	³

tij(∗)
²2¾�¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�¿�À�½

In
´�¶�°P±5¼T¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�±�²2¾�¿�®�±5³

³	²'Ñ9¾�Ò�¿�¼b´'®N³'ð�°�¿�¶�®�¶�Ò	³>¯	¹	³�Ñ9¾zÐ9¾�²	³	³¸²9®
n
ÜuOu®�Ò�´�²9®�¯	¹	³2±,¾�¹�´#»�®�¯	³2¿�à

t2,n+3(a)
¯2°�²	³2±L®�¾�¶�¿�À¸Ò'®�Ò

t2,3(a)
Ü

�Óª,+�+Prk?BD �Q 2��� �
n
0#" - �2�
 - ����$ -�* 0#"��������ë�5/ß� - 0 - �	$	�B��������$ - 0#" ����0 - ���	������� * ��� -�* �����	�

n = 2m
* � -

k 6= m+ 1
6Q+�- �����

tql+1,1(γ) ∈ H
*
1 6 l 6 n1 − 1.

C
��®�±,¾�¶�³2±1´�µ	¶�°Q½Nº�¿zÐ9°�½�³	À�ð\Ð9¾�±,±5¼ �P±5¼T³2±,¾�¾�±

n1 > 3
³!¯2°�¹#À�Ñ9°�Ò�¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	³

σ
¹9®�½�¾�²

n1
Ü �!°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°áÐ9¾�±,±5¼ ¯	¹2°�½�¾zÑ9¾�±f®�²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°á¶�¾�°�¹2¾�±,¾kï�ÜßWJ°oº�¿zÐ9°�½�³	Ù

tk1(α) ∈ H.YJ±,¾�¾�±
σ(1) = k

´
σ−1(k) = 1

´
tσ(1),1(α) ∈ H

³î¿�°�·�Ð�®�¿�²2°©Øb°�¹2±5º�Ð9¾ ç ï�é tσ−s(1),σ−s−1(1)(α) ∈ H
´

0 6 s 6 n1 − 2
ÜLYJ¿�¯2°�Ð2à�»�º�ÀÞØb°�¹2±5º�Ð2º ç ú�éz´	¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±

[[. . . [[tσ(1),1(α), t1,σ−1(1)(α)], tσ−1(1),σ−2(1)(α)], . . .], tσ−(s−1)(1),σ−s(1)(α)]

= tσ(1),σ−s(1)(α
s+2), 0 6 s 6 n1 − 2.MQ¶�±,¾�¶�³2±1´�µ	¶�°

σ−s(1) 6= σ(1)
Ñ	Ð2Ào½�¿�¾zð

s
´
0 6 s 6 n1 − 2 ç ¶�®�Ò�Ò'®�Òá¯2°�¹#À�Ñ9°�Òá¯2¾�¹2¾�¿�¶�®�²2°�½�Ò	³

σ
¹9®�½�¾�²

n1
ézÜQX�°�·�Ð�®�¿�²2°¸Ð9¾�±,±,¾¸ï ç þ�é1³2±,¾�¾�± σ−(r−1)(1) − σ−r(1) ≡ (σ1(1) − σ0(1))(modn) ≡

(k − 1)(modn)
MP¿�¶�®�Ð9°�¿�à�»�®�±,¾�¶�³	¶�à2´2µ	¶�°

σ(1)− σ−s(1) = (σ(1) − σ0(1)) + (σ0(1)− σ−1(1)) + (σ−1(−1)− σ−2(1))

+ . . . + (σ−(s−1)(1)− σ−s(1)) ≡ (s+ 1)(k − 1)(modn) ≡ (s+ 1)q(modn).

XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2° ç ¶�®�ÒoÒ'®�Ò tσ(1),σ−s(1)(α
s+2) ∈ H éz´9¯2°>Ð9¾�±,±,¾ �>±5¼ ³2±,¾�¾�±

tq(s+1)+1,1(γ) ∈ H
´

0 6 s 6 n1 − 2
Ü�MP¿�¶�®�Ð9°�¿�à¸¯2°�Ð9°�Ô�³	¶�à

l = s+ 1
Ü
B
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�������	�
���������� Ou®�ÒTÒ'®�ÒÂH\M �

(q, n) = b > 2
´u¶�°

ql + 1
²2¾�Ñ9¾zÐ2³	¶�¿�Àk²9®

b
´,®í¯2°�¶�°�±5º�³

²9®
n
Ü �©®�Ð9¾�¾�´9°�µ2¾�½�³'Ñ2²2°	´	µ	¶�°

ql
²2¾NÑ9¾zÐ2³	¶�¿�Àí²9®

n
Ü

��� ª�«��
	'v9uª2D,�ß 2��� - 
����,�í�B���,�5/
5
�2�������

t−q+1,1(γ), t−2q+1,1(γ) ∈ H.
C
Hb®�¯2°�±5²	³2±1´�µ	¶�°

n1 > 3
Ü!YJ±,¾�¾�±

qn1 ≡ 0(modn)
Ü©MQ¶�¿�Ù7Ñ�®

q(n1 − 1) ≡ (−q)(modn).HJ°!¯2°bÐ9¾�±,±,¾ �!±5¼ñ³2±,¾�¾�±
tq(n1−1)+1,1(γ) ∈ H

Ü,O °�·�Ñ�®!¯2°\Ð9¾�±,±,¾ �\±5¼V³2±,¾�¾�±
t−q+1,1(γ) ∈ H

Ü
UQ²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°

q(n1 − 2) ≡ (−2q)(modn)
ÜêHJ°á¯2°oÐ9¾�±,±,¾ ��±5¼ ³2±,¾�¾�±

tq(n1−2)+1,1(γ) ∈ H
Ü

X�²2°�½#®©¯2°�Ð2à�»�º�À	¿�à>Ð9¾�±,±,°�Û �'´2±5¼ ¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±
t−2q+1,1(γ) ∈ H. B

�©®�Ð9¾�¾�´'Ñ	Ð2Àí½�¾�Ò	¶�°�¹2°�½
x, y ∈ kn ¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±êÝ�³'Ð2³	²2¾�Û	²	º�ÙhØb°�¹2±5º

(x, y) = (y, x) = y1x1 + dynx2 + dyn−1x3 + . . . + dy3xn−1 + dy2xn.

Xê½�¾�Ò	¶�°�¹2°�±
α = (0, α2, α3, . . . , αn)

¿�½�À'»�®�²9®�±L®�¶�¹	³	ø9® â ç °�Ý�×�®�À9é�¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À �

A = e+ αT · ε1.
�Óª,+�+Pr��ßô þ'´'¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾�²	³2¾ ��öóD �Q 2��� �

c−1(x) = c(x′)
6 � - � - ���2�

S = S(x) = (c−1(x)− (x′, α)E)Ac(x).

+�- �����
[S]1i = δ1i

*
1 6 i 6 n, [S,A] = SAS−1A−1 = E + γ · ε1,

��� �
γ = (0, γ2, . . . , γn)

T ,
ε1 = (1, 0, . . . , 0)

* 0#"��������
γ = (S −E)αT .

<����B��� *
γ =

[

(x, α)c−1(x)− (x′, α)c(x)− (x, α)(x′, α)
]

αT . (5)

�Óª,+�+Pr���D �Q 2��� �
2 6 k 6 n − 1

�
tk1(ξ) ∈ H

*
ξ 6= 0

6©+�- �����
tk1(λ) · tk+1,1(λ) ∈ H

�����
$B��� - � - " - � -

λ 6= 0
6

C
^ ç ��é�¯2°�Ð9°�Ô�³2±

x = (1, 1, 0, 0, . . . , 0), c(x)←→ 1 + θ, θn = d,

(1 + θ)−1 =
1

1 + d(−1)n−1
(1− θ + θ2 − θ3 + . . . + (−1)n−1)←→ x′

=
1

1 + d(−1)n−1
(1,−1, 1,−1, . . . , (−1)n−1).

�©®�Ð9¾�¾�´	¯2°�Ð9°�Ô�³2±
A = tk1(ξ)

´
α = ξ · εk.

YJ±,¾�¾�±
(x, α) = 0

´	¶�®�ÒÞÒ'®�Ò
k 6 n− 1

(x′, α) =
dξ(−1)n−k+1

1 + d(−1)n−1
, c(x)αT = ξ(εk + εk+1)

T .

MQ¶�¿�Ù7Ñ�®©²9®�Û'Ñ9¾�±
γ
³	» ç ��é �

γ = −(x′, α)c(x)αT = λ(εk + εk+1)
T , λ = −dξ

2(−1)n−k+1

1 + d(−1)n−1
.

WJ°�Ö�¶�°�±5ºî³	»JÐ9¾�±,±5¼ �©¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�°
E + γ · ε1 = tk1(λ) · tk+1,1(λ) ∈ H

Ü
B

�ísuª�« � t��áª#¬uuªoCBD
tij(λ) ∈ H

*
λ 6= 0

�����í������/#�
i
*
j
*
i− j ≡ (2k − 1)(modn)

6
C
Hb®�¯2°�±5²	³2± ç ¿�±1Ü,²9®�µ9®�Ð9°©¯9®�¹9®�·�¹9®�Ø\®�éz´'µ	¶�°©±5¼V¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð�®�·�®�¾�± 3 6 k 6 n− 1

Ü,WJ°�Ð9°�Ô�³2±
r = 2k

´Q¾�¿zÐ2³
2k 6 n

ÜÚIL¿zÐ2³VÔ!¾
2k > n ç ¯	¹	³VÖ�¶�°�±fÀ	¿�²2°	´_µ	¶�°

2k < 2n
éz´_¶�°T¯2°�Ð�®�·�®�¾�±

r = 2k − n â °�¿�¶�®�¶�°�Òá¯	¹	³�Ñ9¾zÐ9¾�²	³	³
2k

²9®
n
´
1 6 r 6 n

Ü!O °�·�Ñ�®
r 6= k

´
r 6= k + 1

³
r 6= 1



ï � <\"�����
�� � 6�� 6 * = - �(������
¸� 6 � 6
ç ³	²9®�µ2¾�´�¾�¿zÐ2³ r = 1

´9¶�°
2k − n = 1 � ¶�°�·�Ñ�® 2k − 1 = n

´B®�¯2°�¶�°�±5ºÓH\M �
(k − 1, 2k − 1) = 1 =H\M �

(k − 1, n)
´ µ	¶�°Þ¯	¹2°�¶�³	½�°�¹2¾�µ	³	¶�º�¿zÐ9°�½�³	ÙbézÜÞX�°�·�Ð�®�¿�²2°ÞÐ9¾�±,±,¾ �'´�¶�®�ÒkÒ'®�Ò

tk1(ξ) ∈ H
´�¶�°

±5¼ ³2±,¾�¾�±
tr,k+1(γ) ∈ H

Ü,O ¾�¯2¾�¹	à¸³	»JÐ9¾�±,±5¼ �\¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±

[tr,k+1(γ), tk1(λ) · tk+1,1(λ)] = tr1(γλ) ∈ H,
·�Ñ9¾

r − 1 ≡ (2k − 1)(modn)
Ü�MP¿�¶�®�Ð9°�¿�à¸½�°�¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�¶�à�¿�ÀÞÐ9¾�±,±,°�Û��'Ü

B

C ����� ����������� �	!"��# � ��� ��$ �%��& � � �bÐ2À�Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®�¶�¾�°�¹2¾�±5¼òþî¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±]Ñ2½#®
½�°�»�±,°�Ô�²	¼7ðÓ¿zÐ2º�µ9®�À �

®�é
n = 2m

´
k = m+1

´
q = k−1 = m

ÜLX�°�·�Ð�®�¿�²2°\¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾�²	³	Ù þJ±5¼ß³2±,¾�¾�±
t2k,1(γ) ∈ H

´
²2°

2k − 1 = 2m + 1 ≡ 1(modn)
´B®>¯2°�¶�°�±5ºÞ¯2°>Ð9¾�±,±,¾ �

t21(γ) ∈ H
ÜNX�°�·�Ð�®�¿�²2°í¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³	Ù ï

³	»b¶�¾�°�¹2¾�±5¼@ïJ¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®
H
Ý�°�·�®�¶�®�¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À	±5³�Ü

Ý#é1WNº�¿�¶�à
n â ¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²2°	´�¯	¹	³	µ2¾�±1´�¾�¿zÐ2³

n = 2m
´2¶�°

k 6= m+ 1
Ü_X�°�·�Ð�®�¿�²2°¸¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾zÕ

²	³	Ù þN±5¼ß³2±,¾�¾�±
t2k,1(γ) ∈ H.

YPÐ2³�´
t2q+2,1(γ) ∈ H

Ü �©®�Ð9¾�¾�´#¿�°�·�Ð�®�¿�²2°\¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³	ÙV³	»7Ð9¾�±,±5¼ �
±5¼]³2±,¾�¾�±

t−2q+1,1(∗) ∈ H
Ü1MQ¶�¿�Ù7Ñ�®>¿�°�·�Ð�®�¿�²2°¸Ð9¾�±,±,¾���±5¼]³2±,¾�¾�±

t1,2q+1(∗) ∈ H
Ü1XLÐ9¾zÑ9°�½#®�Õ

¶�¾zÐ2à�²2°	´ ¿�°�·�Ð�®�¿�²2°íÐ9¾�±,±,¾�úÞ±5¼h³2±,¾�¾�±
tz+1,1(γ) ∈ H, z = (2q + 2) − (2q + 1) = 1(modn)

Ü
MQ¶�Ò	º�Ñ�®!¯2°!Ð9¾�±,±,¾ �!±5¼ ³2±,¾�¾�±

t21(γ) ∈ H.
X�°�·�Ð�®�¿�²2°>¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³	ÙòïN³	»N¶�¾�°�¹2¾�±5¼@ïN¯2°�Ñ2·�¹	º�¯	¯9®

H
Ý�°�·�®�¶�®>¶�¹9®�²2¿�½�¾�Ò	ø	³	À	±5³�Ü

B
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���/�Y�����$�&-,4���_.0� 6 � {�~�������y������J� � x���� � � ��� {�� � x���~�x��b����~�� ��~�x��N� � � ��� �,����x���� � ��{��,���J~�� � {����L� � ���	� ��9{�y������9{����z~�� �J��x � 353 � ���}� � � {L�b{�~�{�����| �  
�����$"��  6 ��� � �)� ���  �� ��?���8�# @ �: �/�Y�����$�&-,'���).0��p x���� � � ��� ��� � � ��� � GL(2, k),

��x���� � ��{��,���,~�� � {����L� � ���	� �N��x �#�  /� ��{}����y�{���y�{�| !g� ���� � � � � 7�2 � � � �����$"��  ��# � � �  ~ � ��x����P~�{���y�� ���
	 � ��7 � �#� �9{�� � �2x�~�x�� � {�� ��� ��� � �����$�ÿ�
¡<¢/£+¢]¤+¥�¦�§�¨�¢]©&¦)ª�«�£'¬��§��&¢Y¥���O¥�¬O¯&°�±�²9³
º�·��{ÄO¹)¶��½¸�Â���¶���¶��â·���ÄO¹���¶
7 ����� � x ��2 �����z��~���y�� �P�}xz������{ � ���z����~�~�� �Q��~������ � ������������� �=�7� � ��� ���z{���� � x���{��
�$�-�)nO������ÆYm)�&ÇSÈ	_�_ÉÊ���)�+��9�_ÉËn��+���ke9Æ9��n)n� 2}7�7 �YÍ � :$@ ��� ��� � � ��{}����y�{���y�{�|z����� �)� {��z���z��~�{�� % @Ï �È��b+L U5!gÕ&Ò��
Ð��$Ô
Ð� �Ò�Ó�!�"+Ð�ÖOÐ&×�Ø)Ð�Ù$Ú{ÛÈÒ+Ü
# ¸�¿%$�¶�ÄO¹�&�Ã{¶�'{¼�»½¼�·�´]»)(�·+*�¶���¸�¹�¼�Å
7 ����� � x ��2 �����z��~���y�� �P�}xz������{ � ���z����~�~�� �Q��~������ � ������������� �=�7� � ��� ���z{���� � x���{��
����,�È	���,.-}n)��m)�&ÇSÈ	_���������)�+��9�_ÉËn4�+���ke9Æ9��n)n� 2}7�7 �YÍ � :$@ ��� ��� � � ��{}����y�{���y�{�|z����� �)� {��z���z��~�{�� % @+/
� ��~�� �b�9{������9{��z��������y�� �Q��~����z���z��� � ��� � � � �
,�È	���-}n)�4���-��Ì$��Ée���9�&Æ9�O��	��)n�mM�&ÆF	<-�_�/Ç��)��mO*{�g�������On_���� 2}7�7 �YÍ � :$@ ��� ��� � � ��{}����y�{���y�{�|z����� � �N{ � y����}{�� ���Ï �È��b+L U5!0!)Ó
Ù21OÐ��$Ô� 2354�×6�
Ð�Ö�Õ7�68=ÛÈÒ+Ü
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�âRFV)W)X+Z-T$V)[ H T+|SP-c)Q4X$Q9K)Q�Zib+UCU L K)Q�b�Z�X+Z-T$V)[ GL(n, k) L R/Z-L  c�L K PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K)R�L | H  T$K
Pib+L K)R�Q9U Q9�'Q9K
Pib�ZF�
PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K)R tij(α) b�P}b+U U<[_T$RFL P-L T$K)R (i, j) � i 6= j � ø K4P-c)L RS[�b+[_Q�Z�ûeQ0RFc)T�û P-c�b�PSL |eb'RFV)W)X+Z-T$V)[ H

 T$K
Pib+L K)R}b
K)T$K��ÈRF[)U L P���b�úOL ��b+U_P-T+Z-V)R�b+K�`4Q9U Q9�'Q9K
Pib�ZF��PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K�L K�T$K)QY[_T$RFL P-L T$K � P-c�b+K H L R½Z-L  c�L K4PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K)R�� ø P
L R½b+U RFT/[OZ-T�ù&Q�`'P-c�b�P�L |<b0RFV)W)X+Z-T$V)[ H

 T$K
Pib+L K)R½b  �  U L  [_Q�Z-�]VOPib�P-L T$K�T+|<T+Zi`OQ�Z n b+K�`�Q9U Q9�'Q9K
Pib�ZF�/PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K
b�PC[_T$RFL P-L T$K (i, j) RFV  c�P-c�b�P½K�V)�]W_Q�Z-R i − j b+K�` n b�Z-Q  T$[OZ-L �'Q � P-c)Q9K H L R�Z-L  cML KMPFZib+K)RFù&Q  P-L T$K)R��
üMý�þ ÿ��������z¦ T�ù&Q�Z-X+Z-T$V)[ � L K
P-Q�Z-�'Q�`OL b�P-Q�RFV)W)X+Z-T$V)[ � K)T$K��ÈRF[)U L Py��b�úOL ��b+U'P-T+Z-V)R � PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K � Q9U Q9�'Q9K
Pib�ZF�
PFZib+K)RFù&Q  P-L T$K#�
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mTD
	oD mÊ��s9«Luª#v���� D�mTD *�t�	'uª#v9r
� {������9{�� � ����{������ÿ�>��~������ � x � ����� �u� � ��~�����{����z~�{��©�����������9{J� � {��z~���~�� �>����|�y�x�� ��� ���}xz���z� �yp,� ���9{���|}{}��{���{|}{�y��"! ��{������ÿ�L�Lx ��� �ÿ��������~���������y���x � {5���2���L��~�� �1��|B~�{���{����z~�x � y � {�����x��_|}{}��{���������������x��1�����������	� �<p,� �ÿ� �� x���{���{������ÿ��������x,��� � x��z�z��x������L�����L��~������ � {����z~�� �7������~7� � {��z~���~�������|}{��z�������Ly�{�y1xz�,� � ���2��~�~�x������z{�y7�_xz���� xz��� � {�~����z����~�~�x�� � � � ���2��~�~�x�� x2 � wL���7���}x�xz�z����y�{�~����7|}{}��{������ÿ�7��x � x���~����������z~�xz��������x��z��� xz�z~�xz����������� �~�x � � � ��x��!y�xz� � x�~���~��z������y���x � {_���2���L��~���� ��� � x3 = 0 �/2 � � {��z~�{��J|}{}��{���{_|}{��2��~��������ÿ� ��y��z����{�����~��z~�x�������������2x�����~������ � {����z~����b� � {��z~���~�� �\�����\~�����|��������z~���� � ��~�y���� � � � �������ÿ��x���{�~���� ��� x����ÿ����~�xN~�{Nxz��~�x�����2����x���{b§Ly�{�� ��{�~�{���x��z��� ��� xz��� � {�~����z�\{�~�{������z��������y���� � ��~�y���� � � w�xzy�{�|}{�~�{b����x � ���9{J��xzy�{����z~�x�� � {�| �� ��§,���2xz���z��x�� � {��z~�x���|}{}��{����¸�©y���{������ � ��~�y���� ����{�~�{������z��������y���� � x � � � ���2��~�~�x�� x2

�¸~�� ��� � � ���z~����� x t �
�Q�	�_�' �¡�¢7 \£��	¤�¡�¥#¦#x�� � {��z~�{��Q|}{}��{���{���������x���������xz���z�������������z{ � � ��~�y���������y�x � � � ��������~��z� �L{��2�z����� � x �

A9D �ít��
	�r	¬ut9v���r�q#r#«Lr��u
R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±ß¯	¹	³

x = (x1, x2, x3) ∈ R
3 ´ t ∈ R

´
x3 > 0

¿�³2¿�¶�¾�±5º¸³	²	¶�¾�·�¹2°�ÕäÑ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³9®�Ð2à�Õ
²	¼7ðíº�¹9®�½�²2¾�²	³	Û

ρ
∂2ui
∂t2

=
3
∑

j=1

∂Tij
∂xj

, i = 1, 2, 3, (1.1)

¯	¹	³Ó¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³'ðî²9®�µ9®�Ð2à�²	¼7ðÞ³Þ·�¹9®�²	³	µ	²	¼7ðíº�¿zÐ9°�½�³	À�ð �
ui
∣

∣

t<0
≡ 0, (1.2)

T3j
∣

∣

x3=+0
= −δ1jδ′(t)/2, j = 1, 2, 3, (1.3)

·�Ñ9¾
u(x, t) = (u1(x, t), u2(x, t), u3(x, t)) â ½�¾�Ò	¶�°�¹Â¿�±,¾�×©¾�²	³	Û�´

δ′(t) â ¯	¹2°�³	»�½�°�Ñ2²9®�ÀáÑ9¾zÐ2à�¶�®�Õ
ØJº�²	Ò	ø	³	³&�\³	¹9®�Ò'® � δij â ¿�³2±5½�°�Ð�KN¹2°�²2¾�Ò�¾�¹9® � Tij â ¶�¾�²	»�°�¹Ó²9®�¯	¹#À'Ô!¾�²	³	Û �

Tij(x, t) = σij[u](x, t) +

t
∫

0

k(x2, t− τ)σij [u](x, τ) dτ, (1.4)

σij â ²9®�¯	¹#À'Ô!¾�²	³	À�´2Ñ	Ð2ÀîÒ�°�¶�°�¹	¼7ðÓ¿�°�·�Ð�®�¿�²2°>»�®�Ò�°�²	ºíe�º�Ò'®�³2±,¾�¾�¶¸±,¾�¿�¶�°�¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð9¾�²	³2¾

σij[u](x, t) = µ

(

∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)

+ δijλdiv u. (1.5)

X�³2¿�¶�¾�±L®!º�¹9®�½�²2¾�²	³	Û ç ï�Üõï�é	� ç ï�Ü ��é�½�°�»�²	³	Ò'®�¾�¶�½©¶�¾�°�¹	³	³î½�À'»�Ò�°�º�¯	¹	º�·�³'ðî¿�¹2¾zÑÞ¿Q¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²	¼_±5³¯'Ð9°�¶�²2°�¿�¶�à�Ù
ρ
³oÒ�°�Ö�ØbØJ³	ø	³2¾�²	¶�®�±5³�a\®�±,¾

λ
´
µ
ÜN^ Ñ�®�²	²2°�Û�¹9®�Ý�°�¶�¾!¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð�®�·�®�¾�¶�¿�À�´ µ	¶�°

ρ =


© ������� wL� � �������Lw �)�7� ��6'xz�z������{�
 � w �



� �������#� - � - 0#" ��� ���B��$	�	�o�5$ - � - ����"�$ - � - ���	"��b #"���
�$B��$	���í
 �	�� -  	0#"2 �� - ����� ï�ù
ρ(x3)

´
µ = µ(x3)

´
λ = λ(x3)

À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�ÀñØJº�²	Ò	ø	³	À	±5³V°�Ñ2²2°�Û ¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²2°�ÛV³ñ¯	¹	³	²9®�Ñ	Ð9¾�Ô©®�¶
±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�º

Λ :=
{

ρ(x3), λ(x3), µ(x3) ∈ C2([0,∞)) :

ρ(x3) > 0, µ(x3) > 0, λ(x3) > 0; ρ′(+0) = µ′(+0) = λ′(+0) = 0
}

.

WN¹	³ ¿}Ñ9¾zÐ�®�²	²	¼7ð ¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô!¾�²	³	À�ð ³	» ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½ ç ï�Üõï�é	� ç ï�Ü ��éò¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´@µ	¶�°
u1(x, t) ≡

u1(x2, x3, t) 6≡ 0
´
u2 ≡ u3 ≡ 0

³êØJº�²	Ò	ø	³	À
λ(x3)

²2¾ÞÝ�º�Ñ9¾�¶á½�ð#°�Ñ2³	¶�àk½k°�¿�¶�®�ÙP×!³2¾�¿�Àêº�¹9®�½�Õ
²2¾�²	³	ÀëôõïzöÿÜ¸MPÝ�¹9®�¶�²9®�À�»�®�Ñ�®�µ9®î»�®�Ò'Ð2ÙPµ9®�¾�¶�¿�Àá½Þ°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	³áÀ�Ñ2¹9®

k(x2, t)
´
t > 0

´�½�ð#°�Ñ2À'×©¾�·�°
½ ç ï�Üõï�éu¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�°�±kØb°�¹2±5º�Ð2¼ ç ï�Ü ú�éz´#¾�¿zÐ2³¸°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°b¹2¾ 	©¾�²	³	À�»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�Üõï�é	� ç ï�Ü ��é5³	»�½�¾�¿�¶�Õ²9®\Ñ9°�¯2°�Ð2²	³	¶�¾zÐ2à�²9®�ÀÓ³	²2Øb°�¹2±L®�ø	³	À

u1(x2, x3, t)
∣

∣

x3=+0
= g(x2, t), t > 0, (1.6)

g(x2, t) â »�®�Ñ�®�²	²9®�ÀÞØJº�²	Ò	ø	³	À�Ü
�©®�²	²9®�À�¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò'®Þ°�Ý�¹9®�¶�²2°�Ûá»�®�Ñ�®�µ	³kÝ�¾�»�º�µ2¾�¶�®î»�®�½�³2¿�³2±,°�¿�¶�³kÀ�Ñ2¹9®�º�¹9®�½�²2¾�²	³	À

k
°�¶

x2Ý�¼7Ð�®©¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�²9®�½Þô þ�öÿÜLWN¹	³í¹2¾ 	©¾�²	³	³Þ¯	¹	³2±,¾�²	À�Ð9¿�ÀÞ¯	¹	³	²	ø	³	¯�¿�Ô©®�¶�¼7ðÓ°�¶�°�Ý�¹9®�Ô!¾�²	³	ÛÓ½>¯	¹2°�Õ
¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾\²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²	¼7ðoØJº�²	Ò	ø	³	Û�¿b½�¾�¿�°�½�¼_±5³o²2°�¹2±L®�±5³�Ò�¿�³2¿�¶�¾�±,¾!³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð2à�²	¼7ðÓº�¹9®�½�²2¾zÕ
²	³	Û�´,Ò�°�¶�°�¹9®�ÀÂÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀTÖ�Ò	½�³	½#®�Ð9¾�²	¶�²2°�Ûê°�Ý�¹9®�¶�²2°�Ûë»�®�Ñ�®�µ2¾�Ü �!°�Ò'®�»�®�²9®�¶�¾�°�¹2¾�±L®�·�Ð9°�Ý�®�Ð2à�²2°�Û
°�Ñ2²2°�»�²9®�µ	²2°�Ûá¹9®�»�¹2¾ 	!³2±,°�¿�¶�³á³�¯2°�Ð2º�µ2¾�²9®�°�ø2¾�²	Ò'®�º�¿�¶�°�Û	µ	³	½�°�¿�¶�³á¹2¾ 	©¾�²	³	À�»�®�Ñ�®�µ	³á°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾zÕ
²	³	ÀñÀ�Ñ2¹9®'Ü �bÐ2Àñ³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�²	³	À °�Ý�¹9®�¶�²2°�Û »�®�Ñ�®�µ	³ ¯2°�¿�¶�®�½�Ð9¾�²	²2°�Û]½TÖ�¶�°�Û ¿�¶�®�¶�à�¾o³2¿�¯2°�Ð2à�»�º#Õ
¾�¶�¿�Àk±,¾�¶�°�Ñ 	!Ò'®�ÐÂÝ�®�²9®�ð#°�½�¼7ðk¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�®�²9®�Ð2³	¶�³	µ2¾�¿�Ò	³'ðTØJº�²	Ò	ø	³	Û�´ ¹9®�»�½�³	¶�¼1ÛT½Þ¹9®�Ý�°�¶�®�ð
a>Ü�^NÜ'MQ½�¿�À'²	²	³	Ò�°�½#®�ô �'´�ú�ö�³>a>Ü#HN³	¹2¾�²2Ý�¾�¹	·�®¸ô ��öÿÜ,^NÜ�e�Ü#Ru°�±L®�²2°�½��1²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼_±5³í±,°�Ñ2³2ØJ³	Ò'®�ø	³	À�Õ
±5³b¯	¹	³2±,¾�²	À�Ð\Ö�¶�°�¶Q±,¾�¶�°�Ñ!Òb¹2¾ 	©¾�²	³	Ùë±5²2°�·�°�±,¾�¹	²	¼7ðbÒ�°�Ö�ØbØJ³	ø	³2¾�²	¶�²	¼7ðb°�Ý�¹9®�¶�²	¼7ðb»�®�Ñ�®�µ¸ô � ��$�öÿÜ
^ë¹9®�Ý�°�¶�®�ð�ô ù ��ï�ïzöB²9®b°�¿�²2°�½�¾QÖ�¶�°�·�°\±,¾�¶�°�Ñ�®\³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�²	¼ °�Ý�¹9®�¶�²	¼_¾Q»�®�Ñ�®�µ	³í°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	À�±5²2°�Õ
·�°�±,¾�¹	²2°�·�°oÀ�Ñ2¹9®Þ½o·�³	¯2¾�¹2Ý�°�Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÂº�¹9®�½�²2¾�²	³	À�ð�Ü �9Ñ9¾�¿�ào½�½�°�Ñ2³	¶�¿�À 	!Ò'®�Ð�®o®�²9®�Ð2³	¶�³	µ2¾�¿�Ò	³'ð
¯2°

x2
ØJº�²	Ò	ø	³	Û�³oº�¿�¶�®�²9®�½�Ð2³	½#®�¾�¶�¿�ÀoÐ9°�Ò'®�Ð2à�²9®�À�¶�¾�°�¹2¾�±L®�¿�º�×©¾�¿�¶�½�°�½#®�²	³	Ào¹2¾ 	©¾�²	³	À�¹9®�¿�¿�±L®�¶�Õ

¹	³	½#®�¾�±,°�Û�°�Ý�¹9®�¶�²2°�ÛÞ»�®�Ñ�®�µ	³�Ü
CBD �ísuª�«Lv9r	su�	'ª ��� ¬���ª��ut��
	'sut9ª#¬u��ßêt���¬ut9v9¬ut��ßsuª�q�� ��� 	�r	

MQ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³2±êÝ�³'Ð2³	²2¾�Û	²	¼1ÛÓ³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð2à�²	¼1Ûo°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
L
¯2°�Øb°�¹2±5º�Ð9¾

L [k(x2, t), u(x2, x3, t)] = u(x2, x3, t) +

t
∫

0

k(x2, t− τ)u(x2, x3, τ) dτ.

^êÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±1´	Ñ	Ð2Àí¿�°�Ò	¹9®�×©¾�²	³	Àí»�®�¯	³2¿�³�´	³	²2°�·�Ñ�®�²2¾JÝ�º�Ñ9¾�±ë½>°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2¾
L
º�Ò'®�»�¼1½#®�¶�à>»�®�½�³'Õ

¿�³2±,°�¿�¶�àoØJº�²	Ò	ø	³	Ûk°�¶Ó¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²	¼7ð�´5¯2°�Ñ2¹9®�»�º'±,¾�½#®�ÀT»�®�½�³2¿�³2±,°�¿�¶�ào¯2¾�¹	½�°�ÛÂØJº�²	Ò	ø	³	³k°�¶Ó¯2¾�¹2¾zÕ
±,¾�²	²	¼7ð

x2
´
t
´2®!½�¶�°�¹2°�Û â °�¶

x2
´
x3
´
t
Ü

WJ¾�¹2¾�¯	³�	©¾�± ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#® ç ï�Üõï�é	� ç ï�Ü ��é\°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°o²2¾�²	º�Ð9¾�½�°�ÛÂÒ�°�±5¯2°�²2¾�²	¶�¼ò½�¾�Ò	¶�°�¹9®o¿�±,¾zÕ
×©¾�²	³	Û

u1(x2, x3, t)
�

ρ(x3)
∂2u1
∂t2

=
∂

∂x3

(

µ(x3)L

[

k,
∂u1
∂x3

])

+ µ(x3)
∂

∂x2

(

L

[

k,
∂u1
∂x2

])

, (2.1)

u1
∣

∣

t<0
≡ 0, (2.2)

L

[

k,
∂u1
∂x3

]

x3=0

= − δ′(t)

2µ(0)
. (2.3)



þ�û <! #"#���B��
\< 6 = 6 *,+�- ���B��
���� 6 < 6
�©®�Ð9¾�¾b³	²'Ñ9¾�Ò�¿ ü þ�ý>º�¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²2°�Û x Ý�º�Ñ9¾�¶¸°�¯	º�×©¾�²�Ü^�½�¾zÑ9¾�±ß½�¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�²	³2¾b²2°�½�º�ÙÚ¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²	º�Ù

y
¯2°�Øb°�¹2±5º�Ð9¾

y = φ(x3) :=

x3
∫

0

dξ

ν(ξ)
, ν(x3) :=

√

µ(x3)

ρ(x3)
.

cJ¾�¹2¾�»
φ−1(y)

°�Ý�°�»�²9®�µ	³2±êØJº�²	Ò	ø	³	Ù©´	°�Ý�¹9®�¶�²	º�ÙÚÒ
φ(x3)

ÜLWNº�¿�¶�à

v(x, y, t) :=
u1
(

x, φ−1(y), t
)

s(y)
, s(y) :=

√

ν(+0)ρ(+0)

ν (φ−1(y)) ρ (φ−1(y))
.

O °�·�Ñ�®o°�Ý�¹9®�¶�²9®�ÀT»�®�Ñ�®�µ9® ç þ'Üõï�é	� ç þ'Ü ��éz´ ç ï�Ü ��éJ½�¶�¾�¹2±5³	²9®�ðÂ½�²2°�½�à�½�½�¾zÑ9¾�²	²	¼7ðëØJº�²	Ò	ø	³	ÛT³T¯2¾�¹2¾zÕ±,¾�²	²2°�Û
y
¯	¹	³	²	³2±L®�¾�¶¸½�³'Ñ

∂2v

∂t2
= L

[

k,
∂2v

∂y2
+ q(y)v

]

+ ν2
∂

∂x
L

[

k,
∂v

∂x

]

, y > 0, (x, t) ∈ R
2, (2.4)

v(x, y, t)|t<0 ≡ 0, (2.5)

∂

∂y
L [k, v]y=+0 = −

aδ′(t)

2
, (2.6)

v(x, y, t)
∣

∣

y=+0
= g(x, t), t > 0, x ∈ R, (2.7)

·�Ñ9¾P½�½�¾zÑ9¾�²	¼V°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	À
q(y) := s′′(y)

s(y) − 2
[

s′(y)
s(y)

]2 ´
a = [µ(+0)ρ(+0)]−

1
2 .
^ëº�¹9®�½�²2¾�²	³	³ ç þ'Ü ú�é³íÑ�®�Ð9¾�¾J¯2°�Ñ

ν
¯2°�²	³2±L®�¾�¶�¿�ÀÓØJº�²	Ò	ø	³	À

ν
(

φ−1(y)
)

.R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±ñ°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹	²2°�¾\º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾b°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°�ØJº�²	Ò	ø	³	³
v(x, y, t)

L [k, v] = exp (k(x, 0)t/2)w(x, y, t).

HJ¾�¶�¹	º�Ñ2²2°>¯	¹2°�½�¾�¹	³	¶�à2´2µ	¶�°
v
µ2¾�¹2¾�»

w
½�¼1¹9®�Ô©®�¾�¶�¿�ÀÓ¯2°�Øb°�¹2±5º�Ð9¾

v(x, y, t) = L [r, exp (k(x, 0)t/2)w] , (2.8)

·�Ñ9¾

r(x, t) = −k(x, t)−
t
∫

0

k(x, t− τ)r(x, τ) dτ. (2.9)

MQ¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°íØJº�²	Ò	ø	³	Û
w(x, y, t), v(x, y, t)

³
r(x, t)

º�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç þ'Ü ú�é	� ç þ'Ü ��é_¯	¹	³	²	³2±L®�ÙP¶½�³'Ñ
∂2w

∂t2
=
∂2w

∂y2
+H(x, y)w −

t
∫

0

h(x, t− τ)w(x, y, τ) dτ

+ ν2 exp(r(x, 0)t/2)
∂

∂x
L

[

k,
∂v

∂x

]

, y > 0, (x, t) ∈ R
2,

(2.10)

w(x, y, t)
∣

∣

t<0
≡ 0, (2.11)

∂w

∂y

∣

∣

∣

∣

y=+0

= −aδ
′(t)

2
+
a

4
r(x, 0)δ(t), (2.12)



� �������#� - � - 0#" ��� ���B��$	�	�o�5$ - � - ����"�$ - � - ���	"��b #"���
�$B��$	���í
 �	�� -  	0#"2 �� - ����� þ'ï
w
∣

∣

y=+0
= L [k0, g̃(x, t)] , (2.13)·�Ñ9¾

H(x, y) := q(y) +
r2(x, 0)

4
− rt(x, 0), h(x, t) := rtt(x, t) exp (r(x, 0)t/2) ,

g̃(x, t) :=
aδ(t)

2
+ g̃0(x, t) θ(t), g̃0(x, t) := g0(x, t) exp (r(x, 0)t/2) ,

k0(x, t) := k(x, t) exp (r(x, 0)t/2) , r0(x, t) := r(x, t) exp (r(x, 0)t/2) .^ ¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²	³'ðÚº�¹9®�½�²2¾�²	³	À�ð ³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�²2° ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°
k(x, 0) = −r(x, 0) ´©½�¼1¶�¾�Ò'®�ÙP×©¾�¾³	» ç þ'Ü ù�ézÜ ^ Ñ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±fº�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç þ'Üõï�û�é	� ç þ'Üõï���é�Ý�º�Ñ9¾�±h¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¶�àÂ½T¿�°�½�°�Ò	º�¯	²2°�¿�¶�³

¿N¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°�± ç þ'Ü $�ézÜRu¾ 	©¾�²	³2¾b¯	¹#À	±,°�ÛÓ»�®�Ñ�®�µ	³ ç þ'Ü $�éz´ ç þ'Üõï�û�é	� ç þ'Üõï�þ�é7¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�³2±ê½�½�³'Ñ9¾
w(x, y, t) =

a

2
δ(t− y) + θ(t− y) w̃(x, y, t), (2.14)

·�Ñ9¾
w̃(x, y, t) â ¹2¾�·�º�Ð2À'¹	²9®�À ØJº�²	Ò	ø	³	À�ÜfO °�·�Ñ�®'´NÒ'®�Ò]¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶ß³	» ç þ'Ü $�éz´NØJº�²	Ò	ø	³	À v

³2±,¾�¾�¶
¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³	ÛÞ½�³'Ñ �

v(x, y, t) =
a

2
exp (k(x, 0)y/2) δ(t− y)

+
a

2
r(x, t− y) exp (k(x, 0)y/2) θ(t− y) + θ(t− y)ṽ(x, y, t),

(2.15)

·�Ñ9¾
ṽ(x, y, t) = L0 [r, exp (k(x, 0)t/2) w̃] .MQ¯2¾�¹9®�¶�°�¹

L0
°�¶�Ð2³	µ9®�¾�¶�¿�Àñ°�¶k°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®

L
Ð2³�	!àá¶�¾�±1´�µ	¶�°�½á³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð9¾Þ½k°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	³

L²	³	Ô�²	³	ÛÞ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ�¹9®�½�¾�²
y
Ü

WJ°�Ñ9¿�¶�®�½�Ð2À'ÀÂØJº�²	Ò	ø	³	³ ç þ'Üõï�ú�éJ³ ç þ'Üõï���éN½�º�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç þ'Üõï�û�é	� ç þ'Üõï���éz´,½�°�¿�¯2°�Ð2à�»�º�¾�±,¿�ÀÂ±,¾�¶�°�ÕÑ9°�±Â½�¼7Ñ9¾zÐ9¾�²	³	ÀÞ°�¿�°�Ý�¾�²	²2°�¿�¶�¾�Û�Ü�WN¹	³ÞÖ�¶�°�±Â¯	¹#À	±5¼_¾J½�¼1µ	³2¿zÐ9¾�²	³	Àí¯2°�Ò'®�»�¼1½#®�ÙP¶�´2µ	¶�°�¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�¾
¿zÐ�®�·�®�¾�±,°�¾b½ ç þ'Üõï�û�é�¯	¹	³	²	³2±L®�¾�¶¸½�³'Ñ

ν2a

2

(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

)

δ(t− y)

+
ν2a

2

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

)

k(x, t− y) + kx(x, 0)kx(x, t− y)
]

θ(t− y)

+ ν2 exp (r(x, 0)t/2)
∂

∂x
L0

[

k,
∂

∂x
(r(x, t− y) exp (k(x, 0)y/2)) + ∂

∂x
ṽ

]

θ(t− y).
��®�±,¾�¶�³2±1´,µ	¶�°

w = w̃
¯	¹	³

t > y > 0.
WN¹	³ëØJ³	Ò�¿�³	¹2°�½#®�²	²2°�±

x ∈ R
´,°�Ý�°�»�²9®�µ9®�À

β(x, y) :=
w(x, y, y)

³¸¯	¹	³	¹9®�½�²	³	½#®�À�Ò�°�Ö�ØbØJ³	ø	³2¾�²	¶�¼ñ¯	¹	³î°�Ñ2³	²9®�Ò�°�½�¼7ðî°�¿�°�Ý�¾�²	²2°�¿�¶�À�ð�´'¯2°�Ð2º�µ	³2±áÑ2³2ØbØb¾zÕ
¹2¾�²	ø	³9®�Ð2à�²2°�¾bº�¹9®�½�²2¾�²	³2¾JÑ	Ð2Àî²9®�ð#°�Ô©Ñ9¾�²	³	À

β(x, y)

∂

∂y
β(x, y) =

a

4
H(x, y) +

aν2

4

(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

)

¿N²9®�µ9®�Ð2à�²	¼_±êº�¿zÐ9°�½�³2¾�±
β(x, 0) = −a

4
r(x, 0).

MQ¶�Ò	º�Ñ�®'´	²9®�Û'Ñ9¾�±

β(x, y) = −a
4
r(x, 0) +

aν2

4

(

kxx(x, 0)
y2

4
+ k2x(x, 0)

y3

12

)

+
a

4

y
∫

0

H(x, ξ) dξ. (2.16)



þ�þ <! #"#���B��
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XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´2ØJº�²	Ò	ø	³	³

w(x, y, t), k(x, t)
½©°�Ý�Ð�®�¿�¶�³

t > y > 0
º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'ÙP¶�º�¹9®�½�²2¾zÕ

²	³	À	±
∂2w

∂t2
=
∂2w

∂y2
+H(x, y)w − a

2
h(x, t− y) + k00(x, y, t)

−
t
∫

y

h(x, t− τ)w(x, y, τ) dτ + ν2 exp (r(x, 0)t/2)
∂

∂x
L0

[

k, r00 +
∂ṽ

∂x

]

,

(2.17)

w(x, y, t)
∣

∣

t=y
= β(x, y), (2.18)

∂w

∂y

∣

∣

∣

∣

y=+0

= 0, (2.19)

w
∣

∣

y=+0
=
a

2
k0(x, t) + L [k0, g̃0] , (2.20)

·�Ñ9¾J½>º�¹9®�½�²2¾�²	³	³ ç þ'Üõï	��é�½�½�¾zÑ9¾�²	¼ °�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	À

k00(x, y, t) :=
ν2a

2

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

)

k(x, t− y) + kx(x, 0)kx(x, t− y)
]

, (2.21)

r00(x, y, t) :=
∂

∂x

(

r(x, t− y) exp (k(x, 0)y/2)
)

. (2.22)

O7¹2¾�Ý�º�À�²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²2°�¿�¶�³kØJº�²	Ò	ø	³	Û
w(y, t)

´ (∂w
∂y

)

(x, y, t)
¯	¹	³

y = t = 0
³	»�¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	Û

ç þ'Üõï $�é	� ç þ'Ü þ�û�é1²2¾�¿zÐ9°�Ô�²2°>½�¼1¹9®�»�³	¶�à r(x, 0) ´ rt(x, 0) µ2¾�¹2¾�»b³	»�½�¾�¿�¶�²	¼_¾\ØJº�²	Ò	ø	³	³ �

r(x, 0) =
4

a
g0(x, 0), rt(x, 0) = −q(0)−

4

a2
g20(x, 0) +

4

a
g̃0t(x, 0). (2.23)

WN¹	³Þ½�¼1½�°�Ñ9¾b¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²	³'ðÞ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½¸Ý�¼7Ð2³Þ³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�²	¼Ú¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾J¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#® �

kt(x, t) = −rt(x, t)− r(x, 0)k(x, t) −
t
∫

0

rt(x, t− τ)k(x, τ) dτ, kt(x, 0) = −rt(x, 0) + r2(x, 0).

^�Ñ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±oÝ�º�Ñ9¾�±�¿�µ	³	¶�®�¶�à2´�µ	¶�°Q½�±,¾�¿�¶�°
r(x, 0)

´
rt(x, 0)

¯2°�Ñ9¿�¶�®�½�Ð9¾�²	¼ß³'ð\»�²9®�µ2¾�²	³	À©¿�¯2°�±,°�Õ
×!à�ÙVØb°�¹2±5º�Ð ç þ'Ü þ���éz´�³�µ	¶�°J°�²	³>³	»�½�¾�¿�¶�²	¼_¾QØJº�²	Ò	ø	³	³�Ü,MQ¶�¿�Ù7Ñ�®J¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´#µ	¶�°bØJº�²	Ò	ø	³	³ k(x, 0) ´
kx(x, 0)

´
kxx(x, 0)

´
kt(x, 0)

´5®î¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´u³
k00(x, y, t)

´
r00(x, y, t)

¯	¹	³
t = y

À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�À
¶�®�Ò	Ô!¾b³	»�½�¾�¿�¶�²	¼_±5³�Ü

WJ°�¿�¶�¹2°�³2± ¿�³2¿�¶�¾�±5º�³	²	¶�¾�·�¹2°�ÕäÑ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³9®�Ð2à�²	¼7ðáº�¹9®�½�²2¾�²	³	ÛoÑ	Ð2À�ØJº�²	Ò	ø	³	Û
w
´
ṽ
´
h
´
k0
Ü

Xñ¯2°�±,°�×!à�ÙÚØb°�¹2±5º�Ð2¼��©®�Ð�®�±,Ý�¾�¹9®�³	»J¹9®�½�¾�²2¿�¶�½ ç þ'Üõï	��éz´ ç þ'Üõï�ù�éz´ ç þ'Ü þ�û�é�½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶¸º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾

w(x, y, t) = w0(x, y, t) +
1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

H(x, ξ)w(x, ξ, τ) − a

2
h(x, τ − ξ)

+ k00(x, ξ, τ) −
τ−ξ
∫

0

h(x, γ)w(x, ξ, τ − γ) dγ

+ν2 exp (r(x, 0)τ/2)
∂

∂x
L0

[

k, r00 +
∂ṽ

∂x

]

(x, ξ, τ)

}

dτ dξ, x ∈ R, 0 < y < t,

(2.24)
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w0(x, y, t) =
1

2

{

a

2
(k0(x, t+ y) + k0(x, t− y)) + g̃0(x, t+ y)

+

t+y
∫

0

k0(x, τ)g̃0(x, t+ y − τ) dτ + g̃0(x, t− y) +
t−y
∫

0

k0(x, τ)g̃0(x, t− y − τ) dτ
}

.

WJ¾�¹2¾zð#°�Ñ2À�½�Øb°�¹2±5º�Ð9¾ ç þ'Ü þ�ú�é1ÒÓ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2ºÞ¯	¹	³ t → y + 0
´B¿bº�µ2¾�¶�°�±êº�¿zÐ9°�½�³	Û ç þ'Üõï�ù�éz´ ç þ'Ü þ�û�éz´²9®�ð#°�Ñ2³2±

2β(x, y) − w0(x, y, y + 0) =

y
∫

0

2y−ξ
∫

ξ

{

H(x, ξ)w(x, ξ, τ) − a

2
h(x, τ − ξ) + k00(x, ξ, τ)

−
τ−ξ
∫

0

h(x, γ)w(x, ξ, τ − γ)dγ + ν2 exp (r(x, 0)τ/2)
∂

∂x
L0

[

k, r00 +
∂ṽ

∂x

]

(x, ξ, τ)

}

dτ dξ.

�\³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹	º�Àí¯2°
y
¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�¾b¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°	´2¯2°�Ð2º�µ	³2± �

∂β

∂y
(x, y)− 1

2

dw0

dy
(x, y, y + 0) =

y
∫

0

{

H(x, ξ)w(x, ξ, 2y − ξ)

−a
2
h(x, 2(y − ξ)) + k00(x, ξ, 2y − ξ)−

2(y−ξ)
∫

0

h(x, γ)w(x, ξ, 2y − ξ − γ) dγ

+ν2 exp (r(x, 0)(2y − ξ)/2) ∂

∂x
L0

[

k, r00 +
∂ṽ

∂x

]

(x, ξ, 2y − ξ)
}

dξ.

(2.25)

gP¹9®�½�²2¾�²	³2¾5Ñ	Ð2À
h
¯2°�Ð2º�µ9®�¾�¶�¿�ÀJÑ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹2°�½#®�²	³2¾�±Þ¯2°

y
¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#® ç þ'Ü þ���é�¯2°�¿zÐ9¾,»�®�±,¾�²	¼¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²2°�ÛÓ½�°�½�¶�°�¹2°�±ë³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð9¾

2(y − ξ) ²9® ξ′ �

h(x, y) = h0(x, y) +
2

a

y
∫

0

k0(x, ξ)g̃0tt(x, y − ξ) dξ +
1

a

y/2
∫

0

{

H(x, ξ)wt(x, ξ, y − ξ)

+ k00t(x, ξ, y − ξ)−
1

2
h(x, y − 2ξ)β(x, ξ) −

y−2ξ
∫

0

h(x, τ)
∂w

∂t
(x, ξ, y − ξ − τ) dτ

+ ν2 exp (r(x, 0)(y − ξ)/2)
{

∂

∂x
L0

[

k(x, y − ξ),
(

r00t +
∂ṽt
∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
r(x, 0)

2

∂

∂x
L0

[

k(x, y − ξ),
(

r00 +
∂ṽ

∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
1

2

∂

∂x

[

k(x, y − 2ξ)

(

r00 +
∂ṽ

∂x

)

(x, ξ, ξ)
]

}

}

dξ,

(2.26)
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h0(x, y) = k0tt(x, y) +
2

a

[

g0(x, 0)k0t(x, y) + k0(x, y)g̃0t(x, 0) + g̃0tt(x, y)
]

−2

a

∂2

∂y2
β(x, y/2) +

2

a
H(x, y/2)β(x, y/2) +

2

a
k00(x, y/2, y/2)

+
2

a
ν2 exp(r(x, 0)y/4) (r00x(x, y/2, y/2) + βxx(x, y/2)) .

�bÐ2Àë½�¼1µ	³2¿zÐ9¾�²	³	ÀêØJº�²	Ò	ø	³	³
wt

½�°�¿�¯2°�Ð2à�»�º�¾�±,¿�Àê¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°�± ç þ'Ü þ�ú�ézÜêWN¹	³2±,¾�²	À'ÀëÖ�Ò	½�³	½#®�ÕÐ9¾�²	¶�²2°�¾í°�¯	³2¿�®�²	³2¾í°�Ý�Ð�®�¿�¶�³ë³	²	¶�¾�·�¹	³	¹2°�½#®�²	³	Àë½o½�³'Ñ9¾ {(ξ, τ) : t − y 6 τ 6 t + y
´
0 6 ξ 6

y − |t − τ |} ´7Ñ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹	º�¾�± ç þ'Ü þ�ú�é�¯2° t Ü ^�½�°�Ñ2Àê»�®�±,¾�²	ºß¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²2°�Û ³	²	¶�¾�·�¹	³	¹2°�½#®�²	³	À
τ − t = ξ′

´'²9®�ð#°�Ñ2³2± �

wt(x, y, t) = w0t(x, y, t) +
1

2

y
∫

−y

{

H(x, y − |ξ|)w(x, y − |ξ|, ξ + τ)

−a
2
h(x, ξ + t− y + |ξ|) + k00(x, y − |ξ|, t+ |ξ|)

−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

h(x, γ)w(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ) dγ + ν2 exp (r(x, 0)(ξ + t)/2)

× ∂

∂x
L0

[

k(x, ξ + t),

(

r00 +
∂ṽ

∂x

)

(x, y − |ξ|, ξ + t)

]}

sgn(ξ) dξ,

(2.27)

·�Ñ9¾

w0t =
1

2

{

a

2
(k0t(x, t+ y) + k0t(x, t− y)) + g0(x, 0)[k0(x, t+ y) + k0(x, t− y)] + g̃0t(x, t+ y)

+

t+y
∫

0

k0(x, τ)g̃0t(x, t+ y − τ) dτ + g̃0t(x, t− y) +
t−y
∫

0

k0(x, τ)g̃0t(x, t− y − τ) dτ
}

.

�bÐ2À�»�®�±5¼1Ò'®�²	³	ÀT¿�³2¿�¶�¾�±5¼ ç þ'Ü þ�ú�éz´ ç þ'Ü þ ��éz´ ç þ'Ü þ ��éN³2¿�¯2°�Ð2à�»�º�¾�±]¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾¸°�µ2¾�½�³'Ñ2²	¼_¾>¹9®�Õ½�¾�²2¿�¶�½#® �

r0(x, t)=r(x, 0)+rt(x, 0)t+

t
∫

0

(y − ξ)
(

h(x, ξ)+r(x, 0)r0t(x, ξ)−
r2(x, 0)

4
r0(x, ξ)

)

dξ, (2.28)

r0t(x, t) = rt(x, 0) +

t
∫

0

(

h(x, ξ) + r(x, 0)r0t(x, ξ)−
r2(x, 0)

4
r0(x, ξ)

)

dξ, (2.29)

k0(x, t) = −r(x, 0) +
(

r2(x, 0)

2
− rt(x, 0)

)

t+

t
∫

0

(t− ξ)k0tt(x, ξ) dξ, (2.30)

k0t(x, t) =
r2(x, 0)

2
− rt(x, 0) +

t
∫

0

k0tt(x, ξ) dξ, (2.31)
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k0tt(x, t) = −h(x, t) +
(

r2(x, 0)

4
− rt(x, 0)

)

k0(x, t)−
t
∫

0

h(x, t− ξ)k0(x, ξ) dξ, (2.32)

½�¼1¶�¾�Ò'®�ÙP×!³2¾\³	»\½�½�¾zÑ9¾�²	²	¼7ðÓ½�¼
	©¾!°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	Û�Ñ	Ð2À
k
´
r
´
k0
´
r0
´�®�¶�®�Ò	Ô!¾!¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�° ç þ'Üõï���éz´¯2¾�¹2¾�¯	³2¿�®�²	²2°�¾b½>½�³'Ñ9¾��

ṽ(x, y, t) = exp (k(x, 0)t/2)L0 [r0, w] , (2.33)

Ò�°�¶�°�¹2°�¾b¯	¹	³íÑ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹2°�½#®�²	³	³Þ¯2°
t
¯2°�»�½�°�Ð2À	¾�¶¸½�¼1µ	³2¿zÐ2³	¶�à

ṽt
�

ṽt(x, y, t) = exp (k(x, 0)t/2)

(

k(x, 0)

2
L0 [r0, w] + L0 [r0, wt] + r0(x, t− y)β(x, y)

)

. (2.34)

WNº�¿�¶�à
c0(x) :=

r2(x,0)
4 −rt(x, 0).

^TÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±T¿�³2¿�¶�¾�±5º ç þ'Üõï	��é	� ç þ'Ü þ�û�é�Ý�º�Ñ9¾�±á¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¶�à½>°�Ý�Ð�®�¿�¶�³
DT = GT ×R, GT = {(y, t) : 0 6 y 6 t 6 T − y} , T > 0.

^�½�¾zÑ9¾�±]½�¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�²	³2¾íÝ�®�²9®�ð#°�½�°�¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°
As(r)

´
s > 0

´5ØJº�²	Ò	ø	³	Û
ϕ(x)

´
x ∈ R

´
®�²9®�Ð2³	¶�³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÞ½>°�Ò	¹2¾�¿�¶�²2°�¿�¶�³Ó²9®�µ9®�Ð�®©Ò�°�°�¹�Ñ2³	²9®�¶�´2Ñ	Ð2ÀîÒ�°�¶�°�¹	¼7ðÓ¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°¸¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³2¾

‖ϕ‖s(r) := sup
|x|<r

∞
∑

α=0

sα

α!

∥

∥

∥

∥

∂α

∂xα
ϕ(x)

∥

∥

∥

∥

<∞, r > 0, s > 0.

^ Ñ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�± ¯9®�¹9®�±,¾�¶�¹
r
Ý�º�Ñ9¾�¶�¿�µ	³	¶�®�¶�à�¿�ÀßØJ³	Ò�¿�³	¹2°�½#®�²	²	¼_±1´�½�¶�°�½�¹2¾�±5ÀÂÒ'®�Ò�´,¯9®�¹9®�Õ

±,¾�¶�¹
s
¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�¶�¿�ÀñÒ'®�Òß¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²	¼1Ûñ¯9®�¹9®�±,¾�¶�¹�ÜêWN¹	³ßÖ�¶�°�± ½�°�»�²	³	Ò'®�¾�¶ 	!Ò'®�Ð�®�Ý�®�²9®�Õ

ð#°�½�¼7ðá¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½
As(r)

´
s > 0.

MQµ2¾�½�³'Ñ2²2°�¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×©¾�¾>¿�½�°�Û2¿�¶�½�° �©¾�¿zÐ2³
ϕ(x) ∈ As(r)

´ ¶�°
ϕ(x) ∈ As′ (r)

Ñ	Ð2Àß½�¿�¾zð
s
′ ∈ (0, s)

´7¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´
As(r) ⊂ As′ (r)

´7¾�¿zÐ2³
s
′ ∈ (0, s)

´7³
¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°>²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°

∥

∥

∥

∥

∂α

∂xα
ϕ(x)

∥

∥

∥

∥

s′
6 αα

‖ϕ‖s(r)
(s− s′)α (∀α). (2.35)

Ou®�ÒhÒ'®�Ò ¯9®�¹9®�±,¾�¶�¹
r
ØJ³	Ò�¿�³	¹2°�½#®�²�´>Ý�º�Ñ9¾�± ½VÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�± °�¯	º�¿�Ò'®�¶�à ¾�·�°V³ ³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�Õ

½#®�¶�à ‖ϕ‖s ´ As ½�±,¾�¿�¶�° ‖ϕ‖s(r) ³ As(r). cJ¾�¹2¾�» C(y,t) (GT ;As0)
°�Ý�°�»�²9®�µ	³2± Ò'Ð�®�¿�¿¸ØJº�²	Ò	ø	³	Û�´

²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²	¼7ðß¯2°�¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²	¼_±
(y, t)

½k°�Ý�Ð�®�¿�¶�³
GT

¿�°�»�²9®�µ2¾�²	³	À	±5³ñ½
As0 .

WN¹	³êØJ³	Ò�¿�³	¹2°�Õ
½#®�²	²	¼7ð

(y, t)
²2°�¹2±5ºáØJº�²	Ò	ø	³	³

f(x, y, t)
½
As0

Ý�º�Ñ9¾�±]°�Ý�°�»�²9®�µ9®�¶�àoµ2¾�¹2¾�» ‖f‖s0(y, t). HJ°�¹2±L®ØJº�²	Ò	ø	³	³
f
½
C(y,t) (GT ; As0)

°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À	¾�¶�¿�ÀÞ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°�±

‖f‖C(y,t)(GT ;As0)
= sup

(y,t)∈GT

‖f‖s0(y, t).

X@ø2¾zÐ2à�Ùìº�Ñ9°�Ý�¿�¶�½#®�Ñ�®�Ð2à�²2¾�Û�	!³'ðÂ³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�²	³	Û�´7½�½�¾zÑ9¾�± ½o¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�²	³2¾Þ½�¾�Ò	¶�°�¹'ÕÿØJº�²	Ò'Õ
ø	³	Ù

ϕ
¿NÒ�°�±5¯2°�²2¾�²	¶�®�±5³

ϕ1(x, y, t) = w(x, y, t)− 1

2

{

a

2
(k0(x, t+ y) + k0(x, t− y))

+

t+y
∫

0

k0(x, τ)g̃0(x, t+ y − τ) dτ +

t−y
∫

0

k0(x, τ)g̃0(x, t− y − τ)dτ
}

,
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ϕ2(x, y, t) = ṽ(x, y, t),

ϕ3(x, y, t) = wt(x, y, t)−
1

2

{

a

2
(k0t(x, t+ y) + k0t(x, t− y)) + g0(x, 0)

[

k0(x, t+ y)

+ k0(x, t− y)
]

+

t+y
∫

0

k0(x, τ)g̃0t(x, t+ y − τ)dτ +
t−y
∫

0

k0(x, τ)g̃0t(x, t− y − τ)dτ
}

,

ϕ4(x, y, t) =
∂ṽ

∂t
(x, y, t),

ϕ5(x, y) = 2h(x, y) − c0(x)k0(x, y)−
2

a
[g0(x, 0)k0t(x, y) + k0(x, y)g̃0t(x, 0)] ,

ϕ6(x, y) = r0(x, y), ϕ7(x, y) = r0t(x, y), ϕ8(x, y) = k0(x, y), ϕ9(x, y) = k0t(x, y).WNº�¿�¶�à

ϕ0
1(x, y, t) =

1

2
[g̃0(x, t+ y) + g̃0(x, t− y)], ϕ0

3(x, y, t) =
1

2
[g̃0t(x, t+ y) + g̃0t(x, t− y)],

ϕ0
5(x, y) =

2

a

[

g̃0tt(x, y)−
∂2

∂y2
β(x, y/2) +H(x, y/2)β(x, y/2) + k00(x, y/2, y/2)

+ν2 exp(r(x, 0)y/4)
(

r00x(x, y/2, y/2) + βxx(x, y/2)
)]

,

ϕ0
6(x, y) = r(x, 0) + rt(x, 0)y, ϕ0

7(x) = rt(x, 0),

ϕ0
8(x, y) = −r(x, 0) +

(

r2(x, 0)

2
− rt(x, 0)

)

y, ϕ0
9(x) =

r2(x, 0)

2
− rt(x, 0).

YJ¿�Ò'Ð2ÙPµ9®�ÀÓ³	»\º�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç þ'Ü þ ��é1²2¾�³	»�½�¾�¿�¶�²	º�Ù@ØJº�²	Ò	ø	³	Ù
k0tt(x, y) ç Ö�¶�®¸ØJº�²	Ò	ø	³	ÀÞ½�ð#°�Ñ2³	¶½î°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³2¾

h0
é_¿b¯2°�±,°�×!à�Ù ç þ'Ü ��þ�éz´�¯2¾�¹2¾�¯	³�	©¾�±V¿�³2¿�¶�¾�±5ºÓº�¹9®�½�²2¾�²	³	Û ç þ'Ü þ�ú�éz´ ç þ'Ü þ ��é	� ç þ'Ü ��ú�é½>¶�¾�¹2±5³	²9®�ðí½�¾�Ò	¶�°�¹'ÕÿØJº�²	Ò	ø	³	³

ϕ :

ϕ1(x, y, t) = ϕ0
1(x, y, t) +

1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

H(x, ξ)w(x, ξ, τ) − a

2
h(x, τ − ξ) + k00(x, ξ, τ)

−
τ−ξ
∫

0

h(x, γ)w(x, ξ, τ − γ) dγ + ν2 exp (r(x, 0)τ/2)

× ∂

∂x
L0

[

ϕ8(x, τ) exp (−r(x, 0)(τ)/2) ,
(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, ξ, τ)

]}

dτ dξ,

(2.36)

ϕ3(x, y, t) = ϕ0
3 +

1

2

y
∫

−y

{

H(x, y − |ξ|)w(x, y − |ξ|, ξ + τ)

−a
2
h(x, ξ + t− y + |ξ|) + k00(x, y − |ξ|, t+ |ξ|)

−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

h(x, γ)w(x, y − |ξ|, tξ − γ) dγ + ν2 exp (r(x, 0)(ξ + t)/2)
∂

∂x
L0

×
[

ϕ8(x, ξ + t) exp (−r(x, 0)(ξ + t)/2) ,

(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, y − |ξ|, ξ + t)

]}

sgn(ξ) dξ,

(2.37)
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ϕ5(x, y) = ϕ0
5(x, y) +

y
∫

0

(

2

a
g̃0tt(x, y − ξ)− h(x, y − ξ)

)

ϕ8(x, ξ) dξ

+
1

a

y/2
∫

0

{

H(x, ξ)wt(x, ξ, y − ξ) + k00t(x, ξ, y − ξ)−
1

2
h(x, y − 2ξ)β(x, ξ)

−
y−2ξ
∫

0

h(x, τ)wt(x, ξ, y − ξ − τ) dτ + ν2 exp (r(x, 0)(y − ξ)/2)

×
{

∂

∂x
L0

[

ϕ8(x, y − ξ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,
(

r00t +
∂ϕ4

∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
r(x, 0)

2

∂

∂x
L0

[

ϕ8(x, y − ξ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,
(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

(2.38)

+
1

2

∂

∂x

[

ϕ8(x, y − 2ξ) exp (−r(x, 0)(y − 2ξ)/2)

(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, ξ, ξ))

]

}

dξ,

ϕ6(x, y) = ϕ0
6(x, y) +

y
∫

0

(y − ξ)
(

h(x, ξ) + r(x, 0)ϕ7(x, ξ) −
r2(x, 0)

4
ϕ6(x, ξ)

)

dξ, (2.39)

ϕ7(x, y) = ϕ0
7(x) +

y
∫

0

(

h(x, ξ) + r(x, 0)ϕ7(x, ξ) −
r2(x, 0)

4
ϕ6(x, ξ)

)

dξ, (2.40)

ϕ8(x, y) = ϕ0
8(x, y) + ϕ0

9(x)t+

y
∫

0

(y − ξ)
(

c0(x)ϕ8(x, ξ)− L[ϕ8, h]
)

(x, ξ) dξ, (2.41)

ϕ9(x, y) = ϕ0
9(x) +

y
∫

0

(

c0(x)ϕ8(x, ξ)− L[ϕ8, h]
)

dξ, (2.42)

·�Ñ9¾P½�±,¾�¿�¶�°�ØJº�²	Ò	ø	³	Û
ϕ2
´
ϕ4
¯2°�Ñ2¹9®�»�º'±,¾�½#®�ÙP¶�¿�Àí³'ð�¿�°�°�¶�½�¾�¶�¿�¶�½�º�ÙP×!³2¾N¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð9¾�²	³	À ç þ'Ü ����é	�

ç þ'Ü ��ú�éz´9®

w(x, y, t) = ϕ1(x, y, t) +
1

2

{

a

2
(ϕ8(x, t+ y) + ϕ8(x, t− y))

+

t+y
∫

0

ϕ8(x, τ)g̃0(x, t+ y − τ) dτ +
t−y
∫

0

ϕ8(x, τ)g̃0(x, t− y − τ) dτ
}

,

wt(x, y, t) = ϕ3(x, y, t) +
1

2

{

a

2
(ϕ9(x, t+ y) + ϕ9(x, t− y)) + g0(x, 0)[ϕ8(x, t+ y)

+ ϕ8(x, t− y)] +
t+y
∫

0

ϕ8(x, τ)g̃0t(x, t+ y − τ) dτ +
t−y
∫

0

ϕ8(x, τ)g̃0t(x, t− y − τ)dτ
}

,

h(x, y) =
1

2
[ϕ5(x, y) + c0(x)ϕ8(x, y)] +

1

a
[g0(x, 0)ϕ9(x, y) + ϕ8(x, y)g̃0t(x, 0)] .
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MP¿�²2°�½�²2°�Û!¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶J¿�¶�®�¶�à�³©¿�°�¿�¶�®�½�Ð2À	¾�¶N¶�¾�°�¹2¾�±L®7Ð9°�Ò'®�Ð2à�²2°�Û�°�Ñ2²2°�»�²9®�µ	²2°�Û�¹9®�»�¹2¾ 	!³2±,°�¿�¶�³

½>Ò'Ð�®�¿�¿�¾bØJº�²	Ò	ø	³	Û�´2®�²9®�Ð2³	¶�³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÞ¯2°�¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²2°�Û
x2
Ü

*�ª#t9suª,+PrBD �Q 2��� �
(ρ, µ, λ) ∈ Λ,

�#" - ���b� - � -

(g̃0(x, 0), g̃0t(x, 0)) ∈ As0 ,

(g̃0(x, t), g̃0t(x, t), g̃0tt(x, t)) ∈ Ct ([0, T ];As0) ,

max {‖g̃0‖s0(t), ‖g̃0t‖s0(t), ‖g̃0tt‖s0} 6 R,

max
{

‖β‖s0(y), ‖H‖s0(y),max(1, ν20 )‖ exp(±r(x, 0)t/2)‖s0 (t)
}

6 R,

max
{

‖ϕ0
i ‖s0(t)

}

6 R, i = 5, 6, 7, 8, 9,

ν20 = max
06y6T

2

ν2
(

φ−1(y)
)

, t ∈ [0, T ], y ∈ [0, T/2], R > 0.

+�- �����ë$����#� ������� ����� - �
b ∈ (0, T/2) ,

��� - ����� ����� - � -
s ∈ (0, s0)


 - �����������
ΓsT =

DT ∩ {(x, y, t) : 0 6 y 6 b(s0 − s)}
�� �-¸������
� 2���¸�����	$B����
'��$	$ - �Q" ���¸��$	�B�\���B�������5/  #"���
�$B��$	�	�

(2.36)
:
(2.42)

* �����í� - � - " - � -

ϕ1(x, y, t), ϕ3(x, y, t) ∈ C(y,t) (PsT ;As0) ,

ϕi(x, t) ∈ Ct ([0, b(s0 − s)];As0) , i = 5, 6, 7, 8, 9,

PsT = GT ∩ {(y, t)| 0 6 y 6 b(s0 − s)} ,
0#"��������

‖ϕi − ϕ0
i ‖s 6 R, i = 1, 6, 8, ‖ϕi − ϕ0

i ‖s 6
R

s0 − s
, i = 3, 7, 9,

‖ϕ5 − ϕ0
5‖s 6

R

(s0 − s)2
, (y, t) ∈ PsT .

G�DPmot���r'q#r	'ª ��� �
	'v9t�	'ª#t9suª,+��
^ñº�¿zÐ9°�½�³	À�ðí¶�¾�°�¹2¾�±5¼

ϕ0
i ∈ C(y,t)(GT ;As0), ‖ϕ0

i ‖s(y, t) 6 R, i = 1, 3, (y, t) ∈ GT , 0 < s < s0.

WNº�¿�¶�à
bn
À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�Àoµ'Ð9¾�²9®�±5³á±,°�²2°�¶�°�²	²2°íº'Ý�¼1½#®�ÙP×©¾�Ûo¯2°�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°�¿�¶�³�´5°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À	¾zÕ

±,°�ÛÞ¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®�±5³
bn+1 =

bn
1 + 1/(n+ 1)2

, n = 0, 1, 2, . . .

MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±
b = lim

n→∞
bn = b0

∞
∏

n=0

(

1 + 1/(n+ 12)
)−1

.

cN³2¿zÐ9°
b0 ∈ (0, T/2)

Ý�º�Ñ9¾�¶�½�¼_Ý�¹9®�²2°>¯2°�Ñ	ð#°�Ñ2À'×!³2±ñ°�Ý�¹9®�»�°�±1Ü
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ϕn+1
1 (x, y, t) = ϕ0

1(x, y, t) +
1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

H(x, ξ)wn(x, ξ, τ) − a

2
hn(x, τ − ξ) + kn00(x, ξ, τ)

−
τ−ξ
∫

0

hn(x, γ)wn(x, ξ, τ − γ) dγ + ν2 exp (r(x, 0)τ/2)

× ∂

∂x
L0

[

ϕn8 (x, τ) exp (−r(x, 0)(τ)/2) , (rn00 +
∂ϕn2
∂x

)(x, ξ, τ)

]}

dτ dξ,

ϕn+1
3 (x, y, t) = ϕ0

3(x, y, t) +
1

2

y
∫

−y

{

H(x, y − |ξ|)wn(x, y − |ξ|, ξ + t)− a

2
hn(x, ξ + t− y + |ξ|)

+ kn00(x, y − |ξ|, t+ |ξ|)−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

hn(x, γ)wn(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ) dγ

+ ν2 exp (r(x, 0)(ξ + t)/2)
∂

∂x
L0

[

ϕn8 (x, ξ + t)

× exp (−r(x, 0)(ξ + t)/2) ,

(

rn00 +
∂ϕn2
∂x

)

(x, y − |ξ|, ξ + t)

]}

sgn(ξ) dξ,

ϕn+1
5 (x, y) = ϕ0

5(x, y) +

y
∫

0

(

2

a
g̃0tt(x, y − ξ)− hn(x, y − ξ)

)

ϕn8 (x, ξ) dξ

+
1

a

y/2
∫

0

{

H(x, ξ)wnt (x, ξ, y − ξ) + kn00t(x, ξ, y − ξ)−
1

2
hn(x, y − 2ξ)β(x, ξ)

−
y−2ξ
∫

0

hn(x, τ)wnt (x, ξ, y − ξ − τ) dτ + ν2 exp (r(x, 0)(y − ξ)/2)

× ∂

∂x
L0

[

ϕn8 (x, y − ξ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,
(

rn00t +
∂ϕn4
∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
r(x, 0)

2

∂

∂x
L0

[

ϕn8 (x, y − ξ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,
(

rn00 +
∂ϕn2
∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
1

2

∂

∂x

[

ϕn2 (x, y − 2ξ) exp (−r(x, 0)(y − 2ξ)/2)

(

rn00 +
∂ϕn2
∂x

)

(x, ξ, ξ)

]}

dξ,

ϕn+1
6 (x, y) = ϕ0

6(x, y) +

y
∫

0

(y − ξ)
(

hn(x, ξ) + r(x, 0)ϕn7 (x, ξ)−
r2(x, 0)

4
ϕn6 (x, ξ)

)

dξ,

ϕn+1
7 (x, y) = ϕ0

7(x) +

y
∫

0

(

hn(x, ξ) + r(x, 0)ϕn7 (x, ξ)−
r2(x, 0)

4
ϕn6 (x, ξ)

)

dξ,

ϕn+1
8 (x, y) = ϕ0

8(x, y) +

y
∫

0

(y − ξ) (c0(x)ϕn8 (x, ξ)− L[ϕn8 , hn]) (x, ξ) dξ,
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ϕn+1
9 (x, y) = ϕ0

9(x) +

y
∫

0

(c0(x)ϕ
n
8 (x, ξ)− L[ϕn8 , hn])(x, ξ) dξ,

·�Ñ9¾
wn(x, y, t) = ϕn1 (x, y, t) +

1

2

{

a

2
(ϕn8 (x, t+ y) + ϕn8 (x, t− y))

+

t+y
∫

0

ϕn8 (x, τ)g̃0(x, t+ y − τ) dτ +
t−y
∫

0

ϕn8 (x, τ)g̃0(x, t− y − τ) dτ
}

,

wnt (x, y, t) = ϕn3 (x, y, t) +
a

4
[ϕn9 (x, t+ y) + ϕn9 (x, t− y)] +

1

2
g0(x, 0)[ϕ

n
8 (x, t+ y)

+ ϕn8 (x, t− y)] +
1

2





t+y
∫

0

ϕn8 (x, t− τ)g̃0t(x, τ)dτ +
t−y
∫

0

ϕn8 (x, t− τ)g̃0t(x, τ) dτ



 ,

hn(x, y) =
1

2
[ϕn5 (x, y) + c0(x)ϕ

n
8 (x, y)] +

1

a
[g0(x, 0)ϕ

n
9 (x, y) + ϕn8 (x, y)g̃0t(x, 0)] ,

ϕn2 (x, y, t) = exp (k(x, 0)t/2)L0 [ϕ
n
6 , w

n] ,

ϕn4 (x, y, t) = exp (k(x, 0)t/2)

(

k(x, 0)

2
L0 [ϕ

n
6 , w

n] + L0 [ϕ
n
6 , w

n
t ] + ϕn6 (x, t− y)β(x, y)

)

,

kn00(x, y, t) =
ν2a

2
exp(k(x, 0)(t − y)/2)

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4
+
k2x(x, 0)(t − y)

2

)

× ϕn8 (x, t− y) + kx(x, 0)
∂ϕn8
∂x

(x, t− y)
]

,

rn00(x, y, t) =
∂

∂x
(ϕn6 (x, t− y) exp (k(x, 0)t/2)) ,

kn00t(x, y, t) =
k(x, 0)

2
kn00(x, y, t) +

ν2a

2
exp(k(x, 0)(t − y)/2)

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

+
k2x(x, 0)(t − y)

2

)

ϕn9 (x, t− y) + kx(x, 0)
∂ϕn9
∂x

(x, t− y) + k2x(x, 0)

2
ϕn8 (x, t− y)

]

,

rn00t(x, y, t) =
∂

∂x

[

exp(k(x, 0)t/2)

(

ϕn7 (x, t− y) +
k(x, 0)

2
ϕn6 (x, t− y)

)]

.

MQ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³2±êØJº�²	Ò	ø	³	Ù
s′(y)

Øb°�¹2±5º�Ð9°�Û

s′(y) =
s+ γn(y)

2
, γn(y) = s0 −

y

bn
. (3.1)

^�½�¾zÑ9¾�±Ó°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³2¾
ψni = ϕn+1

i −ϕni
´
i = 1, 3, 5, 6, 7, 8, 9.

O °�·�Ñ�®Q¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�¼T¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾
¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	À �

ψ0
1(x, y, t) =

1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

H(x, ξ)w0(x, ξ, τ) − a

2
h0(x, τ − ξ) + k000(x, ξ, τ)

−
τ−ξ
∫

0

h0(x, γ)w0(x, ξ, τ − γ) dγ + ν2 exp (r(x, 0)τ/2)
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× ∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, τ) exp (−r(x, 0)(τ)/2) , (r000 +

∂ϕ0
2

∂x
)(x, ξ, τ)

]

}

dτ dξ,

ψ0
3(x, y, t) =

1

2

y
∫

−y

{

H(x, y − |ξ|)w0(x, y − |ξ|, ξ + τ)− a

2
h0(x, ξ + t− y + |ξ|)

+ k000(x, y − |ξ|, t+ |ξ|)−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

h0(x, γ)w0(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ) dγ

+ ν2 exp (r(x, 0)(ξ + t)/2)
∂

∂x
L0[ϕ

0
8(x, ξ + t) (2.36)

× exp (−r(x, 0)(ξ + t)/2) , (r00 +
∂ϕ0

2

∂x
)(x, y − |ξ|, ξ + t)]

}

sgn(ξ) dξ,

ψ0
5(x, y) =

y
∫

0

(

2

a
g̃0tt(x, y − ξ)− h0(x, y − ξ)

)

ϕ0
8(x, ξ) dξ

+
1

a

y/2
∫

0

{

H(x, ξ)w0
t (x, ξ, y − ξ) + k000t(x, ξ, y − ξ)−

1

2
h0(x, y − 2ξ)β(x, ξ)

−
y−2ξ
∫

0

h0(x, τ)w0
t (x, ξ, y − ξ − τ) dτ + ν2 exp (r(x, 0)(y − ξ)/2)

×
{

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, y − ξ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,

(

r000t +
∂ϕ0

4

∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
r(x, 0)

2

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, y − ξ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,

(

r000 +
∂ϕ0

2

∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

+
1

2

∂

∂x

[

ϕ0
2(x, y − 2ξ) exp (−r(x, 0)(y − 2ξ)/2)

(

r000 +
∂ϕ0

2

∂x
(x, ξ, ξ)

)]}

}

dξ,

ψ0
6(x, y) =

y
∫

0

(y − ξ)
(

h0(x, ξ) + r(x, 0)ϕ0
7(x, ξ) −

r2(x, 0)

4
ϕ0
6(x, ξ)

)

dξ,

ψ0
7(x, y) =

y
∫

0

(

h0(x, ξ) + r(x, 0)ϕ0
7(x, ξ)−

r2(x, 0)

4
ϕ0
6(x, ξ)

)

dξ,

ψ0
8(x, y) =

y
∫

0

(y − ξ)
(

c0(x)ϕ
0
8(x, ξ) − L[ϕ0

8, h
0]
)

dξ,

ψ0
9(x, y) =

y
∫

0

(

c0(x)ϕ
0
8(x, ξ)− L[ϕ0

8, h
0]
)

dξ,
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ψn+1
1 (x, y, t) =

1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

H(x, ξ)ŵn(x, ξ, τ)− a

2
ĥn(x, τ − ξ) + k̂n00(x, ξ, τ)

−
τ−ξ
∫

0

(

ĥn(x, γ)wn+1(x, ξ, τ − γ)− hn(x, γ)ŵn(x, ξ, τ − γ)
)

dγ

+ν2 exp (r(x, 0)τ/2)
∂

∂x

{

L0

[

ϕn+18 (x, τ) exp (−r(x, 0)(τ)/2) ,
(

r̂n00+
∂ψn2
∂x

)

(x, ξ, τ)

]

−
τ−ξ
∫

0

ψn8 (x, γ) exp(−r(x, 0)γ/2)
(

rn00 +
∂ϕn2
∂x

)

(x, ξ, τ − γ)dγ
}}

dτ dξ,

ψn+1
3 (x, y, t) =

1

2

y
∫

−y

{

H(x, y − |ξ|)ŵn(x, y − |ξ|, ξ + τ)− a

2
ĥn(x, ξ + t− y + |ξ|)

+ k̂n00(x, y − |ξ|, t+ |ξ|)−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

(

ĥn(x, γ)wn+1(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ)

− hn(x, γ)ŵn(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ)
)

dγ + ν2 exp (r(x, 0)(ξ + t)/2)

× ∂

∂x

{

L0[ϕ
n+1
8 (x, ξ + t) exp (−r(x, 0)(ξ + t)/2) ,

(

r̂n00 +
∂ψn2
∂x

)

(x, y − |ξ|, ξ + t)]

−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

ψn8 (x, γ) exp(−r(x, 0)γ/2)
(

rn00+
∂ϕn2
∂x

)

(x, y− ξ, ξ+t−γ) dγ
}}

sgn(ξ) dξ,

ψn+1
5 (x, y)=

y
∫

0

(

2

a
ψn8 (x, ξ)g̃0tt(x, y − ξ)− ĥn(x, y − ξ))ϕn+1

8 (x, ξ) + hn(x, y − ξ))ψn8 (x, ξ)
)

dξ

+
1

a

y/2
∫

0

{

H(x, ξ)ŵnt (x, ξ, y − ξ) + k̂n00t(x, ξ, y − ξ)−
1

2
ĥn(x, y − 2ξ)β(x, ξ)

−
y−2ξ
∫

0

(

ĥn(x, τ)wn+1
t (x, ξ, y − ξ − τ)− hn(x, τ)ŵnt (x, ξ, y − ξ − τ)

)

dτ

+ν2exp (r(x, 0)(y−ξ)/2)
{

∂

∂x

{

L0

[

ϕn+1
8 (x, y−ξ) exp (−r(x, 0)(y−ξ)/2) ,

(

r̂n00t+
∂ψn4
∂x

)

× (x, ξ, y − ξ)
]

−
y−2ξ
∫

0

ψn8 (x, τ) exp (−r(x, 0)τ/2)
(

rn00t +
∂ϕn4
∂x

)

(x, ξ, y − ξ − τ) dτ
}

+
r(x, 0)

2

∂

∂x

{

L0

[

ϕn+1
8 (x, τ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,

(

r̂n00 +
∂ψn2
∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

−
y−2ξ
∫

0

ψn8 (x, γ) exp(−r(x, 0)τ/2)
(

rn00 +
∂ϕn2
∂x

)

(x, ξ, y − ξ − τ) dγ
}

+
1

2

∂

∂x

[

exp (−r(x, 0)(y − 2ξ)/2) (ϕn+1
8 (x, y − 2ξ)

(

r̂n00 +
∂ψn2
∂x

)

(x, ξ, ξ)

− ψn8 (x, y − 2ξ)

(

rn00 +
∂ϕn2
∂x

)

(x, ξ, ξ))

]}

dξ,
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ψn+1
6 (x, y) =

y
∫

0

(y − ξ)
(

ĥn(x, ξ) + r(x, 0)ψn7 (x, ξ)−
r2(x, 0)

4
ψn6 (x, ξ)

)

dξ,

ψn+1
7 (x, y) =

y
∫

0

(

ĥn(x, ξ) + r(x, 0)ψn7 (x, ξ)−
r2(x, 0)

4
ψn6 (x, ξ)

)

dξ,

ψn+1
8 (x, y) =

y
∫

0

(y − ξ)



c0(x)ψ
n
8 (x, ξ)− L[ϕn8 , ĥn]−

ξ
∫

0

ψn8 (x, ξ − τ)hn+1(x, τ) dτ



 dξ,

ψn+1
9 (x, y) =

y
∫

0



c0(x)ψ
n
8 (x, ξ)− L[ϕn8 , ĥn]−

ξ
∫

0

ψn8 (x, ξ − τ)hn+1(x, τ) dτ



 dξ,

·�Ñ9¾

k̂n00(x, y, t) =
ν2a

2
exp(k(x, 0)(t − y)/2)

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4
+
k2x(x, 0)(t − y)

2

)

× ψn8 (x, t− y) + kx(x, 0)
∂ψn8
∂x

(x, t− y)
]

,

r̂n00(x, y, t) =
∂

∂x
(ψn6 (x, t− y) exp (k(x, 0)t/2)) ,

k̂n00t(x, y, t) =
k(x, 0)

2
kn00(x, y, t) +

ν2a

2
exp(k(x, 0)(t − y)/2)

[

(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

+
k2x(x, 0)(t− y)

2

)

ψn9 (x, t− y) + kx(x, 0)
∂ψn9
∂x

(x, t− y) + k2x(x, 0)

2
ψn8 (x, t− y)

]

,

r̂n00t(x, y, t) =
∂

∂x

[

exp(k(x, 0)t/2)

(

ψn7 (x, t− y) +
k(x, 0)

2
ψn6 (x, t− y)

)]

,

ŵn(x, y, t) = ψn1 (x, y, t) +
1

2

{

a

2
(ψn8 (x, t+ y) + ψn8 (x, t− y))

+

t+y
∫

0

ψn8 (x, τ)g̃0(x, t+ y − τ) dτ +
t−y
∫

0

ψn8 (x, τ)g̃0(x, t− y − τ) dτ
}

,

ŵnt (x, y, t)=ψ
n
3 (x, y, t)+

a

4
[ψn9 (x, t+ y)+ψn9 (x, t− y)]+

1

2
g0(x, 0) [ψ

n
8 (x, t+ y)+ψn8 (x, t− y)]

+
1

2

(

t+y
∫

0

ψn8 (x, t− τ)g̃0t(x, τ)dτ +

t−y
∫

0

ψn8 (x, t− τ)g̃0t(x, τ)dτ
)

,

ĥn(x, y) =
1

2
[ψn5 (x, y) + c0(x)ψ

n
8 (x, y)] +

1

a
[g0(x, 0)ψ

n
9 (x, y) + ψn8 (x, y)g̃0t(x, 0)] ,

ψn2 (x, y, t) = exp(k(x, 0)t/2)



L0[ϕ
n+1
6 , ŵn]−

t
∫

y

ψn6 (x, t− τ)wn(x, y, τ) dτ



 ,
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ψn4 (x, y, t) =
k(x, 0)

2
ψn2 (x, y, t) + exp(k(x, 0)t/2)

(

L0[ϕ
n+1
6 , ŵnt ]

−
t
∫

y

ψn6 (x, y − τ)wn(x, y, τ) dτ − ψn6 (x, t− y)β(x, y)
)

.

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´Bµ	¶�°¸±,°�Ô�²2°¸½�¼_Ý�¹9®�¶�à
b0 ∈ (0, T/2)

¶�®�Ò�´9µ	¶�°�Ñ	Ð2ÀíÐ2ÙNÝ�°�·�°
n = 0, 1, 2, . . .

Ý�º�Ñ2º�¶
½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	¼]²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®

λn = max

{

sup
(y,t,s)∈Fn

[

‖ψn1 ‖s(y, t)
γn(y)− s

y

]

, sup
(y,t,s)∈Fn

[

‖ψni ‖s(y)
γn(y)− s

y

]

, i = 6, 8,

sup
(y,t,s)∈Fn

[

‖ψn3 ‖s(y, t)
(γn(y)− s)2

y

]

, sup
(y,t,s)∈Fn

[

‖ψn5 ‖s(y)
(γn(y)− s)3

y

]

,

sup
(y,t,s)∈Fn

[

‖ψni ‖s(y)
(γn(y)− s)2

y

]

, i = 7, 9

}

<∞,

(3.2)

‖ϕn+1
1 − ϕ0

1‖s(y, t) 6 R, ‖ϕn+1
i − ϕ0

i ‖s(y) 6 R, i = 6, 8,

‖ϕn+1
3 − ϕ0

3‖s(y, t) 6
R

s0 − s
, ‖ϕn+1

i − ϕ0
i ‖s(y) 6

R

s0 − s
, i = 7, 9,

‖ϕn+1
5 − ϕ0

5‖s(y) 6
R

(s0 − s)2
, (y, t, s) ∈ Fn+1, (3.3)

·�Ñ9¾
Fn =

{

(y, t, s) : (y, t) ∈ GT , 0 6 y 6 bn(s0 − s), 0 < s < s0

}

.
�!¾�Û2¿�¶�½�³	¶�¾zÐ2à�²2°	´9³2¿�¯2°�Ð2à�»�º�ÀÓ¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	ÀîÑ	Ð2À

ψni
¯	¹	³

n = 0
´	¯2°�Ð2º�µ	³2± �

∥

∥ψ0
1

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(y − ξ)
{

R
∥

∥w0
∥

∥

s
+
a

2

∥

∥h0
∥

∥

s
+
∥

∥k000
∥

∥

s
+ T

∥

∥h0
∥

∥

s

∥

∥w0
∥

∥

s

+R

∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, τ) exp(−r(x, 0)τ/2),

(

r000 +
∂ϕ0

2

∂x

)]∥

∥

∥

∥

s

(ξ, τ)

}

dξ,

·�Ñ9¾
∥

∥w0
∥

∥

s
6 R

(

1 +
a

2
+ 2TR

)

,
∥

∥h0
∥

∥

s
6 R

(

1

2
+R

(

1 +
4

a

))

,

∥

∥ϕ0
2

∥

∥

s
(y, t) 6 R(1 +RT )

∥

∥w0
∥

∥

s
6 R(1 +RT )R

(

1

2
+R

(

1 +
4

a

))

,

∥

∥k000
∥

∥

s
(y, t) 6

a

2
R2

(

R

(

1 +
T

2

)

+

∥

∥

∥

∥

∂ϕ0
8

∂x

∥

∥

∥

∥

s

)

, s ∈ (0, s0), (y, t) ∈ GT .

^7°�¿�¯2°�Ð2à�»�º�¾�±,¿�ÀÓ²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°�± ç þ'Ü ����é�Ñ	Ð2Àí°�ø2¾�²	Ò	³ ∥∥∥∂ϕ0
8

∂x

∥

∥

∥

s

´ ∥
∥r000

∥

∥

s

´ ∥
∥

∥

∂ϕ0
2

∂x

∥

∥

∥

s

´ ∥
∥

∂
∂xL0

∥

∥

s

�

∥

∥

∥

∥

∂ϕ0
8

∂x

∥

∥

∥

∥

s

(y) 6
R

s′(y)− s ,
∥

∥r000
∥

∥

s
(y, t) 6

R2

s′(y)− s ,
∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8 exp(−r(x, 0)(t ± y ∓ ξ)/2), r000 +

∂ϕ0
2

∂x

]∥

∥

∥

∥

s

(y, t)

6
1

s′(y)− s

(

∥

∥r000
∥

∥

s′
+

∥

∥ϕ0
2

∥

∥

s′

s′(y)− s + 2TR2

(

∥

∥r000
∥

∥

s′
+

∥

∥ϕ0
2

∥

∥

s′

s′(y)− s

))

6
R2 +

∥

∥ϕ0
2

∥

∥

s′

(s′(y)− s)2 (1 + 2TR2).
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^�»�À'½PØJº�²	Ò	ø	³	Ù
s′(ξ)

³	» ç �'Üõï�é�Ñ	Ð2À n = 0
´�¿,º�µ2¾�¶�°�±Þ½�¼
	©¾�¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²	²	¼7ð!²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½2´�³2±,¾�¾�± �

∥

∥ψ0
1

∥

∥

s
(y, t) 6 µ0(a, T,R, s0)

y
∫

0

y − ξ
(γ0(y)− s)2 dξ 6 b0µ0(a, T,R, s0)

y

γ0(y)− s .

�©®�Ð9¾�¾�´

∥

∥ψ0
3

∥

∥

s
(y, t) 6

1

2

y
∫

−y

{

R
∥

∥w0
∥

∥

s
+
a

2

∥

∥h0
∥

∥

s
+
∥

∥k000
∥

∥

s
+ 3T

∥

∥h0
∥

∥

s

∥

∥w0
∥

∥

s

+R

∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, ξ + t) exp(−r(x, 0)(ξ + t)/2),

(

r000 +
∂ϕ0

2

∂x

)]∥

∥

∥

∥

s

(y − |ξ|, ξ + t)

}

dξ

6
1

2

y
∫

−y

µ1(a, T,R, s0)

(γ0(y)− s)2 dξ 6 µ1(a, T,R, s0)
y

(γ0(y)− s)2 ,

∥

∥ψ0
5

∥

∥

s
(y) 6

a

2

y
∫

0

R

(

2

a
R+ ‖h0‖s

)

dξ +
1

a

y/2
∫

0

{

R
∥

∥w0
t

∥

∥

s
+

1

2
R
∥

∥h0
∥

∥

s
+
∥

∥k000t
∥

∥

s

+T
∥

∥h0
∥

∥

s

∥

∥w0
t

∥

∥

s
+R

{∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, y − ξ) exp(−r(x, 0)(y − ξ)/2), r000t +

∂ϕ0
4

∂x

]∥

∥

∥

∥

s

+R

∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕ0
8(x, y − ξ) exp(−r(x, 0)(y − ξ)/2), r000 +

∂ϕ0
2

∂x

]∥

∥

∥

∥

s

+
1

2

∥

∥

∥

∥

∂

∂x

(

ϕ0
8(x, y − ξ) exp(−r(x, 0)(y − ξ)/2)

(

r000 +
∂ϕ0

2

∂x

))∥

∥

∥

∥

s

}}

dξ,

·�Ñ9¾
∥

∥w0
t

∥

∥

s
6 R

(

1 +
a

2
+R(1 + T )

)

,
∥

∥ϕ0
4

∥

∥

s
6 R(1 + TR)

(

R‖w0‖s + ‖w0
t ‖s
)

+R3,

∥

∥k000t
∥

∥

s
(y, t) 6 R

∥

∥k000t
∥

∥

s
+
a

2
R2

(

R(1 + TR) +R2 +

∥

∥

∥

∥

∂ϕ0
9

∂x

∥

∥

∥

∥

s

(y)

)

,

∥

∥r000t
∥

∥

s
(y, t) 6

R2(1 +R)

s′(y)− s ,
∥

∥

∥

∥

∂ϕ0
9

∂x

∥

∥

∥

∥

s

(y) 6
R

s′(y)− s, s ∈ (0, s0), (y, t) ∈ GT .

YN»b½�¼
	©¾�¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²	²	¼7ðÓ°�ø2¾�²2°�ÒÓ¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�°
∥

∥ψ0
5

∥

∥

s
(y) 6 µ2(a, T,R, s0)

y

(γ0(y)− s)2 6 s0µ2(a, T,R, s0)
y

(γ0(y)− s)3 .

WJ°�¿�¶�º�¯9®�ÀÓ®�²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°	´2³2±,¾�¾�±

∥

∥ψ0
6

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(y − ξ)
(∥

∥h0
∥

∥

s
+ 2R2

)

dξ 6 s0RT

(

1/2 + 2R +R

(

1 +
4

a

))

y

γ0(y)− s ,

∥

∥ψ0
7

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(

‖h0‖s + 2R2
)

dξ 6 s20R

(

1/2 + 2R+R

(

1 +
4

a

))

y

(γ0(y)− s)2 ,



� � <! #"#���B��
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∥

∥ψ0
8

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(y − ξ)
(

R2 + ‖h0‖s(1 + TR)
)

dξ

6 s0RT

(

R+

(

1/2 +R

(

1 +
4

a

))

(1 + TR)

)

y

γ0(y)− s ,

∥

∥ψ0
9

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(

R2 +R

(

1/2 +R

(

1 +
4

a

))

(1 + TR)

)

dξ

6 s20R

(

R+

(

1/2 +R

(

1 +
4

a

))

(1 + TR)

)

y

γ0(y)− s .

YN»íÖ�¶�³'ðë°�ø2¾�²2°�Òê¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³2¾Þ²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½ ç �'Ü þ�é!¯	¹	³ n = 0
ÜÂKN¹2°�±,¾í¶�°�·�°	´,Ñ	Ð2À

(y, t, s) ∈ F1
²9®�ð#°�Ñ2³2±

‖ϕ1
1 − ϕ0

1‖s(y, t) = ‖ψ0
1‖s(y, t) 6

λ0y

γ0(y)− s 6
λ0b1

1− b1/b0
= λ0b0,

‖ϕ1
3 − ϕ0

3‖s(y, t) = ‖ψ0
3‖s(y, t) 6

λ0y

(γ0(y)− s)2 6
2λ0b0
s0 − s

,

‖ϕ1
5 − ϕ0

5‖s(y) = ‖ψ0
5‖s(y, t) 6

λ0y

(γ0(y)− s)3 6
4λ0b0

(s0 − s)3
,

‖ϕ1
6 − ϕ0

6‖s(y) = ‖ψ0
6‖s(y, t) 6

λ0y

γ0(y)− s 6
λ0b1

1− b1/b0
= λ0b0,

‖ϕ1
7 − ϕ0

7‖s(y) = ‖ψ0
7‖s(y, t) 6

λ0y

(γ0(y)− s)2 6
2λ0b0
s0 − s

,

‖ϕ1
8 − ϕ0

8‖s(y) = ‖ψ0
8‖s(y, t) 6

λ0y

γ0(y)− s 6
λ0b1

1− b1/b0
= λ0b0,

‖ϕ1
9 − ϕ0

9‖s(y) = ‖ψ0
9‖s(y, t) 6

λ0y

(γ0(y)− s)2 6
2λ0b0
s0 − s

.

IL¿zÐ2³o½�¼_Ý�¹9®�¶�à
b0
¶�®�Ò�´�µ	¶�°�Ý�¼

4λ0b0 6 R
´2¶�°¸²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#® ç �'Ü ��é_Ý�º�Ñ2º�¶�½�¼1¯2°�Ð2²	À'¶�à�¿�ÀÓÑ	Ð2À

n = 0
Ü,WJ°�Ò'®�Ô!¾�±ê±,¾�¶�°�Ñ9°�±ë³	²'Ñ2º�Ò	ø	³	³�´'µ	¶�°©²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#® ç �'Ü þ�éz´ ç �'Ü ��é�³2±,¾�ÙP¶�±,¾�¿�¶�°©³�Ñ	Ð2À¸Ñ2¹	º#Õ·�³'ð

n
´#¾�¿zÐ2³

b0
½�¼_Ý�¹9®�¶�à!¯2°�Ñ	ð#°�Ñ2À'×!³2±T°�Ý�¹9®�»�°�±1Ü,WNº�¿�¶�à\²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#® ç �'Ü þ�éz´ ç �'Ü ��é,¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�¼Ñ	Ð2À

n = 0, 1, 2, . . . , j.
O °�·�Ñ�®©Ñ	Ð2À

(y, t, s) ∈ Fj+1

∥

∥

∥
ψj+1
1

∥

∥

∥

s
(y, t)6

y
∫

0

(y − ξ)
{

R
∥

∥ŵj
∥

∥

s
+
a

2

∥

∥

∥
ĥj
∥

∥

∥

s
+
∥

∥

∥
k̂j00

∥

∥

∥

s

+T
(∥

∥

∥ĥj
∥

∥

∥

s

∥

∥wj+1
∥

∥

s
+
∥

∥hj
∥

∥

s

∥

∥ŵj
∥

∥

s

)

+R

{∥

∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕj+1
8 exp(−r(x, 0)t/2), r̂j00 +

∂ψj2
∂x

]∥

∥

∥

∥

∥

s

+T

∥

∥

∥

∥

∥

∂

∂x

[

ψj8 exp(−r(x, 0)t/2)
(

rj00 +
∂ϕj2
∂x

)]∥

∥

∥

∥

∥

s

}}

dξ.

HJ¾�¶�¹	º�Ñ2²2°>½�³'Ñ9¾�¶�à2´	µ	¶�°

‖ŵj‖s(y, t) 6 ‖ψj1‖s +
1

2
(a+ TR)‖ψj8‖s 6 (1 + (a+ TR)/2)

λjy

γj(y)− s,



� �������#� - � - 0#" ��� ���B��$	�	�o�5$ - � - ����"�$ - � - ���	"��b #"���
�$B��$	���í
 �	�� -  	0#"2 �� - ����� � �

‖ĥj‖s(y) 6
1

2
‖ψj5‖s +R‖ψj8‖s +

2

a
R(‖ψj9‖s + ‖ψ

j
8‖s)

6 (1/2 +R(1 + 2/a)s0 + 2Rs0)
λjy

(γj(y)− s)3 ,

‖k̂j00‖s(y, t) 6
a

2
R2

(

(1 + TR/2)‖ψj8‖s +
‖ψj8‖s
s′(y)− s

)

6
a

2
R2(3 + TR/2)

λjy

(γj(y)− s)2 ,

‖r̂j00‖s(y, t) 6 R
λjy

(s′(y)− s)(γj(y)− s) ,

‖ψj2‖s(y, t) 6 R(‖ŵj‖s(1 + 2RT ) + T‖ψj6‖s‖wj‖s)

6 R((1 + 2RT )(1 + a/2 + TR/2) + TR(2 + a+ 2TR))
λjy

γj(y)− s,
∥

∥

∥

∥

∥

∂

∂x
L0

[

ϕj+1
8 exp(−r(x, 0)t/2), r̂000 +

∂ψj2
∂x

]∥

∥

∥

∥

∥

s

(y, t) 6
1

s′(y)− s(1 + TR)

(

∥

∥

∥r̂
j
00

∥

∥

∥

s
+
‖ψj2‖s
s′(y)− s

)

6 µ3(a, T,R)
λjy

(γj(y)− s)3 ,·�Ñ9¾
‖wj‖s(y, t) 6 ‖ϕj1‖s +

a

2
‖ϕj8‖s + TR‖ϕj8‖s 6 R(2 + a+ 2TR).

�9Ñ9¾�¿�àì³ ½ Ñ�®�Ð2à�²2¾�Û�	!³'ð ¯	¹2°�±,¾�Ô�º�¶�°�µ	²	¼7ð ½�¼1Ò'Ð�®�Ñ2Ò'®�ð ØJº�²	Ò	ø	³	À
s′

°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²9® ¹9®�½�¾�²'Õ
¿�¶�½�°�± ç �'Üõï�é�¯	¹	³ n = j

³Þ³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�²	¼]²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®

‖ϕji ‖s 6 2R, i = 1, 6, 8; ‖ϕj5‖s 6 R
1 + s20

(s0 − s)2
;

‖ϕji‖s 6 R
1 + s0
s0 − s

, i = 3, 7, 9,

¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�¼_¾�¿�°�·�Ð�®�¿�²2°�³	²'Ñ2º�Ò	¶�³	½�²2°�±5ºÓ¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô!¾�²	³	Ù©´ ®>¶�®�Ò	Ô!¾©°�µ2¾�½�³'Ñ2²	¼_¾!²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®
bj 6 b0

´
γj+1(y) 6 γj(y)

´ ‖ϕj2‖s(y, t) 6 R(1 + 2RT )‖wj‖s 6 R2(1 + 2RT )(2 + a+ 2TR),

‖ϕj4‖s 6 R(R‖wj‖s(1 + 2TR) + ‖wt‖s(1 + 2RT ) + 2R2) 6
µ4(a, T,R, s0)

s0 − s
,

‖wjt ‖s 6
R(1 + s0)(1 + aR/2) + 2R2s0(1 + T )

s0 − s
.

MQÒ�°�²	µ9®�¶�¾zÐ2à�²2°>Ñ	Ð2À
ψj+1
1

¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±

∥

∥ψj+1
1

∥

∥

s
(y, t) 6

y
∫

0

(y − ξ)µ5(a, T,R, s0)
λjξ

(γj(ξ)− s)3 dξ 6 λjb
2
0µ5(a, T,R, s0)

y

γj+1(y)− s .

UQ²9®�Ð9°�·�³	µ	²	¼_¾b¹9®�¿�¿�º�Ô©Ñ9¾�²	³	ÀíÑ	Ð2À
ψj+1
i

´
i = 3, 5, 6, 7, 8, 9

´B¯	¹	³	½�°�Ñ2À'¶¸ÒÞ²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®�±

∥

∥ψj+1
3

∥

∥

s
(y, t) 6

1

2

y
∫

−y

µ6(a, T,R, s0)
λjξ

(γj(ξ)− s)3 dξ 6 λjb0µ6(a, T,R, s0)
y

(γj+1(y)− s)2 ,



� $ <! #"#���B��
\< 6 = 6 *,+�- ���B��
���� 6 < 6

∥

∥ψj+1
5

∥

∥

s
(y, t) 6

y
∫

0

[(a

2
R+

∥

∥hj
∥

∥

s

)

∥

∥ψj8
∥

∥

s
+
∥

∥ĥj
∥

∥

s

∥

∥ϕj+1
8

∥

∥

s

]

dξ

+
1

a

y/2
∫

0

{

(

R+ y
∥

∥hj
∥

∥

s

) ∥

∥ŵjt
∥

∥

s
+
(

R/2 + y
∥

∥wj+1
t

∥

∥

s

)

∥

∥ĥj
∥

∥

s
+
∥

∥k̂j00t
∥

∥

s

+R

∥

∥

∥
L0ϕ

j+1
8 exp(−r(x, 0)(y − ξ)/2), r̂j00t +

∂ψj
4

∂x

]∥

∥

∥

s

s′(ξ)− s

+
yR2

∥

∥ψj8
∥

∥

s

(∥

∥rj00t
∥

∥

s
+
∥

∥

∂ϕj
4

∂x

∥

∥

s

)

s′(ξ)− s +R

∥

∥

∥
L0ϕ

j+1
8 exp(−r(x, 0)(y − ξ)/2), r̂j00 +

∂ψj
2

∂x

]∥

∥

∥

s

s′(ξ)− s

+
yR2

∥

∥ψj8
∥

∥

s
(
∥

∥rj00
∥

∥

s
+
∥

∥

∂ϕj
2

∂x

∥

∥

s
)

s′(ξ)− s +
R2

2

∥

∥ϕj+1
8

∥

∥

s

(∥

∥r̂j00
∥

∥

s
+
∥

∥

∂ψj
2

∂x

∥

∥

s

)

+
∥

∥ψj8
∥

∥

s

(∥

∥rj00
∥

∥

s
+
∥

∥

∂ϕj
2

∂x

∥

∥

s

)

s′(ξ)− s

}

dξ

6

y
∫

0

µ7(a, T,R, s0)
λjξ

(γj(ξ)− s)4 dξ 6 λjb0µ7(a, T,R, s0)
y

(γj+1(y)− s)3 ,
·�Ñ9¾
∥

∥ŵjt
∥

∥

s
(y, t) 6

∥

∥ψj3
∥

∥

s
+
a

2

∥

∥ψj9
∥

∥

s
+R(1 + T )

∥

∥ψj8
∥

∥

s
6

(

1 +
a

2
+ s0R(1 + T )

) λjy

(γj(y)− s)2 ,

∥

∥k̂j00t
∥

∥

s
(y, t) 6 R

∥

∥k̂j00
∥

∥

s
+
a

2
R2

[(

1 + TR/2 +
1

s′(y)− s

)

∥

∥ψj9
∥

∥

s
+
R

2

∥

∥ψj8
∥

∥

s

]

6
a

2
R2
(

s0R(3 + TR/2) + s0(1 + TR/2) + 2R+ s20R
2
) λjy

(γj(y)− s)3 ,

∥

∥r̂j00t
∥

∥

s
(y, t) 6 2R(1 + s0R)

λjy

(γj(y)− s)3 ,
∥

∥rj00t
∥

∥

s
(y, t) 6

2R2(1 + s0 + 2Rs0)

(s0 − s)(γj(y)− s)
,

∥

∥ψj4
∥

∥

s
(y, t)6R

∥

∥ψj2
∥

∥

s
(y, t)+R

[(∥

∥ŵj
∥

∥

s
+
∥

∥ŵjt
∥

∥

s

)

(1 + 2TR)+
∥

∥ψj6
∥

∥

s

((∥

∥wj
∥

∥

s
+
∥

∥wjt
∥

∥

s

)

T +R
)]

.
�©®�Ð9¾�¾

∥

∥ψj+1
6

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(y − ξ)
(

λjξ(1/2 +R(1 + 2/a)s0 + 2Rs0)

(γj(y)− s)3 +
λjξR

(γj(ξ)− s)2 +
λjξR

γj(ξ)− s

)

dξ

6 λjµ8(b0, a, R, s0)
y

(γj+1(y)− s) ,

∥

∥ψj+1
7

∥

∥

s
(y) 6

y
∫

0

(

λjξ(1/2 +R(1 + 2/a)s0 + 2Rs0)

(γj(y)− s)3 +
λjξR

(γj(ξ)− s)2 +
λjξR

γj(ξ)− s

)

dξ

6 λjb
−1
0 µ8(b0, a, R, s0)

y

(γj+1(y)− s)2 ,
∥

∥ψj+1
8

∥

∥

s
(y) 6 λjµ9(b0, a, R, s0, T )

y

γj+1(y)− s,
∥

∥ψj+1
9

∥

∥

s
(y) 6 λjb

−1
0 µ9(b0, s0, R, T )

y

(γj+1(y)− s)2 , (y, t, s) ∈ Fj+1.

YN»b¯2°�Ð2º�µ2¾�²	²	¼7ðÞ°�ø2¾�²2°�Ò�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶
λj+1 6 λjρ, λj+1 6∞, ρ = max(µ5, µ6, µ7,max(1, b−1

0 )µ8,max(1, b−1
0 )µ9).
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(y, t, s) ∈ Fj+2

∥

∥ϕj+2
i − ϕ0

i

∥

∥

s
6

j+1
∑

n=0

∥

∥ψni
∥

∥

s
6

j+1
∑

n=0

λny

γn(y)− s

6

j+1
∑

n=0

λnbj+2

1− bi+2/bn
6

j+1
∑

n=0

λnbn(n+ 1)2 6 λ0b0

j+1
∑

n=0

ρn(n+ 1)2, i = 1, 6, 8,

∥

∥ϕj+2
5 − ϕ0

5

∥

∥

s
(y) 6

j+1
∑

n=0

‖ψn5 ‖s(y) 6
j+1
∑

n=0

λny

(γn(y)− s)3

6
1

(s0 − s)2
j+1
∑

n=0

λnbj+2

(1− bi+2/bn)3
6

λ0b0
(s0 − s)2

j+1
∑

n=0

ρn(n+ 1)6,

∥

∥ϕj+2
i − ϕ0

i

∥

∥

s
6

j+1
∑

n=0

‖ψni ‖s 6
j+1
∑

n=0

λny

(γn(y)− s)2

6
1

s0 − s

j+1
∑

n=0

λnbj+2

(1− bi+2/bn)2
6

λ0b0
s0 − s

j+1
∑

n=0

ρn(n+ 1)4, i = 3, 7, 9.

^�¼_Ý�¾�¹2¾�±ë¶�¾�¯2¾�¹	à
b0 ∈ (0, T/(2s0))

¶�®�Ò	³2±1´2µ	¶�°

ρ 6 1, λ0b0

∞
∑

n=0

ρn(n+ 1)6 6 R.

O °�·�Ñ�®
∥

∥ϕj+2
1 − ϕ0

1

∥

∥

s
(y, t) 6 R;

∥

∥ϕj+2
i − ϕ0

i

∥

∥

s
(y) 6 R, i = 6, 8;

∥

∥ϕj+2
5 − ϕ0

5

∥

∥

s
(y) 6

R

(s0 − s)2
;

∥

∥ϕj+2
3 − ϕ0

3

∥

∥

s
(y, t) 6

R

s0 − s
;
∥

∥ϕj+2
i − ϕ0

i

∥

∥

s
(y) 6

R

s0 − s
, i = 7, 9; (y, t, s) ∈ Fj+2.

Ou®�Ò�Ò'®�Òo½�¼_Ý�°�¹
b0
²2¾\»�®�½�³2¿�³	¶î°�¶�²2°�±,¾�¹9®¸¯	¹	³2Ý�Ð2³	Ô!¾�²	³	Û�´�¶�°>¯2°�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²	¼_¾�¯	¹	³2Ý�Ð2³'Õ

Ô!¾�²	³	À
ϕni
´
i = 1, 3, 5, 6, 7, 8, 9

´B¯	¹	³	²9®�Ñ	Ð9¾�Ô©®�¶

C(y,t) (F ; As) , F =

∞
⋂

n=0

Fn

³îÑ	Ð2Àí²	³'ðî³2±,¾�ÙP¶¸±,¾�¿�¶�°�²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®
∥

∥ϕn1 − ϕ0
1

∥

∥

s
(y, t) 6 R;

∥

∥ϕni − ϕ0
i

∥

∥

s
(y) 6 R, i = 6, 8;

∥

∥ϕn5 − ϕ0
5

∥

∥

s
(y) 6

R

(s0 − s)2
;

∥

∥ϕn3 − ϕ0
3

∥

∥

s
(y, t) 6

R

s0 − s
;
∥

∥ϕni − ϕ0
i

∥

∥

s
(y) 6

R

s0 − s
, i = 7, 9; (y, t, s) ∈ F.

WN¹	³
s ∈ (0, s0)

¹#À�Ñ2¼
∞
∑

n=0

(ϕni − ϕn−1
i )

¿}ð#°�Ñ2À'¶�¿�ÀÓ¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°>½�²2°�¹2±,¾J¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®
C(y,t) (PsT ;As) , PsT = GT ∩ {(y, t) : 0 6 y 6 b(s0 − s)} ,



ú#û <! #"#���B��
\< 6 = 6 *,+�- ���B��
���� 6 < 6
¯2°�Ö�¶�°�±5º

ψni → ψi
Ü1WN¹2¾zÑ9¾zÐ2à�²	¼_¾!ØJº�²	Ò	ø	³	³

ψi
À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�ÀÞÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�®�±5³

C(y,t) (PsT ; As)
³Þº�Ñ9°�Õ

½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'ÙP¶kº�¹9®�½�²2¾�²	³	À	± ç þ'Ü � ��é	� ç þ'Ü ú#þ�ézÜ�!°�Ò'®�Ô!¾�±h¶�¾�¯2¾�¹	à2´7µ	¶�°o²9®�Û'Ñ9¾�²	²2°�¾Þ¹2¾ 	©¾�²	³2¾Ó¾zÑ2³	²'Õ
¿�¶�½�¾�²	²2°	Ü�WNº�¿�¶�à

ψi
³
ψ̄i â Ð2ÙNÝ�¼_¾NÑ2½#®©¹2¾ 	©¾�²	³	À�´	º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'ÙP×!³2¾b²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®�±

∥

∥ϕ1 − ϕ0
1

∥

∥

s
(y, t) 6 R,

∥

∥ϕi − ϕ0
i

∥

∥

s
(y) 6 R, i = 6, 8,

∥

∥ϕ5 − ϕ0
5

∥

∥

s
(y) 6

R

(s0 − s)2
,

∥

∥ϕ3 − ϕ0
3

∥

∥

s
(y, t) 6

R

s0 − s
,
∥

∥ϕi − ϕ0
i

∥

∥

s
(y) 6

R

s0 − s
, i = 7, 9, (y, t, s) ∈ F.

MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±êµ2¾�¹2¾�»
ψ̃i = ϕi − ϕ̄i

³Þ¯	º�¿�¶�à

λ := max

{

sup
(y,t,s)∈F

[

‖ϕ̃1‖s(y, t)
γ(y)− s

y

]

, sup
(y,t,s)∈F

[

‖ϕ̃3‖s(y, t)
(γ(y) − s)2

y

]

,

sup
(y,t,s)∈F

[

‖ϕ̃i‖s(y)
γ(y) − s

y

]

, i = 6, 8,

sup
(y,t,s)∈F

[

‖ϕ̃i‖s(y)
(γ(y)− s)2

y

]

, i = 7, 9, sup
(y,t,s)∈F

[

‖ϕ̃5‖s(y)
(γ(y) − s)3

y

]

}

<∞,

·�Ñ9¾
γ(y) = s0− y/b

´
b = b0

∞
∏

n=0

(

1 + 1/(n+ 1)2
)−1

.
O °�·�Ñ�®bÑ	Ð2À�ØJº�²	Ò	ø	³	Û

ϕ̃i
±,°�Ô�²2°\¯2°�Ð2º�µ	³	¶�à

¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	À

ψ̃1(x, y, t) =
1

2

y
∫

0

t+y−ξ
∫

t−y+ξ

{

H(x, ξ)w̃(x, ξ, τ)− a

2
h̃(x, τ − ξ) + k̃00(x, ξ, τ)

−
τ−ξ
∫

0

(

h̃(x, γ)w̄(x, ξ, τ − γ)− h(x, γ)w̃(x, ξ, τ − γ)
)

dγ

+ ν2 exp (r(x, 0)τ/2)
∂

∂x

{

L0

[

ϕ̄8(x, τ) exp (−r(x, 0)(τ)/2) ,
(

r̃00 +
∂ψ̃2

∂x

)

(x, ξ, τ)
]

−
τ−ξ
∫

0

ψ̃8(x, γ) exp(−r(x, 0)γ/2)
(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, ξ, τ − γ)dγ
}

}

dτ dξ,

ψ̃3(x, y, t) =
1

2

y
∫

−y

{

H(x, y − |ξ|)w̃n(x, y − |ξ|, ξ + τ)− a

2
(h̃n(x, ξ + t− y + |ξ|)

+ k̃n00(x, y − |ξ|, t+ |ξ|)−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

(

h̃(x, γ)w̄(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ)
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− h(x, γ)w̃n(x, y − |ξ|, t+ ξ − γ)
)

dγ + ν2 exp (r(x, 0)(ξ + t)/2)

× ∂

∂x

{

L0[ϕ̄8(x, ξ + t) exp (−r(x, 0)(ξ + t)/2) ,
(

r̃n00 +
∂ψ̃2

∂x

)

(x, y − |ξ|, ξ + t)]

−
t−y+ξ+|ξ|
∫

0

ψ̃8(x, γ) exp(−r(x, 0)γ/2)
(

r00+
∂ϕ2

∂x

)

(x, y − ξ, ξ+t−γ)dγ
}

}

sgn(ξ) dξ,

ψ̃5(x, y) =

y
∫

0

(

2

a
ψ̃8(x, ξ)g̃0tt(x, y − ξ)− h̃(x, y − ξ))ϕ̄8(x, ξ) + h(x, y − ξ)ψ̃8(x, ξ)

)

dξ

+
1

a

y/2
∫

0

{

H(x, ξ)w̃t(x, ξ, y − ξ) + k̃00t(x, ξ, y − ξ)−
1

2
h̃(x, y − 2ξ)β(x, ξ)

−
y−2ξ
∫

0

(

h̃(x, τ)w̄t(x, ξ, y − ξ − τ)− h(x, τ)w̃t(x, ξ, y − ξ − τ)
)

dτ

+ ν2 exp (r(x, 0)(y−ξ)/2)
{

∂

∂x

{

L0

[

ϕ̄8(x, y−ξ) exp (−r(x, 0)(y−ξ)/2) ,
(

r̃n00t+
∂ψ̃4

∂x

)

× (x, ξ, y − ξ)
]

−
y−2ξ
∫

0

ψ̃8(x, τ) exp (−r(x, 0)τ/2)
(

r00t +
∂ϕ4

∂x

)

(x, ξ, y − ξ − τ)dτ
}

+
r(x, 0)

2

∂

∂x

{

L0

[

ϕ̄8(x, τ) exp (−r(x, 0)(y − ξ)/2) ,
(

r̃00 +
∂ψ̃2

∂x

)

(x, ξ, y − ξ)
]

−
y−2ξ
∫

0

ψ̃8(x, γ) exp(−r(x, 0)τ/2)
(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, ξ, y − ξ − τ)dγ
}

+
1

2

∂

∂x

[

exp
(

− r(x, 0)(y − 2ξ)/2
)(

ϕ̄8(x, y − 2ξ)
(

r̃00 +
∂ψ̃2

∂x

)

(x, ξ, ξ)

− ψ̃8(x, y − 2ξ)
(

r00 +
∂ϕ2

∂x

)

(x, ξ, ξ)
)]

}

dξ,

ψ̃6(x, y) =

y
∫

0

(y − ξ)
(

h̃(x, ξ) + r(x, 0)ψ̃7(x, ξ)−
r2(x, 0)

4
ψ̃6(x, ξ)

)

dξ,

ψ̃7(x, y) =

y
∫

0

(

h̃(x, ξ) + r(x, 0)ψ̃7(x, ξ)−
r2(x, 0)

4
ψ̃6(x, ξ)

)

dξ,

ψ̃8(x, y) =

y
∫

0

(y − ξ)



c0(x)ψ̃8(x, ξ)− L[ϕ8, h̃]−
ξ
∫

0

ψ̃8(x, ξ − τ)h̄(x, τ)



 dξ,

ψ̃9(x, y) =

y
∫

0

(c0



ψ̃8(x, ξ)− L[ϕ8, h̃]−
ξ
∫

0

ψ̃8(x, ξ − τ)h̄(x, τ)



 dξ,

·�Ñ9¾

k̃00(x, y, t) =
ν2a

2
exp(k(x, 0)(t − y)/2)

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4
+
k2x(x, 0)(t − y)

2

)

× ψ̃8(x, t− y) + kx(x, 0)
∂ψ̃8

∂x
(x, t− y)

]

,
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r̃00(x, y, t) =
∂

∂x

(

ψ̃6(x, t− y) exp (k(x, 0)t/2)
)

,

k̃00t(x, y, t) =
k(x, 0)

2
k00(x, y, t) +

ν2a

2
exp(k(x, 0)(t − y)/2)

[(

kxx(x, 0)
y

2
+ k2x(x, 0)

y2

4

+
k2x(x, 0)(t− y)

2

)

ψ̃9(x, t− y) + kx(x, 0)
∂ψ̃9

∂x
(x, t− y) + k2x(x, 0)

2
ψ̃8(x, t− y)

]

,

r̃00t(x, y, t) =
∂

∂x

[

exp(k(x, 0)t/2)

(

ψ̃7(x, t− y) +
k(x, 0)

2
ψ̃6(x, t− y)

)]

,

w̃(x, y, t) = ψ̃1(x, y, t) +
1

2

{

a

2
(ψ̃8(x, t+ y) + ψ̃8(x, t− y)) +

t+y
∫

0

ψ̃8(x, τ)g̃0(x, t+ y − τ) dτ

+

t−y
∫

0

ψ̃8(x, τ)g̃0(x, t− y − τ) dτ
}

,

w̃t(x, y, t)= ψ̃3(x, y, t)+
a

4

[

ψ̃9(x, t+ y)+ψ̃9(x, t− y)
]

+
1

2
g0(x, 0)

[

ψ̃8(x, t+y)+ψ̃8(x, t− y)
]

+
1

2

(

t+y
∫

0

ψ̃8(x, t− τ)g̃0t(x, τ) dτ +

t−y
∫

0

ψ̃8(x, t− τ)g̃0t(x, τ) dτ
)

,

h̃(x, y) =
1

2

[

ψ̃5(x, y) + c0(x)ψ̃8(x, y)
]

+
1

a

[

g0(x, 0)ψ̃9(x, y) + ψ̃8(x, y)g̃0t(x, 0)
]

,

ψ̃2(x, y, t) = exp(k(x, 0)t/2)



L0[ϕ̄6, w̃t]−
t
∫

y

ψ̃6(x, t− τ)w(x, y, τ)



 dτ,

ψ̃4(x, y, t) =
k(x, 0)

2
ψ̃2(x, y, t) + exp(k(x, 0)t/2)

(

L0[ϕ̄6(x, y), w̃t(x, y, t)] − ψ̃6(x, t− y)β(x, y)

−
t
∫

y

ψ̃6(x, y − τ)w(x, y, τ) dτ
)

.
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λ 6 λρ′, ρ′ = max
(

µ′5, µ
′
6, µ

′
7,max(1, b−1)µ′8,max(1, b−1)µ′9

)

< ρ < 1,

·�Ñ9¾
µ′5,6,7 = µ′5,6,7(b, a,R, s0)

´
µ′8,9 = µ′8,9(b, a,R, s0, T ).XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´

λ = 0.
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ϕi = ϕ̄i
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ÞMë �4ã�Ý<í'ÞMàYç½æ�Ý�ê'ã�í]ã�ê]ì à�1MåMæ}ê'ã�ÞMð

ä02<õ � � � ÷Ëä Ü 1 Üõ´ êCö � � � ÷_ô4365 Ü ä Ü
� c)Q�L K
P-Q9X+Z-T�� `OL 7�Q�Z-Q9K
P-L b+U�R��OR�P-Q9�ïT+|Cù�L R  T
Q9U b+R�P-L  L P � Q��
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L P-R�`OQ�P-Q�Z-�'L K�b�P-L T$K�b+KMb$`)`OL P-L T$K�b+U  T$K�`OL P-L T$K�Z-Q9U b�P-L ù&QCP-TYP-c)Q½N)Z-R�P  T$�'[_T$K)Q9K
P�T+|�P-c)Q�`OL RF[)U b  Q9�'Q9K
P-R�ù&Q  P-T+Zeû½L P-c
x3 = 0 L R0[_T$RFQ�`�� � c)Q�L K�ù&Q�Z-RFQ'[OZ-T$W)U Q9� L RYZ-Q9[)U b  Q�`�W
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û�b�ù&Q}Q��
V�b�P-L T$K)R½L K�P-c)Q��}L Z  c)c)T 7�P �O[_Q � P-T/X$Q9K)Q�Zib+U L �9QYQ�b�Z-U L Q�ZCZ-Q9RFV)U P-R½L KMP-c)QSU L P-Q�Zib�P-VOZ-Qz�
����� ��ý�!"���$#&% �('
)
*,+9ý-%.�(/�0 ��� �$# 12%.���$# �,35476�89898,:}¦ : �+^ � � � �+# \ % ���üMý�þ ÿ��������z¦ W)U T�û�V)[ � �}L Z  c)c)T 7�� P �O[_Q � û�b�ù&Q�Q��
V�b�P-L T$K)R � `OQ9X$Q9K)Q�Zib�P-Q9U �y`)b+�'[_Q�`;R��OR�P-Q9� � R�PFZ-T$K)X�K)T$K)U L K)Q�b�Z
RFT$VOZ  Q � [_T$RFL P-L ù&Q}L K)L P-L b+U�Q9K)Q�Z-X+� � c)L X$c)Q�Zä�ÈT+Zi`OQ�Z}�

A9D<;=	�����?>@�BAC�-����	ED2	B>GF<��,HB�����BI�JK�L�M

ç ��� 22N � ö9O2N � �� õ � 5 �QP õ�ö 	SR �UT














(|u′1|m−2u′1)
′ +

(

∫

Ω

|Dκu1|2dx
)γ

(−∆)κu1 +
(

a|u1|k + b|u2|l
)

u′1 = f1(u1, u2);

(|u′2|m−2u′2)
′ +

(

∫

Ω

|Dκu2|2dx
)γ

(−∆)κu2 +
(

c|u2|θ + d|u1|%
)

u′2 = f2(u1, u2),
ç ï�Üõï�é

V 5 � õ � ô RWR � � õ T N T 22N � 	 � ô R � ÷ ��´ V � V �WRWR P õ�ö�÷ ��� 5gô � � 5 � N�ö R 2 � � ö9O2N�ö�X ç ï�Üõï�é � ô�OSO=ö � �.Y � N � XFö�õ
t > 0V � � 5 P öCN � � � ÷ � � O � � � ô R � O � õ$Z � ´ V 5 � õ �

ui(x, 0) = ui0(x) ∈ Hκ
0 (Ω), i = 1, 2, ç ï�Ü þ�é

u′i(x, 0)) = ui1(x) ∈ Lm(Ω), i = 1, 2, ç ï�Ü ��é
ô�O � 	 ö 2SO � ô)õ�� � ö9O � � � � ö9O2N

∂jui
∂νj

= 0, x ∈ ∂Ω, i = 1, 2, j = 0, 1, 2, . . . , κ− 1, ç ï�Ü ú�é
V 5 � õ �

ν � N � 5 � ö 2 � V ô)õ � O=ö�õ T ô R � ö � 5 � 	 ö 2SO � ô)õ�� Üã[O � 5 �QP õ � N � O �\P ô P � õ ´ V � N � 2 � � � 5 � N��]N � �UT ç ï�Üõï�éz´ V � � 5

f1(u1, u2) = (p+ 1)
[

a1|u1 + u2|(p−1)(u1 + u2) + b1|u1|
(p−3)

2 u1|u2|
(p+1)

2

]

,

f2(u1, u2) = (p+ 1)
[

a1|u1 + u2|(p−1)(u1 + u2) + b1|u2|
(p−3)

2 u2|u1|
(p+1)

2

]

,
ç ï�Ü ��é

ô�O � � 5 �QP ô)õ+ô T ��� õ � N
a1 > 0

´
b1 > 0

´
p > 3

´
γ > 0

´
m > 2

´
k, l, θ, %, κ > 1

N+ô � � N^X � � OSZ

p > max (m− 1, k + 1, l + 1, θ + 1, %+ 1, 2γ + 1) . ç ï�Ü ��é

© ������� � Q9K)K)L Z_�}c#� �,� L P-T$V)K)L{d��
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��� �!	#"%$&�'� �(�)����"*���+������� � ����	#,.-/	10#�2�'34�1	4�������� ú �
ã[O ç ï�Üõï�éz´ ui = ui(t, x)

´
i = 1, 2, V 5 � õ �

x ∈ Ω � N;ô 	 ö 2SO �� ��� ö T ô � O�ö�X
R
n (n > 1) V � � 5ô�N T ö�ö � 5 	 ö 2SO � ô)õ�� ∂Ω ´ t > 0

ô�O �
a
´
b
´
c
´
d
ô)õ � O=ö9OSO � Z�ô � � ÷ � � ö9O2N � ô�O � N Ü� �QT � O � � ö9O 5 � õ ��� 5gô �

|Dκu|2 = (∆κ/2u)2
XFö�õ P ô)õ�÷_ô R 2 � ö�X κ

ô�O �
|Dκu|2 = |∇(∆(κ−1)/2u)|2 XFö�õ�ö ��

κ,

V 5 � õ �

|∇u|2 =
n
∑

i=1

(

∂u

∂xi

)2

, ∆u =

n
∑

i=1

∂2u

∂x2i
.

ê�5 � N25 � O � ö�XBN��]N � �UT N/ô PSP � ô)õ N � O � 5 �(T ö �� R N/ö�X_O=ö9O R � O � ô)õ � � õ � 5 5=ö16 Õ � � P ��Ü ã � � N/ô<Z � O � õ+ô R � óOô � � ö9Oö�X4ô T ö �� R � O � õ�ö � 2 � � � 	 � � � õ � 5 5=ö16 ôõï�ï�ö � O � 5 � � ô9N �
n = 1 � � 5 � N � � P � ö�X P õ�ö 	SR �UT �� N � õ �
	 � Nô�N T ô RWR ô T P R � � 2 �� ÷ �
	 õ+ô � � ö9Oqö�XYô�O � R ô9N � � � N � õ � OSZ Ü ê�5 � ö�õ � Z � Ogô R �#7 2gô � � ö9O � N �

ρhutt + τut =



P0 +
Eh

2L

L
∫

0

|ux(x, t)|2ds



uxx + f, ç ï�Ü ��é

V 5 � õ �
0 6 x 6 L

ô�O �
t > 0

´
u(x, t) � N � 5 � R ô � � õ+ô R � � N P R ô � �UT � O � ô � � 5 � N P ô � � � ö�ö�õ � � Ogô � � xô�O � � 5 � � � T � t ´ ρ � 5 � T ô9N N �� O2N � � � ´ h � 5 � � õ�öCN N Õ N � ��� � ö9Oqô)õ � ô ´ L � 5 � R � OSZ � 5 ´ P0

� 5 � � O � � � ô R ô Y � ô R� � O2N � ö9O ´ τ � 5 � õ � N � N � ô�O � ��T ö � 2 R 22N ´ E � 5 � ì0ö 2SOSZ T ö � 2 R 22NYô�O � f � 5 � �.Y � � õ$Ogô R XFö�õ � � ç XFö�õ �.Y ô T P R �� 5 � ô ��� � ö9Oqö�X@Z_õ+ô
÷ � � � ézÜê�5 � 	SR ö V 2 P ö�X � 5 � Z � O �� õ ö�XMö 2<õ P õ�ö 	SR �UT N � O � 5 � N � OSZ R � �#7 2gô � � ö9O 5gô9N 	 � � O � ö9O2N � �� õ � �
� O ôõï $�ö � � � V ô9N � N � ô 	SR � N�5 � � ô 	SR ö V Õ 2 P õ � N�2 R � XFö�õ � � õ � ô � O N�ö R 2 � � ö9O2N V � � 5 P öCN � � � ÷ � � O � � � ô R � O � õ$Z � Üã[O ôõï�ú�ö R ö � ô R �.Y � N � � O � � ô�O � 	SR ö V 2 P ö�X � 5 � N�ö R 2 � � ö9O2N ´ ö�X � 5 � N+ô T ���#7 2gô � � ö9O 5gô
÷ � 	 � � O�N � 2 � � � ��Üæâõ � R ô � � � P õ�ö 	SR �UT N V � � 5 κ = 1

5gô
÷ � ô � � õ+ô ��� � � ô Z_õ � ô � �� ô R ö�X½ô � � � O � � ö9O � O � 5 � R ô9N ���� � ô �� N ´ô�O �<T ô�O���õ � N�2 R � N95gô
÷ � 	 � � O�ô PSP � ô)õ � � ö9O � 5 � �.Y � N � � O � � ô�O � R ö9OSZ � � T � 	 � 5gô
÷ � ö�õSö�X2N�ö R 2 � � ö9O2N Ü ë=ö�õ� 5 � R � � � õ+ô � 2<õ � V � 7 2=ö � � � N N � O � � ô RWR � � 5 � õ � N�2 R � N�ö�X ô þ � ��öÿ´�ô ��öÿ´�ôõï�û ��ï�þ�öÿ´ ôõï��	´�ï	��´�ï�ù'´9þ�û'´9þ�þ	´9þ��'´ ��û�öô�O � õ � X � õ � O � � N � 5 � õ � � O Üê�5 � N��]N � �UT NSö�XLO=ö9O R � O � ô)õ V ô
÷ � �#7 2gô � � ö9O2N ç ï�Üõï�é Z�ö 	 ô � 5 � ö4á � � �îô þ�ú�ö V 5=ö P õ�ö P öCN � � ô N � T �WR ô)õN��]N � �UT � O � 5<õ � � N P ô � ��� � T � O2N � ö9O2N 	 2 � � O � 5 � ô 	 N � O � � ö�X � 5 � ÷ � N � ö � R ô9N � � � ô�O � � ô T P � OSZ � � õ T N Ü
ê�5 � N � � P � ö�X N��]N � �UT V ô9N � ö T P R ��� � R �>ô�Ogô R �]N � � � XFö�õ �.Y ô T P R ��´ � O ô þ�öÿ´�� 5 � ô 2 � 5=ö�õ N N � 2 � � � � � 5 �XFö RWR ö V � OSZ N��]N � �UT �

{

utt −∆u+ |ut|m−1ut = f1(u, v),

vtt −∆v + |vt|r−1vt = f2(u, v),
ç ï�Ü $�é

� O Ω × (0, T ) V � � 5 � O � � � ô R ô�O � 	 ö 2SO � ô)õ�� � ö9O � � � � ö9O2NËô�O � � 5 � O=ö9O R � O � ô)õ X	2SO ��� � ö9O2N f1 ô�O �
f2N+ô � � N^X � � OSZ�ô PSP õ�ö P õ � ô � � � ö9O � � � � ö9O2N'ô�O � � O � 5 � � ô9N � V 5 � õ �

a = b = c = d = γ = 0
´
m = 2

´
κ = 1

Ü
ê�5 � � P õ�ö�÷ � � 2SO �� õ N�ö T � õ � N � õ � ��� � ö9O2N�ö9O � 5 �QP ô)õ+ô T ��� � õ N4ô�O � � 5 � � O � � � ô R � ô � ô T ô�O��Ëõ � N�2 R � N�ö9O� 5 � �.Y � N � � O � � ö�X�ô V � ô15 N�ö R 2 � � ö9O Ü ê�5 � ��ô R N�ö5N�5=ö V � � � 5gô � ô�O�� V � ô15 N�ö R 2 � � ö9O V � � 5EO � Z�ô � � ÷ �
� O � � � ô R � O � õ$Z � 	SR ö V N�2 P � O982O � � ��� � T � 22N � OSZ � 5 � N+ô T ��� � � 5SO � 7 2 � NMô9N � O ô $�öÿÜã[O � 5 � V ö�õ�5 ôõï�ù�öÿ´� 5 � ô 2 � 5=ö�õ N � ö9O2N � �� õ � � � 5 � O=ö9O R � O � ô)õ�÷ � N � ö � R ô9N � � � N��]N � �UT �















utt −∆u+
t
∫

0

g(t− s)∆u(x, s) ds+ |ut|m−1ut = f1(u, v),

vtt −∆v +
t
∫

0

h(t− s)∆v(x, s) ds+ |vt|r−1vt = f2(u, v),

x ∈ Ω, t > 0, ç ï�Ü ù�é



ú � �����������
	�� 6 * �������������� 6
V 5 � õ �

{

f1(u, v) = a|u+ v|2(ρ+1)(u+ v) + b|u|ρu|v|(ρ+2),

f2(u, v) = a|u+ v|2(ρ+1)(u+ v) + b|u|(ρ+2)|v|ρv,
ç ï�Üõï�û�é

ô�O � � 5 � � P õ�ö�÷ � ô(Z R ö 	 ô R O=ö9O �.Y � N � � O � � � 5 � ö�õ �UT XFö�õ � � õ � ô � O N�ö R 2 � � ö9O2N V � � 5 P öCN � � � ÷ � � O � � � ô R � O � õ$Z � ´� 5 �QT ô � O � ö�ö R ö�X � 5 �QP õ�ö�ö�X � N�ô T ��� 5=ö � 22N � � � O ô þ���öÿÜã[O � 5 � � ô9N � ö�X
γ = 0

´
κ = 1

´
m = 2

´CP õ�ö 	SR �UT ç ï�Üõï�é 5gô9N 	 � � O N � 2 � � � � õ � � � O � R � � O ô þ�þ�ö XFö � 22N � OSZö9O � 5 � Z R ö 	 ô R V � RWR Õ P öCN � � O � N N�ö�X � 5 � N��]N � �UT ö�X@O=ö9O R � O � ô)õ V ô
÷ � �#7 2gô � � ö9O2N







utt −∆u+
(

d|u|k + e|v|l
)

|ut|m−1ut = f1(u, v),

vtt −∆v +
(

d′|v|θ + e′|u|ρ
)

|vt|r−1vt = f2(u, v),
ç ï�Üõï�ï�é

� O ô 	 ö 2SO �� � � ö T ô � O Ω ⊂ R
n ´ n = 1, 2, 3

´
0 < r,m < 1

´ V � � 5Êä � õ � � 5 R ��� 	 ö 2SO � ô)õ�� � ö9O � � � � ö9O2N Üê�5 � O=ö9O R � O � ô)õ � � � � N f1(u, v) ô�O � f2(u, v) ô ��� ô9N ô�N � õ�ö9OSZ5N�ö 2<õ � � � O � 5 � N��]N � �UTÞÜ å(O �� õ N�ö T �
õ � N � õ � ��� � ö9O ö9O � 5 �<P ô)õ+ô T ��� � õ N � O � 5 � N��]N � �UTÞ´ � 5 � �Ëö 	 � ô � O�N � ÷ � õ+ô R õ � N�2 R � N�ö9O � 5 � �.Y � N � � O � � ô�O �2SO � 7 2 � O � N N�ö�X\N�ö R 2 � � ö9O2N Ü ã[O ô �� � � � ö9O ´�� 5 � � P õ�ö�÷ � � 5gô � V � ô15 N�ö R 2 � � ö9O2N 	SR ö V 2 P � O 82O � � � � � T �V 5 � O � ÷ � õ � 5 � � O � � � ô R � O � õ$Z � � N�O � Z�ô � � ÷ � ô�O � � 5 � �.Y]P ö9O � O � ö�X � 5 � N�ö 2<õ � � � � õ T � N T ö�õ ��� ö T � Ogô�O �� 5gô�O � 5 � �.Y]P ö9O � O � N;ö�X 	 ö � 5 � ô T P � OSZ � � õ T N Ü ê�5 � N R ô9N � õ � N�2 R � V ô9N �.Y � � O �� � 	 �læ Ü / � Ogô � N N+ô ´Þ�2 � 5 � Ogô�O ��´ ô�O � 3 � OSO � õ � O ô ��ö V � � 5 P öCN � � � ÷ � � O � � � ô R � O � õ$Z � ´ r,m > 0

ô�O � XFö�õ
n > 0

Ü
Þ�2<õ T ô � O � 5 � ö�õ �UT ô �� õ � N N � N � ö Z � O � õ+ô R � ó � � ô)õ R � � õYõ � N�2 R � N � O � 5 � R � � � õ+ô � 2<õ ��Ü � � V �WRWR � T P õ�ö�÷ �

� 5 � � O�� 2 � O � � ö�Xeô N � õ�ö9OSZ<N�ö 2<õ � � N V � � 5 P öCN � � � ÷ � � O � � � ô R � O � õ$Z � ´ V 5 � � 5 R � ô ��� ö 	SR ö V 2 P ö�X N�ö R 2 � � ö9O2NXFö�õ�ô RWR t > 0 � O ê�5 � ö�õ �UT �'Üõï�Ü

CBD�� �2��D]�-����	BI D2	B>GF<���� ��� � 	BDS9��� I

ê�5 � � ö9O2N � ô�O � N
ci
´
i = 0, 1, 2, . . . ,

22N � ��� 5<õ�ö 2SZ,5=ö 2 ��� 5 � N P ô P � õYô)õ � P öCN � � � ÷ � Z � O � õ � � � ö9O2N � ô�O � N ´V 5 � � 5 T ô � 	 � � � 6 � õ � O � � Oé÷_ô)õ � ö 22N;ö � � 2<õ�õ � O � � N Ü � � � ô15 �
a = b = c = d = a1 = b1 = 1

XFö�õ
� ö9O�÷ � O � � O � ��Ü

ç � A	é ê�5 � õ � �.Y � N � N�ô C1 Õ X	2SO ��� � ö9O F : R2 → R
N�2 � 5 � 5gô �

(p+ 1)F (u1, u2) = [u1f1(u1, u2) + u2f2(u1, u2)] =
[

a1|u1 + u2|p+1 + 2b1|u1u2|
(p+1)

2

]

, ç ï�Üõï�þ�é

V 5 � õ �
∂F

∂u1
= f1(u1, u2),

∂F

∂u2
= f2(u1, u2). ç ï�Üõï���é

ç � C9é ê�5 � õ � �.Y � N � ô P öCN � � � ÷ � � ö9O2N � ô�O � c1 = 2pa+ b
N�2 � 5 � 5gô �

F (u1, u2) 6 c1

2
∑

i=1

|ui|p+1. ç ï�Üõï�ú�é

� � � O � õ�ö � 2 � � � 5 � XFö RWR ö V � OSZ �� 82O � � � ö9OÊö�X V � ô15 N�ö R 2 � � ö9O � ö ç ï�Üõï�é	� ç ï�Ü ú�ézÜ
!#"%$�&('�&*)+&(,-' � � ���Sæ P ô � õ}ö�XLX	2SO ��� � ö9O2N (u1, u2) � N�N+ô � ��� ö 	 � ô V � ô15 N�ö R 2 � � ö9Oyö�X ç ï�Üõï�é	� ç ï�Ü ú�é ö9O

[0, T ] � X u1, u2 ∈ Cw([0, T ],Hκ
0 (Ω))

´
u′1, u

′
2 ∈ Cw([0, T ], Lm(Ω))

´
(u10, u20) ∈ Hκ

0 (Ω)×Hκ
0 (Ω)

´



���������
	�����������
�������������������
��� �!	#"%$&�'� �(�)����"*���+������� � ����	#,.-/	10#�2�'34�1	4�������� ú,�
(u11, u21) ∈ Lm(Ω)× Lm(Ω)

ô�O �
(u1, u2)

N+ô � � N�8 � N ´
t
∫

0

∫

Ω

(|u′1|m−2u′1)
′φdxds+

t
∫

0

‖Dκu1‖2γ2
∫

Ω

Dκu1D
κφdxds

+

t
∫

0

∫

Ω

(

(a |u1|k + b |u2|l
)

u′1φdxds =

t
∫

0

∫

Ω

f1(u1, u2)φdxds;

t
∫

0

∫

Ω

(|u′2|m−2u′2)
′ψ dxds+

t
∫

0

‖Dκu2‖2γ
∫

Ω

Dκu2D
κψ dxds

+

t
∫

0

∫

Ω

(

c |u2|θ + d |u1|%
)

u′2ψ dxds =

t
∫

0

∫

Ω

f2(u1, u2)ψ dxds

ç ï�Üõï���é

XFö�õ�ô RWR � � N � X	2SO ��� � ö9O2N φ, ψ ∈ Hκ
0 (Ω) ∩ Lm(Ω)

´ XFö�õ�ô R T öCN � ô RWR t ∈ [0, T ]
Ü � 5 � õ �

Cw([0, T ], X)�� O=ö � � N � 5 � N P ô � � ö�X V � ô15 R � � ö9O � � O%2=ö 22N\X	2SO ��� � ö9O2N X�õ�ö T
[0, T ] � O � ö /'ô�Ogô � 5�N P ô � �

X
Ü

ê�5 � � O � õ$Z � X	2SO ��� � ö9Ogô R E(t)
ô9N N�ö � � ô � � � � öyö 2<õ(N��]N � �UT � N Z � ÷ � O 	 � �

E(t) =
m− 1

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm +
1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2 −

∫

Ω

F (u1, u2) dx. ç ï�Üõï ��é

ê�5 � XFö RWR ö V � OSZ Ý�ö 	 ö R � ÷ � è�ö � O � ô)õ � � O �#7 2gô R � � � V �WRWR 	 � 22N � � X�õ �#7 2 � O � R � V � � 5=ö 2 � T � O � � ö9O
Hκ

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω),
XFö�õ

{

1 < p, � X n = κ, 2κ,

1 < p 6 4κ−n
n−2κ , � X n > 3κ.

ç ï�Üõï	��é
� � 8=õ N � N � ô � � ç V � � 5=ö 2 � P õ�ö�ö�X ´ � � � N"N � T �WR ô)õ � ö � 5gô � � O ô þ���ö é ô R ö � ô R �.Y � N � � O � � � 5 � ö�õ �UT XFö�õ

n = 1, 2, 3
Ü å(O]XFö�õ � 2SOgô � � R � ´ � 2 � � ö � 5 � N � õ�ö9OSZ O=ö9O R � O � ô)õ � � � � N}ö9O f1 ´ f2 � 5 � V � RWR 5
O=ö V O � � � 5SO � 7 2 � Nö�X � ö9O2N � õ�2 ��� � OSZyô PSP õ�ö Y � T ô � � ö9O2N 	 � � 5 � ëgô � � ö � î�ô R � õ�5 � O ô RWR ö V � � 22N � ö P õ�ö�÷ � � 5 � R ö � ô R �.Y � N � � O � �õ � N�2 R � ö9O R � XFö�õ

n 6 3
Ü

� �B� �L���� CBDECBD���� �
n = 1, 2, 3

6 � ����� ��� � ���	���
(1.17)

� ��
��� 6�� � ��� * ��� ��� � ������� ������
�������

� ������� ��
�������� � ��� ��� ��� ����� ����� ���"!���������� �

2.1
���#� � ��$%
��"&

(1.1)
:
(1.4)

���"!�� �'� � �
[0, T ]

� � �(� ��& �
T > 0

* � �)�
(u1, u2)

�*��������! �+� ��� � ��� ���-,/. ��� �'0����
����1.

E(t) +

t
∫

s

(∫

Ω

(

|u1(τ)|k + |u2(τ)|l
)

(u′1)
2dx

+

∫

Ω

(

|u2(τ)|θ + |u1(τ)|%
)

(u′2)
2 dx

)

dτ 6 E(s)

ç ï�Üõï $�é

� � �(��
2

T > t > s > 0

* � � ��� �
E(t)

���3, �54 ��� ���
(1.16)

6

G�D76 � I-�-����I

Þ�2<õ T ô � O õ � N�2 R � N'õ � ô � ô9N XFö RWR ö V N



ú $ �����������
	�� 6 * �������������� 6
� �B� �L���� G�D A9D�� ����� ��� �����	���

(1.6), (1.17)
� ��
�� 6 � � ��� � � .�� ��
�������� � ��� ��� � � � ��$%
��"&

(1.1)
:

(1.4)
* � ����� ��������� ��
 � ��� � �*����������.���� ,

2
∑

i=1

‖Dκui0‖22 > α2
1, ç ï�Üõï�ù�é

� �)�
2
∑

i=1

(

‖ui1‖mm +
1

2(γ + 1)
‖Dκui0‖2(γ+1)

2

)

−
∫

Ω

F (u10, v20) dx < d ç ï�Ü þ�û�é

$%
�� � ����� � � �(��
2
 ���2& � * � � ��� � ��� � � � ��� � � � ���
α1

� �)�
d
� � � ���"!�� �'� ���

(1.21).� � � O � õ�ö � 2 � � � 5 � XFö RWR ö V � OSZ �

B = η
1

p+1 , α1 = B
p+1
1−p , d =

(

1

2(γ + 1)
− 1

p+ 1

)

α2
1, ç ï�Ü þ'ï�é

V 5 � õ �
η � N � 5 � � ö9O2N � ô�O � � O ç ï�Ü þ $�ézÜ

����� � DÓG�DECBD � ����� ��� � ���	���
(1.17)

� ��
��� 6 ��� �
(u1, u2)

$�� � � ��
�������� � ���
(1.1)

:
(1.4)

6�� �"� �/& �
� ��� ��� �������	���

2
∑

i=1

‖Dκui0‖22 > α2
1, ç ï�Ü þ�þ�é

� �)�

2
∑

i=1

(

m− 1

m
‖ui1‖mm +

1

2(γ + 1)
‖Dκui0‖2(γ+1)

2

)

−
∫

Ω

F (u10, u20) dx < d. ç ï�Ü þ���é

� � ��� ��� ��� � ������� ���(� � � ��� � � � �
α2 > α1

� ����� ���	���

2
∑

i=1

‖Dκui‖22 > α2
2, ç ï�Ü þ�ú�é

� �)�
(

(p+ 1)

∫

Ω

F (u1, u2)dx

)1/(p+1)

> Bα2 (∀ t > 0). ç ï�Ü þ���é

C
/ � � 5 � �� 82O � � � ö9OÊö�X � O � õ$Z � X	2SO ��� � ö9Ogô R ´ V � 5gô
÷ �

E(t) =
m− 1

m

2
∑

i=1

∥

∥u′i
∥

∥

m

m
+

1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
−
∫

Ω

F (u1, u2) dx

=
m− 1

m

2
∑

i=1

∥

∥u′i
∥

∥

m

m
+

1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
− 1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

]

.

/ �
22N � OSZ ß � O�5�ö V N�5 ��� N � O �#7 2gô R � � �qô�O � �UT 	 � �� � OSZ Hκ
0Ω ↪→ L(p+1)(Ω)

´ V � Z ���

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
6 2

p+1
2

(

2
∑

i=1

‖ui‖2p+1

)

p+1
2

6 c

(

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2

)

p+1
2

. ç ï�Ü þ ��é



���������
	�����������
�������������������
��� �!	#"%$&�'� �(�)����"*���+������� � ����	#,.-/	10#�2�'34�1	4�������� ú#ù
���ö R �� õ � N�ô�O � ì0ö 2SOSZ � N � O �#7 2gô R � � � � N\Z � ÷ � 22N

∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

6

(

‖u1‖p+1 ‖u2‖p+1

)
p+1
2

6 c

(

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2

)

p+1
2

. ç ï�Ü þ ��é
ê�5 � O � 5 � õ � �.Y � N � η > 0

N�2 � 5 � 5gô �

‖u1 + u2‖p+1
p+1 + 2‖u1u2‖

p+1
2

p+1
2

6 η

(

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2

)

p+1
2

. ç ï�Ü þ $�é
/ � �� 82O � � � ö9OÊö�X B V ö Z ���

E(t) >
1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
− 1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

]

>
1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
− η

p+ 1

(

2
∑

i=1

∥

∥D2(γ+1)ui
∥

∥

2

2

)

p+1
2

>
1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
− B(p+1)

p+ 1

(

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2

)

p+1
2

= f(α),

ç ï�Ü þ�ù�é

V 5 � õ �
α2 =

∑2
i=1 ‖Dκui‖2(γ+1)

2

Ü � � � ô�Oq÷ � õ � X � � 5gô � � 5 � X	2SO ��� � ö9O f � N � O � õ � ô9N � OSZ XFö�õ
0 < α <

α1
´ �� � õ � ô9N � OSZ XFö�õ

α > α1
´
f(α)→ −∞ ô9N

α→ +∞ ´ ô�O �

f(α1) =
1

2(γ + 1)
α2
1 −

B(p+1)

p+ 1
αp+1
1 = d, ç ï�Ü ��û�é

V 5 � õ �
α1

Z � ÷ � O � O ç ï�Ü þ'ï�ézÜ ê�5 � õ � XFö�õ ��´ N � O � � E(0) < d′
´ � 5 � õ � �.Y � N � N α2 > α1

N�2 � 5 � 5gô �
f(α2) =

E(0)
Ü
ðMö V V � N ���

α2
0 =

∑2
i=1 ‖Dκui0‖2(γ+1)

2

´ � 5 � O 	 � ç ï�Ü þ�ù�éz´ V � 5gô
÷ �
f(α0) 6 E(0)

´ V 5 � � 5 � T P R � � N
� 5gô �

α0 > α2
Ü êCö � N � ô 	SR � N�5 ç ï�Ü þ�ú�éz´ V � N�2 PSP öCN � 	 � � ö9O � õ+ô � � ��� � ö9O � 5gô � ∑2

i=1 ‖Dκui(t0)‖2(γ+1)
2 <

α2
2

XFö�õ\N�ö T �
t0 > 0

� ö � 5=ö�öCN �
t0

N�2 � 5 � 5gô � ∑2
i=1 ‖Dκui(t0)‖2(γ+1)

2 > α2
1

Ü
æ(Z�ô � O 22N � OSZyö�X ç ï�Ü þ�ù�é R � ô � N � ö

E(t0) > f

( 2
∑

i=1

‖Dκui(t0)‖2(γ+1)
2

)

> f(α2) = E(0).

ê�5 � N � N � T P öCN N �
	SR � N � O � � E(t) 6 E(0) (∀ t ∈ [0, T )).êCö P õ�ö�÷ � ç ï�Ü þ���éz´ V � �.Y]P R ö � � � 5 � �� 82O � � � ö9Oqö�X E ´� ö�Z ���

1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
6 E(0) +

1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

]

.

í]ö9O2N �#7 2 � O � R � ´ ç ï�Ü þ�ú�é Z � ÷ � N

1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

]

>
1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui(t0)
∥

∥

2(γ+1)

2
−E(0) >

η

p+ 1
α
(p+1)
2 (∀ t > 0). �



��û �����������
	�� 6 * �������������� 6
C
���,-,-$ ,-$�����"%,��+"	� ��� ���@� � N ���

H(t) = d−E(t). ç ï�Ü �'ï�é
/ �
22N � OSZ ç ï�Üõï ��éz´ ç ï�Ü �'ï�é V � Z ���

H ′(t) =

∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u′1(t)|2 dx

+

∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u′2(t)|2 dx > 0 (∀ t > 0).

ç ï�Ü ��þ�é

ê�5 � õ � XFö�õ ��´

0 < H(0) 6 H(t) = d− m− 1

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

− 1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
+

1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

]

.

ë<õ�ö T ç ï�Ü þ�ú�éz´ V � ö 	 � ô � O � 5gô � XFö�õ�ô RWR t > 0
� 5 � � N � � T ô � � N�5=ö R �

d− 1

2(γ + 1)

2
∑

i=1

∥

∥Dκui(t0)
∥

∥

2(γ+1)

2
+

1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

]

< d− 1

2(γ + 1)
α2
1 +

1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

]

< − 1

p+ 1
α2
1 +

1

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

]

<
c0

p+ 1

[

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

]

.

� � O � � 	 � ç � C9éz´ V � 5gô
÷ �

0 < H(0) 6 H(t) 6
c1

p+ 1

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

p+1

p+1
.

ê�5 � O V � � O � õ�ö � 2 � �

L(t) = H1−σ(t) + ε

∫

Ω

2
∑

i=1

ui|u′i|m−2u′idx, ç ï�Ü ����é

XFö�õ
ε

N T ô RWR � ö 	 � � 5=öCN � O R ô � � õMô�O �

0 < σ 6 min

{

p− (k + 1)

p+ 1
,
p− (l + 1)

p+ 1
,
p− (%+ 1)

p+ 1
,
p− (θ + 1)

p+ 1
,
(p− (m− 1))

m(p+ 1)

}

. ç ï�Ü ��ú�é
� � V �WRWR N�5=ö V � 5gô �

L(t)
N+ô � � N�8 � N

L′(t) > ξL1+ν(t),
XFö�õ�ô RWR t > 0, ν > 0, ξ > 0, ç ï�Ü ����é



���������
	�����������
�������������������
��� �!	#"%$&�'� �(�)����"*���+������� � ����	#,.-/	10#�2�'34�1	4�������� �'ï
�� 82O � � � O [0,∞)

Ü / � � ô15 � OSZÁô �� õ � ÷_ô � � ÷ � ö�X ç ï�Ü ����é ô�O � 22N � OSZ ç ï�Üõï�éz´ V � ö 	 � ô � O

L′(t) = (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + ε

2
∑

i=1

‖u′i‖mm + ε

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2

−ε
∫

Ω

u1

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

u′1 dx− ε
∫

Ω

u2

(

∣

∣u2(t)
∣

∣

θ
+
∣

∣u1(t)
∣

∣

%
)

u′2dx

+ε

∫

Ω

(u1f1(u1, u2) + u2f2(u1, u2)) dx.

ê�5 � O

L′(t) = (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + ε
2
∑

i=1

∥

∥u′i
∥

∥

m

m
+ ε

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2

−ε
∫

Ω

u1

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

u′1dx− ε
∫

Ω

u2

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

u′2dx

+ε

(

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

)

.

/ � �.Y]P R ö � � � OSZ ç ï�Üõï ��é ô�O � ç ï�Ü þ'ï�éz´ �#7 2gô � � ö9O (1.36)
� ô15 � N � 5 � XFö�õ T

L′(t) > (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ε2(γ + 1)H(t)− ε2(γ + 1)d+ ε2

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2

−ε
∫

Ω
u1

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

u′1dx− ε
∫

Ω
u2

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

u′2dx

+ε(1− 2(γ + 1)

p+ 1
)

(

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

(p+1)
2

(p+1)
2

)

.

� � V �WRWR � N � � T ô � ��´ XFö�õ\N�ö T � � ö9O2N � ô�O � �
λ1, λ2 > 0

´� V ö � � õ T NMô9N
∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u1u′1|dx

6 λ1

∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u1|2 dx+
1

4λ1

∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u′1|2dx,
ç ï�Ü � ��é

ô�O �
∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u2u′2|dx

6 λ2

∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u2|2 dx+
1

4λ2

∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u′2|2 dx.
ç ï�Ü � ��é



��þ �����������
	�� 6 * �������������� 6
ê�5 � O ´

L′(t) > (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ε2

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
+ 2(γ + 1)εH(t)

+ε

(

1− 2(γ + 1)

p+ 1

)(

∥

∥u1 + u2
∥

∥

p+1

p+1
+ 2
∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

)

−ελ1
∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u1|2dx− ε
1

4λ1

∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u′1|2 dx

−ελ2
∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u2|2dx− ε
1

4λ2

∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u′2|2 dx.

ç ï�Ü � $�é

í]ö9O2N �#7 2 � O � R � ´ 	 � 22N � OSZ ì0ö 2SOSZ � N � O �#7 2gô R � � � XFö�õ\N�ö T �
δ, δ1 > 0

´ V � 5gô
÷ �
∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u1|2dx =
∥

∥u1
∥

∥

k+2

k+2
+

∫

Ω

|u2|l|u1|2dx

6
∥

∥u1
∥

∥

k+2

k+2
+

l

l + 2
δ(l+2)/l

∥

∥u2
∥

∥

l+2

l+2
+

2

l + 2
δ−(l+2)/(2)

∥

∥u1
∥

∥

l+2

l+2
,

ô�O �
∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u2|2dx =
∥

∥u2
∥

∥

θ+2

θ+2
+

∫

Ω

|u1|%|u2|2dx

6
∥

∥u2
∥

∥

θ+2

θ+2
+

%

%+ 2
δ
(%+2)/%
1

∥

∥u1
∥

∥

%+2

%+2
+

2

%+ 2
δ
−(%+2)/(2)
1

∥

∥u2
∥

∥

%+2

%+2
.

ê�5 � O ´

L′(t) > (1− σ)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ε2

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2 + 2(γ + 1)εH(t)

+ε

(

1− 2(γ + 1)

p+ 1

)(

‖u1 + u2‖p+1
p+1 + 2

∥

∥u1u2
∥

∥

p+1
2

p+1
2

)

−ε 1

4λ1

∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u′2|2dx− ε
1

4λ2

∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u′1|2dx

−ελ1
(

∥

∥u2
∥

∥

θ+2

θ+2
+

%

%+ 2
δ
(%+2)/%
1

∥

∥u1
∥

∥

%+2

%+2
+

2

%+ 2
δ
−(%+2)/(2)
1

∥

∥u2
∥

∥

%+2

%+2

)

−ελ2
(

∥

∥u1
∥

∥

k+2

k+2
+

l

l + 2
δ(l+2)/l

∥

∥u2
∥

∥

l+2

l+2
+

2

l + 2
δ−(l+2)/(2)

∥

∥u1
∥

∥

l+2

l+2

)

.

í 5=ö�öCN � OSZ λ1 ´ λ2 N�2 � 5 � 5gô �

1

4λ1
= m1H

−σ(t),
1

4λ2
= m2H

−σ(t), m1,m2 > 0. ç ï�Ü ��ù�é
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å N � OSZ ç ï�Ü ��ù�é ô�O � � 5 � X-ô ��� � 5gô �

H ′(t) =

∫

Ω

(

|u1(t)|k + |u2(t)|l
)

|u′1(t)|2dx+

∫

Ω

(

|u2(t)|θ + |u1(t)|%
)

|u′2(t)|2dx (∀ t > 0),

� ö ö 	 � ô � O�XFö�õ
M = m1 +m2

ô�O � ô9N N�2 T P� � ö9O ( � C ) ´

L′(t) > ((1− σ)−Mε)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ε2

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
+ 2(γ + 1)εH(t) + εc2

2
∑

i=1

‖ui‖p+1
p+1

−ε 1

4m1
Hσ(t)

(

∥

∥u2
∥

∥

θ+2

θ+2
+

%

%+ 2
δ
(%+2)/%
1

∥

∥u1
∥

∥

%+2

%+2
+

2

%+ 2
δ
−(%+2)/(2)
1

∥

∥u2
∥

∥

%+2

%+2

)

−ε 1

4m2
Hσ(t)

(

∥

∥u1
∥

∥

k+2

k+2
+

l

l + 2
δ(l+2)/l

∥

∥u2
∥

∥

l+2

l+2
+

2

l + 2
δ−(l+2)/(2)

∥

∥u1
∥

∥

l+2

l+2

)

.

Ý � O � � ç ï�Ü ��é 5=ö R � N ´ V � ö 	 � ô � O 	 � 22N � OSZ � ö9O � � � � ö9O ç ï�Ü ��ú�é






Hσ(t)‖u1‖i+2
i+2 6 c3

(

∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)+(i+2)

(p+1)
+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)
‖u1‖i+2

i+2

)

;

Hσ(t)
∥

∥u2
∥

∥

j+2

j+2
6 c4

(

∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)+(j+2)

(p+1)
+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

j+2

j+2

)

,
ç ï�Ü ú#û�é

V 5 � õ �
i = k, l, %

ô�O �
j = θ, %, l

Ü ê�5 � O

L′(t) > ((1− σ)−Mε)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ε2

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2 + 2(γ + 1)εH(t) + εc2

2
∑

i=1

‖ui‖p+1
p+1

−ε 1

4m1
c4

(

∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)+(θ+2)

(p+1)
+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

θ+2

θ+2

)

−ε 1

4m1

%

%+ 2
δ
(%+2)/%
1 c3

(

∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)+(%+2)

(p+1)
+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

%+2

%+2

)

−ε 1

4m1

2

%+ 2
δ
−(%+2)/(2)
1 c4

(

∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)+(%+2)

(p+1)
+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

%+2

%+2

)

−ε 1

4m2
c3

(

∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)+(k+2)

(p+1)
+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

k+2

k+2

)

−ε 1

4m2

l

l + 2
δ(l+2)/lc4

(

∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)+(l+2)

(p+1)
+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

l+2

l+2

)

−ε 1

4m2

2

l + 2
δ−(l+2)/(2)c3

(

∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)+(l+2)

(p+1)
+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

l+2

l+2

)

.

/ �
22N � OSZ ç ï�Ü ��ú�é ô�O � � 5 � ô R Z � 	 õ+ô � � � O �#7 2gô R � � �

zν 6 (z + 1) 6

(

1 +
1

a

)

(z + a) (∀ z > 0, 0 < ν 6 1, a > 0), ç ï�Ü ú2ï�é



��ú �����������
	�� 6 * �������������� 6
V � 5gô
÷ ��´ XFö�õ�ô RWR t > 0,

∥

∥ui
∥

∥

σ(p+1)+j+2

(p+1)
6 b

(

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(0)

)

6 b
(

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

, ç ï�Ü ú#þ�é

V 5 � õ �
b = 1 + 1/H(0)

´
j = k, θ, l, %

ô�O �
i = 1, 2

´ N�ö � 5gô � V � ö 	 � ô � O

L′(t) > ((1 − σ)−Mε)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m − 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ε2

2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
+ 2(γ + 1)εH(t) + εc2

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

p+1

p+1

−ε 1

4m1
c4

(

b
(

∥

∥u2
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

θ+2

θ+2

)

−ε 1

4m1

%

%+ 2
δ
(%+2)/%
1 c3

(

b
(

∥

∥u1
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

%+2

%+2

)

−ε 1

4m1

2

%+ 2
δ
−(%+2)/(2)
1 c4

(

b
(

∥

∥u2
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

%+2

%+2

)

−ε 1

4m2
c3

(

b
(

∥

∥u1
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

k+2

k+2

)

−ε 1

4m2

l

l + 2
δ(l+2)/lc4

(

b
(

∥

∥u2
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

l+2

l+2

)

−ε 1

4m2

2

l + 2
δ−(l+2)/(2)c3

(

b
(

∥

∥u1
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

l+2

l+2

)

.

æ R N�ö ´ N � O � � (X + Y )s 6 C(Xs + Y s)
´
X,Y > 0,

T ô15 � OSZ 22N � ö�X ç ï�Ü ��ú�é V � � ö9O � R 2 ��

∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

j+2

j+2
6 |Ω|

(p+1)−(j+2)
(p+1)

(

∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

j+2

p+1

)

6 |Ω|
(p+1)−(j+2)

(p+1)

(

∥

∥u2
∥

∥

σ

(p+1)

∥

∥u1
∥

∥

j+2
p+1

p+1

)p+1

6 |Ω|
(p+1)−(j+2)

(p+1)

(

c′
∥

∥u2
∥

∥

σ(p+1)+(j+2)
(p+1)

(p+1) + c′′
∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)+(j+2)
p+1

p+1

)p+1

6 c5

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)
,

ç ï�Ü ú ��é

V 5 � õ �
c′ = σ(p+1)

σ(p+1)+(i+2)

´
c′′ = i+2

σ(p+1)+(i+2)

´ XFö�õ
j = k, l, %

Ü
Ý � T �WR ô)õ R � ´

∥

∥u1
∥

∥

σ(p+1)

(p+1)

∥

∥u2
∥

∥

j+2

j+2
6 c6

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)
, ç ï�Ü ú�ú�é

XFö�õ
j = θ

´
%
´
l
Ü
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ê�ô15 � OSZ � O � öÁô � � ö 2SO � ç ï�Ü ú ��éz´ ç ï�Ü ú�ú�éz´ V � �� � 2 � �

L′(t) > ((1− σ)−Mε)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

∥

∥u′i
∥

∥

m

m

+ε2
2
∑

i=1

∥

∥Dκui
∥

∥

2(γ+1)

2
+ 2(γ + 1)εH(t) + εc2

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

p+1

p+1

−ε 1

4m1
c4

(

b
(

∥

∥u2
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+ c6

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)

)

−ε 1

4m1

%

%+ 2
δ
(%+2)/%
1 c3

(

b
(

∥

∥u1
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+ c5

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)

)

−ε 1

4m1

2

%+ 2
δ
−(%+2)/(2)
1 c4

(

b
(

∥

∥u2
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+ c6

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)

)

−ε 1

4m2
c3

(

b
(

∥

∥u1
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+ c5

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)

)

−ε 1

4m2

l

l + 2
δ(l+2)/lc4

(

b
(

∥

∥u2
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+ c6

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)

)

−ε 1

4m2

2

l + 2
δ−(l+2)/(2)c3

(

b
(

∥

∥u1
∥

∥

(p+1)

(p+1)
+H(t)

)

+ c5

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

(p+1)

(p+1)

)

.

ç ï�Ü ú ��é

ê�5 � O

L′(t) > ((1− σ)−Mε)H−σ(t)H ′(t) + ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

‖u′i‖mm

+ ε2

2
∑

i=1

‖Dκui‖2(γ+1)
2 + ε

(

2(γ + 1) +
1

4m1
c7 +

1

4m2
c8

)

H(t)

+ε

(

c2 +
1

4m1
c7 +

1

4m2
c9

) 2
∑

i=1

‖ui‖p+1
p+1.

ç ï�Ü ú ��é

ë=ö�õ R ô)õ$Z � ÷_ô R 2 � N�ö�X m1
ô�O �

m2
V � � ô�O 82O � P öCN � � � ÷ � � ö9O2N � ô�O � N A ô�O �

B
N�2 � 5 � 5gô �

L′(t) > ((1− σ)−Mε)H−σ(t)H ′(t)

+ ε
m+ 2(γ + 1)(m− 1)

m

2
∑

i=1

∥

∥u′i
∥

∥

m

m
+ εAH(t) + εB

2
∑

i=1

∥

∥ui
∥

∥

p+1

p+1
.

ç ï�Ü ú,��é

� �QP � � 5 ε N T ô RWR � O=ö 2SZ,5 N�ö � 5gô �
((1− σ)−Mε) > 0

ô�O �
L (0) > 0

Ü
í]ö9O2N �#7 2 � O � R � ´ � 5 � õ � �.Y � N � N Γ > 0

N�2 � 5 � 5gô �

L′(t) > εΓ

(

H(t) +
2
∑

i=1

‖u′i‖mm +
2
∑

i=1

‖ui‖(p+1)
(p+1)

)

. ç ï�Ü ú $�é



� � �����������
	�� 6 * �������������� 6
ê�5%22N ´ V � 5gô
÷ �

L(t) > L(0) > 0,
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u′′1 − φ (‖∇u1‖2)∆u1 + ψ (‖∇u1‖2)
t
∫

0

g1(t− s)∆u1(s) ds = 0,

u′′2 − φ (‖∇u2‖2)∆u2 + ψ (‖∇u2‖2)
t
∫

0

g2(t− s)∆u2(s) ds = 0,
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�oD���D	� r +Pª�«Lt9v

� ��{�~�~�x��_���z{��z�����z�����z����~_�}xz�2��xz�2x � � ��|����2���L���_x ��� �ÿ��������~�~����	� � { � {��	� ��{�~�{���x��z��� ��� xz��� � {�~����z� ��� ����������ÿ��x���{�~����\�����z� � �����2� � ~�x��\|}{}��{���� ��� � �}{7�����Jx���~�x��}x_����� �u� � ��~�����{����z~�x��}xQ� � {��z~���~����J��xP���z{ � §L� ���{����z~�x�� ��� x���|���x���~�x��7§L������x��}x � x � ����y�{ D1D2D
2
3D

2
4u(x)

� � {�| � ���z~����	�1y�x � � � ��������~��z{��	� ~ Lp � y�x � � � � �������~��z{��	� �2� �������>�����ÿ����~���� ����x��J|}{}��{����Ny ��y��z����{�����~��z~�xz�	�_��~������ � {����z~�xz�	�1� � {��z~���~��"! �
�Q�	�_�' �¡�¢7 J£��	¤�¡�¥#¦���� � � � �zx�����������y�xz� � � {��z~���~����z�������z� � �����2� � ~�{��1|}{}��{���{ ��� � �}{���� � {��z~���~����1� � {�| � ��� �~����	�Jy�x � � � ��������~��z{��	� �
K]²9®�¿�¶�°�À'×©¾�±5º�½�¹2¾�±,¾�²	³îº�¿�³'Ð2³	À	±5³Þ±5²2°�·�³'ð�±L®�¶�¾�±L®�¶�³	Ò�°�½>³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�Ð2³2¿�à>¹9®�»�²2°�°�Ý�¹9®�»�²	¼_¾

Ò'Ð�®�¿�¿�¼h¶�¹2¾zð	±,¾�¹	²	¼7ð�´ µ2¾�¶�¼1¹2¾zð	±,¾�¹	²	¼7ð�´,®�¶�®�Ò	Ô!¾¸±5²2°�·�°�±,¾�¹	²	¼7ð�Ð9°�Ò'®�Ð2à�²	¼7ðk³�²2¾zÐ9°�Ò'®�Ð2à�²	¼7ð
²9®�µ9®�Ð2à�²2°�ÕóÒ	¹9®�¾�½�¼7ðñ»�®�Ñ�®�µêÑ	Ð2Àëº�¹9®�½�²2¾�²	³	ÛV¿�°k¿�¶�®�¹�	©¾�Ûêµ9®�¿�¶�²2°�Ûñ¯	¹2°�³	»�½�°�Ñ2²2°�Û�´_¿�±1Üõ´7²9®�¯	¹	³'Õ
±,¾�¹�´Qôõï �'ù�öÿÜ ��¶�°T¿�½�À'»�®�²2°T¿Þ³'ðë¯2°�À'½�Ð9¾�²	³2¾�±f½k¹9®�»�Ð2³	µ	²	¼7ðñ»�®�Ñ�®�µ9®�ðê¯	¹	³	Ò'Ð�®�Ñ2²2°�·�°kð�®�¹9®�Ò	¶�¾zÕ
¹9®îôõï�û�öÿÜ

A9D �ít��
	�r	¬ut9v���roq#r#«Lr��u
^h¹9®�Ý�°�¶�¾î°�Ý�°�¿�²2°�½�¼1½#®�¾�¶�¿�ÀßÒ�°�¹	¹2¾�Ò	¶�²2°�¿�¶�àáµ2¾�¶�¼1¹2¾zð	±,¾�¹	²2°�Ûë»�®�Ñ�®�µ	³ße�º�¹2¿�®�¿¸²2¾�Ò'Ð�®�¿�¿�³	µ2¾zÕ

¿�Ò	³2±5³Þº�¿zÐ9°�½�³	À	±5³ÞÑ	Ð2Àí°�Ñ2²2°�·�°>·�³	¯2¾�¹2Ý�°�Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�·�°�º�¹9®�½�²2¾�²	³	À�Ü
R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±êº�¹9®�½�²2¾�²	³2¾

(V1,1,2,2u)(x) ≡ D1D2D
2
3D

2
4u(x)

+ a1,0,2,2(x)D1D
2
3D

2
4u(x) + a0,1,2,2(x)D2D

2
3D

2
4u(x)

+ a1,1,1,2(x)D1D2D3D
2
4u(x) + a1,1,2,1(x)D1D2D

2
3D4u(x)

+
∑

i1+i2+i3+i4<5,
iξ=0,1, ξ=1,2;
iη=0,2, η=3,4

ai1,i2,i3,i4(x)D
i1
1 D

i2
2 D

i3
3 D

i4
4 u(x) = ϕ1,1,2,2(x) ∈ Lp(G),

ç ï�é

»�Ñ9¾�¿�à
u(x) = u(x1, x2, x3, x4) â ³2¿�Ò�°�±L®�ÀòØJº�²	Ò	ø	³	À�´�°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	²9®�À ²9®

G; ai1,i2,i3,i4 =
ai1,i2,i3,i4(x) â »�®�Ñ�®�²	²	¼_¾P³	»�±,¾�¹	³2±5¼_¾NØJº�²	Ò	ø	³	³�²9®

G = G1×G2×G3×G4
´�·�Ñ9¾

Gξ = (0, hξ)
´

ξ = 1, 2, 3, 4 � ϕ1,1,2,2(x) â »�®�Ñ�®�²	²9®�Àñ³	»�±,¾�¹	³2±L®�ÀVØJº�²	Ò	ø	³	Àß²9®
G � Dξ = ∂

∂xξ
â °�¯2¾�¹9®�¶�°�¹

°�Ý�°�Ý�×©¾�²	²2°�·�°�Ñ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹2°�½#®�²	³	Àí½¸¿�±5¼_¿zÐ9¾!XPÜ	a>Ü9X�°�Ý�°�Ð9¾�½#®'Ü
gP¹9®�½�²2¾�²	³2¾ ç ï�é!À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àê·�³	¯2¾�¹2Ý�°�Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³2±fº�¹9®�½�²2¾�²	³2¾�±1´1Ò�°�¶�°�¹2°�¾�°�Ý�Ð�®�Ñ�®�¾�¶Tµ2¾�¶�¼1¹	à�±5À

Ñ9¾�Û2¿�¶�½�³	¶�¾zÐ2à�²	¼_±5³oð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	Ò'®�±5³
x1 = const

´
x2 = const

´
x3 = const

´
x4 = const,

¯2¾�¹'Õ
½#®�Àî³í½�¶�°�¹9®�À�´	³	»JÒ�°�¶�°�¹	¼7ðÞ¯	¹2°�¿�¶�®�À�´9®©¶�¹2¾�¶�®�Àí³íµ2¾�¶�½�¾�¹	¶�®�À â Ñ2½�º#ð'Ò	¹9®�¶�²	¼_¾�Ü�WJ°�Ö�¶�°�±5ºîº�¹9®�½�Õ
²2¾�²	³2¾ ç ï�é\½o²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�±h¿�±5¼_¿zÐ9¾Þ±,°�Ô�²2°�¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¶�àá¶�®�Ò	Ô!¾ÞÒ'®�Òë¯2¿�¾�½�Ñ9°�¯9®�¹9®�Ý�°�Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�¾
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º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾îôõï�ï�´uï�þ�öÿÜQgP¹9®�½�²2¾�²	³	ÀÓ¯2°�Ñ9°�Ý�²2°�·�°î½�³'Ñ�®>½�°�»�²	³	Ò'®�ÙP¶î¯	¹	³o°�¯	³2¿�®�²	³	³�±5²2°�·�³'ðÓ¯	¹2°�ø2¾�¿zÕ
¿�°�½2´'¯	¹2°�³2¿}ð#°�Ñ2À'×!³'ðí½©¯	¹	³	¹2°�Ñ9¾J³î¶�¾zð'²	³	Ò�¾�ÜLWJ°�Ñ9°�Ý�²	¼_¾b¿�³	¶�º#®�ø	³	³Þ³2±,¾�ÙP¶�±,¾�¿�¶�°©¯	¹	³î³	»�º�µ2¾�²	³	³
¯	¹2°�ø2¾�¿�¿�°�½�¹9®�¿�¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¾�²	³	ÀT¶�¾�¯'Ð�®áôõï���öÿ´u½�Ð�®�·�°�¯2¾�¹2¾�²2°�¿�®Ó½Þ¯2°�µ	½�°�·�¹	º�²	¶�®�ðñôõï�ú�öÿ´5ØJ³'Ð2à�¶�¹9®�ø	³	³
Ô�³'Ñ2Ò�°�¿�¶�³�½N¯2°�¹	³2¿�¶�¼7ð©¿�¹2¾zÑ�®�ðîôõï���öÿ´�½P»�®�Ñ�®�µ9®�ð©±L®�¶�¾�±L®�¶�³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�Ý�³2°�Ð9°�·�³	³íôõï ��öÿ´�®Q¶�®�Ò	Ô!¾7½P¶�¾�°�Õ
¹	³	³Ó°�¯	¶�³2±L®�Ð2à�²	¼7ðÞ¯	¹2°�ø2¾�¿�¿�°�½�ôõï	��öÿÜ

^ Ö�¶�°�Ûh¹9®�Ý�°�¶�¾ëº�¹9®�½�²2¾�²	³2¾ ç ï�é�³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�²2° ½]°�Ý�×©¾�± ¿zÐ2º�µ9®�¾�´�Ò�°�·�Ñ�® Ò�°�Ö�ØbØJ³	ø	³2¾�²	¶�¼
ai1,i2,i3,i4(x)

À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�À ²2¾�·�Ð�®�Ñ2Ò	³2±5³ ØJº�²	Ò	ø	³	À	±5³�´�º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'ÙP×!³2±5³hÐ2³�	!à]¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2±
º�¿zÐ9°�½�³	À	± �
a0,0,i3,i4(x) ∈ Lp(G), a1,0,i3,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,p,p,p (G), a0,1,i3,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,∞,p,p (G),

a0,0,2,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,p,∞,p (G), a0,0,i3,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,p,p,∞ (G), a1,1,i3,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,∞,p,p (G),

a1,0,2,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,p,∞,p (G), a1,0,i3,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,p,p,∞ (G), a0,1,2,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,∞,∞,p (G),

a0,1,i3,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,∞,p,∞ (G), a0,0,2,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,p,∞,∞ (G), a1,1,2,i4(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,∞,∞,p (G),

a1,1,i3,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,∞,p,∞ (G), a0,1,2,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4p,∞,∞,∞ (G), a1,0,2,2(x) ∈ Lx1,x2,x3,x4∞,p,∞,∞ (G),

·�Ñ9¾
i3 = 0, 1

´
i4 = 0, 1.WN¹	³]Ö�¶�°�±ò½#®�Ô�²	¼_± ¯	¹	³	²	ø	³	¯	³9®�Ð2à�²	¼_±ì±,°�±,¾�²	¶�°�± À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À ¶�°	´Pµ	¶�°ß¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�±,°�¾

º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾1°�Ý�Ð�®�Ñ�®�¾�¶J¹9®�»�¹	¼1½�²	¼_±5³>Ò�°�Ö�ØbØJ³	ø	³2¾�²	¶�®�±5³�´�Ò�°�¶�°�¹	¼_¾1º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'ÙP¶J¶�°�Ð2à�Ò�°N²2¾�Ò�°�Õ
¶�°�¹	¼_± º�¿zÐ9°�½�³	À	± ¶�³	¯9®

p
Õó³	²	¶�¾�·�¹	³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³Â³k°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²	²2°�¿�¶�³�´5¶�Ü ¾�Ü>¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�²	²	¼1ÛÂ¯2¿�¾�½�Õ

Ñ9°�¯9®�¹9®�Ý�°�Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³	Û�Ñ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³9®�Ð2à�²	¼1Û�°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹Ó²2¾J³2±,¾�¾�¶>¶�¹9®�Ñ2³	ø	³2°�²	²2°�·�°�¿�°�¯	¹#À'Ô!¾�²	²2°�·�°
°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®'Ü

WN¹	³©Ö�¶�³'ð\º�¿zÐ9°�½�³	À�ð!¹2¾ 	©¾�²	³2¾
u(x)

º�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç ï�é Ý�º�Ñ9¾�±�³2¿�Ò'®�¶�àN½N¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾QXPÜ�a>Ü�X�°�ÕÝ�°�Ð9¾�½#®

W (1,1,2,2)
p (G) ≡

{

u(x) : Di1
1 D

i2
2 D

i3
3 D

i4
4 u(x) ∈ Lp(G), iξ = 0, 1, ξ = 1, 2; iη = 0, 1, 2, η = 3, 4

}

,

·�Ñ9¾
1 6 p 6 ∞ ÜVHJ°�¹2±5ºë½T®�²	³	»�°�¶�¹2°�¯	²2°�±f¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾

W
(1,1,2,2)
p (G)

Ý�º�Ñ9¾�±@°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À'¶�à
¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°�±

‖u(x)‖
W

(1,1,2,2)
p (G)

=
∑

iξ=0,
ξ=1,2

∑

iη=0,
η=3,4

∥

∥Di1
1 D

i2
2 D

i3
3 D

i4
4 u(x)

∥

∥

Lp(G)
.

�bÐ2Àíº�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç ï�é�º�¿zÐ9°�½�³	ÀÞe�º�¹2¿�®©Ò'Ð�®�¿�¿�³	µ2¾�¿�Ò�°�·�°¸½�³'Ñ�®�±,°�Ô�²2°>»�®�Ñ�®�¶�à>½>½�³'Ñ9¾






















u(x1, x2, x3, x4)
∣

∣

x1=0
= F 1(x2, x3, x4); u(x1, x2, x3, x4)

∣

∣

x2=0
= F 2(x1, x3, x4);

u(x1, x2, x3, x4)
∣

∣

x3=0
= F 3(x1, x2, x4);

∂u(x1,x2,x3,x4)
∂x3

∣

∣

∣

x3=0

= F 4(x1, x2, x4);

u(x1, x2, x3, x4)
∣

∣

x4=0
= F 5(x1, x2, x3);

∂u(x1,x2,x3,x4)
∂x4

∣

∣

∣

x4=0

= F 6(x1, x2, x3),

ç þ�é

F 1(x2, x3, x4)
´
F 2(x1, x3, x4)

´
F 3(x1, x2, x4)

´
F 4(x1, x2, x4)

´
F 5(x1, x2, x3), F

6(x1, x2, x3) â»�®�Ñ�®�²	²	¼_¾¸³	»�±,¾�¹	³2±5¼_¾�ØJº�²	Ò	ø	³	³á²9®
G.

MQµ2¾�½�³'Ñ2²2°	´uµ	¶�°Þ½Ó¿zÐ2º�µ9®�¾>º�¿zÐ9°�½�³	Û ç þ�éJØJº�²	Ò	ø	³	³ F i ´
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6,

Ò	¹2°�±,¾Jº�¿zÐ9°�½�³	Û

F 1(x2, x3, x4) ∈W (1,2,2)
p (G2 ×G3 ×G4), F 2(x1, x3, x4) ∈W (1,2,2)

p (G1 ×G3 ×G4),

F 3(x1, x2, x4) ∈W (1,1,2)
p (G1 ×G2 ×G4), F 4(x1, x2, x4) ∈W (1,1,2)

p (G1 ×G2 ×G4),

F 5(x1, x2, x3) ∈W (1,1,2)
p (G1 ×G2 ×G3), F 6(x1, x2, x3) ∈W (1,1,2)

p (G1 ×G2 ×G3),
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Ñ9°�Ð2Ô�²	¼ º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'¶�à�¶�®�Ò	Ô!¾\¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2±ëº�¿zÐ9°�½�³	À	± �







































































F 1(0, x3, x4)=F
2(0, x3, x4); F 1(x2, 0, x4)=F

3(0, x2, x4);

F 2
x4(x1, x3, 0)=F

6(x1, 0, x3);

F 1(x2, x3, 0)=F
5(0, x2, x3); F 1

x3(x2, 0, x4)=F
4(0, x2, x4);

F 1
x4(x2, x3, 0)=F

6(0, x2, x3);

F 2(x1, x3, 0)=F
5(x1, 0, x3); F 2(x1, 0, x4)=F

3(x1, 0, x4);

F 2
x3(x1, 0, x4)=F

4(x1, 0, x4);

F 3(x1, x2, 0)=F
5(x1, x2, 0); F 3

x4(x1, x2, 0)=F
6(x1, x2, 0);

F 4
x4(x1, x2, 0)=F

6
x3(x1, x2, 0),

ç ��é

Ò�°�¶�°�¹	¼_¾bÀ'½�Ð2À'ÙP¶�¿�Àíº�¿zÐ9°�½�³	À	±5³�¿�°�·�Ð�®�¿�°�½#®�²	³	À�Ü

CBD��íª 	 ��suª�� +Pª#su¬ur �êq#r#«Lr��ur �}��s���r
vá¬uª � � r�
����uª �
��t�� 	'sur��	't9v���ªÓêª#ª�t�9t���¬ut9v9r	¬uuª

Hb®�Ð2³	µ	³2¾�º�¿zÐ9°�½�³	Ûë¿�°�·�Ð�®�¿�°�½#®�²	³	À ç ��éJ½�¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò�¾î»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç þ�éb°�»�²9®�µ9®�¾�¶�´Lµ	¶�°Óº�¿zÐ9°�Õ½�³	À	±5³ ç þ�é_»�®�Ñ�®�²9®�¶�®�Ò	Ô!¾©²2¾�Ò�°�¶�°�¹9®�Ào³	»�Ð2³�	!²	À'Ào³	²2Øb°�¹2±L®�ø	³	Ào°¸¹2¾ 	©¾�²	³	³�Ö�¶�°�Ûo»�®�Ñ�®�µ	³�Ü\WJ°�ÕÖ�¶�°�±5º>½�°�»�²	³	Ò'®�¾�¶�½�°�¯	¹2°�¿J°\²9®�ð#°�Ô©Ñ9¾�²	³	³íÒ	¹9®�¾�½�¼7ð�º�¿zÐ9°�½�³	Û�´'Ò�°�¶�°�¹	¼_¾N²2¾P¿�°�Ñ9¾�¹#Ô©®�¶>³	»�Ð2³�	!²2¾�Û
³	²2Øb°�¹2±L®�ø	³	³k°î¹2¾ 	©¾�²	³	³á³�²2¾©¶�¹2¾�Ý�º�ÙP¶í½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	Àá²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼7ð�Ñ9°�¯2°�Ð2²	³	¶�¾zÐ2à�²	¼7ðáº�¿zÐ9°�½�³	Û
¶�³	¯9®Þ¿�°�·�Ð�®�¿�°�½#®�²	³	À�ÜÓ^h¿�½�À'»�³T¿�Ö�¶�³2±]¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2± ¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³2¾>²2¾�Ò'Ð�®�¿�¿�³	µ2¾�¿�Ò	³2¾�·�¹9®�²	³	µ	²	¼_¾
º�¿zÐ9°�½�³	À �

V0,0,i3,i4u ≡ Di3
3 D

i4
4 u(0, 0, 0, 0) = ϕ0,0,i3,i4 ∈ R, iν = 0, 1, ν = 3, 4;

(V1,0,i3,i4u)(x1) ≡ D1D
i3
3 D

i4
4 u(x1, 0, 0, 0) = ϕ1,0,i3,i4(x1) ∈ Lp(G1), iν = 0, 1, ν = 3, 4;

(V0,1,i3,i4u)(x2) ≡ D2D
i3
3 D

i4
4 u(0, x2, 0, 0) = ϕ0,1,i3,i4(x2) ∈ Lp(G2), iν = 0, 1, ν = 3, 4;

(V0,0,2,i4u)(x3) ≡ D2
3D

i4
4 u(0, 0, x3, 0) = ϕ0,0,2,i4(x3) ∈ Lp(G3), i4 = 0, 1;

(V0,0,i3,2u)(x4) ≡ Di3
3 D

2
4u(0, 0, 0, x4) = ϕ0,0,i3,2(x4) ∈ Lp(G4), i3 = 0, 1;

(V1,1,i3,i4u)(x1, x2) ≡ D1D2D
i3
3 D

i4
4 u(x1, x2, 0, 0)

= ϕ1,1,i3,i4(x1, x2) ∈ Lp(G1 ×G2), iν = 0, 1, ν = 3, 4;

(V1,0,2,i4u)(x1, x3) ≡ D1D
2
3D

i4
4 u(x1, 0, x3, 0) = ϕ1,0,2,i4(x1, x3) ∈ Lp(G1 ×G3), i4 = 0, 1;

(V1,0,i3,2u)(x1, x4) ≡ D1D
i3
3 D

2
4u(x1, 0, 0, x4) = ϕ1,0,i3,2(x1, x4) ∈ Lp(G1 ×G4), i3 = 0, 1;

(V0,1,2,i4u)(x2, x3) ≡ D2D
2
3D

i4
4 u(0, x2, x3, 0) = ϕ0,1,2,i4(x2, x3) ∈ Lp(G2 ×G3), i4 = 0, 1;

(V0,1,i3,2u)(x2, x4) ≡ D2D
i3
3 D

2
4u(0, x2, 0, x4) = ϕ0,1,i3,2(x2, x4) ∈ Lp(G2 ×G4), i3 = 0, 1;

(V0,0,2,2u)(x3, x4) ≡ D2
3D

2
4u(0, 0, x3, x4) = ϕ0,0,2,2(x3, x4) ∈ Lp(G3 ×G4);

(V1,1,2,i4u)(x1, x2, x3) ≡ D1D2D
2
3D

i4
4 u(x1, x2, x3, 0)

= ϕ1,1,2,i4(x1, x2, x3) ∈ Lp(G1 ×G2 ×G3), i4 = 0, 1;
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(V1,1,i3,2u)(x1, x2, x4) ≡ D1D2D

i3
3 D

2
4u(x1, x2, 0, x4)

= ϕ1,1,i3,2(x1, x2, x4) ∈ Lp(G1 ×G2 ×G4), i3 = 0, 1;

(V0,1,2,2u)(x2, x3, x4) ≡ D2D
2
3D

2
4u(0, x2, x3, x4) = ϕ0,1,2,2(x2, x3, x4) ∈ Lp(G2 ×G3 ×G4);

(V1,0,2,2u)(x1, x3, x4) ≡ D1D
2
3D

2
4u(x1, 0, x3, x4)

= ϕ1,0,2,2(x1, x3, x4) ∈ Lp(G1 ×G3 ×G4).
ç ú�é

IL¿zÐ2³]ØJº�²	Ò	ø	³	À
u ∈ W

(1,1,2,2)
p (G)

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À ¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±òµ2¾�¶�¼1¹2¾zð	±,¾�¹	²2°�Û]»�®�Ñ�®�µ	³ e�º�¹2¿�®
Ò'Ð�®�¿�¿�³	µ2¾�¿�Ò�°�·�°b½�³'Ñ�® ç ï�éz´ ç þ�éz´�¶�°N°�²9®QÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�À©¶�®�Ò	Ô!¾1¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±o»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç ú�é�Ñ	Ð2À ϕi1,i2,i3,i4¿Jº�¿zÐ9°�½�³	À	±5³

ϕ0,0,0,0 = F 1(0, 0, 0) = F 2(0, 0, 0) = F 3(0, 0, 0) = F 5(0, 0, 0);

ϕ0,0,1,0 = F 4(0, 0, 0) = F 2
x3(0, 0, 0) = F 1

x3(0, 0, 0);

ϕ0,0,0,1 = F 6(0, 0, 0) = F 1
x4(0, 0, 0) = F 3

x4(0, 0, 0);

ϕ0,0,1,1 = F 6
x3(0, 0, 0) = F 4

x4(0, 0, 0);

ϕ1,0,0,0(x1) = F 2
x1(x1, 0, 0) = F 3

x1(x1, 0, 0) = F 5
x1(x1, 0, 0);

ϕ1,0,1,0(x1) = F 2
x1x3(x1, 0, 0) = F 4

x1(x1, 0, 0) = F 5
x1x3(x1, 0, 0);

ϕ1,0,0,1(x1) = F 2
x1x4(x1, 0, 0) = F 3

x1x4(x1, 0, 0) = F 6
x1(x1, 0, 0);

ϕ1,0,1,1(x1) = F 2
x1x3x4(x1, 0, 0) = F 4

x1x4(x1, 0, 0);

ϕ0,1,0,0(x2) = F 1
x2(x2, 0, 0) = F 3

x2(0, x2, 0) = F 5
x2(0, x2, 0);

ϕ0,1,1,0(x2) = F 1
x2x3(x2, 0, 0) = F 5

x2x3(0, x2, 0) = F 4
x2(0, x2, 0);

ϕ0,1,0,1(x2) = F 1
x2x4(x2, 0, 0) = F 3

x2x4(0, x2, 0) = F 6
x2(0, x2, 0);

ϕ0,1,1,1(x2) = F 1
x2x3x4(x2, 0, 0) = F 6

x2x3(0, x2, 0);

ϕ0,0,2,0(x3) = F 1
x3x3(0, x3, 0) = F 2

x3x3(0, x3, 0) = F 5
x3x3(0, 0, x3);

ϕ0,0,2,1(x3) = F 1
x3x3x4(0, x3, 0) = F 2

x3x3x4(0, x3, 0) = F 6
x3x3(0, 0, x3);

ϕ0,0,0,2(x4) = F 1
x4x4(0, 0, x4) = F 2

x4x4(0, 0, x4) = F 3
x4x4(0, 0, x4);

ϕ0,0,1,2(x4) = F 1
x3x4x4(0, 0, x4) = F 2

x3x4x4(0, 0, x4) = F 4
x4x4(0, 0, x4);

ϕ1,1,0,0(x1, x2) = F 3
x1x2(x1, x2, 0) = F 5

x1x2(x1, x2, 0);

ϕ1,1,1,0(x1, x2) = F 5
x1x2x3(x1, x2, 0) = F 4

x1x2(x1, x2, 0);

ϕ1,1,0,1(x1, x2) = F 3
x1x2x4(x1, x2, 0) = F 6

x1x2(x1, x2, 0);

ϕ1,1,1,1(x1, x2) = F 4
x1x2x4(x1, x2, 0) = F 6

x1x2x3(x1, x2, 0);

ϕ1,0,2,0(x1, x3) = F 2
x1x3x3(x1, x3, 0) = F 5

x1x3x3(x1, 0, x3);

ϕ1,0,2,1(x1, x3) = F 2
x1x3x3x4(x1, x3, 0) = F 6

x1x3x3(x1, 0, x3);

ϕ1,0,0,2(x1, x4) = F 2
x1x4x4(x1, 0, x4) = F 3

x1x4x4(x1, 0, x4);

ϕ1,0,1,2(x1, x4) = F 2
x1x3x4x4(x1, 0, x4) = F 4

x1x4x4(x1, 0, x4);

ϕ0,1,2,0(x2, x3) = F 1
x2x3x3(x2, x3, 0) = F 5

x2x3x3(0, x2, x3);
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ϕ0,1,2,1(x2, x3) = F 1
x2x3x3x4(x2, x3, 0) = F 6

x2x3x3(0, x2, x3);

ϕ0,1,0,2(x2, x4) = F 1
x2x4x4(x2, 0, x4) = F 3

x2x4x4(0, x2, x4);

ϕ0,1,1,2(x2, x4) = F 1
x2x3x4x4(x2, 0, x4) = F 4

x2x4x4(0, x2, x4);

ϕ0,0,2,2(x3, x4) = F 1
x3x3x4x4(0, x3, x4) = F 2

x3x3x4x4(0, x3, x4);

ϕ1,1,2,0(x1, x2, x3) = F 5
x1x2x3x3(x1, x2, x3);

ϕ1,1,2,1(x1, x2, x3) = F 6
x1x2x3x3(x1, x2, x3);

ϕ1,1,0,2(x1, x2, x4) = F 3
x1x2x4x4(x1, x2, x4);

ϕ1,1,1,2(x1, x2, x4) = F 4
x1x2x4x4(x1, x2, x4);

ϕ0,1,2,2(x2, x3, x4) = F 1
x2x3x3x4x4(x2, x3, x4);

ϕ1,0,2,2(x1, x3, x4) = F 2
x1x3x3x4x4(x1, x3, x4).ab¾�·�Ò�°�Ñ9°�Ò'®�»�®�¶�à2´2µ	¶�°�½�¾�¹	²2°�³Þ°�Ý�¹9®�¶�²2°�¾�Ü�YN²9®�µ2¾b·�°�½�°�¹#À�´9¾�¿zÐ2³ÓØJº�²	Ò	ø	³	À

u ∈W (1,1,2,2)
p (G)À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àî¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±T»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç ú�éz´�¶�°©°�²9®\À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àî¶�®�Ò	Ô!¾N¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±Â»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç þ�éz´�Ñ	Ð2À¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×!³'ðíØJº�²	Ò	ø	³	Û

F i
´
i = 1, 2, 3, 4, 5, 6

�

F 1(x2, x3, x4) =
1
∑

i3=0

1
∑

i4=0

xi33 x
i4
4 ϕ0,0,i3,i4 +

1
∑

i3=0

1
∑

i4=0

xi33 x
i4
4

x2
∫

0

ϕ0,1,i3,i4(ξ2) dξ2

+

1
∑

i4=0

xi44

x3
∫

0

(x3 − ξ3)ϕ0,0,2,i4(ξ3) dξ3 +

1
∑

i3=0

xi33

x4
∫

0

(x4 − ξ4)ϕ0,0,i3,2(ξ4) dξ4

+

1
∑

i4=0

xi44

x2
∫

0

x3
∫

0

(x3 − ξ3)ϕ0,1,2,i4(ξ2, ξ3) dξ2 dξ3 +

x3
∫

0

x4
∫

0

(x3 − ξ3)(x4 − ξ4)ϕ0,0,2,2(ξ3, ξ4) dξ3 dξ4

+
1
∑

i3=0

xi33

x2
∫

0

x4
∫

0

(x4 − ξ4)ϕ0,1,i3 ,2(ξ2, ξ4) dξ2 dξ4

+

x2
∫

0

x3
∫

0

x4
∫

0

(x3 − ξ3)(x4 − ξ4)ϕ0,1,2,2(ξ2, ξ3, ξ4) dξ2 dξ3 dξ4;

F 2(x1, x3, x4) =

1
∑

i3=0

1
∑

i4=0

xi33 x
i4
4 ϕ0,0,i3,i4 +

1
∑

i3=0

1
∑

i4=0

xi33 x
i4
4

x1
∫

0

ϕ1,0,i3,i4(ξ1) dξ1

+
1
∑

i4=0

xi44

x3
∫

0

(x3 − ξ3)ϕ0,0,2,i4(ξ3) dξ3 +
1
∑

i3=0

xi33

x4
∫

0

(x4 − ξ4)ϕ0,0,i3,2(ξ4) dξ4

+
1
∑

i4=0

xi44

x1
∫

0

x3
∫

0

(x3 − ξ3)ϕ1,0,2,i4(ξ1, ξ3) dξ1 dξ3 +

x3
∫

0

x4
∫

0

(x3 − ξ3)(x4 − ξ4)ϕ0,0,2,2(ξ3, ξ4) dξ3 dξ4

+

1
∑

i3=0

xi33

x1
∫

0

x4
∫

0

(x4 − ξ4)ϕ1,0,i3 ,2(ξ1, ξ4) dξ1 dξ4

+

x1
∫

0

x3
∫

0

x4
∫

0

(x3 − ξ3)(x4 − ξ4)ϕ1,0,2,2(ξ1, ξ3, ξ4) dξ1 dξ3 dξ4;
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F 3(x1, x2, x4) =M0(x1, x2, x4), F 4(x1, x2, x4) =M1(x1, x2, x4),·�Ñ9¾

Mk(x1, x2, x4) = ϕ0,0,k,0 + x4 ϕ0,0,k,1 +

x1
∫

0

ϕ1,0,k,0(τ1) dτ1 + x4

x1
∫

0

ϕ1,0,k,1(τ1) dτ1

+

x2
∫

0

ϕ0,1,k,0(τ2) dτ2 + x4

x2
∫

0

ϕ0,1,k,1(τ2) dτ2 +

x4
∫

0

(x4 − τ4)ϕ0,0,k,2(τ4) dτ4

+

x1
∫

0

x2
∫

0

ϕ1,1,k,0(τ1, τ2) dτ1 dτ2 + x4

x1
∫

0

x2
∫

0

ϕ1,1,k,1(τ1, τ2) dτ1 dτ2

+

x2
∫

0

x4
∫

0

(x4 − τ4)ϕ0,1,k,2(τ2, τ4) dτ2 dτ4 +

x1
∫

0

x4
∫

0

(x4 − τ4)ϕ1,0,k,2(τ1, τ4) dτ1 dτ4

+

x1
∫

0

x2
∫

0

x4
∫

0

(x4 − τ4)ϕ1,1,k,2(τ1, τ2, τ4) dτ1 dτ2 dτ4, k = 0, 1;

F 5(x1, x2, x3) = L0(x1, x2, x3), F 6(x1, x2, x3) = L1(x1, x2, x3),·�Ñ9¾

Lk(x1, x2, x3) = ϕ0,0,0,k + x3 ϕ0,0,1,k +

x1
∫

0

ϕ1,0,0,k(η1) dη1 + x3

x1
∫

0

ϕ1,0,1,k(η1) dη1

+

x2
∫

0

ϕ0,1,0,k(η2) dη2 + x3

x2
∫

0

ϕ0,1,1,k(η2) dη2 +

x3
∫

0

(x3 − η3)ϕ0,0,2,k(η3) dη3

+

x1
∫

0

x2
∫

0

ϕ1,1,0,k(η1, η2) dη1 dη2 + x3

x1
∫

0

x2
∫

0

ϕ1,1,1,k(η1, η2) dη1 dη2

+

x2
∫

0

x3
∫

0

(x3 − η3)ϕ0,1,2,k(η2, η3) dη2 dη3 +

x1
∫

0

x3
∫

0

(x3 − η3)ϕ1,0,2,k(η1, η3) dη1 dη3

+

x1
∫

0

x2
∫

0

x3
∫

0

(x3 − η3)ϕ1,1,2,k(η1, η2, η3) dη1 dη2 dη3, k = 0, 1.

YN¶�®�Ò�´Bµ2¾�¶�¼1¹2¾zð	±,¾�¹	²	¼_¾©»�®�Ñ�®�µ	³áe�º�¹2¿�®>Ò'Ð�®�¿�¿�³	µ2¾�¿�Ò�°�·�°í½�³'Ñ�® ç ï�éz´ ç þ�é1³�½�³'Ñ�® ç ï�éz´ ç ú�é1½î°�Ý�Õ×©¾�±V¿zÐ2º�µ9®�¾!Ö�Ò	½�³	½#®�Ð9¾�²	¶�²	¼bÜ�M_Ñ2²9®�Ò�°îµ2¾�¶�¼1¹2¾zð	±,¾�¹	²9®�À�»�®�Ñ�®�µ9®îe�º�¹2¿�® ç ï�éz´ ç ú�é_¯2°�¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò�¾Ý�°�Ð9¾�¾1¾�¿�¶�¾�¿�¶�½�¾�²	²9®'´�µ2¾�±�»�®�Ñ�®�µ9® ç ï�éz´ ç þ�ézÜ ��¶�°N¿�½�À'»�®�²2°J¿�¶�¾�±1´�µ	¶�°P½N¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò�¾1»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç ú�é²9®�¯	¹9®�½�¼_¾bµ9®�¿�¶�³ÓÒ	¹9®�¾�½�¼7ðÓº�¿zÐ9°�½�³	ÛÓ²	³	Ò'®�Ò	³'ðÞÑ9°�¯2°�Ð2²	³	¶�¾zÐ2à�²	¼7ðÓº�¿zÐ9°�½�³	Û�¶�³	¯9®>¿�°�·�Ð�®�¿�°�½#®�²	³	À
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��®�Ñ�®�µ	º ç ï�éz´ ç ú�é_±,°�Ô�²2°î³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�à2´�¿zÐ9¾zÑ2º�Ào¿}ð#¾�±,¾©¹9®�¿�¿�º�Ô©Ñ9¾�²	³	Ûo¹9®�Ý�°�¶�¼ ô þ�ú�öÿ´B±,¾�¶�°�Ñ9°�±
°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹	²	¼7ðíº�¹9®�½�²2¾�²	³	Û�Ü�^ñ¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�¾bº'Ý�¾�Ô©Ñ�®�¾�±,¿�Àí½>¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°�¿�¶�³�º�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³	À�´�®�²9®�Õ
Ð9°�·�³	µ	²2°�·�°>¶�¾�°�¹2¾�±,¾J³	»¸ô þ�ú2´2¿�Ü ����öÿÜ

MQ¶�±,¾�¶�³2±1´�µ	¶�°¸¯	¹	³2±,¾�²	À'À�±,¾�¶�°�Ñ2³	Ò	º�´B¯	¹	³	½�°�Ñ2³2±5º�Ùh½î¿�¶�®�¶�à�¾�ô þ���öÿ´B±,°�Ô�²2°¸¯2°�Ð2º�µ	³	¶�à�³	²	¶�¾zÕ
·�¹9®�Ð2à�²2°�¾7¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð9¾�²	³2¾_¹2¾ 	©¾�²	³	À©»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç ú�é ¿�³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�²	³2¾�±kØJº�²'Ñ�®�±,¾�²	¶�®�Ð2à�²2°�·�°J¹2¾zÕ	©¾�²	³	À�Ü5Uñ½b¹9®�Ý�°�¶�®�ð�ôõï $ �'þ'ïzö�³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�Ð2³2¿�à!Ò	¹9®�¾�½�¼_¾Q»�®�Ñ�®�µ	³�½b²2¾�Ò'Ð�®�¿�¿�³	µ2¾�¿�Ò	³'ð¸¶�¹9®�Ò	¶�°�½�Ò'®�ð�Ü
^@Ö�¶�³'ðÂ¹9®�Ý�°�¶�®�ðÂÑ	Ð2ÀÂ³2¿�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�²	³	Àß¶�®�Ò	³'ðÂ»�®�Ñ�®�µß¹9®�»�½�³	¶�®�±,¾�¶�°�Ñ2³	Ò'®'´7Ò�°�¶�°�¹9®�Àê®�²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°
±,¾�¶�°�Ñ2º�¯	¹2¾zÑ	Ð9°�Ô!¾�²	²2°�±5ºßXPÜ5XPÜ�U_ð'³2¾�½�¼_±@ô þ�þ'´,þ���ö�³k¿�º�×©¾�¿�¶�½�¾�²	²2°Ó³2¿�¯2°�Ð2à�»�º�¾�¶o¿�°�½�¹2¾�±,¾�²	²	¼_¾
±,¾�¶�°�Ñ2¼ ¶�¾�°�¹	³	³ëØJº�²	Ò	ø	³	Ûk³ÂØJº�²	Ò	ø	³2°�²9®�Ð2à�²2°�·�°�®�²9®�Ð2³	»�®'Ü�^ Ñ�®�²	²2°�ÛÂ¿�¶�®�¶�à�¾î°�²9®Þ³	»�Ð9°�Ô!¾�²9®'´
½\°�¿�²2°�½�²2°�±1´�¯	¹	³2±,¾�²	³	¶�¾zÐ2à�²2°!Ò>µ2¾�¶�¼1¹2¾zð	±,¾�¹	²	¼_±T·�³	¯2¾�¹2Ý�°�Ð2³	µ2¾�¿�Ò	³2±Tº�¹9®�½�²2¾�²	³	À	± 	©¾�¿�¶�°�·�°b¯2°�Õ
¹#À�Ñ2Ò'®>¿N¹9®�»�¹	¼1½�²	¼_±5³ÓÒ�°�Ö�ØbØJ³	ø	³2¾�²	¶�®�±5³�Ü

G�Db¨ ��v9t�«��
WJ°�¿�¶�®�²2°�½�Ò'®>»�®�Ñ�®�µ	³ ç ï�éz´ ç ú�é�°�Ý�Ð�®�Ñ�®�¾�¶¸¹#À�Ñ9°�±ß¯	¹2¾�³2±5º�×©¾�¿�¶�½ �ï�é�½�Ö�¶�°�ÛÞ¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò�¾\²2¾N¶�¹2¾�Ý�º�¾�¶�¿�ÀÓ²	³	Ò'®�Ò	³'ðîÑ9°�¯2°�Ð2²	³	¶�¾zÐ2à�²	¼7ðÓº�¿zÐ9°�½�³	ÛÓ¿�°�·�Ð�®�¿�°�½#®�²	³	À �þ�éL¶�®�Ò'®�Àî¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò'®©¯2°�¹2°�Ô©Ñ�®�¾�¶>·�°�±,¾�°�±,°�¹2ØJ³	»�±Â±,¾�Ô©Ñ2º>Ñ2½�º'±5Àî°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	²	¼_±5³ÓÝ�®�²9®�ð#°�Õ

½�¼_±5³Þ¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®�±5³ �

��éLÖ�¶�º¸»�®�Ñ�®�µ	ºî±,°�Ô�²2°©¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¶�à¸Ò'®�Òí»�®�Ñ�®�µ	ºî¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�²	²	º�Ù]¯2°�¿zÐ9¾zÑ�®�±Â½©¯	¹2°�Õ
¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾©XPÜ'a>Ü�X�°�Ý�°�Ð9¾�½#®

W 1,1,2,2
p (G) �ú�éb½oÖ�¶�°�Ûë¯2°�¿�¶�®�²2°�½�Ò�¾Þ¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�±,°�¾Þº�¹9®�½�²2¾�²	³2¾îÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àë°�Ý�°�Ý�×©¾�²	³2¾�±h±5²2°�·�³'ðë±,°�Õ

Ñ9¾zÐ2à�²	¼7ð�º�¹9®�½�²2¾�²	³	Ûo²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼7ðo¯	¹2°�ø2¾�¿�¿�°�½ ç ²9®�¯	¹	³2±,¾�¹�´�º�¹9®�½�²2¾�²	³	À�½�Ð�®�·�°�¯2¾�¹2¾�²2°�¿�®'´�º�¹9®�½�²2¾zÕ²	³	Àñ¶�¾�¯'Ð9°�¯	¹2°�½�°�Ñ2²2°�¿�¶�³�´Nº�¹9®�½�²2¾�²	³	À U_Ð	Ð9¾�¹9®'´_º�¹9®�½�²2¾�²	³	À ÷�º�¿�¿�³	²2¾�¿�Ò'® â aJÀ'½#®'´_º�¹9®�½�²2¾�²	³	À
Zo®�²	Ô!¾�¹2°�²9®'´2¶�¹2¾zð	±,¾�¹	²2°�·�°>¶�¾zÐ9¾�·�¹9®�ØJ²2°�·�°>º�¹9®�½�²2¾�²	³	Àí³í¶�Ü'Ñ Ü ézÜ
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�����+%��  � ��% � �O� @ �  '7 ��? @$: 8O? @ %��
�9%��/���F	{� �O��,
�0���O.0�&�,� {�����{��_|}{}��{���{L� ~�����xzy�{����z~����©������x��z����� �L� � ��� {�����§L����{,�����7x���~�x��}x � ��������x � { � { ��zx�����������y�x��}x7� � {��z~���~����1�z��{��}x � � � ��~�xz�}{'353LwL��� � � � {��z~���~���� �  ��"$# ���  � � ��# �)� ���  '7 � �+#���8��+# ���
�����/j �O������m)��,��;� � ��2 ~���y�xz��x � ���by � {����z���!|}{}��{���{��J�����J� � {��z~���~����J� � ���z�����}x � x � ����y�{�����xz|�~���y�{�!u�,������ �b�2x�������� � x���{�~���� � ������� � {������J������y�xz���z�J� � x � �����z���P� � �ÿ��{���353�wL��� � � � {��z~���~���� �  ��"$# ���  � ����# �� %��  '7 � @ #$"�8 @ "$"��
� @ �/�Y� �&� +/-,�.0�)�;� � � {��z~���~����Q�9{������9{��z��������y�x�� ����x���x������ �  � � !e� ����§�{��N§Ly�x���{�� ��"$" ���  : �+% � �
��?��'����keÈ	{��,S1/����� �9����x��z���5x � �z���9{����z~�xz���z�,~���y�xz��x � ��� ��� x���������x����zx � ��������{����	��� � ��������x � { � {��zx�����������y����� � {��z~���~������ ��� �©~�����xzy�{����z~����©y � {����z���!������x��z����� 353 �N{�� � �>y�xz� � � !u��� � ~�xz�1�2x�������� � x���{�~���� �;7 � �#�� ��| � � �9{�� � ~�{���y�� �  
�����$#��  /� � ��� �z�  �� � � :$: 8"�9%��z�
��#����e�������,�.0������2 ��xz�z{����z~�xz����x}� � {�~���~����J�ÿ��x���{����z~�x�� � {�| � ��§,���2xz���z�b|}{}��{���� ��� � �}{������Q� ��� {��z�������2x ��}x � x���������~�� ��~�x��}x � ��������x � { � {��zx�����������y�x��}x©� � {��z~���~����Á353 � ��{}����y�{���y � �9{�� � ��� � ~ �  �����9%��  6 � � @ ��z� ��� : �  '7 � ���98 @$: �
��"��'����keÈ	{��,S1/����� 	 x � �	����{B��~������ � � � x���{�~���� � x���{��������Q~���y���{�������������y�x��}x��z� � { ��� �,���������ÿ��x���{�~�����|}{}��{������� � �}{!������x���~�x��}x � ��������x � { � {��zx�����������y�x��}x>� � {��z~���~����Ë353 � ��{}����y�{���y � �9{�� � ��� � ~ �  
�������z�  6 � � : ��z� ����%��  '7 ��% ��8�� �z�
�����'����keÈ	{��,}1/����� � ����xzy�{����z~�{��,y�xz� ����~�� � x���{�~�~�{��,|}{}��{���{ �z� � {�#9����{}��|��  Ê7 {��9{ � ��y�x��}xu� 7 {��9{ � ��y�x��}x  

� x�~�y���~�{������P�����������	� � ��������x � { � {��zx�����������y����Q� � {��z~���~�� ��353 � ��{}����y�{���y � �9{�� � ��� � ~ �  
�����9%��  6 ��� @ ��z� ��� �z�  '7 � : ��8
%��z�
� �z�'����keÈ	{��,�1/������2 ~���y���{�������������y�x��!� � {�y���x���y���|}{}��{����\wL� � �������L�����bx���~�x��}x � ��������x � { � {��zx�����������y�x��}x� � {��z~���~����_�����z��� � ��x��}x � x � ����y�{]353LwL��� � � � {��z~���~���� �  
�����9%��  � � ��� �)� : �  '7 �)%���?98
% �����
�����/. ��n�-,��e���e�+	 ��~���{��2��~��z{����z~���� � ��§L��~�����~���y�xz��x � ������xzy�{����z~������1~�����xzy�{����z~�����y � {����z���7|}{}��{��1�7������ �ÿ�����z{��z����~����M353Lw�xzy�� � � � 7�7�7 � �  ��"$# : �  6 � �$? � �)� ���  '7 � � @ �98�� @ "��
� : �/. ��n�-,'�e�)�e�7	 ��~�y������ � ���9{�~�{u� � {��z~���~����L����xz�	��~�� � ��!u�L� �7���2��§�{�~�~�x�� ��� x���|���x���~�x�� ��� x���|���x����z~�x��}x� x � ����y�{/353,w�xzy�� � � � 7�7�7 � �  ��"$# ���  6 � �+# : �)� ���  '7 ��?+# : 8O?+#&?��
��%��'����keÈ	{��,�1/� ���=2 �bx���~�x��>|}{}��{���� ��� � �}{N� ��� xz��� � {�~����z��� 7 x��zx�������{�353 � |�� � �z��|�x�� � �N{������9{��z��y�{ �  

�������z�  � ���  �� � ��%�8 @ %��
�����'����keÈ	{��,�1/� ��� 	 ��~���{��2��~��z{����z~�xz� � ��§L��~����1~�{���{����z~�x � y � {�����x���|}{}��{����!����� � ��������x � { � {��zx�����������y�x��}x� � {��z~���~����7�����z��� � ��x��}x � x � ����y�{,� ~����ÿ��{}��y����	�Qy�x � � � ��������~��z{��	��353 � ��{}����y�{���y � �9{�� � ��� � ~ �  
����� ���  6 � ��� ���z� ��� �z�  '7 � ��?98 : ���
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� ~����z���z��� � ���������y� ��� {��z����~���� � � � � |�� � ��{�������{�~�{��
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2
4û½L P-c `OL R  T$K
P-L K�V)T$V)R  T
Q>=  L Q9K
P-R ~ Lp �  T$Q�| N  L Q9KOP-Ri� W
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V)L ù$b+U Q9K
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Q��
V�b�P-L T$K#�
üMý�þ ÿ��������z¦ c
�O[_Q�Z-W_T$U L  Q��
V�b�P-L T$K � P-c)Q0|�T$VOZä� `OL �'Q9K)RFL T$K�b+U���T$VOZ-R-b�P0[OZ-T$W)U Q9� � Q��
V�b�P-L T$K)RSû½L P-c `OL R  T$K
P-L K�V)T$V)R T
Q>=  L Q9K
P-R��
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MP÷VgPX�OQMP`JcJYJ^_MJX�O1YòMPe�R�UPHJYJcJILHJHJSkd@RLILlhILHJYJ`
X�Y\X�O1ILZ�S HJUP^ �7I â X�OQMPKNX�U ^_M ^_X�ILZ WJR�MJX�O1R�UPH\X�O1^7I 1

�áD��oD � r'q#t9¬ut9v

� {������2xz� � ��~!��x ��� xz��x��Q������x���������xz���z�\x�� � {�~�������~�~���� � x_� � ���2��~�� � ��§L��~������J�����������	� � {��z���  7 ��xzy��}{��x�������� ��� xz��� � {�~����z��� Rn (n > 2) �gp,� �ÿ����{ � ���������z~�x � {������2xz� � ��~P��x ��� xz�Lx������Q�����L�����z��x���{�~���� �
�Q�	�_�' �¡�¢7 î£��	¤�¡�¥#¦B�����������9{ � {��z���  ï7 ��xzy��}{��9x�� � {�~�������~�~�xz� � ��§L��~����z�2������x���������xz���z��� ��� xz��� � {�~����z��x��x�����~�x�����{����z~���� � x���� � �

A9D �ísuª�«Lv9r	su�	'ª ��� ¬���ª ��v9ª�«Lª#¬u��
R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2± ±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°

V = {v ∈ C∞
0 (Rn), div v = 0} â ½�¿�¾zð�¿�°�Ð9¾�²2°�³'Ñ�®�Ð2à�²	¼7ð�Ý�¾�¿�Ò�°�Õ

²2¾�µ	²2°_Ñ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹	º�¾�±5¼7ð©ØJ³	²	³	¶�²	¼7ðb¯2°�Ð9¾�Û�Ü ��®�±5¼1Ò'®�²	³2¾7Ö�¶�°�·�°P±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½#®P½P¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾
n
Õÿ±,¾�¹	²	¼7ðÂ½�¾�Ò	¶�°�¹	²	¼7ðß¯2°�Ð9¾�Û

Lnp (R
n)
´�°�Ý�°�»�²9®�µ9®�¾�±,°�¾Óµ2¾�¹2¾�»

Sp(R
n)
´�²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�Àê¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²'Õ

¿�¶�½�°�±
Lp
Õÿ¿�°�Ð9¾�²2°�³'Ñ�®�Ð2à�²	¼7ðî¯2°�Ð9¾�Û�Ü,e�³'Ñ2¹2°�Ñ2³	²9®�±5³	µ2¾�¿�Ò	³	ÛÓ¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹

Π
´#¯	¹2°�¾�Ò	¶�³	¹	º�ÙP×!³	Ûî¯	¹2°�Õ

¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°
Ln2 (R

n)
²9®

S2(R
n)
´'¯	¹2°�Ñ9°�Ð2Ô©®�¾�¶�¿�Ào¿J±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½#®

V
Ñ9°>°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²	²2°�·�°>¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹9®

½ÞÐ2ÙNÝ�°�±]¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾
Lnp (R

n)
¯	¹	³

1 < p < ∞ ¿¸°�Ý�¹9®�»�°�±
Sp(R

n)
Ü ��®íÖ�¶�³2±]¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹2°�±

¿�°�ð'¹9®�²	À	¾�¶�¿�ÀÞ¯	¹2¾�Ô�²2¾�¾\°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³2¾
Π
Ü

R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±ßÐ2³	²2¾�Û	²2°�¾JÐ2³	²2¾�®�¹	³	»�°�½#®�²	²2°�¾\º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾!MQ»�¾�¾�²9®
{

∂v
∂t = 4v − ∂v

∂x1
−∇p,

div v = 0.

Ru¾ 	©¾�²	³2¾©»�®�Ñ�®�µ	³kKJ°"	!³�¿!²9®�µ9®�Ð2à�²	¼_± º�¿zÐ9°�½�³2¾�±
v|t=0 = a

´B·�Ñ9¾
a ∈ Sp(Rn)

¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð2À	¾�¶�¿�À
½�½�³'Ñ9¾

v = T (t) a

T (t) a = (4π)−n/2
∫

Rn

exp

{ |x− y − (x1 − y1)te1|2
4t

}

a(y) dy.

^7°�°�Ý�×©¾N·�°�½�°�¹#À�´
T (t)

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÓ®�²9®�Ð2³	¶�³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�¯2°�Ð2º�·�¹	º�¯	¯2°�Ûíº�¹9®�½�²2¾�²	³	Àí¶�¾�¯'Ð9°�¯	¹2°�½�°�Ñ2²2°�¿�¶�³
¿�°Q¿}Ñ2½�³	·�°�±1´�²2°_½�½�³'Ñ2ºJ¶�°�·�°	´�µ	¶�°Q·�³'Ñ2¹2°�Ñ2³	²9®�±5³	µ2¾�¿�Ò	³	Û�¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹!Ò�°�±,±5º�¶�³	¹	º�¾�¶J¿L¯2°�Ð2º�·�¹	º�¯	¯2°�Û�´
®!²9®�µ9®�Ð2à�²2°�¾\º�¿zÐ9°�½�³2¾b¿�°�Ð9¾�²2°�³'Ñ�®�Ð2à�²2°¸¹2¾ 	©¾�²	³2¾b¿�°�Ð9¾�²2°�³'Ñ�®�Ð2à�²2°	Ü

^êÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±ê°�¿�°�Ý�¾�²	²2°>½#®�Ô�²	¼]°�ø2¾�²	Ò	³Þ¯2°�Ð2º�·�¹	º�¯	¯	¼
‖∂αxT (t)a‖Sq 6 cpqt

−|α|/2−n
2
(1/p−1/q)‖a‖Sp , |α| = 0, 1, 1 6 p 6 q 6∞.


© ������� � {�|�x�~�x�� � � �7�
1 � {��zxz�z{7�z� � x���~���~�{7� � {��2y�{�� ��� xz��y��z~�x��P��{����z�J�}xz������{ � ���z����~�~�x��}x7|}{}��{�~����P�_� �u� � �L~�{�����~�x��P������������� �~�xz���z����|}{}��{�~����S� � � : "$# �����9%'�7�
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CBD � ����ª �
	'v9t9v9r	¬uuªÓt���sur	¬u��uª#¬u¬�� �Âsuª���ª#¬u��

�bÐ2ÀÞ¿�³2¿�¶�¾�±5¼ Hb®�½�à�¾ â X�¶�°�Ò�¿�®
{

∂v
∂t = 4v − (v,∇)v −∇p− f(x, t),
div v = 0.

R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±f½�°�¯	¹2°�¿Ó°á¿�º�×©¾�¿�¶�½�°�½#®�²	³	³ñ°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²	²	¼7ðê¹2¾ 	©¾�²	³	Ûê½�³'Ñ�®
v = ξ(x, t) + 1

´�·�Ñ9¾
ξ(x, t)

¿�¶�¹2¾�±5³	¶�¿�ÀÞÒÞ²	º�Ð2Ù ¯	¹	³ |x| → ∞ ÜLWJ°�Ð9¾ ξ(x, t) À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àí¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±ê¿�³2¿�¶�¾�±5¼
∂ξ

∂t
=4ξ − ∂1ξ − (ξ,∇)ξ −∇p− f(x, t), div ξ = 0. ç ï�é

WN¹2¾zÑ2¯2°�Ð�®�·�®�À�´�µ	¶�°
ξ(x, t)

¯	¹	³	²	³2±L®�¾�¶á»�²9®�µ2¾�²	³	ÀÂ½�¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®�ðë¶�³	¯9®
Lp
´L³TÑ9¾�Û2¿�¶�½�º�ÀÂ²9®

¿�³2¿�¶�¾�±5º ç ï�é�¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹2°�± Π
´'¯2°�Ð2º�µ	³2±êM �\g ½�²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�±ßÝ�®�²9®�ð#°�½�°�±ß¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾�´2Ò�°�¶�°�¹2°�¾

Ý�º�Ñ9¾�¶¸°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²2°>²	³	Ô!¾
∂ξ

∂t
= 4 ξ − ∂1ξ −Π

{

(ξ,∇)ξ − f
}

. ç þ�é
YJ¿�¯2°�Ð2à�»�º�À ±,¾�¶�°�Ñ ½#®�¹	³9®�ø	³	³�´ê¿�½�¾zÑ9¾�± ¹2¾ 	©¾�²	³2¾@»�®�Ñ�®�µ	³ KJ°"	!³ ¿h²9®�µ9®�Ð2à�²	¼_± º�¿zÐ9°�½�³2¾�±
ξ
∣

∣

t−0
= a

Òí³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð2à�²2°�±5ºíº�¹9®�½�²2¾�²	³	Ù

ξ(t) = T (t)a+

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ(s) − f(s)
}

ds. ç ��é

YJ¿�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�± ½�°�¯	¹2°�¿í°�Ý�³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�¿�¶�³ê¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®
L∞([0,∞), Sp1 ∩ Sp2)

°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°
°�¶�°�Ý�¹9®�Ô!¾�²	³	À

Qξ(t) =

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ(s)
}

ds.

WN¹2¾zÑ2½#®�¹	³	¶�¾zÐ2à�²2°¸»�®�±,¾�¶�³2±1´2µ	¶�°

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ(s)
}

=
∑

∂jT (t− s)Π
(

ξj(s)ξ(s)
)

.

�©®�Ð9¾�¾�´2³2±,¾�¾�±

‖Qξ(t)‖p 6 c

t
∫

0

(t− s)−1/2−n/(2p)ds‖ξ‖2L∞(Sp)
.

MQ¶�¿�Ù7Ñ�®>¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�°�²2¾zÐ2à�»�ÀÞ°�Ý�°�Û	¶�³2¿�à¸°�Ñ2²	³2±ß¯2°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ9¾�±1Ü�YN»\°�ø2¾�²	Ò	³

‖Qξ(t)‖q 6 c

t
∫

0

(t− s)−1/2−(n/p−n/(2q))ds‖ξ‖2L∞(Sp)

½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶]²2¾�°�Ý�ð#°�Ñ2³2±,°�¿�¶�à ³	»�±,¾�²2¾�²	³	À ¯2°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2À ²9®ñ¹9®�»�²	¼7ðÚº�µ9®�¿�¶�Ò'®�ð ³	²	¶�¾�·�¹	³	¹2°�½#®�²	³	À�Ü
�bÐ2ÀÂ°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	²2°�¿�¶�³ê¿�µ	³	¶�®�¾�±1´Lµ	¶�°�¯	¹	³

t < 2
²9®Ó°�¶�¹2¾�»�Ò�¾

[0, t]
´L³'Ð2³Â¯	¹	³

t > 2
²9®�°�¶�¹2¾�»�Õ

Ò�¾
[t− 1, t]

½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�ÀÞ²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°
0 6 (n/p− n/(2q)) < 1/2

´'Ð2³2Ý�°©¯	¹	³
t > 2

²9®©°�¶�¹2¾�»�Ò�¾
[0, t − 1]

½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�À�²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°
(n/p − n/(2q)) > 1/2

Ü!O °�·�Ñ�® ‖Qξ‖q 6 c‖ξ‖2L∞(Sp1∩Sp2 )¯	¹	³
q = p1

³'Ð2³
q = p2.

Ou®�Ò	³2± °�Ý�¹9®�»�°�±1´B¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°
L∞([0,∞), Sp1 ∩ Sp2)

³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°
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°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°>°�¶�°�Ý�¹9®�Ô!¾�²	³	À
Q
¯	¹	³î½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	³Óº�¿zÐ9°�½�³	Û

2 6 p1 < n, n < p2 6 2p1
´�¯	¹	³	µ2¾�±

¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°>²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°
‖Qξ‖L∞(Sp1∩Sp2 )

6 cp1,p2‖ξ‖2L∞(Sp1∩Sp2 )
. ç ú�é

*�ª#t9suª,+PrñA9D �Q 2��� �
(p1, p2) ∈ ∆ = {p1 < n, n < p2 6 2p1}, a ∈ Sp1 ∩ Sp2 , f =

∑

∂jFk,
Fk ∈ L∞(Sp1/2 ∩Sp2/2).

+�- �������� �-¸������
� ��\�!�����	�B�b���B�����
ε > 0

*
R > 0

* ��� - 0#"���
�/10 - �	$B��$	�	�
 2��� - 
��	� ‖a‖ < ε

* ‖Fk‖ < ε
 #"���
�$B��$	�B�

(3)
�2�������î" ���¸��$	�B� * �����	$B����
'��$	$ - �î
'�>��" �

BR =
{‖ξ‖ 6 R} ⊂ L∞(Sp1 ∩ Sp2).

C
X�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�¼ °�ø2¾�²	Ò	³

‖η‖L∞(Sp1∩Sp2)
6 cp1,p2

(

‖a‖Sp1∩Sp2
+ n2 sup

j
‖Fj‖L∞(Sp1/2

∩Sp2/2
) + ‖ξ‖2L∞(Sp1∩Sp2)

)

, ç ��é
·�Ñ9¾

η
°�Ý�¹9®�»

ξ
¯	¹	³Ó°�¶�°�Ý�¹9®�Ô!¾�²	³	³�´B°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À	¾�±,°�±ê¯	¹9®�½�°�ÛÓµ9®�¿�¶�à�ÙÚº�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç ��ézÜ �bÐ2ÀíÒ	¹9®�¶�ÕÒ�°�¿�¶�³Ó¯2°�Ð�®�·�®�¾�±
cp1,p2 = c

Ü�YN»b¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô!¾�²	³	Ûo¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´9µ	¶�°�½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³2¾\º�¿zÐ9°�½�³	À
c((n2 + 1)ε + R2) 6 R

½�Ð9¾�µ2¾�¶Þ³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�¿�¶�à 	�®�¹9®
BR = {‖ξ‖L∞(Sp1∩Sp2 )

6 R}. Ou®�Ò	³2±°�Ý�¹9®�»�°�±1´2Ö�¶�°�¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°>Ñ	Ð2Àî½�¿�¾zð
R
´'º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À'ÙP×!³'ðí²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�º

1

2c
(1−

√
1− σ) 6 R 6

1

2c
(1 +

√
1− σ), σ = 4c2(n2 + 1) ε.

^ 	�®�¹2¾
BR

º�¿zÐ9°�½�³2¾L¿�Ô�³2±L®�¾�±,°�¿�¶�³!³2±,¾�¾�¶_½�³'Ñ
2Rc < 1

Ü Ou®�Ò	³2±Ó°�Ý�¹9®�»�°�±1´�¯	¹	³ 1
2c(1−

√
1− σ) 6

R < 1
2c

	�®�¹
BR

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àß³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²	¼_±f³ê½k²2¾�±h½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�Àêº�¿zÐ9°�½�³2¾�¿�Ô�³2±L®�¾�±,°�¿�¶�³�Ü
^�¼_Ý�¾�¹2¾�±

ε0 = 3(16c2(n2 + 1))−1 ´ R0 < (2c)−1.
O °�·�Ñ�®î¯	¹	³

ε 6 ε0
½ 	�®�¹2¾

BR0

¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶
¾zÑ2³	²2¿�¶�½�¾�²	²2°�¾7¹2¾ 	©¾�²	³2¾

ξ
º�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç ��éz´�¯	¹	³	µ2¾�±�²9®Q¿�®�±,°�±ÓÑ9¾zÐ9¾ ξ ¿�°�Ñ9¾�¹#Ô�³	¶�¿�À�½ 	�®�¹2¾ BRmin

´
Rmin = 1

2c(1−
√
1− σ) Ü BWNº�¿�¶�à

1/p1 = 3/(2n)
´
1/p2 = 3/(4n).

O °�·�Ñ�®
2/p1 − 1/q1 = 3/n − 1/q1 > 1/n

½�Ð9¾�µ2¾�¶
1/q1 < 2/n.

jN¿�²2°	´�µ	¶�°
1/q1

±,°�Ô�²2°P½�»�À'¶�àP¿�Ò�°�Ð2àPº�·�°�Ñ2²2°PÝ�Ð2³	»�Ò	³2±ÓÒ
2/n

´�¶�®�Ò!Ò'®�Ò!±,°�Ô�²2°P½�»�À'¶�à
p1 < r < n

´B¶�®�Ò�µ	¶�°
2/r − 1/q1 < 1/n.

�©®�Ð9¾�¾�´
2/p2 − 1/q2 = 3/(2n) − 1/q2 < 1/n

½�Ð9¾�µ2¾�¶
1/q2 > 1/(2n)

´,¯	¹	³	µ2¾�±
1/q2

±,°�Ô�²2°�½�»�À'¶�à�¿�Ò�°�Ð2à�º�·�°�Ñ2²2°oÝ�Ð2³	»�Ò	³2± Ò
1/(2n).

�©®�Ð2à�²2¾�Û�	!³2¾
¹9®�¿�¿�º�Ô©Ñ9¾�²	³	ÀÞ¯2°�Ò'®�»�¼1½#®�ÙP¶�´9µ	¶�°¸±,°�Ô�²2°¸¿�µ	³	¶�®�¶�à2´2µ	¶�°

p1 = 2
´
p2 =∞.

Ou®�Ò	³2±ê°�Ý�¹9®�»�°�±1´9¾�¿zÐ2³
Ñ9°�¯2°�Ð2²	³	¶�¾zÐ2à�²2°�Òáº�¿zÐ9°�½�³	À	± ¶�¾�°�¹2¾�±5¼ ï�¯2°�¶�¹2¾�Ý�°�½#®�¶�à

a ∈ S2 ∩ S∞
´
Fj ∈ L∞(S1 ∩ S∞)

´ ¶�°
ξ(t) ∈ L∞(S2 ∩ S∞).MQµ2¾�½�³'Ñ2²2°	´�µ	¶�°�Ñ�®�²	²	¼1Û�¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶í¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½¸Ñ	Ð2ÀíÐ2ÙNÝ�°�ÛÓ¶�°�µ	Ò	³

(p1, p2)
´2¯	¹	³	²9®�Ñ	Ð9¾�Ô©®�Õ

×©¾�Û 4 Ü�Pª���� � � su¬ut��
	 � t���sur	¬u��uª#¬u¬�� � suª���ª#¬u���D �!°�¹2±L®�Ð2à�²2° Ñ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹	º�Àhº�¹9®�½�²2¾zÕ
²	³2¾ ç ��é�³Ó°�¿�º�×©¾�¿�¶�½�Ð2À'Àí»�®�±,¾�²	º ηj = ∂jξ

´'³2±,¾�¾�±

ηj = ∂jT (t)a+ ∂j

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξj(s)ηj(s) + f(s)
}

ds. ç ��é

�bÐ2Àí°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®
(Aη)k(t) = ∂k

t
∫

0

T (t− s)Π
{
∑

ξj(s)ηj(s)
}

ds
¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½#®¸°�ø2¾�²	Ò'®

‖{(Aη)j}‖L∞((Sp1∩Sp2)
n) 6 cn‖ξ‖L∞(Sp1∩Sp2 )

‖{ηj}‖L∞((Sp1∩Sp2 )
n).

�9Ñ9¾�¿�à>Ò�°�²2¿�¶�®�²	¶�®
c = cp1,p2

´
(p1, p2) ∈ 4

³	»JÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®>¶�¾�°�¹2¾�±5¼bÜ
ï�ÜkYJ±,¾�¾�±

cn‖ξ‖L∞(Sp1∩Sp2)
6 cnRmin

Ü �9Ñ9¾�¿�ào½�°�»�²	³	Ò'®�¾�¶áÑ9°�¯2°�Ð2²	³	¶�¾zÐ2à�²2°�¾í¶�¹2¾�Ý�°�½#®�²	³2¾
cnRmin < 1.

WN¹	³V½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	³ Ö�¶�°�·�°kº�¿zÐ9°�½�³	ÀV°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
I − A

°�Ý�¹9®�¶�³2±f½T¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾



��û �,�� - $ - 
&� 6 �>6
L∞((Sp1 ∩ Sp2)n).

WJ°�Ö�¶�°�±5ºÞº�¹9®�½�²2¾�²	³2¾ ç ��é7³2±,¾�¾�¶î¾zÑ2³	²2¿�¶�½�¾�²	²2°�¾©¹2¾ 	©¾�²	³2¾\½¸Ö�¶�°�±ê¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²'Õ¿�¶�½�¾�ÜëWN¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô�³2±1´7µ	¶�°
a ∈ S2 ∩ S∞

´
Fk ∈ L∞(S1 ∩ S∞).

UQ²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°á¯	¹2¾zÑ2¼7Ñ2º�×©¾�±5º
º�¿�¶�®�²9®�½�Ð2³	½#®�¾�±1´�µ	¶�°

ηj ∈ L∞(Sp1 ∩ Sp2)
Ñ	Ð2ÀÓ½�¿�¾zð

p1 > 2
´
p2 < ∞.

�©®�Ð9¾�¾�´�½�½�¾zÑ2À�°�Ý�°�»�²9®�µ2¾zÕ
²	³2¾

ζ = T (t)a+

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξj(s)ηj(s) + f(s)
}

ds, ç ��é
³2±,¾�¾�±

ηj = ∂jζ
³�´	¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´

ζ = T (t)a+

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ζ(s) + f(s)
}

ds. ç $�é

Ou®�Ò©Ò'®�Ò
ξ
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À!¶�®�Ò	Ô!¾7¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±oÖ�¶�°�·�°Pº�¹9®�½�²2¾�²	³	À�´�¶�°

ξ = ζ
³�´�¿zÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´

∂jξ = ηj.
� 	�r	s ��uª �usut9 q#v9t�«L¬���ª2D ^�¼1¯2°�Ð2²	³2± ²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼_¾òØb°�¹2±L®�Ð2à�²	¼_¾f¯	¹2¾�°�Ý�¹9®�»�°�½#®�²	³	À�Ü

WN¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�³2±
∂jξ

½�½�³'Ñ9¾

∂jξ = T (t)∂ja+

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)∂jξ(s) +Gj(s)
}

ds, ç ù�é

·�Ñ9¾
Gj(s) = (∂jξ(s),∇)ξ(s)+∂jf(s)

Ü5WN¹2°�Ñ2³2ØbØb¾�¹2¾�²	ø	³	¹2°�½#®�½!º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾ ç ù�é5³¸½�½�¾zÑ2À¸°�Ý�°�»�²9®�Õµ2¾�²	³2¾
ηj,k = ∂k∂jξ

´'¯2°�Ð2º�µ	³2±

ηj,k = ∂kT (t)∂ja+ ∂k

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξr(s)ηj,r(s) +Gj(s)
}

ds. ç ï�û�é

^�½�¾zÑ9¾�±ß°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹

B{ηj,k}(t) =
{

∂k

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξr(s)ηj,r(s)
}

ds

}

.

YJ±,¾�¾�¶�±,¾�¿�¶�°>°�ø2¾�²	Ò'®
‖B{ηj,k}‖L∞((Sp1∩Sp2 )

n2 )
6 cn‖ξ‖L∞(Sp1∩Sp2 )

‖{ηj,k}‖L∞((Sp1∩Sp2)
n2 )
.

YN»îÑ�®�²	²2°�Ûß°�ø2¾�²	Ò	³ß¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°o²2¾�½�°�»�²	³	Ò'®�¾�¶k²2°�½�¼7ðTº�¿zÐ9°�½�³	Ûß¯2°o¿�¹9®�½�²2¾�²	³	Ù ¿�°�¿zÐ2º�µ9®�¾�±
¯2¾�¹	½�¼7ð¸¯	¹2°�³	»�½�°�Ñ2²	¼7ð�Ü�WN¹2¾zÑ2¯2°�Ð�®�·�®�ÀîÖ�¶�³�º�¿zÐ9°�½�³	À¸½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	²	¼_±5³�´	¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±1´�µ	¶�°!°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
I −B °�Ý�¹9®�¶�³2±ë½�¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾

L∞((Sp1 ∩ Sp2)n
2
).
IL¿zÐ2³Þ¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô�³	¶�à2´9µ	¶�°©½�¼1¯2°�Ð2²	À'ÙP¶�¿�À

º�¿zÐ9°�½�³	À
∂j∂ka ∈ S2 ∩ S∞, ΠGj ∈ L∞((Sp1 ∩ Sp2))

Ñ	Ð2Àë½�¿�¾zð
1 < p1, p2 < ∞, ¶�° ηj,k ∈

L∞(Sp1 ∩ Sp2)
Ñ	Ð2Àî½�¿�¾zð

2 < p1, p2 <∞
Ü,YN»bº�¹9®�½�²2¾�²	³	À ç ï�û�é7¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�° ηj,k = ∂kζj

´	·�Ñ9¾

ζj = T (t)∂ja+

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξr(s) ηj,r(s) +Gj(s)
}

ds. ç ï�ï�é

Ou®�Ò	³2±ê°�Ý�¹9®�»�°�±1´
ζj
À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�Àí¹2¾ 	©¾�²	³2¾�±ê¿�³2¿�¶�¾�±5¼

ζj = T (t)∂ja+

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξr(s) ∂rζj(s) +Gj(s)
}

ds. ç ï�þ�é
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WN¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�³2± ç ï�þ�é�½>½�³'Ñ9¾

ζj = T (t)∂ja+ ∂r

t
∫

0

T (t− s)Π
{

∑

ξr(s)ζj(s) + ∂jξr(s) ξ(s) + ∂jf(s)
}

ds. ç ï���é

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´uµ	¶�°
∂jξ

¶�®�Ò	Ô!¾>À'½�Ð2À'ÙP¶�¿�Ào¹2¾ 	©¾�²	³2¾�± Ö�¶�°�Ûk¿�³2¿�¶�¾�±5¼bÜ>^�½�³'Ñ2ºo°�µ2¾�½�³'Ñ2²2°�·�°Ó¿�°�°�¶�²2°�Õ
	©¾�²	³	À

∂j∂rT (t)Πξrξ = ∂jT (t)Π(ξ,∇)ξ)
¯2°�¿zÐ9¾!¯2°�Ñ9¿�¶�®�²2°�½�Ò	³á½�º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾ ç ï���é_¯	¹2¾�°�Ý�¹9®�»�º�¾�±¾�·�°�Òí½�³'Ñ2º

∂jξ = T (t)∂ja+ ∂j

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇) ξ + f(s)
}

ds. ç ï�ú�é

XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´
ζj = ∂ξ, ηj,k = ∂kζj = ∂j∂kξ.

Ou®�Ò	³2±@°�Ý�¹9®�»�°�±1´�¯	¹	³ß¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²	²	¼7ðß½�¼
	©¾
º�¿zÐ9°�½�³	À�ð

∂j∂kξ ∈ L∞(Sp1 ∩ Sp2)
Ñ	Ð2Àí½�¿�¾zð

2 < p1, p2 <∞
Ü

�ísut9 q#v9t�«L¬ur � �utáv9suª,+Pª#¬u�D_^V¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	³

∂

∂t

t−ε
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

ds = T (ε)Π
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

+

t−ε
∫

0

∂jT (t− s)Π∂j
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

− ∂1T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

ds,

¯2¾�¹2¾zð#°�Ñ2ÀÞÒí¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2ºî¯	¹	³
ε→ 0

´	¯2°�Ð2º�µ	³2±

∂

∂t

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

ds = Π
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

+

t
∫

0

∂jT (t− s)Π∂j
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

− ∂1T (t− s)Π
{

(ξ(s),∇)ξ + f(s)
}

ds.

YN»í¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�·�°k¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	Àê¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°á¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶á¯	¹2°�³	»�½�°�Ñ2²9®�Àß¯2°�½�¹2¾�±,¾�²	³�ÜßKN¹2°�±,¾
¶�°�·�°	´	³2±,¾�¾�±

(∂t −4+ ∂1) ξ = (ξ,∇)ξ) + f.

� �
	't����uuv9t��
	 � t���sur	¬u��uª#¬u¬�� �ësuª���ª#¬u���D1WNº�¿�¶�à
θ(t, x) = ξ(t, x) + e1 â °�·�¹9®�²	³	µ2¾�²'Õ

²2°�¾,¹2¾ 	©¾�²	³2¾�ÜuR5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±Ó½�°�¯	¹2°�¿�°�Ý1¾�·�°1º�¿�¶�°�Û	µ	³	½�°�¿�¶�³�Ü �bÐ2ÀNÖ�¶�°�·�°_³2¿�¿zÐ9¾zÑ2º�¾�±Þ³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð2à�²2°�¾
º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾NÑ	Ð2Àí½�°�»�±5º�×©¾�²	³	Û

v(t, x)

v(t) = T (t)v0 +

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(v(s),∇) ξ(s) + (ξ(s)∇) v(s) + (v(s),∇)v(s)
}

ds. ç ï���é

gP¹9®�½�²2¾�²	³2¾íÝ�º�Ñ9¾�± ¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¶�àk½o¯2°�Ñ2¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾
Sγ,p

¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®
L∞(Sp)

´�¿�°�¿�¶�°�À�Õ
×©¾�±Ú³	»ÞÖ�Ð9¾�±,¾�²	¶�°�½T¿íÒ�°�²2¾�µ	²2°�Ûê²2°�¹2±,°�Û ‖v‖Sγ,p = supt(1 + t)γ‖v(t)‖Sp

ÜßHb®�Û'Ñ9¾�± º�¿zÐ9°�½�³	À
³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�¿�¶�³�¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®

Sγ,p
°�¶�²2°�¿�³	¶�¾zÐ2à�²2°¸°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®�½>¯	¹9®�½�°�ÛÞµ9®�¿�¶�³Þº�¹9®�½�²2¾�²	³	À�Ü

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(v(s),∇)v(s)
}

ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sp

6 c

t
∫

0

(t− s)−1/2−n/(2p)(1 + s)−2γ‖v‖2Sγ,p
.



��þ �,�� - $ - 
&� 6 �>6
X�µ	³	¶�®�¾�±1´2µ	¶�°

1/2 + n/(2p) < 1
ÜLO °�·�Ñ�®�³	²	¶�¾�·�¹	³	¹	º�À�´2¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±ß°�ø2¾�²	Ò	º

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

T (t− s)Π
{

(v(s),∇)v(s)
}

ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sp

6 c max
(

t−1/2−n/(2p), t1/2−n/(2p)−2γ
)

‖v‖2Sγ,p
.

Ou®�Ò	³2±f°�Ý�¹9®�»�°�±1´7º�¿zÐ9°�½�³	Àß³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�¿�¶�³ñÑ	Ð2Àë¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�±,°�·�°Â°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®á³2±,¾�ÙP¶á½�³'Ñ
p > n

´
1/2 − n/(2p) 6 γ 6 1/2 + n/(2p).

�bÐ2ÀáÐ2³	²2¾�Û	²2°�ÛÂµ9®�¿�¶�³T¯	¹	³T½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	³ë°�ø2¾�²	Ò	³
Ñ	Ð2À

γ
³2±,¾�¾�±

∥

∥

∥

∥

∥

∥

t
∫

0

T (t− s)Π{(v(s),∇)ξ(s) + (ξ(s),∇)v(s)} ds

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Sγ,p

6 c sup ‖ξ(s)‖Sr1∩Sr2
(1 + t)−γ‖v‖Sγ,p ,

·�Ñ9¾
r1 < n < r2, 1/r1 + 1/p < 1.�©®�Ð9¾�¾�´�Ñ	Ð2À�½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	À>½�Ò'Ð2ÙPµ2¾�²	³	À

T (t)v0 ∈ Sγ,p
²2¾�°�Ý�ð#°�Ñ2³2±,°\³�Ñ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°\µ	¶�°�Ý�¼

v0 ∈
Sq ∩ Sp, n2 (1/q − 1/p) > γ.

^�¼1À	¿�²	³2±ëÒ�°�·�Ñ�®�½�¾�¿b±L®�Ò�¿�³2±L®�Ð9¾�²�Ü�WJ°�Ñ9¿�¶�®�½�Ð2À'À
γ = 1/2 + n/(2p)½o¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�¾î²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°	´�¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±

1/q > 1/n + 3/p.
MQ¶�¿�Ù7Ñ�®�¯	¹	³

n = 3
Ñ9°�Ð2Ô�²2°�Ý�¼1¶�à

p > 9/2
´�®!¯	¹	³

n > 3
°�¿�¶�®�¾�¶�¿�À

p > n.^�½�¾zÑ9¾�±ê°�Ý�°�»�²9®�µ2¾�²	³	ÀíÑ	Ð2ÀÞ°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½

Bv(t) = −
t
∫

0

T (t− s)Π
{

(v(s),∇)ξ(s) + (ξ(s),∇)v(s)
}

ds,

Av(t) = −
t
∫

0

T (t− s)Π
{

(v(s),∇)v(s)
}

ds.

*�ª#t9suª,+PrÚCBD �Q 2��� ��0#" - ���z"���$B����
 -
Sγ,p

�	$	
���"�����$B��$ -á- ��$ - ���B��������$ -k- 0B��"���� - " - 

A
*
B
*

- 0B��"���� - "
I + B

- �z"������2�Ú
'��� - � 0#" - ���z"���$B����
'� 6ñ+�- �����á�� �-¸������
� ��\�����B�����
ε > 0

*
R > 0�����	�B� * ��� - 0#"�� ‖T (t)v0‖Sγ,p < ε

 #"���
�$B��$	�B�
v(t) = T (t)v0 −Bv(t)−Av(t)
 �>��" �

BR = {‖v‖Sγ,p < R} �2�������>�����	$B����
'��$	$ - �_" ���¸��$	�B� 6
C
gL¿zÐ9°�½�³	Àí³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�¿�¶�³o°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½¸°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	¼]½�¼
	©¾�Ü�MPÝ�¹9®�×�®�ÀÞ°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹

I +B
´

¿�½�¾zÑ9¾�±ß¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�±,°�¾\º�¹9®�½�²2¾�²	³2¾JÒÞ½�³'Ñ2º
v(t) = (I +B)−1{T (t)v0 −Av(t)}.YJ±,¾�¾�¶¸±,¾�¿�¶�°¸°�ø2¾�²	Ò'®

‖(I +B)−1{T (t)v0 −Av(t)}‖Sγ,p 6 ‖(I +B)−1‖(‖T (t)v0‖+ c‖v‖2).
WN¹9®�½�º�ÙÚµ9®�¿�¶�à>Ö�¶�°�·�°�²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®>°�ø2¾�²	³2±ßµ2¾�¹2¾�»

C(‖T (t)v0‖+ ‖v‖2)
´	·�Ñ9¾

C = max{‖(I +B)−1‖(1, c)}.
WNº�¿�¶�àN½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�À©º�¿zÐ9°�½�³2¾�¶�¾�°�¹2¾�±5¼TÑ	Ð2À

T (t)v0
ÜuO °�·�Ñ�®Pº�¿zÐ9°�½�³2¾�³	²	½#®�¹	³9®�²	¶�²2°�¿�¶�³ 	�®�¹9®

BR½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�À>¯	¹	³
C(ε+R2) 6 R

´�®Pº�¿zÐ9°�½�³2¾_¿�Ô�³2±L®�¾�±,°�¿�¶�³¸½JÖ�¶�°�±�	�®�¹2¾7³2±,¾�¾�¶J½�³'Ñ
2CR < 1

Ü
MQµ2¾�½�³'Ñ2²2°	´'°�Ý�®NÖ�¶�³>²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®b½�¼1¯2°�Ð2²	À'ÙP¶�¿�À�´�¾�¿zÐ2³

1/(2C)−
√

1/(4C2)− ε 6 R < 1/(2C)
Ü

O °�·�Ñ�® ¯	¹	³2±,¾�²	³2± ¯	¹	³	²	ø	³	¯ò¿�Ô�³2±L®�ÙP×!³'ðf°�¶�°�Ý�¹9®�Ô!¾�²	³	Û�´í·�®�¹9®�²	¶�³	¹	º�ÙP×!³	Ûò¿�º�×©¾�¿�¶�½�°�½#®�²	³2¾
¾zÑ2³	²2¿�¶�½�¾�²	²2°�·�°¸¹2¾ 	©¾�²	³	Àí½�¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�¾�±,°�± 	�®�¹2¾�Ü

B



� �N 2��� - �����	
 - ����� - ��"���$	������$	$	/#��" ���¸��$	�	�����B�������5/ � ��
 �'�
�
4 � - �2��� �"�

�������	�
������
� ^1®�Ô�²	¼_±kº�¿zÐ9°�½�³2¾�±k¯	¹	³2±,¾�²	³2±,°�¿�¶�³î¶�¾�°�¹2¾�±5¼ñÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�À¸º�¿zÐ9°�½�³2¾Q°�Ý�¹9®�¶�³2±,°�Õ
¿�¶�³o°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®

I + B
ÜQYN»©°�ø2¾�²	Ò	³o°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®

B
¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´Bµ	¶�°>Ñ	Ð2ÀÞÖ�¶�°�·�°¸Ñ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°î¯2°�Ñ	ð#°�Õ

Ñ2À'×©¾�ÛÞ±L®�Ð9°�¿�¶�³Ó½�¾zÐ2³	µ	³	²	¼
supr1<n<r2 ‖ξ‖Sri

.WNº�¿�¶�àá½�°�»�±5º�×©¾�²	³2¾
v ∈ Sγ,p

³
γ = 1/2 + n/(2p).

R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±@½�°�¯	¹2°�¿Þ°o¯	¹	³	²9®�Ñ	Ð9¾�Ô©Õ
²2°�¿�¶�³

v
Ñ2¹	º�·�³2± ¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®�±

Sµ,q.
�bÐ2À�Ö�¶�°�·�°Ó°�Ý�¹9®�¶�³2±,¿�ÀkÒá³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð2à�²2°�±5ºáº�¹9®�½�²2¾�²	³	Ù

½�°�»�±5º�×©¾�²	³	Û ç ï���ézÜÞMQ¶�Ñ9¾zÐ2à�²2°ÞÑ	Ð2À�Ð2³	²2¾�Û	²2°�·�°Ó³á²2¾zÐ2³	²2¾�Û	²2°�·�°o°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½�½�¼1À	¿�²	³2± ½�°�¯	¹2°�¿°!Ñ9¾�Û2¿�¶�½�³	³Ó³	»
Sγ,p

½
Sµ,q.YJ±,¾�¾�±

‖Av(t)‖Sq 6 c

t
∫

0

(t− s)−1/2−(n/p−n/(2q))(1 + s)−2γ‖v‖2Sγ,p
6 c(1 + t)−1/2−(n/p−n/(2q))‖v‖2Sγ,p

¯	¹	³Þ½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	³Óº�¿zÐ9°�½�³	À
2/p− 1/n < 1/q 6 2/p.

‖Bv(t)‖Sq 6 c

t
∫

0

(t− s)−1/2−(1/r+1/p−1/q)n/2)(1 + s)−γ‖v‖Sγ,p‖ξ‖L∞(Sr) 6 c(1 + t)−γ‖v‖Sγ,p

¯	¹	³Tº�¿zÐ9°�½�³	³�´,µ	¶�°�¯2°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à
r > 2

±,°�Ô�²2°�±,¾�²	À'¶�ào¶�®�Ò�´5µ	¶�°�Ý�¼ ²9®Þ¹9®�»�²	¼7ðTº�µ9®�¿�¶�Ò'®�ðT³	²'Õ
¶�¾�·�¹	³	¹2°�½#®�²	³	À�¯2°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à

1/2 + (1/r + 1/p − 1/q)n/2
Ý�¼7ÐáÝ�°�Ð2à�	©¾©³'Ð2³á±,¾�²	à�	©¾�¾zÑ2³	²	³	ø	¼bÜ

KN¹2°�±,¾î¶�°�·�°	´5Ñ9°�Ð2Ô�²	¼ò½�¼1¯2°�Ð2²	À'¶�à�¿�Àëº�¿zÐ9°�½�³	À
1/r + 1/p − 1/q > 0, 1/r + 1/p < 1.

ab¾�·�Ò�°
¯2°�Ò'®�»�®�¶�à2´2µ	¶�°�½�¿�¾JÖ�¶�³íº�¿zÐ9°�½�³	ÀÞ½�¼1¯2°�Ð2²	À'ÙP¶�¿�À�´9¾�¿zÐ2³

0 < 1/q < 1/2 + 1/p− 1/n.Ou®�Ò	³2± °�Ý�¹9®�»�°�±1´u¯	¹	³'ð#°�Ñ2³2±]Òá½�¼1½�°�Ñ2º � - 0B��"���� - " *1- 0#" ��� ���������5/1�T0#"���
 - �ñ�#����� � �f #"���

�$B��$	���Þ
 - ��  �-¸��$	�	� * � ���B����
� 2���©�2

Sγ,p


Sµ,q, µ = min(1/2 + n/(2p), 1/2 + (2/p − 1/q)n/2)0#"��Þ
�/10 - �	$B��$	�	�í 2��� - 
����

2/p− 1/n < 1/q < min(2/p, 1/2 + 1/p− 1/n).YN»�Ð9°�Ô!¾�²	²2°�¾\¯	¹	³	½�°�Ñ2³	¶�ÒÞ¿zÐ9¾zÑ2º�ÙP×©¾�±5º�¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�ºÞ°�Ý�º�¿�¶�°�Û	µ	³	½�°�¿�¶�³�Ü
*�ª#t9suª,+Pr G�D 4  �-¸������
� 2��� ����� - �ì���B��� -

εp > 0
* ��� - 0#"�� 
�/10 - �	$B��$	�	�  2��� - 
����

supr1<n<r2 ‖ξ‖L∞(Sri )
< εp

- ��"���$	������$	$ - �¸" ���¸��$	�B�
ξ(x, t) + e1

�����2�50B� - �����������	�ê 2��� - �����
�
 - 
o0#" - ���z"���$B����
'�

Sp
*
p > n

* 0#"��������]�����Â
 - ��  �-¸��$	�	� ��0#"���
'�����	�	
�� - 
B��$	�	� ‖v(t)‖Sp 6

c(1 + t)−γ
*
γ = 1/2 + n/(2p).

=\���Â���B���2 2���¸�2©0#" ����/��2 �-¸��� - ��������#��$	���á
 - ��  �-¸��$	�B�b0#"��
�$������B�����B�

Sq
� ‖v‖Sq 6 c(1 + t)−µ

* ��� �
q
*
µ
 	�	�����$	/]
�/ �¸� 6

� r +Pª��ur	¬uuª2D�^Ú¹9®�Ý�°�¶�®�ðêôõï�´ þ�ö�º�¿�¶�®�²2°�½�Ð9¾�²	¼ Ò	¹	³	¶�¾�¹	³	³Tº�¿�¶�°�Û	µ	³	½�°�¿�¶�³Â¿�¶�®�ø	³2°�²9®�¹	²	¼7ðT³
¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÓ¹2¾ 	©¾�²	³	ÛÞ»�®�Ñ�®�µ	³�°�Ý�¶�¾�Ò'®�²	³	ÀÓÝ�¾�»b¯	¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô!¾�²	³	À�°�Ý�³'ðí±L®�Ð9°�¿�¶�³�Ü

�Ó�	'ª#sur	���sur
�z�4�=�+��������,�o/��1/�{2 �zxz��~�x���{�~����1�2����x���{_����~��}{ � ��|}{������\�N|}{}��{����1x��z����y�{�~����;353 � |�� � � � �7�{7 � �#� �9{�� �  
��"$"+%��  6 � �+# �)� ���  '7 �_# �98"� �$"��

���4�=�+��������,�o/��1/��2 �_������x���������xz���z� � � � ��x�����������y���� � ��§L��~�� �\�����������	� � {��z���  7 ��xzy��}{1�P� � �����2� � ~�x���z~���§,~�� �Jx�����{����z��353 � |�� � � � �7��7 � �#� �9{�� �  
����� : �  6 � @ ? �)� %��  '7 � �����98"��?����
¡<¢/£+¢]¤+¥�¦�§�¨�¢]©&¦)ª�«�£'¬ ���}£ ��¢/£]¬O¯&°"!�²9³
� ¶�µ$¸%��¸�¹���ÄO¸%��¼�' �'¹)¶���¸�¹�¼�Å
� ��~�� �b�9{������9{��z��������y�� �Q��~����z���z��� � ��� � � � �
��Æ��9�,+}n)�M���-��Ì$��Ée���9�&Æ9�O��	��)n�mM�&ÆF	<-�_�C	�n�ÇY���O����,+��F�)n)�� 2}7�7 �YÍ � :$@ ��� �$? � � ��{}����y�{���y�{�|z����� � �N{ � y����}{�� ��� /
� ��~�� � �u�ÿ��� � {����z~�� �N��~������ � �����������
	{��*�F��ÆYm)�&ÇSÈ	_�_É ,$ÉSÌ��=k��&Æ=H5mOn�n4k��&Æ&-k��&Æ�n�ÌO��im)����Ç�n_�in�mOn� 2}7�7 �YÍ � : %$% �$"�� � � xz����x�� � ~�{ � w�x�~�������� � �Q�����ÿ��{�y�x���{�� # {
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&� 6 �>6
ÞMð ê��Mà Ý�êCæ0//ã�ç½ã�ê]ì ÞMë /�ÞMåMðMä4àYä Ý<ÞMç½åMê'ã�ÞMð�Ý

ê�Þ ê��Mà ðMæ �4ã�àYá � Ý�ê�Þ � à]Ý�à�1MåMæ}ê'ã�ÞMð�Ý�ã�ð ê��Mà � ��ÞMç½à Ý�è�æ�í]à
Ý{ô)ó�ö9O=ö�÷ ç Ü ã Ü

d
Pib+W)L U L P �0L K0P-c)Q�û½c)T$U Q�RF[�b  Q�T+|_W_T$V)K�`OQ�`YRFT$U VOP-L T$K)R=P-TCP-c)Q �Sb�ù�L Q�Z�8Od
P-T"�&Q9R<R��OR�P-Q9� L R  T$K)RFL `OQ�Z-Q�`��=h<Z-Q9U L �'L K�b�Z-L U � �
P-c)Q}Q�úOL R�P-Q9K  QST+|=RFV  cMRFT$U VOP-L T$K)RCL R½R�P-V�`OL Q�`��
üMý�þyÿ��������z¦ �Sb�ù�L Q�Z�8Od
P-T"�&Q9R½R��OR�P-Q9� � W_T$V)K�`OQ�`�RFT$U VOP-L T$K � R�Pib+W)L U L P � � RF[�b  Q}T+|=RFT$U Q9K)T$L `)b+U�N�Q9U `OR��
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%'&�(�)�*,+�- � ('.�* ��/10� 2���o3 *,476u.�)�:�. �

;�<>=@?BA ��D�� �

M �JUPKJOQMPRLY �BUP[JYJY
(B, p)

Õ�X�gNZ�Z�YJR,g =@ihYNd@MPWJILR�U,OQMPR�MP^ 1

��D���D *�r��t9ª#v

wL��� � x���~�x�� ����������x��©{����}� � � � B
�\��������{

1 6 p ∈ R
�z��x��������ÿ�by���{����

(B, p) � �����2�	� � ��!u�,���Nx � � � {���x � x����| ��{�~�{���x���x�� � ��§L����y��J� B � ����y�����������y�xz� ��{�~�{���x���x ��� xz��� � {�~����z��x � �9���z{�~�{��z������{������ÿ�P����x � ���9{_x �5{�y���x �� ��|}{������_����� ����x��}x7y���{����}{ �
�Q�	�_�' �¡�¢7 ©£��	¤�¡�¥#¦ ��{�~�{���x���{ � ��§L����y�{�� B � ����y�����������y�xz� ��{�~�{���x���x ��� xz��� � {�~����z��x�� (B, p) � �����2�	� � ��!u�,� �x � � � {���x � �"�5{�y���x � ��|}{�������� (B, p) � ��� � � � {}�������z���z~�{���~�x � �9{ �
^h¹9®�Ý�°�¶�¾oôõï�ö1Ý�¼7Ð2³Â½�½�¾zÑ9¾�²	¼

B
Õÿ¿�º'±,±5³	¹	º�ÙP×!³2¾�°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹	¼b´,Ñ9¾�Û2¿�¶�½�º�ÙP×!³2¾�³	»îÝ�®�²9®�ð#°�½�°�Û

¹2¾ 	©¾�¶�Ò	³Ó½
B
Õóø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�¾©Ý�®�²9®�ð#°�½�°¸¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°	´�·�Ñ9¾

B â ¯2°�Ð2²9®�ÀÓÝ�º�Ð9¾�½#®¸®�Ð2·�¾�Ý�¹9®>¯	¹2°�¾�Ò'Õ
¶�°�¹2°�½2´B³�Ñ9°�Ò'®�»�®�²9®î¶�¾�°�¹2¾�±L®î°�ÝîØ\®�Ò	¶�°�¹	³	»�®�ø	³	³�¶�®�Ò	³'ð�°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½2Ü\[J¾zÐ2àîÑ�®�²	²2°�Û�¹9®�Ý�°�¶�¼ â½�½�¾�¿�¶�³�Ò'Ð�®�¿�¿

(B, p)
Õÿ¿�º'±,±5³	¹	º�ÙP×!³'ð�°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½2´B·�Ñ9¾

1 6 p ∈ R
³�º�¿�¶�®�²2°�½�³	¶�àÓ®�²9®�Ð9°�·�³	µ	²	¼1Û

¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�°>Ø\®�Ò	¶�°�¹	³	»�®�ø	³	³�ÜLHJ¾�°�Ý�ð#°�Ñ2³2±5¼_¾©¿�½�¾zÑ9¾�²	³	Àí³2±,¾�ÙP¶�¿�ÀÞ½�Ò	²	³	·�®�ðáô þ	´ ��öÿÜ
^7¿�Ù7Ñ2ºPÑ�®�Ð9¾�¾

X
³
Y â ½�¾�Ò	¶�°�¹	²	¼_¾L¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®'´ E ³

F â Ý�®�²9®�ð#°�½�¼T¹2¾ 	©¾�¶�Ò	³�´ L(X,Y ) â±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°í½�¿�¾zðÓÐ2³	²2¾�Û	²	¼7ð�°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½í³	»
X
½
Y
´
1 6 p < ∞ ÜJWN¹	³ X = Y

Ý�º�Ñ9¾�±ñ¯	³2¿�®�¶�à
L(X)

½�±,¾�¿�¶�°
L(X,X)

ÜoWJ°�Ñ���Í�æ9Î���Æ�ÏëÇ�æ9ãzÎ���É�Æ�ÏëÈ�É�Æ�Î�Ê�Å©Æ�É�Æ��©½Ó½�¾�Ò	¶�°�¹	²2°�± ¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾
X¯2°�²	³2±L®�¾�¶�¿�Àë±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°

B
Ò�°�±,±5º�¶�³	¹	º�ÙP×!³'ðáÐ2³	²2¾�Û	²	¼7ðT³'Ñ9¾�±5¯2°�¶�¾�²	¶�²	¼7ðë°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�½2´,Ñ9¾�Û'Õ

¿�¶�½�º�ÙP×!³'ðÓ½
X
´B½îÒ�°�¶�°�¹2°�± ¹2°�Ð2àí²	º�Ð2ÀÓ³�¾zÑ2³	²	³	ø	¼h³	·�¹9®�ÙP¶í¿�°�°�¶�½�¾�¶�¿�¶�½�¾�²	²2°í²	º�Ð9¾�½�°�¾©³o¶�°�Ô©Õ

Ñ9¾�¿�¶�½�¾�²	²2°�¾\°�¶�°�Ý�¹9®�Ô!¾�²	³	À�´B®©Ý�º�Ð9¾�½�¼]°�¯2¾�¹9®�ø	³	³Ó³2±,¾�ÙP¶>½�³'Ñ �

π ∧ ρ := π ◦ ρ = ρ ◦ π, π ∨ ρ := π + ρ− π ◦ ρ, π⊥ := IX − π (π, ρ ∈ B).

IL¿zÐ2³ÓÝ�º�Ð9¾�½#®>®�Ð2·�¾�Ý�¹9®
B
³	»�°�±,°�¹2ØJ²9®

B
´'¶�°�Ý�º�Ñ9¾�¶>¶�®�Ò	Ô!¾b¯	³2¿�®�¶�à

B ⊂ L(X)
Ü

�
	 $ ��� ��� �	���� ��� WNº�¿�¶�à X â ²2°�¹2±5³	¹2°�½#®�²	²2°�¾P¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°	´
UX := {x ∈ X : ‖x‖ 6 1} ÜWN¹2¾zÑ2¯2°�Ð9°�Ô�³2±1´Lµ	¶�°Ó½

L(X)
³2±,¾�¾�¶�¿�ÀT¯2°�Ð2²9®�ÀTÝ�º�Ð9¾�½#®�®�Ð2·�¾�Ý�¹9®Þ¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹2°�½�¾zÑ2³	²	³	µ	²2°�Ûë²2°�¹'Õ

±5¼
B
Ü5HJ°�¹2±5³	¹2°�½#®�²	²2°�¾J¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°

X
²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�À

B
è�2Ã2Ê�æ2Ã��'Î�Ë�Ê�Ã�Ìb´'¾�¿zÐ2³�Ñ	Ð2À¸¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�Õ

²2°�·�°�¹9®�»�Ý�³2¾�²	³	À�¾zÑ2³	²	³	ø	¼
(πξ) ⊂ B

³�Ð2ÙNÝ�°�·�°�¿�¾�±,¾�Û2¿�¶�½#®
(xξ) ⊂ UX

¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶î³o¯	¹	³o¶�°�±
¾zÑ2³	²2¿�¶�½�¾�²	²	¼1Û

x ∈ UX
´�Ñ	Ð2ÀíÒ�°�¶�°�¹2°�·�°>½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�À

πξxξ = πξx
¯	¹	³í½�¿�¾zð

ξ
´	¿�±1Ü_ô þ'´�� ��Ü �'Ü ��öÿÜ

WJ°�Ñ2¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°
X0 B

Õóø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�·�°ÞÝ�®�²9®�ð#°�½#®�¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®
X
²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�À

B
èÿÈ�æ2Æ�Å©è

Ä�� Ìb´#¾�¿zÐ2³>Ñ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°
x ∈ X ³

0 < ε ∈ R
¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�ÙP¶

xε ∈ X
´#¹9®�»�Ý�³2¾�²	³2¾P¾zÑ2³	²	³	ø	¼

(πξ)ξ∈Ξ½
B
³á¿�¾�±,¾�Û2¿�¶�½�°

(xξ)ξ∈Ξ
½
X0

¶�®�Ò	³2¾�´ µ	¶�° ‖x − xε‖ 6 ε
³
πξxε = πξxξ (ξ ∈ Ξ)

Ü�WNº�¿�¶�à
X
´

Y â Ý�®�²9®�ð#°�½�¼Ú¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®'´
B ⊂ L(X)

³
B ⊂ L(Y )

ÜJMQ¯2¾�¹9®�¶�°�¹
T ∈ L(X,Y )

²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�À
B
è æ2Ã2Ä9Î�Ï2Ä�� Ìb´'¾�¿zÐ2³

π(Tx) = T (πx)
Ñ	Ð2Àí½�¿�¾zð

π ∈ B
³
x ∈ X Ü


© ������� 6	{���xz����# � # �
1 � {��zxz�z{��z� � x���~���~�{ ��� � � ��~�{�~���x���x�� � x������ � ��y�� � xz����� ����y�x��}x �ux�~���{ � ��~���{��2��~��z{����z~����u���������ÿ��x���{�~�� ������ xz��y��0� �9%�� ����� "�� :$: "�� � � �02 � { �



� � + ��� - ��
�� 6 � 6
X�³2±5½�°�Ð9°�±

Prtσ := Prtσ(B)
°�Ý�°�»�²9®�µ	³2±h±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°á½�¿�¾zðÂ¿�µ2¾�¶�²	¼7ðÂ¹9®�»�Ý�³2¾�²	³	Ûß¾zÑ2³	²	³	ø	¼

½
B
ÜëWNº�¿�¶�à

E â Ý�®�²9®�ð#°�½#®o¹2¾ 	©¾�¶�Ò'®'´
Y â B

Õóø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�¾ÓÝ�®�²9®�ð#°�½�°á¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°	Ü%�bÐ2À
¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²2°�·�°>Ð2³	²2¾�Û	²2°�·�°¸°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®

T ∈ L(E, Y )
¯2°�Ð9°�Ô�³2±ß¯2°>°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	Ù

σp(T ) := sup

{

inf
(πk)∈Prtσ

sup
k∈N

( n
∑

i=1

‖πkTxi‖p
)1/p

: x1, . . . , xn ∈ E,
∥

∥

∥

n
∑

i=1

|xi|
∥

∥

∥ 6 1, n ∈ N

}

.

�
	 $ ��� ��� �	���� � � MQ¯2¾�¹9®�¶�°�¹
T ∈ L(E, Y )

²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�À
(B, p)

èÿË�Í�ÌQÌJÃ�É�Í����©Ã�Ìb´¸¾�¿zÐ2³
σp(T ) <∞

Ü5Ou®�Ò	³2±á°�Ý�¹9®�»�°�±1´
T
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

(B, p)
Õÿ¿�º'±,±5³	¹	º�ÙP×!³2±�¶�°�·�Ñ�®N³�¶�°�Ð2à�Ò�°J¶�°�·�Ñ�®'´#Ò�°�·�Ñ�®

¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶!Ò�°�²2¿�¶�®�²	¶�®
C > 0

¶�®�Ò'®�À�´�µ	¶�°bÑ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°bÒ�°�²2¾�µ	²2°�·�°!²9®�Ý�°�¹9®
x1, . . . , xn ∈ E

²9®�Û'Õ
Ñ9¾�¶�¿�À>¿�µ2¾�¶�²2°�¾1¹9®�»�Ý�³2¾�²	³2¾Q¾zÑ2³	²	³	ø	¼

(πk) ∈ Prtσ(B)
´�Ñ	Ð2À�Ò�°�¶�°�¹	¼7ð�½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�À¸¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³2¾

sup
k∈N

( n
∑

i=1

‖πkTxi‖p
)1/p

6 C

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

|xi|
∥

∥

∥

∥

.

Kb®�Òî½�³'Ñ2²2°	´'¾�¿zÐ2³
p = 1

´�¶�°\¯	¹	³'ð#°�Ñ2³2±ÂÒî°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	Ù
B
Õÿ¿�º'±,±5³	¹	º�ÙP×©¾�·�°!°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®'´'½�½�¾zÑ9¾�²'Õ

²2°�±5ºî½Þôõï�´2°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³2¾���Üõïzöÿ´2¿�±1Ü,¶�®�Ò	Ô!¾¸ô ú2´	°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³2¾ �'Üõï��'ÜõïzöÿÜ
�
	 $ ��� ��� �	���� ��� WNº�¿�¶�à E â Ý�®�²9®�ð#°�½#®Q¹2¾ 	©¾�¶�Ò'®'´ B â ²2¾�Ò�°�¶�°�¹9®�À!¯2°�Ð2²9®�À!Ý�º�Ð9¾�½#®Q®�Ð2·�¾�Ý�¹9®¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹2°�½î½

L(E)
¾zÑ2³	²	³	µ	²2°�Ûo²2°�¹2±5¼b´

1 6 p < ∞ ÜQHJ°�¹2±L® ‖ · ‖ ½ E ²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�À
(B, p)

èÿË�Í�è
È9ÎÿÉ�Ç�����Ã2Å©Ã ��Ä2Æ�Ï9´'¾�¿zÐ2³Þ½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�ÀÓ¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³2¾

inf
(πk)∈Prtσ

sup
k∈N

(

‖πkx‖p + ‖πky‖p
)1/p

6 ‖x+ y‖

Ñ	Ð2Àî½�¿�¾zð
x, y ∈ E ´ |x| ∧ |y| = 0

ÜLIL¿zÐ2³
B = {0, IE}

´�¶�°©·�°�½�°�¹#À'¶>°
p
èÿË�Í�È9ÎÿÉ�Ç�����Ã2Å©Ã ��Ä2Æ�Ï!²2°�¹2±,¾�´

¶�Ü�¾�Üu½bÖ�¶�°�±á¿zÐ2º�µ9®�¾
(‖x‖p+‖y‖p)1/p 6 ‖x+y‖ Ñ	Ð2À�½�¿�¾zð x, y ∈ E ´ |x|∧ |y| = 0

´#¿�±1Ü7ô �	´CP�Ü2ï�� $�öÿÜ
Z�°�Ô�²2°Â¯2°�Ò'®�»�®�¶�à2´Qµ	¶�°T²2°�¹2±L®k½ÂÝ�®�²9®�ð#°�½�°�Û ¹2¾ 	©¾�¶�Ò�¾

E
Ý�º�Ñ9¾�¶

(B, p)
Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�Û

¶�°�·�Ñ�®�³í¶�°�Ð2à�Ò�°>¶�°�·�Ñ�®'´2Ò�°�·�Ñ�®©Ñ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�¼7ð
x1, . . . , xn ∈ E+

½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�À

inf
(πk)∈Prtσ

sup
k∈N

( n
∑

i=1

‖πkxi‖p
)1/p

6 ‖x1 + . . .+ xn‖.

^7¿�¾>º�Ô!¾>·�°�¶�°�½�°	´uµ	¶�°�Ý�¼f¿�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½#®�¶�ào°�¿�²2°�½�²2°�ÛT¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�²9®�¿�¶�°�À'×©¾�ÛT»�®�±,¾�¶�Ò	³�´u²2°
¯	¹2¾�Ô©Ñ9¾b¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±ëÑ2½#®©¯	¹	³2±,¾�¹9®�Ý�®�²9®�ð#°�½�¼7ðÞ¹2¾ 	©¾�¶�°�ÒÓ¿

(B, p)
Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�Ûo²2°�¹2±,°�Û�Ü

	 $ ���� $ ��� WNº�¿�¶�à E â Ý�®�²9®�ð#°�½#®1¹2¾ 	©¾�¶�Ò'®_¿ p Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�Û!²2°�¹2±,°�Û�´ (Ω,Σ, µ) â ¯	¹2°�Õ¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°î¿\±,¾�¹2°�Û�ÜQR5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±
L∞(E) â ¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°î³	»�±,¾�¹	³2±5¼7ðÓ¯2°�÷7°�ð'²2¾�¹	ºí½�¾�Ò	¶�°�¹'Õ

ØJº�²	Ò	ø	³	Û
f
¿�°\»�²9®�µ2¾�²	³	À	±5³Þ½

E
´�º>Ò�°�¶�°�¹	¼7ðî¯2°�¶�°�µ2¾�µ	²9®�Àî²2°�¹2±L®

f : t 7→ ‖f(t)‖ (t ∈ Ω)
¯	¹	³'Õ

²9®�Ñ	Ð9¾�Ô�³	¶
L∞(µ)

Ü,^�½�¾zÑ9¾�±Â²2°�¹2±5º�½
L∞(E)

¯2°�Øb°�¹2±5º�Ð9¾ ‖f‖ := ‖ f ‖∞ ´�·�Ñ9¾ ‖ · ‖∞ â ²2°�¹2±L®
½
L∞(µ)

Ü�MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±ëµ2¾�¹2¾�»
B
Ý�º�Ð9¾�½�ºí®�Ð2·�¾�Ý�¹	º�½�¿�¾zð�ð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÓØJº�²	Ò	ø	³	Ûî³	»�±,¾�¹	³'Õ

±5¼7ð>±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½2Ü�O °�·�Ñ�®
L∞(E)

Ý�º�Ñ9¾�¶
B
Õóø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�ÛíÝ�®�²9®�ð#°�½�°�Û¸¹2¾ 	©¾�¶�Ò�°�Û�Ü,HJ°�¹2±L®J½

L∞(E)Ý�º�Ñ9¾�¶
(B, p)

Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�Û�¶�°�·�Ñ�®�³í¶�°�Ð2à�Ò�°>¶�°�·�Ñ�®'´2Ò�°�·�Ñ�®�²2°�¹2±L®©½
E p

Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²9®'Ü
	 $ ���� $ � � WNº�¿�¶�à Q â Ö�Ò�¿�¶�¹2¾�±L®�Ð2à�²	¼1Û�Ò�°�±5¯9®�Ò	¶�´

E â Ý�®�²9®�ð#°�½�°�¹2¾ 	©¾�¶�Ò'®'ÜNMPÝ�°�»�²9®�µ	³2±
¿�³2±5½�°�Ð9°�±

C∞(Q,E)
±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°©Ò'Ð�®�¿�¿�°�½©Ö�Ò	½�³	½#®�Ð9¾�²	¶�²2°�¿�¶�³í²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²	¼7ð�½�¾�Ò	¶�°�¹'ÕÿØJº�²	Ò	ø	³	Û�´

Ñ9¾�Û2¿�¶�½�º�ÙP×!³'ð�³	»>Ò�°�¶�°�×!³'ðá±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½
dom(u) ⊂ Q

½
E
Ü>Hb®�¯2°�±5²	³2±1´ µ	¶�°Þ±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°�½í¶�°�Õ

¯2°�Ð9°�·�³	µ2¾�¿�Ò�°�±]¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�¾>²9®�»�¼1½#®�ÙP¶áÊ�Æ�Å©Æ��©Ã�Ìb´�¾�¿zÐ2³á¾�·�°îÑ9°�¯2°�Ð2²2¾�²	³2¾>À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À�¶�°�×!³2±1Ü
ZÓ²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°

C∞(Q,E)
±,°�Ô�²2°ß¾�¿�¶�¾�¿�¶�½�¾�²	²	¼_± °�Ý�¹9®�»�°�± ¿�²9®�Ý�Ñ2³	¶�àê¿�¶�¹	º�Ò	¶�º�¹2°�Û ±,°�Ñ2º�Ð2ÀV²9®�Ñ

Ò�°�Ð2à�ø2°�±
C∞(Q)

Üî÷7°�Ð9¾�¾>¶�°�·�°	´u²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²2°�¾¸¯	¹2°�Ñ9°�Ð2Ô!¾�²	³2¾î¯2°�¶�°�µ2¾�µ	²2°�ÛT²2°�¹2±5¼
t 7→ ‖f(t)‖

(t ∈ dom(f)
´
f ∈ C∞(Q,E))

°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À	¾�¶�¹9®�»�Ð9°�Ô�³2±5º�Ù ²2°�¹2±5º · ²9® C∞(Q,E)
¿�°�»�²9®�µ2¾zÕ

²	³	À	±5³ñ½
C∞(Q)

Ü]^�½�¾zÑ9¾�±@¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°
C#(Q,E) := {f ∈ C∞(Q,E) : f ∈ C(Q)} ³



� � ���B� - "��2��	
	�	�
(B, p) �

�� 2�,�5�#"2 ���-!��� - 0B��"���� - " - 
 � �

²2°�±5ºß½T²2¾�± ‖f‖ := ‖ f ‖∞ Ü MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±òµ2¾�¹2¾�»
B
Ý�º�Ð9¾�½�ºñ®�Ð2·�¾�Ý�¹	ºß½�¿�¾zðßð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	µ2¾zÕ

¿�Ò	³'ðßØJº�²	Ò	ø	³	Ûß°�¶�Ò	¹	¼1¶�°�Õó»�®�±5Ò	²	º�¶�¼7ðê¯2°�Ñ9±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½ë±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½#®
Q
ÜßO °�·�Ñ�®

C#(Q,E)
Ý�º�Ñ9¾�¶

B
Õóø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û Ý�®�²9®�ð#°�½�°�ÛV¹2¾ 	©¾�¶�Ò�°�Û�ÜÚHJ°�¹2±L®á½

C#(Q,E)
Ý�º�Ñ9¾�¶

(B, p)
Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�Û

¶�°�·�Ñ�®©³Þ¶�°�Ð2à�Ò�°>¶�°�·�Ñ�®'´	Ò�°�·�Ñ�®>²2°�¹2±L®©½
E p

Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²9®'Ü
O ¾�¯2¾�¹	àP¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�±�Øb°�¹2±5º�Ð2³	¹2°�½�Ò	ºJ³JÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°P²9® 	©¾�Û!Ø\®�Ò	¶�°�¹	³	»�®�ø	³2°�²	²2°�Û©¶�¾�°�¹2¾�±5¼bÜ
*�ª#t9suª,+PrBD �Q 2��� �

E �
����$�� � - 
���" ���¸�����	� *

Y � B �

	�	�	�	��������� - ������$�� � - 
 - 0#" - ���z"���$

�����
 -�6 � 0B��"���� - "
T ∈ L(E, Y )

�'
������������
(B, p) �

�� 2�,�5�#"2 ���-!�2� � - �����o�V� - ����� - � - ����� * � -
������á�� �-¸������
� ��\�!������
�$	/1�ß�#� �����

B0


B
*
B0 �

	�	�	�	���������	�	� ����$�� � - 
��î" ���¸�����	�

F
�
(B0, p) ��� 	0B��"����	���B���	
�$ - ��$ - "B� - � * " ���¸��� - ��$	/1� � - � - � - " � �2��

Q : E → F
�
B0 �

0	� - ��$	/_� - �z"��� - �


F
�
B0 �

�	�	$B���	$	/1� - 0B��"���� - "
S ∈ L(F, Y )

�����	�B� * ��� -
T = SQ, ‖S‖ 6 ‖1‖, ‖Q‖ 6 σp(T ).

C � Æ�Ë�Å©Ç�Å©Æ ��Ä2Æ�Ë�Å����QOu®�Ò�Ò'®�Òo½�¿�À'Ò�°�¾!¹9®�»�Ý�³2¾�²	³2¾©¾zÑ2³	²	³	ø	¼Ú½
B0

±,°�Ô!¾�¶íÝ�¼1¶�à¸Ñ9°�¯2°�Ð2²2¾�²2°
Ñ9°Þ¹9®�»�Ý�³2¾�²	³	ÀÂ¾zÑ2³	²	³	ø	¼ ½

B
´u¶�°Ó½�°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	³ßþíÑ9°�¿�¶�®�¶�°�µ	²2°o°�·�¹9®�²	³	µ	³	¶�à�¿�ÀÂ¹9®�»�Ý�³2¾�²	³	À	±5³

¾zÑ2³	²	³	ø	¼ë½
B0
ÜuWNº�¿�¶�à

(πk) â ¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²2°�¾1¹9®�»�Ý�³2¾�²	³2¾_¾zÑ2³	²	³	ø	¼ß½
B0
´
x1, . . . , xn ∈ E

ÜuO °�·�Ñ�®
½©¿�³'Ð2º

B0
ÕäÐ2³	²2¾�Û	²2°�¿�¶�³

S
³
(B0, p)

Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�¿�¶�³Þ²2°�¹2±5¼ñ½
F
½�¼1¯2°�Ð2²	À'ÙP¶�¿�Àî¿�°�°�¶�²2°"	©¾zÕ

²	³	À

sup
k∈N

( n
∑

i=1

‖πkTxi‖p
)1/p

= sup
k∈N

( n
∑

i=1

‖S(πkQxi)‖p
)1/p

6 sup
k∈N

( n
∑

i=1

‖πk|Qxi|‖p
)1/p

6

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

|Qxi|
∥

∥

∥

∥

=

∥

∥

∥

∥

Q

( n
∑

i=1

|xi|
)∥

∥

∥

∥

6 σp(T )

∥

∥

∥

∥

n
∑

i=1

|xi|
∥

∥

∥

∥

.

XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´�°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
T
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

(B, p)
Õÿ¿�º'±,±5³	¹	º�ÙP×!³2±1Ü

�\Î�Æ ���	Æ���Ã�ÌJÆ�Ë�Å����J^�½�³'Ñ2ºkô þ	´�¶�¾�°�¹2¾�±L®"��Ü �'Ü � ç ï�éóö�°�¶�°�Ô©Ñ9¾�¿�¶�½�³2± (Y, ‖ · ‖) ¿ bo Õó¯2°�Ð2²	¼_±V¯	¹2°�Õ¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°�±
(Y, · ,Λ) ´�²2°�¹2±5³	¹	º�ÙP×�®�À!¹2¾ 	©¾�¶�Ò'®_Ò�°�¶�°�¹2°�·�° Λ ¿zÐ2º�Ô�³	¶P¯2°�¹#À�Ñ2Ò�°�½�°N¯2°�Ð2²	¼_± AM Õ

¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°�± ¿¸¾zÑ2³	²	³	ø2¾�ÛVA�´5¯	¹	³	µ2¾�± ‖y‖ = ‖ y ‖∞ (y ∈ Y )
´5·�Ñ9¾ ‖ · ‖∞ â ¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²9®�À

²2°�¹2±L®o½
Λ
Üê÷7°�Ð9¾�¾í¶�°�·�°	´7±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°k½�¿�¾zðë¯2°�¹#À�Ñ2Ò�°�½�¼7ðê¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹2°�½T½

Λ
³	»�°�±,°�¹2ØJ²2°á¯2°�Ð	Õ

²2°�ÛßÝ�º�Ð9¾�½�°�Ûê®�Ð2·�¾�Ý�¹2¾
B
ÜT^hÑ�®�Ð2à�²2¾�Û�	©¾�±h±5¼ Ý�º�Ñ9¾�± °�¶�°�Ô©Ñ9¾�¿�¶�½�Ð2À'¶�àTÖ�¶�³ßÝ�º�Ð9¾�½�¼ ®�Ð2·�¾�Ý�¹	¼bÜ

MQ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³2±ê°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
ρ : X → Λ+

´'¯2°�Ð�®�·�®�À

ρ(x) := sup

{( n
∑

i=1

Txi
p
)1/p

: x1, . . . , xn ∈ E,
n
∑

i=1

|xi| 6 |x|, n ∈ N

}

(x ∈ E).

X�º�¯	¹2¾�±5º'±]½Óº�Ò'®�»�®�²	²2°�ÛÂØb°�¹2±5º�Ð9¾¸¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶�´5¶�®�ÒTÒ'®�ÒT½�½�³'Ñ2ºêô �'´ Ð9¾�±,±L® �'Üõïzö�³
(B, p)

Õÿ¿�º'±uÕ
±5³	¹	º�¾�±,°�¿�¶�³ß°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®

T
½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�ÀÂº�¿zÐ9°�½�³2¾ (∑n

i=1 Txi
p
)1/p

6 σp(T )‖x‖
A�Ñ	Ð2Àk½�¿�¾zð

x1, . . . , xn ∈ E
´ ∑n

i=1 |xi| 6 |x|
ÜîWJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´5µ	¶�°

ρ : X → Λ
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àk¯2°�Ð2º�²2°�¹2±,°�Û�ÜíjN¿�²2°	´

µ	¶�°
ρ(λx) = |λ|ρ(x) Ñ	Ð2Àñ½�¿�¾zð x ∈ X

³
λ ∈ R

Ü WNº�¿�¶�à
z1, . . . , zn, x, y ∈ E

¶�®�Ò	³2¾�´Pµ	¶�°
∑n

i=1 |zi| 6 |x+ y| Ü,^ê¿�³'Ð2ºÓô �	´ è}õ�ö P öCN � � � ö9O ï�Üõï�Ü ��ö�²9®�Û'Ñ2º�¶�¿�À ui ´ vi (i = 1, . . . , n)
³	»
E+

¶�®�Ò	³2¾�´
µ	¶�° |zi| = ui + vi (i = 1, . . . , n)

´ ∑n
i=1 ui 6 |x|

´ ∑n
i=1 vi 6 |y|

Ü,YN»J²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®�ZÓ³	²	Ò�°�½�¿�Ò�°�·�°
¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶¸¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°�¿�¶�àî¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	Û

ρ(x) + ρ(y) >
(

n
∑

i=1

Tui
p
)1/p

+
(

n
∑

i=1

Tvi
p
)1/p

>

(

n
∑

i=1

( Tui + Tvi )
p
)1/p

>

(

n
∑

i=1

( Tui + Tvi )
p
)1/p

=
(

n
∑

i=1

Tzi
p
)1/p

.



� $ + ��� - ��
�� 6 � 6
WJ¾�¹2¾zð#°�Ñ2ÀÓÒ�¿�º�¯	¹2¾�±5º'±5ºî¯2°>½�¿�¾�±

z1, . . . , zn ∈ E
´ ∑n

i=1 |zi| 6 |x+ y| ´2¯2°�Ð2º�µ	³2± ρ(x) + ρ(y) >
ρ(x + y)

Ü¸jN¿�²2°	´�µ	¶�°í³	»¸¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	À |x| 6 |y| ¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶ ρ(x) 6 ρ(y)
Ü>WJ°�Ö�¶�°�±5ºá±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½�°

ρ−1(0) := {x ∈ E : ρ(x) = 0} À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àê¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°T»�®�±5Ò	²	º�¶�¼_±@¯2°�¹#À�Ñ2Ò�°�½�¼_±f³'Ñ9¾�®�Ð9°�±
½
E
Ü�MPÝ�°�»�²9®�µ	³2±ÂØ\®�Ò	¶�°�¹'Õó¹2¾ 	©¾�¶�Ò	º

E/ρ−1(0)
µ2¾�¹2¾�»

F0
³�¯	º�¿�¶�à

Q : E → F0 â Ò'®�²2°�²	³	µ2¾�¿�Ò	³	Û
Ø\®�Ò	¶�°�¹'Õó·�°�±,°�±,°�¹2ØJ³	»�±1ÜÞMQ¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2³2± ²2°�¹2±5ºo²9®

F0
¯2°ÞØb°�¹2±5º�Ð9¾ ‖Qx‖ := ‖ρ(x)‖∞ (x ∈ E)

Ü
O °�·�Ñ�®

(F0, ρ,Λ) â ¹2¾ 	©¾�¶�°�µ	²2°\²2°�¹2±5³	¹2°�½#®�²	²9®�Àî¹2¾ 	©¾�¶�Ò'®'Ü,YN»P°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	À
ρ
³�ô �'´�Ð9¾�±,±L®��'Üõïzö

¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�°�¿�¶�àî¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	Û

Tx 6 ρ(x) 6 σp(T )‖x‖
A

(x ∈ E).

XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´ °�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
S0 : F0 → Y

´9Ñ9¾�Û2¿�¶�½�º�ÙP×!³	Ûo¯2°îØb°�¹2±5º�Ð9¾
S0(Qx) := Tx (x ∈ E)Ò�°�¹	¹2¾�Ò	¶�²2°Þ°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²o³ ‖S0‖ 6 1

´ ‖Q‖ 6 σp(T )
ÜN^7°�»�à�±,¾�±

bo
Õó¯2°�¯2°�Ð2²2¾�²	³2¾©¹2¾ 	©¾�¶�°�µ	²2°î²2°�¹'Õ

±5³	¹2°�½#®�²	²2°�Ûë¹2¾ 	©¾�¶�Ò	³
(F0, ρ,Λ)

³T°�Ý�°�»�²9®�µ	³2± ¾�·�°Óµ2¾�¹2¾�»
F = (F, ρ,Λ)

Ü�O °�·�Ñ�®
F
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

Ý�®�²9®�ð#°�½�°�Û�¹2¾ 	©¾�¶�Ò�°�Û�´#·�Ñ9¾_²2°�¹2±L®b°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ2À	¾�¶�¿�À¸¯2°\Øb°�¹2±5º�Ð9¾ ‖x‖ := ‖ρ(x)‖∞ (x ∈ F ) Ü,WNº�¿�¶�à
τ
°�Ý�°�»�²9®�µ9®�¾�¶o¯2°�¹#À�Ñ2Ò�°�½�¼1Ûë¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹T½

Λ
²9®í¯2°�Ð9°�¿�º

ρ(E)⊥⊥ ÜÓX�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶Ó³	»�°�±,°�¹2ØJ³	»�± h³	»!·�Ð�®�½�²2°�·�°�³'Ñ9¾�®�Ð�®
B0 := {π ∈ B : π 6 τ} ½�Ý�º�Ð9¾�½�º�®�Ð2·�¾�Ý�¹	ºÞ¯2°�¹#À�Ñ2Ò�°�½�¼7ðo¯	¹2°�¾�Ò	¶�°�¹2°�½î½ F¶�®�Ò�°�Û�´'µ	¶�°

π(ρx) = ρ(h(π)x)
Ñ	Ð2À>½�¿�¾zð

x ∈ F ÜLXLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´ F À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À
B0
Õóø	³	Ò'Ð2³	µ2¾�¿�Ò�°�Û

Ý�®�²9®�ð#°�½�°�Û ¹2¾ 	©¾�¶�Ò�°�Û�ÜòYN»á°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	À
bo
Õó¯2°�¯2°�Ð2²2¾�²	³	À ¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´Nµ	¶�°

F0 = Q(X) â Ö�¶�°
B0
Õó¯'Ð9°�¶�²2°�¾>¯2°�Ñ2¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°Ó½

F
Ü�WN¹2°�½�¾�¹	³2±

(B0, p)
Õÿ¿�º�¯2¾�¹9®�Ñ	Ñ2³	¶�³	½�²2°�¿�¶�ào²2°�¹2±5¼h½

F
Ü�YN»

°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	À
ρ
¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´2µ	¶�°

(ρ(x)p + ρ(y)p)1/p 6 ρ(x+ y)
Ñ	Ð2Àí½�¿�¾zð

x, y ∈ F0
´
x ⊥ y Ü�MQ¶�¿�ÙQÕÑ�®î½Þ¿�³'Ð2ºÓÐ9¾�±,±5¼ ô �	´BÐ9¾�±,±L® �'ÜõïzöLÑ	Ð2Ào¯	¹2°�³	»�½�°�Ð2à�²	¼7ð�Ñ2³	» ��ÙP²	Ò	¶�²	¼7ð

x, y ∈ F ¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�¼
¿�°�°�¶�²2°"	©¾�²	³	À

inf
(πk)∈Prtσ(B0)

sup
k∈N

(‖πkx‖p + ‖πky‖p)1/p = inf
(πk)∈Prtσ(B0)

sup
k∈N

(‖πkρ(x)‖p∞ + ‖πkρ(y)‖p∞)1/p

= ‖(ρ(x)p + ρ(y)p)1/p‖∞ 6 ‖ρ(x+ y)‖∞ = ‖x+ y‖.

^k¿�³'Ð2º�ô þ'´�¶�¾�°�¹2¾�±L®Jþ'Ü þ'Üõï�ïzö
F = rd(F0)

Ü5^7¿�À'Ò	³	Û©Ö�Ð9¾�±,¾�²	¶N³	»
d(F0)

³2±,¾�¾�¶N½�³'Ñ ∑
ξ πξxξ

´�·�Ñ9¾
(πξ) ⊂ B0 â ¹9®�»�Ý�³2¾�²	³2¾�¾zÑ2³	²	³	ø	¼Ú½

B0
´�®¸¿�¾�±,¾�Û2¿�¶�½�°

(xξ) ⊂ F0
°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²2°í¯2°¸¹2¾ 	©¾�¶�°�µ	²2°�Û

²2°�¹2±,¾
ρ
ÜÚ^�½�³'Ñ2ºê¶�°�·�°	´_µ	¶�°

S0(x) 6 ρ(x)
Ñ	Ð2Àñ½�¿�¾zð

x ∈ F0
´1¯2°�Ð9°�Ô�³2±

S
(
∑

ξ πξxξ
)

:=
∑

ξ πξS0(xξ)
ÜíWJ¾�¹2¾zð#°�Ñ2ÀTÒTÝ�°�Ð9¾�¾¸±,¾zÐ2Ò�°�±5ºá¹9®�»�Ý�³2¾�²	³	Ù©´,±,°�Ô�²2°�¯2°�Ò'®�»�®�¶�à2´5µ	¶�°Ó°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³2¾

°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹9®
S
²2¾Ó»�®�½�³2¿�³	¶ë°�¶Â¹9®�»�Ý�³2¾�²	³	À

(πξ)
³V¿�¾�±,¾�Û2¿�¶�½#®

(xξ) ⊂ F
Ü �©®�Ð9¾�¾�¯	¹2°�Ñ9°�Ð2Ô�³2±

°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹
S
¿
d(F0)

²9®
F = rd(F0)

¯2°
br
Õó²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²2°�¿�¶�³k³�°�Ý�°�»�²9®�µ	³2±]¾�·�°î¿�²2°�½#®�µ2¾�¹2¾�»

S
Ü

O °�·�Ñ�® ‖S‖ 6 1
´
S
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À

B0
ÕäÐ2³	²2¾�Û	²	¼_±ê°�¯2¾�¹9®�¶�°�¹2°�±ß³

T = SQ
Ü
B�������	�
������
� WN¹	³

p = 1
º�¿�¶�®�²2°�½�Ð9¾�²	²	¼1ÛÂ¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶Ó¯	¹2¾�½�¹9®�×�®�¾�¶�¿�Àk½ÞÖ�Ò	½�³	½#®�Ð9¾�²	¶�²2°�¿�¶�à

(1)⇐⇒ (3)
³	»>ôõï�´'¶�¾�°�¹2¾�±L®&��Ü ��öÿ´'¯	¹	³	µ2¾�±ß½Þôõï�ö�³2¿�¯2°�Ð2à�»�º�¾�¶�¿�À�Ý�º�Ð9¾�½�°�»�²9®�µ	²	¼1Ûo®�²9®�Ð2³	»�Ü

�Ó�	'ª#sur	���sur

�z�/H/s$EFD��&t���I0�erS� :�T
T$U Q�b+K f�b+U V)Q�` �CK�b+U �ORFL R/�C[)[OZ-T&b  c�P-T ø K�:�Q  P-L ù&Q�:eb+K�b  c ^�b�PFP-L  Q9R��  ]f�U b$`OL �$b�ù �$b �$!Md)a ø
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Hb®�¯2°�±5²	³2±1´5µ	¶�°í²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²9®�Àk²9®î½�¿�¾�ÛáÑ9¾�Û2¿�¶�½�³	¶�¾zÐ2à�²2°�ÛÂ°�¿�³TØJº�²	Ò	ø	³	À

f(x)
²9®�»�¼1½#®�¾�¶�¿�À

É�Ç ��Ä2ÆzÌbÎÿÉ�Ä2Æ�ÏêÈ2Æ ��Å©Ã2èÿÈ9ÎÿÉ�Ã2Æ���Ã��'Î�Ë�Ê�Æ�Ï9´L¾�¿zÐ2³ëÑ	Ð2ÀëÒ'®�Ô©Ñ9°�·�°
ε > 0

±,°�Ô�²2°kº�Ò'®�»�®�¶�àk¶�®�Ò�°�¾Þ¯2°�Õ
Ð9°�Ô�³	¶�¾zÐ2à�²2°�¾Þµ	³2¿zÐ9°

l = l(ε)
´�µ	¶�°�½�Ò'®�Ô©Ñ9°�± ³	²	¶�¾�¹	½#®�Ð9¾îÑ	Ð2³	²	¼

l
²9®�Û'Ñ9¾�¶�¿�ÀÂð#°�¶�ÀßÝ�¼ò°�Ñ2²2°

µ	³2¿zÐ9°
τ
´'Ñ	Ð2ÀîÒ�°�¶�°�¹2°�·�°>½�¼1¯2°�Ð2²	À	¾�¶�¿�ÀÓ²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°

|f(x+ τ)− f(x)| < ε (−∞ < x <∞).

WN¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½�°!¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²	¼7ð�¯2°�µ	¶�³'Õó¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÞØJº�²	Ò	ø	³	Û�´#¾�·�°!°�Ý�°�»�²9®�µ	³2±Tµ2¾�¹2¾�»��î´�¾�¿�¶�à
»�®�±5¼1Ò'®�²	³2¾!±5²2°�Ô!¾�¿�¶�½#®>¶�¹	³	·�°�²2°�±,¾�¶�¹	³	µ2¾�¿�Ò	³'ðÓ¯2°�Ð2³	²2°�±,°�½

T (x) =

n
∑

k=1

ake
iλkx, ak ∈ C, λk, x ∈ R, n ∈ N

¯2°�²2°�¹2±,¾
‖f‖B = sup

x
|f(x)|.

MP¿�²2°�½�²	¼_¾\¿�½�¾zÑ9¾�²	³	ÀÓ°�ØJº�²	Ò	ø	³	À�ðî³	»J¯	¹2°�¿�¶�¹9®�²2¿�¶�½#®
B
±,°�Ô�²2°>²9®�Û	¶�³Þ½Óôõïzö�³'Ð2³kô þ�öÿÜ

WNº�¿�¶�à
f(x)

¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²9®�ÀÞ¯2°�µ	¶�³'Õó¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò'®�ÀoØJº�²	Ò	ø	³	Àí¿J¹#À�Ñ9°�± �\º�¹	à�¾

A+
∑

k

Ak cos λkx+Bk sinλkx.

WJ°�Ò'®�Ô!¾�±1´1µ	¶�°á¿�º�×©¾�¿�¶�½�º�¾�¶á·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò'®�Àñ³ë²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²9®�ÀßÑ	Ð2À
σ > 0

ØJº�²	Ò	ø	³	À
U(x, σ)

´
¿�°�½�¯9®�Ñ�®�ÙP×�®�ÀÞ¿

f(x)
¯	¹	³

σ = 0
�N²2°�¹2±,°�Û

‖U(x, σ)‖B = sup
x
|U(x, σ)|.
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R5®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±ñØJº�²	Ò	ø	³	Ù©´'¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�³2±5º�Ù ³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð9°�±êWNº#®�¿�¿�°�²9®

U(x, σ) =
1

π

∞
∫

−∞

f(t)
σ

σ2 + (t− x)2 dt (σ > 0).

HJ¾�¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�¾�²	²2°¸¯	¹2°�½�¾�¹#À	¾�¶�¿�À�´9µ	¶�°>ØJº�²	Ò	ø	³	À
u(x, σ) =

σ

σ2 + (t− x)2¯	¹	³ÓØJ³	Ò�¿�³	¹2°�½#®�²	²2°�±
t
³
σ > 0

À'½�Ð2À	¾�¶�¿�ÀÞ·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�Ü �!¾�Û2¿�¶�½�³	¶�¾zÐ2à�²2°	´
∂u

∂σ
=

(t− x)2 − σ2
[σ2 + (t− x)2]2 ;

∂2u

∂σ2
=

2σ3 − 6σ(t− x)2
[σ2 + (t− x)2]3 ;

∂u

∂x
=

2σ(t− x)
[σ2 + (t− x)2]2 ;

∂2u

∂x2
=
−2σ3 + 6σ(t− x)2
[σ2 + (t− x)2]3 .

MQ¶�¿�Ù7Ñ�®
∂2u

∂σ2
+
∂2u

∂x2
= 0,

¶�Ü,¾�ÜkØJº�²	Ò	ø	³	À
u(x, σ) = σ

σ2+(t−x)2
º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À	¾�¶kº�¹9®�½�²2¾�²	³	Ùìa\®�¯'Ð�®�¿�®'ÜëXLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´

°�²9®©À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àí·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�´�¯2°�Ö�¶�°�±5º
U(x, σ)

¶�®�Ò	Ô!¾\·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò'®�À�ØJº�²	Ò	ø	³	À�Ü
O ¾�¯2¾�¹	àò¯2°�Ò'®�Ô!¾�±1´áµ	¶�°@¯	¹	³

σ > 0
³
U(x, σ)

¯2°@¯2¾�¹2¾�±,¾�²	²2°�Û
x
À'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àì¯2°�µ	¶�³'Õ

¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò�°�ÛÞØJº�²	Ò	ø	³2¾�Û¸³>¯	¹	³	¶�°�±k¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°\Ñ	Ð2À>½�¿�¾zð
σ > 0

ÜLXÂ¯2°�±,°�×!à�Ù ¯2°�Ñ9¿�¶�®�²2°�½�Ò	³
t− x = σu

¯2°�Ð2º�µ	³2±

U(x, σ) =
1

π

∞
∫

−∞

f(x+ σu)

1 + u2
du. ç ï�é

IL¿zÐ2³
τ
¾�¿�¶�à

ε
Õó¯2°�µ	¶�³'Õó¯2¾�¹	³2°�Ñ¸ØJº�²	Ò	ø	³	³

U(x, σ)
´�¶�°Q½P¿�³'Ð2ºb°�¯	¹2¾zÑ9¾zÐ9¾�²	³	À!¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²	¼7ð!¯2°�µ	¶�³'Õ

¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò	³'ð�ØJº�²	Ò	ø	³	Û�´'³2±,¾�¾�±

|U(x+ τ, σ)− U(x, σ)| = 1

π

∞
∫

−∞

|f(x+ σu+ τ)− f(x+ σu)|
1 + u2

du

6
ε

π

∞
∫

−∞

du

1 + u2
=
ε

π
π = ε,

µ	¶�°�³îÑ9°�Ò'®�»�¼1½#®�¾�¶�¯2°�µ	¶�³'Õó¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ	²2°�¿�¶�àíØJº�²	Ò	ø	³	³
U(x, σ)

Ü
�©®�Ð9¾�¾�´2±5¼ Ñ9°�Ð2Ô�²	¼]¯2°�Ò'®�»�®�¶�à2´9µ	¶�°

U(x, σ)→ f(x)
¯	¹	³

σ → 0
Ü�XñÖ�¶�°�ÛÞø2¾zÐ2à�ÙÚ¯2°�¿�¶�¹2°�³2±

¹#À�Ñ �\º�¹	à�¾bØJº�²	Ò	ø	³	³
U(x, σ)

ÜLIL¿zÐ2³�°�Ý�°�»�²9®�µ	³	¶�à¸µ2¾�¹2¾�»

Mx{U(x, σ) cos λx} = lim
T→∞

1

2T

T
∫

−T

U(x, σ) cos λx dx

¿�¹2¾zÑ2²2¾�¾J»�²9®�µ2¾�²	³2¾!ØJº�²	Ò	ø	³	³
U(x, σ) cos λx

´'¶�°�³2±,¾�¾�±

Mx{U(x, σ) cos λx} = 1

π

∞
∫

−∞

du

1 + u2
Mx{f(x+ σu) cos λx}

=
1

π

∞
∫

−∞

cos λσu du

1 + u2
Mx{f(x) cos λx} =Mx{f(x) cos λx} exp(−|λ|σ).
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UQ²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°

Mx{U(x, σ) sin λx} = 1

π

∞
∫

−∞

sinλσu du

1 + u2
Mx{f(x) sin λx} =Mx{f(x) sin λx} exp(−|λ|σ).

WJ°�Ö�¶�°�±5º
U(x, σ) ∼ A+

∑

k

(Ak cos λkx+Bk sinλkx) exp(−λkσ).

YN»1¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�·�°J¹#À�Ñ�®P³©¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�Ð9¾�²	³	À ç ï�éu¿zÐ9¾zÑ2º�¾�¶�´�µ	¶�°N¯	¹	³ σ → 0
³
U(x, σ)→ f(x)

´�¯	¹	³	¶�°�±
¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°>¯2°

x
Ü

Hb®�¹#À�Ñ2ºÞ¿JØJº�²	Ò	ø	³2¾�Û
f(x)

¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹	³2±ñØJº�²	Ò	ø	³	Ù

g(x) =
1

π

∞
∫

−∞

f(x+ t)− f(x)
t

dt,

Ò�°�¶�°�¹9®�Àkô ��ö ¯	¹	³íº�¿zÐ9°�½�³	³
1
∫

0

t−1ω(f ; t) dt <∞ ç þ�é

Ý�º�Ñ9¾�¶>ØJº�²	Ò	ø	³2¾�Ûí²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�²2°�ÛÞ²9®!½�¿�¾�Ûí½�¾�×©¾�¿�¶�½�¾�²	²2°�ÛÓ°�¿�³�´'·�Ñ9¾
ω(f ; t) â ±,°�Ñ2º�Ð2à>²2¾�¯	¹2¾�¹	¼1½�Õ

²2°�¿�¶�³ÓØJº�²	Ò	ø	³	³
f(x)

½�¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°�Û�±,¾�¶�¹	³	Ò�¾�Ü
YN»�½�¾�¿�¶�²2°Óôõïzöÿ´	µ	¶�°>¾�¿zÐ2³í¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°¸¯2°

x

∣

∣

∣

∣

∣

1
∫

0

f(x+ t) dt

∣

∣

∣

∣

∣

< M, ç ��é

¶�°
g(x)

Ý�º�Ñ9¾�¶�¶�®�Ò	Ô!¾î¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°�Ûë¯2°�µ	¶�³'Õó¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò�°�ÛVØJº�²	Ò	ø	³2¾�Û�Ü�KN¹2°�±,¾�¶�°�·�°	´,ØJº�²	Ò'Õ
ø	³	À

V (x, σ) (σ > 0)
´L¿�°�¯	¹#À'Ô!¾�²	²9®�ÀÂÒT·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò�°�ÛñØJº�²	Ò	ø	³	³

U(x, σ)
´,¯	¹	³T½�¼1¯2°�Ð2²2¾�²	³	³

º�¿zÐ9°�½�³	À ç ��é�Ý�º�Ñ9¾�¶>¶�®�Ò	Ô!¾b¹9®�½�²2°�±,¾�¹	²2°�ÛÓ¯2°�µ	¶�³'Õó¯2¾�¹	³2°�Ñ2³	µ2¾�¿�Ò�°�Ûá¿J¹#À�Ñ9°�± �\º�¹	à�¾
∑

k

(Bk cos λkx+Ak sinλkx) exp(−λkσ).

WNº�¿�¶�à
f(x) ∈ B Ü ��®N±,¾�¹	º!°�¶�Ò'Ð9°�²2¾�²	³	À¸ØJº�²	Ò	ø	³	³ U(x, σ)

°�¶b¾�¾�·�¹9®�²	³	µ	²	¼7ð�»�²9®�µ2¾�²	³	Û
f(x)¯	¹	³2±,¾�±ß½�¾zÐ2³	µ	³	²	º

∆(f ;σ)B = ‖U(x, σ) − f(x)‖B .MQ¶�±,¾�¶�³2±1´2¯	¹2¾�Ô©Ñ9¾b½�¿�¾�·�°	´	²2¾�Ò�°�¶�°�¹	¼_¾\¿�½�°�Û2¿�¶�½#®�½�¾zÐ2³	µ	³	²	¼
∆(f ;σ)B

Ü
�Óª,+�+PrBD �7���	�

U(x, σ)
����"B� - $	���������	�	� �  	$	��
	���¸���2����������
 - �2�5�!��"���$	����$	/_�5�Ó�$�������$	�

��	�5� �  	$	��
	���
f(x) ∈ B * � -

∆(f ;σ1 + σ2)B 6 ∆(f ;σ1)B +∆(f ;σ2)B , ç ú�é

∆(f ;nσ)B 6 n∆(f ;σ)B, ç ��é
��� �

n �
����� - �Q$����� #"�������$ - �©���B��� -�6
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C
HJ¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�° ç ��ébÀ'½�Ð2À	¾�¶�¿�Àë¿zÐ9¾zÑ9¿�¶�½�³2¾�± ç ú�ézÜ �bÐ2ÀTÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½#®á¿�½�°�Û2¿�¶�½#® ç ú�é\½�°�¿zÕ¯2°�Ð2à�»�º�¾�±,¿�ÀÓ°�µ2¾�½�³'Ñ2²	¼_±ß¶�°�Ô©Ñ9¾�¿�¶�½�°�±

U(x, σ1 + σ2)− U(x, σ1) =
1

π

∞
∫

−∞

{

U(x+ t, σ2)− f(x+ t)
} σ1
t2 + σ21

dt,

¿�¯	¹9®�½�¾zÑ	Ð2³	½�¼_±ëÑ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�ÛÞ·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò�°�ÛoØJº�²	Ò	ø	³	³
U(x, σ)

Ü�WN¹	³2±,¾�²	À'ÀÞ°�Ý�°�Ý�×©¾�²	²2°�¾J²2¾�¹9®�Õ
½�¾�²2¿�¶�½�°>ZÓ³	²	Ò�°�½�¿�Ò�°�·�°	´9¯2°�Ð2º�µ	³2±

∆(f, σ1 + σ2)B −∆(f, σ1)B 6
1

π

∞
∫

−∞

‖U(x+ t, σ2)− f(x+ t)‖B
σ1

t2 + σ21
dt

³'Ð2³
∆(f, σ1 + σ2)B 6 ∆(f, σ1)B +

1

π

∞
∫

−∞

‖U(x+ t, σ2)− f(x+ t)‖B
σ1

t2 + σ21
dt.

YN»J¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�·�°¸²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®�½�¼1¶�¾�Ò'®�¾�¶ ç ú�ézÜ BO ¾�¯2¾�¹	àá¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�±h¹#À�Ñßº�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³	Û�´7Ò�°�¶�°�¹	¼_¾Þ°�Ý�¾�¿�¯2¾�µ	³	½#®�ÙP¶k½�°�»�±,°�Ô�²2°�¿�¶�àT°�ø2¾�²	³	½#®�¶�à
¯2°�½�¾zÑ9¾�²	³2¾7½�¾zÐ2³	µ	³	²	¼

∆(f, σ)B
½P»�®�½�³2¿�³2±,°�¿�¶�³>°�¶N¿�½�°�Û2¿�¶�½J³'ðb·�¹9®�²	³	µ	²	¼7ð©»�²9®�µ2¾�²	³	Û

f(x) ∈ B Ü^áÒ'®�µ2¾�¿�¶�½�¾�ð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	Ò	³¸¿�½�°�Û2¿�¶�½J·�¹9®�²	³	µ	²	¼7ð©ØJº�²	Ò	ø	³	Û!¹9®�¿�¿�±L®�¶�¹	³	½#®�ÙP¶�¿�À>±,°�Ñ2º�Ð2³©²2¾�¯	¹2¾zÕ
¹	¼1½�²2°�¿�¶�³�Ü
*�ª#t9suª,+PrkA9D �Q 2��� �

f(x)
"���
�$ - ����"�$��	��0 - �����

�
0B��"�� - �����������	�	� �  	$	��
	��� 61+�- �����>��0#"���
'���

��	�	
�� - 
B��$	�	�

∆(f, σ)B 6 Cσ







1 +

1
∫

0

ωk(f ; t)

t2
dt







,

��� �
ωk(f ; t) �

� - �2 ����>$B��0#" ��"�/1
�$ - ������0 - "������	�
k
* �\� - $B������$B���

C
$B�P���
��B���B� - �

σ
6

C
^ñ¹9®�Ý�°�¶�¾>ô ú�ö�º�¿�¶�®�²2°�½�Ð9¾�²2°	´2µ	¶�°©½�¿�À'Ò'®�Àí·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò'®�À�ØJº�²	Ò	ø	³	À

U(σ, x)
¯	¹2¾zÑ9¿�¶�®�½�³2±L®

³	²	¶�¾�·�¹9®�Ð9°�±êWNº#®�¿�¿�°�²9®

U(x, σ) =
1

π

∞
∫

−∞

f(x+ t)
σ

t2 + σ2
dt (σ > 0).

WJ°�Ö�¶�°�±5º�´2Ò'®�ÒÞ¯2°�Ò'®�»�®�²2°>½Þô ��ö ç ¿�±1Ü�ô �'´	¿�Ü9ù ��ö éz´	³2±,¾�¾�±

∆(f ;σ)B =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

1

π

∞
∫

0

{

k
∑

r=0

(−1)k−r(kr )f(x+ rt)

}

σ

t2 + σ2
dt

∥

∥

∥

∥

∥

∥

B

,

·�Ñ9¾
f(x) ∈ B ÜWN¹	³2±,¾�²	À'ÀÞ²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�°�ZÓ³	²	Ò�°�½�¿�Ò�°�·�°¸³Þ¹9®�»�Ý�³	½#®�ÀÞ¯	¹9®�½�º�ÙÚµ9®�¿�¶�à>¯2°�Ð2º�µ2¾�²	²2°�·�°¸²2¾�¹9®�½�¾�²'Õ

¿�¶�½#®©²9®!¶�¹	³Ó¿zÐ�®�·�®�¾�±5¼7ð�´2²9®�ð#°�Ñ2³2±

∆(f ;σ)B 6
1

π

∞
∫

0

ωk(f ; t)B
σ

t2 + σ2
dt =

1

π





σ
∫

0

+

1
∫

σ

+

∞
∫

1



ωk(f ; t)B
σ

t2 + σ2
dt

6 ωk(f ;σ)B +
σ

π

1
∫

σ

ωk(f ; t)B
t2

dt+
σ

π

∞
∫

1

ωk(f ; t)B
t2

dt = I1 + I2 + I3.



$�ú �b������$ - 
 � 6 � 6
Ou®�ÒÓÒ'®�Ò�ØJº�²	Ò	ø	³	À

f(x) ∈ B ¯2°�µ	¶�³Ó½�¿�Ù7Ñ2ºî²9®
[0, σ]

¿�°�½�¯9®�Ñ�®�¾�¶�¿J²2¾�Ò�°�¶�°�¹2°�Û�ØJº�²	Ò	ø	³2¾�ÛÓ°�·�¹9®�Õ
²	³	µ2¾�²	²2°�ÛÓ½#®�¹	³9®�ø	³	³�´2¶�° ç ²9®�¯	¹	³2±,¾�¹�´�¿�±1Ü�ô �'´2¿�Ü�ï�ú#û�ö é

ωk(f ;σ)B = O(σ).

O7¹2¾�¶�à�¾P¿zÐ�®�·�®�¾�±,°�¾
I3 → 0

¯	¹	³
σ → 0

´�Ò	¹2°�±,¾Q¶�°�·�°	´�³	²	¶�¾�·�¹9®�Ðî½\¶�¹2¾�¶�à�¾�±k¿zÐ�®�·�®�¾�±,°�±Â¿}ð#°�Ñ2³	¶�¿�À�´
¶�Ü�¾�Ü À'½�Ð2À	¾�¶�¿�À©Ò�°�²2¾�µ	²	¼_±áµ	³2¿zÐ9°�±1Ü5YN»1°�ø2¾�²2°�Ò©Ñ	Ð2À©½�¾zÐ2³	µ	³	²

I1
´
I2
´
I3
¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±oº�¶�½�¾�¹#Ô©Ñ9¾�²	³	À

¶�¾�°�¹2¾�±5¼fï�Ü
WN¹	³

f(x) ∈ Lp (1 6 p < ∞)
¹2¾�»�º�Ð2à�¶�®�¶�¼ ®�²9®�Ð9°�·�³	µ	²2°�·�°Óð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹9®Ó¯2°�Ð2º�µ2¾�²	¼f½�¹9®�Ý�°�Õ

¶�¾©ô ��öÿÜ,^ëÒ'®�µ2¾�¿�¶�½�¾Nð�®�¹9®�Ò	¶�¾�¹	³2¿�¶�³	Ò	³Ó¿�½�°�Û2¿�¶�½©·�¹9®�²	³	µ	²	¼7ðîØJº�²	Ò	ø	³	Û�¹9®�¿�¿�±,°�¶�¹2¾�²	¼ ²9®�³'Ð2º�µ�	!³2¾
¯	¹	³2Ý�Ð2³	Ô!¾�²	³	ÀÓø2¾zÐ2¼_±5³ÓØJº�²	Ò	ø	³	À	±5³ÞÖ�Ò�¿�¯2°�²2¾�²	ø	³9®�Ð2à�²2°�·�°�¶�³	¯9®'Ü
*�ª#t9suª,+Pr]CBD �Q 2��� �

f(x)
"���
�$ - ����"�$��	�T0 - �����

�
0B��"�� - �����������	�	� �  	$	��
	���á�o�����á$B���©
�/

�0 - �	$B��$	/  2��� - 
����
(2)

�
(3)
6Q+�- �����

∆(g, σ)B 6 C







σ +

σ
∫

0

ωk(f ; t)

t
dt+ σ

1
∫

σ

ωk(f ; t)

t2
dt







.

�!°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�°JÖ�¶�°�Û©¶�¾�°�¹2¾�±5¼ë°�¿�²2°�½�¼1½#®�¾�¶�¿�À�²9®_¶�°�±ÓÔ!¾�¯	¹	³2¾�±,¾�´�µ	¶�°Q³!½QÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�¿�¶�½�¾
¶�¾�°�¹2¾�±5¼

1
´#²	º�Ô�²2°bÐ2³�	!à\½�±,¾�¿�¶�°!ØJº�²	Ò	ø	³	³

f(x)
½�»�À'¶�à

g(x) = 1
π

∫∞
−∞

f(x+t)−f(x)
t dt

´'®
U(x, σ)»�®�±,¾�²	³	¶�à¸²9®

V (x, σ)
Ü

*�ª#t9suª,+Pr G�D �7���	� ����"B� - $	���������	�	�Â
Þ
'��"��'$B���T0 - �� 	0	� - ��� - ����� �  	$	��
	���
U(x, σ)

"���
�$ -
�����"�$ - 0 -

σ (σ > 0)
 �� - 
��B����
 - "������b 2��� - 
����

|U(x, σ)| 6 K,

�P0 - �����
�
0B��"�� - �����������	�	� �  	$	��
	���

f(x) (|f(x)| 6 K) �
��� ��"���$	����$	/N�1�$�������$	���¸
P"���
�$ - ����"

�$ - �Ó�����z"��	�2� * � -
ω2(f ;σ)B 6 C∆(f ;σ)B . ç ��é

C
^V¿�³'Ð2ºî¶�¾�°�¹2¾�±5¼ a\®�·�¹9®�²	Ô©®�Ñ	Ð2À�Ð2ÙNÝ�°�·�°

σ > 0
³2±,¾�¾�±

U(x, σ)− U(x, 2σ) = σU ′
σ(x, σ + θσ) (0 < θ = θ(x, σ) < 1).

WJ°�¿�Ò�°�Ð2à�Ò	º!ØJº�²	Ò	ø	³	À
U ′
z(x, z)

½Q½�¾�¹�ð'²2¾�Û©¯2°�Ð2º�¯'Ð9°�¿�Ò�°�¿�¶�³©¶�®�Ò	Ô!¾7Ý�º�Ñ9¾�¶Q·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò�°�Û>³!°�·�¹9®�Õ
²	³	µ2¾�²	²2°�Ûo½�¯2°�Ð2º�¯'Ð9°�¿�Ò�°�¿�¶�³

z > σ
´9¶�°¸¯	¹	³2±,¾�²	À'À�Ò�²2¾�Û�¯	¹	³	²	ø	³	¯�±L®�Ò�¿�³2±5º'±L®¸Ñ	Ð2ÀÓ·�®�¹2±,°�²	³'Õ

µ2¾�¿�Ò	³'ðí³Þ°�·�¹9®�²	³	µ2¾�²	²	¼7ð�ØJº�²	Ò	ø	³	Ûí¯2°�Ð2º�µ	³2±

sup
x
|U ′
z(x, z)| 6

∆(f ;σ)B +∆(f ; 2σ)B
σ

(z > 2σ).

WJ°�Ö�¶�°�±5ºî½¸¿�³'Ð2º�²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½#®©Ñ	Ð2Àí¯	¹2°�³	»�½�°�Ñ2²	¼7ðÓ°�¶>·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò	³'ð�ØJº�²	Ò	ø	³	Ûáôõïzöÿ´	³2±,¾�¾�±

sup
x
|U ′′
σσ(x, 3σ)| 6 K

∆(f ;σ)B +∆(f ; 2σ)B
σ2

(z > 2σ), ç ��é
·�Ñ9¾

K â Ò�°�²2¿�¶�®�²	¶�®'´#²2¾�»�®�½�³2¿�À'×�®�À©°�¶JØJº�²	Ò	ø	³	³ f(x) ∈ B ³
σ > 0

Ü,MQø2¾�²	³2±o½�¶�°�¹	º�Ùß¹9®�»�²2°�¿�¶�à
ØJº�²	Ò	ø	³	³

f(x)
¿ 	�®�·�°�±

σ
�

|f(x)− 2f(x+ σ) + f(x+ 2σ)| 6 |f(x)− U(x, 3σ)| + 2|f(x+ σ)− U(x+ σ, 3σ)|
+|f(x+ 2σ)− U(x+ 2σ, 3σ)| + |U(x, 3σ) + U(x+ 2σ, 3σ) − 2U(x+ σ, 3σ)|

6 4∆(f ; 3σ)B +

∥

∥

∥

∥

∥

σ
∫

0

dθ1

σ
∫

0

U ′′
xx(x+ θ1 + θ2, 3σ) dθ2

∥

∥

∥

∥

∥

B

.



� � - ���	� - $B��$	�	�.����"B� - $	���������	���Þ0 - �����
�
0B��"�� - �����������	��� �  	$	��
	�	� $��

^�¼
	©¾bÝ�¼7Ð9°>Ñ9°�Ò'®�»�®�²2°	´�µ	¶�°¸ØJº�²	Ò	ø	³	À
U(x, σ)

º�Ñ9°�½�Ð9¾�¶�½�°�¹#À	¾�¶îº�¹9®�½�²2¾�²	³	Ù a\®�¯'Ð�®�¿�®'´�¶�Ü9¾�Ü�À'½�Õ
Ð2À	¾�¶�¿�Àí·�®�¹2±,°�²	³	µ2¾�¿�Ò�°�Û�Ü_XLÐ9¾zÑ9°�½#®�¶�¾zÐ2à�²2°	´9½>¿�³'Ð2º ç ��é�¯2°�Ð2º�µ	³2±
ω2(f ;σ)B 6 C1∆(f ; 3σ)B + σ2 sup

x
|U ′′
σσ(x, 3σ)| 6 C2∆(f ; 3σ)B +∆(f ;σ)B +∆(f ; 2σ)B .

MQ¶�¿�Ù7Ñ�®'´2¾�¿zÐ2³Þ½>¯2°�¿zÐ9¾zÑ2²2¾�±ß²2¾�¹9®�½�¾�²2¿�¶�½�¾b³2¿�¯2°�Ð2à�»�°�½#®�¶�àî¿�½�°�Û2¿�¶�½�° ç ��éz´	¯2°�Ð2º�µ9®�¾�±
ω2(f ;σ)B 6 C3∆(f ;σ)B . �

^]¹9®�Ý�°�¶�¾íô �'´�¿�Ü©þ �"��ö,º�¿�¶�®�²2°�½�Ð9¾�²9®Þ°�ø2¾�²	Ò'®í¿�²	³	»�º�½�¾zÐ2³	µ	³	²	¼
ωk(f

(r);h)Lp

´B³2±,¾�ÙP×�®�Ào¯	¹	³
Ð2ÙNÝ�°�±

1 6 p 6∞ ½�³'Ñ
ωk

(

f (r);
1

σ

)

Lp

> CσrAσ(f)Lp , ç $�é
·�Ñ9¾

Aσ(f)Lp â ²9®�³'Ð2º�µ�	©¾�¾J¯	¹	³2Ý�Ð2³	Ô!¾�²	³2¾\ØJº�²	Ò	ø	³	³
f(x)

¯2°�¿�¹2¾zÑ9¿�¶�½�°�±ßø2¾zÐ2¼7ðÞØJº�²	Ò	ø	³	ÛÞ¿�¶�¾zÕ
¯2¾�²	³Þ²2¾N½�¼
	©¾

σ
½>»�®�Ñ�®�²	²2°�ÛÓ±,¾�¶�¹	³	Ò�¾

Lp(−∞,∞)
Ü

YN» ç ��é_¿\¯2°�±,°�×!à�Ù@°�ø2¾�²	Ò	³ ç $�é1¯	¹	³ r = 0
´
k = 2

Ñ	Ð2À�ØJº�²	Ò	ø	³	³
f(x) ∈ B ³

σ > 0
Ð9¾�·�Ò�°

±,°�Ô�²2°>º�¿�¶�®�²2°�½�³	¶�à2´2µ	¶�°
Aσ(f)B 6 C∆(f ;σ)B.^ñ»�®�Ò'Ð2ÙPµ2¾�²	³2¾b°�¶�±,¾�¶�³2±1´2µ	¶�°©¶�¾�°�¹2¾�±5¼@ïN³Óþ©¹9®�²2¾�¾N¯	¹	³	½�¾zÑ9¾�²	¼Ú®�½�¶�°�¹2°�±ßÝ�¾�»JÑ9°�Ò'®�»�®�¶�¾zÐ2à�Õ
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�Ó�	'ª#sur	���sur
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